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Nomenklatur

Allgemein

Die Betragsfunktion.

Il -l Eine Norm.
\Y Der Gradient.
A Der Laplace Operator.

Mengen und Korper

Die Menge der natiirlichen Zahlen.
Die Menge der ganzen Zahlen.
Der Korper der reellen Zahlen.

Der Koérper der komplexen Zahlen.

H a 82 N 2

Ein allgemeiner Korper.
Matrizen und lineare Operatoren

Kmxn Menge der m x n Matrizen im Korper K.

1 Die Einheitsmatrix, die Dimensionen und der Korper ergeben sich jeweils aus dem
Kontext.

T Fiir eine Matrix A € R™*" bezeichnet A’ ihre Transponierte.

* Fiir eine Matrix A € IK™*™ bezeichnet A* ihre Adjungierte. D.h. fiir IK = R bezeich-
net A* die Transponierte, fiir IK = C bezeichnet A* die transponiert-konjugierte
Matrix.

N Der Kern (oder Nullspace) N'(A) einer linearen Abbildung A.

R Das Bild (oder der Range) R(A) einer linearen Abbildung A.

rank Der Rang rank(A) einer Matrix A € K™*".

+ Fiir eine Matrix A bezeichnet A1 die Moore—Penrose Inverse.



Direkte Losung linearer
Gleichungssysteme

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit der direkten Losung von linearen Gleichungsyste-
men (abgekiirzt als LGS) der Form
Az = b, (1.1)

wobei A € R™ "™ eine gegebene reelle n x m-Matrix, b € R™ ein gegebener n-dimensionaler
Vektor und x € R" der unbekannte m-dimensionale Losungsvektor ist. Diese werden wir immer
in folgender Form indizieren:

CL171 al,n b1 I

an1 ... Qnn by, T

Fiir unsere Betrachtungen nehmen wir in diesem Kapitel vorerst an, dass m = n gilt, d.h., es
handelt sich bei der Matrix A um eine quadratische Matrix.

Wir suchen nun einen Vektor x € R", der die Gleichung (1.1) 16st. Wir suchen also nach
denjenigen Koeffizienten, mit denen sich der Vektor b als Linearkombination aus Spaltenvekto-
ren der Matrix A darstellen ldsst. Diese Koeffizienten entsprechen den Eintrigen des Vektors
z. In Kapitel 3 werden wir uns mit dem komplizierteren Fall von iiberbestimmten und unter-
bestimmten LGS beschéftigen. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass es genau dann eine
eindeutige Losung x € R™ fir die Gleichung (1.1) gibt, falls die Determinante det(A) # 0 ist,
wie folgendes Theorem besagt.

mmm THEOREM 1.1.

Das LGS (1.1) ist eindeutig 16sbar, wenn A nicht singular ist, d.h., wenn die Deter-
minante der Matrix A ungleich Null ist.

Allgemeiner ist das LGS (1.1) genau dann losbar, wenn der Vektor b linear abhéngig
von den Spaltenvektoren der Matrix A ist.

Wir sehen fiir den Fall det(A) # 0, dass die Spalten von A linear unabhéngig sind, und
damit eine Basis des R™, deshalb ist b immer als Linearkombination darstellbar. Fiir den Fall
det(A) = 0 ldsst sich bemerken, dass das Problem einen Losungsvektor z € R™ fir (1.1) zu
finden schlecht gestellt ist, da hier keine eindeutige Losung existiert.
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Leider ldsst sich der Matrix A in der Regel nicht direkt ansehen, ob sie singulér ist oder
nicht, d.h., ob det(A4) = 0 gilt oder nicht. Wiirde man die Determinante von A mit der in der
linearen Algebra gelaufigen Leibniz-Formel

det(A) = Z (sgn(a)ﬁaiﬂ(i)) (1.2)
i=1

O'ESn

berechnen, so stellt man fest, dass der Rechenaufwand fiir wachsende n € N sehr schnell an-
steigt, was an der groflen Zahl an kombinatorischen Moglichkeiten liegt, die es gibt um die
Eintrage von A mit Hilfe von Permutationen o der symmetrischen Gruppe S, zu permutieren.
In diesem Zusammenhang bezeichnet sgn(o) das Signum der Permutation o, welches +1 fiir
gerade und —1 fiir ungerade Permutationen ist. Auf Grund der Anzahl der moéglichen Permu-
tation wird klar, dass man fiir gegebenes n € N genau n! Summanden in (1.2) aufsummieren
muss, um die Determinante zu priifen.

Um im Allgemeinen Aussagen iiber den Rechenaufwand eines Algorithmus machen zu kon-
nen, benotigen wir folgende Definition.

mmmmm DEFINITION 1.2: Rechenaufwand und Landau-Notation.

Um den Rechenaufwand eines Algorithmus anzugeben, z&hlt man die bendtigte An-
zahl an Additionen, Multiplikationen und Vergleichen. Angegeben wird der Rechenauf-
wand haufig in Floating Point Operations (abgekiirzt als FLOPs), bei welchen historisch
bedingt eine Addition und eine Multiplikation zu einer Rechenoperation zusammenge-
fasst werden. Fiir moderne Mikroprozessorarchitekturen ist dies natiirlich eine sehr star-
ke Vereinfachung. Weitere Informationen zur Berechnung von FLOPS finden sich unter
[FLOPS].

Um den Rechenaufwand eines Algorithmus in eine Klasse von Funktionen einzuordnen
verwendet man hiufig die Landau-Notation wie folgt. Seien f,g: R — R zwei reelle
Funktionen. Wir schreiben f € O(g), d.h., g ist eine asymptotisch obere Schranke fiir
f, wenn gilt:

AC > 0,3z¢ > 0,Vx > zg: |f(z)] < Clg(x)|.

BEISPIEL 1.3: Elementsuche.

Die Anzahl der Vergleiche, die man beim Suchen eines Werts in einer unsortierten Menge
aus n Elementen benétigt liegt in O(n), da man jedes Element einzeln tiberpriifen muss.
Ist die Menge bereits sortiert, so liegt die Anzahl der benétigten Vergleichsoperationen
mit dem Intervallhalbierungsverfahren in O(logn).

Fir grofie n ist immer nur die fithrende Ordnung beim Aufwand interessant, deshalb ist es
nicht so wichtig die weiteren Ordnungen genau zu bestimmen. So werden wir fiir ein Verfahren,
dass 2n? + 4n + 3 Operationen benétigt, als Aufwand typischerweise 2n? + O(n) angeben.

1.1 Gauss-Eliminationsverfahren

Bevor wir den allgemeinen Fall eines LGS wie in Gleichung (1.1) betrachten, wollen wir zwei
Spezialfille diskutieren, in denen sich die Determinante von A direkt ablesen ldsst. Dies be-
deutet wiederum, dass man in diesen Féllen direkt eine Aussage iiber die Losbarkeit des LGS
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machen kann. Der einfachste zu betrachtende Fall ist, wenn die Matrix A eine Diagonalma-
trix ist, wenn also gilt a; ; = 0 fiir alle ¢ # j:

ai,1 0
A = =: D.
0 Qnn
In diesem Fall weifl man, dass
n
det(A) == H Qg g (13)
i=1

gilt und somit det(A) # 0 < a;; # 0 fir alle i = 1,...,n, d.h., das LGS in Gleichung (1.1)
ist genau dann l6sbar, wenn alle Diagonaleintriage der Matrix D ungleich Null sind. Weiterhin
lésst sich eine Losung « € R™ in diesem Fall sehr einfach bestimmen, nédmlich:

x = —, Vi=1,...,n. (1.4)

Da man zur Bestimmung des Losungsvektors z in (1.4) nur n Divisionen bendétigt, liegt der
Rechenaufwand bei O(n).

Widmen wir uns nun dem zweiten Fall unserer Diskussion, ndmlich wenn die Matrix A die
Gestalt einer rechten, obere Dreiecksmatrix besitzt, d.h. wenn a;; = 0 fiir alle 7 > j gilt:

ailr --- Aain
A = 0o - =: R.
0 0 ann

Wie im Fall der Diagonalmatrix lasst sich die Determinante hier analog als Produkt der Diago-
naleintrage nach Gleichung (1.3) berechnen und es gelten die gleichen Aussagen zur Existenz
einer Losung. Die konkrete Berechnung des Losungsvektors x € R™ stellt sich jedoch, vergli-
chen mit dem ersten Spezialfall, als etwas schwieriger heraus. Betrachten wir das urspriingliche
LGS in Gleichung (1.1) fiir den Fall einer rechten, oberen Dreiecksmatrix A = R so ergeben
sich die folgenden gestaffelten Gleichungen

a1,121 +a1222 + ...+ a1 p—1Tp—1 + a1 nTy = b1

a22%2 + ...+ a2 n—1Tp—1 + a2 n Ty = b

Ap—1,n—1Tn—1 + Gn—1nTn = bp—1

AnnTn = by,

Fiir den Fall, dass A nicht singulér ist, d.h., dass alle Diagonalelemente der Matrix A = R
ungleich Null sind, ldsst sich direkt ein Verfahren zur Bestimmung der unbekannten Losung
x € R"™ durch Riickwirtseinsetzen angeben. Hierzu beginnt man mit dem letzten Element
xp des Vektors z und setzt die Losung sukzessive in die gestaffelten Gleichungen (1.5) ein.
Hieraus ergibt sich das folgende Losungsverfahren.
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mamm ALGORITHMUS 1.4: Riickwartseinsetzen.

Tn = bn/an,n

Tp—1 = (bn—l - an—l,nwn)/an—l,n—l

rT = (bl — CLLQ.’L‘Q — ... al,nxn)/al,l

BEMERKUNG 1.5. In der ersten Gleichung von (1.6) benétigt man eine einzige Divisi-
on zur Bestimmung von z,. Mit jeder weiteren Gleichung kommt eine Subtraktion und ei-
ne Multiplikation hinzu (wir fassen diese zwei Schritte nach 1 zu einem FLOP zusammen).
Dementsprechend lésst sich der Rechenaufwand fiir das Riickwértseinsetzen mit

" - nn+1) n? n
1 ), = ) == — 7 = _
t2i=0 2 > Ty
1=2 i=1
also in O(n?) bzw. $n? + O(n) angeben. A

Sei A nun eine beliebige nichtsinguldre Matrix. Wir versuchen im Folgenden mit Hilfe des
Gauss’schen Eliminationsverfahren durch geschickte Rechenoperationen eine Riickfiih-
rung auf den oben diskutierten Fall der rechten, oberen Dreiecksmatrix zu erhalten. Betrachten
wir hierzu zunachst wieder die gestaffelten Gleichungen fiir den allgemeinen Fall

1,121 + a1222 + ... + a1 p—1Tp—1 + a1 nTy = b1
;121 + @ 2T2 + ...+ i p_1Tp—1 + Qj n Ty = b; (1.7)

n1Tn + Gn2T2 + ... + Gpp—1Tp—1 + GppTn = bn,
Die Idee beim Eliminationsverfahren ist es im j—ten Schritt die unbekannte Variable z; aus
allen darunter liegenden Gleichungen zu entfernen, sodass nur Nullen unterhalb des j-ten
Diagonaleintrags bleiben und so sukzessive eine rechte, obere Dreiecksmatrix entsteht. Obwohl
schon aus der linearen Algebra bekannt, geben wir im Folgenden den Algorithmus des Gauss-
Eliminationsverfahrens ausfiihrlich an.

memm ALGORITHMUS 1.6: Gauss-Eliminationsverfahren.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Matrix A nicht singulér ist. Man beginnt haufig im
ersten Schritt mit der Elimination der Variablen x; aus den Gleichungen ¢ = 2,...,n
in (1.7). Hierzu bestimmen wir fiir jede Gleichung den passenden Vorfaktor, der notig
ist, damit eine Differenz mit der ersten Gleichung zu einer Null unterhalb der Diagonalen
fihrt, d.h., wir setzen fir i =2,...,n

I, = —bb 1.8
1,1 a1 ( )

An dieser Stelle wollen wir annehmen, dass a1 # 0 ist. Diesen Vorfaktor multiplizieren
wir mit der ersten Gleichung und subtrahieren diese von der i-ten Gleichung. Im Ergeb-
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nis verschwindet nun die unbekannte Variable x;, da wir die Vorfaktoren /;; in (1.9)
entsprechend gewéhlt haben. Wir erhalten somit die folgenden neuen Gleichungen fiir
1=2,...,n

0-21+ (a2 — lipar2)ze + ...+ (aip — litain)xn, = b — i 1b1.
Wir kénnen das verbleibende System von n Gleichungen nun wie folgt schreiben

a1,171 + a1272 + ...+ a1 1Tp—1 + a1 nTn = by

(2)

2

@
2, _ @

(2 (2
ai?Q:Ug—l—...—l—am 1Tn— 1+amxn— i

ag)zxg +...+ a(z) Tp_1 + a® p, = bg)

n,n—1 n,nsn —
mit
o) = al) —liaal), 0P =0 — i b) fir i k=2,...n
Hierbei haben wir implizit ag k) = a; und bz(-l) = b; gesetzt.
Dieses Vorgehen lésst sich nun fiir den j-ten Schritt des Verfahrens fir j =2,...,n—1
wie folgt verallgemeinern. Wir setzen nun fiir die relevanten Gleichungen ¢ = j+1,...,n
die Vorfaktoren als )
J
o Yy
lij = o (1.9)
45,5
Hierbei nehmen wir wiederum an, dass a 7é 0 fir j = 2,...,n gilt. Diesen Vorfaktor
multipliziert man wieder mit der j-ten Glelchung und subtrahiert diese von der i-ten
Gleichung fiir ¢ = j + 1,...,n. Im Ergebnis verschwindet nun die unbekannte Variable
x;. Man erhélt damit die folgenden neuen Gleichungen fiir i = 5+ 1,...,n:

0 a1 +... 4025+ (al) ) —lijal) Dajin+ .+ (@) — Lgal ), = 07 — 109,

Wir kénnen dieses System von (n — j) Gleichungen nun wie folgt schreiben

QU (+1) (+1) (j+1)
A5 1Tl ot a1 a1 Gy T = b5

ag;—ﬂ:rjﬂ +...+ a,(f:;) Tp—1+ afﬁ;’[l)xn = pitD
mit
CLZ(JI;H) CLZ(?IE — l@j_la;j_)l’k, b,gj—H) = bz(]) — li’j_lbgj) fir ’i, k= j + 1, R 8




Kapitel 1 Direkte Losung linearer Gleichungssysteme

Nach n Schritten des oben beschriebenen Verfahrens hat man die urspriingliche Matrix
A in eine obere, rechte Dreiecksform iiberfithrt und man erhélt nach dem letzten
Schritt in der letzten Zeile eine Gleichung mit nur einer unbekannten Variable x,, wie
folgt

ag?nxn = bg”)

mit der oben beschriebenen Notation.
Nun lasst sich der unbekannte Vektor x € R™ durch Riickwértseinsetzen berechnen, wie
in Algorithmus 1.6 beschrieben.

BEMERKUNG 1.7. Der Rechenaufwand des Gauss-Eliminationsverfahrens in Algorithmus

1.6 liegt in O(n?) bzw. genauer zn® + O(n?).

A

BEISPIEL 1.8.

Sei
1 2 3 2
A=1111|, b=]2
3 3 1 0

Das Gauss-Eliminationsverfahren in Algorithmus 1.6 liefert einem die rechte, obere Drei-
ecksmatrix R := A™ ¢ R**3 und den modifizierten Vektor b e R? mit

1 2 3 2
R= [0 -1 —2], ™ = 1|0
0 0 -2 —6

Durch Rickwirtseinsetzen mit Algorithmus 1.6 erhélt man den Losungsvektor z =
(5,—6,3)T.

1.2 LR-Zerlegung

Wir betrachten im Folgenden das in Kapitel 1.1 hergeleitete Gauss-Eliminationsverfahren in
einer alternativen, fiir uns interessanten Form. Hierfiir benttigen wir vorab eine Definition von
rechten, oberen und linken, unteren Dreiecksmatrizen, wie sie bereits bei der Gauss-Elimination

auftauchten.

= DEFINITION 1.9: Dreiecksmatrizen und Normierung.

Wir nennen eine n x n Matrix L linke, untere Dreiecksmatrix, wenn [/; ; = 0 fiir alle
1 < j gilt. Analog definieren wir eine nxn Matrix R als rechte, obere Dreiecksmatrix,
wenn 7;; = 0 fiir alle 7 > j gilt. Wir nennen eine Dreiecksmatrix normiert, falls auf
der Hauptdiagonalen nur Einsen stehen.
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e THEOREM 1.10.

Die invertierbaren linken, unteren (und auch rechten, oberen) Matrizen bilden eine Grup-
pe beziiglich der Multiplikation.

Wir definieren im Folgenden eine niitzliche Menge von linken, unteren Dreiecksmatrizen, die
spezielle Eigenschaften haben.

s DEFINITION 1.11: Elementarmatrizen.

Sei L; € R™*™ eine linke, untere Dreiecksmatrix. Wir nennen L; eine Elementarmatrix
(oder auch Frobenius-Matrix), wenn sie nur in der j-ten Spalte von der Einheitsmatrix
I, € R™™ abweicht und folgende Gestalt hat:

1

L = : (1.10)
—ljt1,

—ln; 1

s LEMMA 1.12: Eigenschaften von Elementarmatrizen.

Fir Elementarmatrizen L; € R™ " der Gestalt (1.10) lassen sich folgende niitzliche
Eigenschaften zeigen.

(i) Bei Anwendung von L; auf einen beliebigen Vektor a € R™ werden nur die Eintrége

a; von i =7+ 1,...,n des Vektors a verandert, d.h.,
ai ai
Lj a; _ a;
aj+1 aj+1 — lj+1,54;
an ap — lpja;

(ii) Bei Anwendung von L; auf eine beliebige Matrix A € R™*™ erhdlt man das Re-
sultat L; A, indem man das [; j-fache der j-ten Zeile von A von der i-ten Zeile von
A subtrahiert fir ¢ = j + 1,...,n. Das entspricht genau dem j-ten Schritt des
Gauss-Eliminationsverfahrens in Algorithmus 1.6.

(iii) Aus Eigenschaft (7) folgt direkt, dass man die Inverse L;l von L; durch Umkehrung
des Vorzeichens der Eintrége [; ; fir ¢ = j +1,...,n erhilt.
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(iv) Das Produkt zweier Elementarmatrizen Lj, Ly, fiir j < k lasst sich durch Uberla-
gern der beiden Matrizen berechnen, d.h.,

1
1
i1
Ll = J' J
1
—lkt1,k
—lnj —lnk 1

Wir wollen nun eine Zerlegung einer gegebenen Matrix A € R™*™ definieren.

. DEFINITION 1.13: LR-Zerlegung.

Wir definieren die LR-Zerlegung einer Matrix A € R™*" als ein Produkt einer linken,
unteren Dreiecksmatrix L € R™"™ und einer rechten, oberen Dreiecksmatrix R € R™*",
die, wenn sie existiert, folgende Gestalt hat

A = LR. (1.11)

Nehmen wir nun an, dass die Matrix A weiterhin nicht singuldr ist und eine LR-Zerlegung
von A existiert. Mit Hilfe der Eigenschaften von Elementarmatrizen aus Lemma 1.12 und
dem Zusammenhang zum Gauss-Eliminationsverfahren in Algorithmus 1.6 kénnen wir nun
schreiben:

LAz = L, y..[4WAx = Rt =y = Lp_1...L1b = L7'b, (1.12)

wobei jede der Elementarmatrizen L; fir j = 1,...,n — 1 den j-ten Schritt des Gauss-
Eliminationsverfahrens durchfithrt. Das bedeutet, dass wir die Matrix A in eine rechte, obere
Dreiecksmatrix R iiberfithren konnen, indem wir sukzessive Elementarmatrizen L; mit Eintra-
gen [; ; wie in (1.9) definiert von links multiplizieren fiir j = 1,...,n — 1. Aus der urspriingli-
chen rechten Seite b € R™ des LGS in (1.1) wird durch diese Operationen die neue rechte Seite
y € R™

Sei nun fiir eine Matrix A € R™"*" eine LR-Zerlegung A = LR gegeben. Dann lasst sich das
LGS Az = b dquivalent schreiben als das Losen der beiden folgenden Probleme:

Ly=5b und Rz =y, fir z,y,b € R™. (1.13)

Das heifit, man bestimmt zuerst die rechte Seite y durch Vorwértseinsetzen von Ly = b und 16st
dann Rz = y durch Riickwartseinsetzen nach Algorithmus 1.6. Der Rechenaufwand betragt
nach Bemerkung 1.1 in diesem Fall n? + O(n) FLOPS.
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BEMERKUNG 1.14. Fiir eine invertierbare n x n Matrix A lésst sich die LR-Zerlegung
auch zur Berechnung der Inversen A~! von A nutzen, denn es gilt:

A=LR = A'=R1'L!

wobei die Inversen L~! und R~! sehr einfach berechnet werden kénnen (sieche Ubungsaufgaben
zur Vorlesung!). A

BEMERKUNG 1.15. Wir haben oben angenommen, dass bereits eine LR-Zerlegung von der
Matrix A bekannt ist. Die Aufwand zur Bestimmung einer LR-Zerlegung hat sich jedoch nicht
verringert und liegt weiterhin in O(n?®). Dennoch ist obige Betrachtung in Fillen interessant
in denen man m € N;m > 1 LGS der Form

A:ck :bk, k:1,...,m

16sen muss, d.h., wenn die Matrix A in allen m Problemen gleich ist. In diesen Fallen muss nur
eine LR-Zerlegung der Matrix A bestimmt werden, welche dann zur Lésung aller m Probleme
effizient genutzt werden kann. A

1.3 Pivotisierung mittels Permutationen

Bisher haben wir immer angenommen, dass agjj) # 0 auf der Hauptdiagonalen gilt im j-ten
Schritt des Gauss-Eliminationsverfahrens fiir j = 1,...,n — 1. Falls nun durch eine der vor-
herigen Operationen des Verfahrens eine Null auf der Hauptdiagonalen entsteht, so wird der
Algorithmus abgebrochen, da man bei der Berechnung der Elemente [; ; = a;]j) / ay]) nicht durch
Null teilen kann. Das folgende Beispiel illustriert, was passiert wenn diese Bedingung verletzt

ist.

mamm BEISPIEL 1.16.

Wir suchen eine Losung 2 € R? des LGS Az = b fiir eine 2 x 2 Matrix

0 1
()

und eine beliebige rechte Seite b € R?. Man sieht ein, dass A invertierbar ist mit

4 (-1
A _(1 O).

Dennoch scheitert das Gauss-Elimininationsverfahren in Algorithmus 1.6 bereits im ers-
ten Schritt (da wir nicht durch Null teilen kénnen) und es existiert keine LR-Zerlegung
A = LR mit L linker, unterer und R rechter, oberer Dreieckmatrix. Der Grund hierfiir
ist das Matrixelement a1; = 0 auf der Hauptdiagonalen.

Um das Problem in Beispiel 1.16 zu losen fithren wir im Folgenden das Konzept der Pivo-
tisierung der Matrix A ein.
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mmmms DEFINITION 1.17: Pivotelement.

Sei j € {1,...,n — 1}, dann bezeichnen wir das Hauptdiagonalelement agjj) der Matrix
AU) im j-ten Schritt des Gauss-Eliminationsverfahrens als Pivotelement.

BEMERKUNG 1.18. Fiir die Gauss-Elimination ist nicht nur der Fall eines Pivotelements
agj]) = ( problematisch, sondern auch der Fall eines sehr kleinen Pivotelements 0 < agjj) <
< 1, da man bei der Berechnung der Elemente [; ; in (1.9) grofie Zwischenergebnisse erhalt.
Wir werden in Kapitel 2 ndher analysieren, warum solche Falle zu groflen Ungenauigkeiten
beim numerischen Rechnen fithren. Aus diesem Grund lohnt es sich héufig den im folgenden

beschriebenen Algorithmus der Spaltenpivotsuche in jedem Schritt durchzufiihren. JAN

Die Idee der Pivotisierung ist recht einfach und soll im folgenden Algorithmus beschrieben
werden.

S ALGORITHMUS 1.19: Spaltenpivotsuche.

Wir nehmen zunéchst an, dass wir uns im j-ten Schritt des Gauss-Eliminationsverfahrens
in Algorithmus 1.6 befinden und fiir das aktuelle Pivotelement gelte agjj) = 0. Das LGS
hat in diesem Schritt dann die folgende Form:

agg * * * bgl)

0o . * ce. % :
AWy = 0 0 agjj) =0 ... ag.f% T = bg-J)
) ) 10)

n,j cee n,n n

Bei der sogenannten Spaltenpivotsuche versucht man nun durch Zeilenvertauschungen
zwischen den Zeilen j bis n ein giinstiges Pivotelement zu finden. Hierbei wird in der
Regel das betragsmdfsig grofste Element al(’]j), mit ¢ > j ausgewéahlt, so dass man im j-ten

Schritt des Gauss-Eliminationsverfahrens nun das folgende dquivalente Problem 16st:

a%f * * * bgl)

0 . * . % :
0 0 a#0 ... a?) b

A(J)LU = . . . : Tr = :
(J) _ (4) (4)

0 0 a;; = 0 ... ajn bj
0 0 ¥ o) o)

n,j ce n,n n

Hierbei erhilt man die Matrix AY) aus AU) durch Vertauschung der j-ten und i-ten
Zeile fiir ¢ > j. Dieses Vorgehen wird im Allgemeinen auch Pivotisierung genannt.

10
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BEMERKUNG 1.20. Der Rechenaufwand fiir die Spaltenpivotsuche im j-ten Schritt des
Gauss-Eliminationsvefahrens liegt in O(n) und ist somit vernachldssigbar gegeniiber dem Re-
chenaufwand des gesamten Verfahrens. A

THEOREM 1.21.

Ist die Matrix A invertierbar, so lisst sich in jedem Schritt des Gauss-Eliminations-
verfahrens eine Spaltenpivotsuche durchfithren, so dass man ein Pivotelement ag?J),
erhéalt, das nicht Null ist.

(=]

Beweis. Nehmen wir an, dass im j-ten Schritt des Gauss-Eliminationsverfahrens kein Pivot-
element agjj) # 0,1 > j existiert. Das bedeutet, dass die erste Spalte der Matrix (a,(j ,)g)k:]n
nur aus Nullen besteht und somit nicht vollen Rang hat. Daraus folgt mit Argumenten der
linearen Algebra, dass det((a,(f; ;C) k=j,..n) = 0 gilt. Andererseits gilt jedoch auch:

Jj—1 )
0 # det(4) = [ ais- det((af)iy,..n)-
=1

Dies ist ein klarer Widerspruch zur Annahme, woraus die Behauptung folgt. O

Die gewiinschte Zeilenvertauschung bei der Pivotisierung im j-ten Schritt des Gauss-Eliminationsverfahrens
lasst sich formal auch durch die Multiplikation mit einer n x n Permutationsmatrix P, beschrei-
ben, wobei o € S, die entsprechende Permutation aus der symmetrischen Gruppe ist.

mmme DEFINITION 1.22: Permutationsmatrix.

Sei 0 € S, eine Permutation der Zahlen 1 bis n mit o({1,...,n}) = {i1,...,%,} und sei
ej der j-te Einheitsvektor. Dann lisst sich mit Hilfe von o eine Permutationsmatrix
P, definieren mit

63_1(1) eT

T T
eg(n) (e

in

Das heifit es handelt sich um eine Permutation der Einheitsmatrix, bei der die Zeilen
gemif o vertauscht wurden.

Fir die oben eingefithrte Permutationsmatrix lassen sich folgende mathematische Eigen-
schaften beobachten.

sm—— LEMMA 1.23: Eigenschaften von Permutationsmatrizen.

Sei 0 € S, eine Permutation und sei P, € R"*" die zugehorige Permutationsmatrix.
Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(i) Die Anwendung auf einen Vektor b € R™ permutiert die Elemente geméfl o € S,,,
d.h.,
b1 bi
Py =
by, b;

n

11
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(ii) Die Multiplikation P,A von links an eine n x n Matrix A permutiert deren Zeilen
gemif o € S,.

(iii) Die Multiplikation APT von rechts an eine n x n Matrix A permutiert deren
Spalten gemiafl o € S),.

(iv) Jede Permutationsmatrix P, ist invertierbar und es gilt P, ! = PI. Da insbeson-
dere gilt P, P! = PT'P, = I,, folgt, dass P, unitdr ist.

Das folgende Beispiel soll die Gestalt und Wirkung von Permutationsmatrizen fiir einen
dreidimensionalen Vektor verdeutlichen.

mmmmm BEISPIEL 1.24: Permutationsmatrix.

Sei 0{1,2,3} = {2, 3,1}, dann l&sst sich die zugehorige Permutationsmatrix P, schreiben
als

0
P, =10
1

o O =
o = O

und bei Anwendung auf einen Vektor b € R3 gilt

010 by by
P,b =10 0 1 bo| = |bs
1 0 0 b3 bl

Mit Hilfe der oben eingefiihrten Elementar- und Permutationsmatrizen lésst sich nun das
Gauss-Eliminationsverfahren mit Pivotisierung fiir eine n x n Matrix A schreiben als

Ln_lpn_l...LQPQLlplAl‘ = Rx = Yy = Ln_lpnl...LQPQLlplb. (114)

Um diese Form der rekursiven Linksmultiplikation mit Elementar- und Permutationsmatrizen
in eine geschlossene Form einer LR-Zerlegung zu iiberfithren bendtigen wir noch das folgende
Lemma.

sm—_— LEMMA 1.25: Wirkung auf Elementarmatrizen.

Sei j € {1,...,n— 1}, L; € R™" eine Elementarmatrix und sei P, € R™ " eine
Permutationsmatrix, die nur Zeilen mit Index ¢ > j vertauscht, d.h., o({1,...,j}) =
{1,...,7}. Dann gilt

T
P,L;P; = L;-,

wobei L;- die gleiche Form wie L; hat, jedoch mit geméafl der Permutation o vertauschten
Elementen l;c, ;= l;\..;- Aus der Eigenschaft, dass P, unitér ist, folgt folgende Vertau-

schungsrelation:
P,L; = L;-PU. (1.15)

Folgendes Beispiel soll die Wirkung der Permutationsmatrizen P und P auf eine Element-
armatrix L, wie in Lemma 1.25 beschrieben, ndher verdeutlichen.

12
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BEISPIEL 1.26.
Sei
100 1 00
P=1]001| =P wud L= |-ly; 1 0],
010 ~l3; 0 1
dann gilt:
100 1 0 0\/1 00
PLP" =10 0 1||-los 1 Of[0 0 1
01 0/ \=131 0 1/\0 10
1 0 0\/t 00
=|-l31 0 1|0 0 1
—lp; 1 0/ \0 1 0
1 00
=31 1 0Of.
—l271 0 1

Durch die in Lemma 1.25 beschriebene Vertauschungsrelation in (1.15) ldsst sich nun die
Linksmultiplikation des LGS Az = b in (1.14) umschreiben. Ohne Beschréankung der Allge-
meinheit betrachten wir hierfiir den Fall n = 4:

L3P3LyPy [Py = L3P3LoL| PP
= L3L4YPsL\ PP,
= I3LLL{PsP,P, = L™'P.

Man erhélt nun die Matrix L der LR-Zerlegung von A durch Invertierung als
L = (LsLyLY)™ = (L) "H(L5H) ' (Ls)™"
Wir kénnen nun eine LR-Zerlegung mit Pivotisierung fiir beliebige A € R™*™ angeben:

PA = LR. (1.16)

THEOREM 1.27.

Sei A eine reguldre n x n Matrix. Dann existiert eine eindeutige LR-Zerlegung der

Form PA = LR, wobei L normierte, linke, untere Dreiecksmatrix und P eine Permuta-
tionsmatrix ist.

BEMERKUNG 1.28. Ist die n x n Matrix A singulér, so existiert dennoch eine Zerlegung
PA = LR, die jedoch nicht eindeutig ist, da die linke, untere Dreiecksmatrix L nicht notwen-
digerweise normiert ist. In diesem Fall existiert ein j 6 {1 — 1}, so dass im j-ten Schritt
des Gauss-Eliminationsverfahrens kein Pivotelement a 7& 0 fur 1 > j gefunden werden kann.
Dann iiberspringt man den Eliminationsschritt, d.h., man setzt L; = P; = I,,. Ein Beispiel die

13
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Zerlegung einer singuldren Matrix A € R?*? ist:
1 0\ (1 1 1 0\ (1 1
Pa= ()G = Go)(o o) =

1.4 Cholesky-Verfahren

In vielen Anwendungsgebieten der numerischen Mathematik tauchen symmetrische Matrizen
auf, die haufig sogar positiv definit sind, wie zum Beispiel Korrelationsmatrizen bei statis-
tischen Berechnungen, die Normalengleichungen bei linearen Approximationsproblemen oder
Steifigkeitsmatrizen bei der Methode der finiten Elemente. Fiir diese spezielle Klasse von Matri-
zen lassen sich beim Lésen von linearen Gleichungssystemen der Form Az = b ihre besonderen
Eigenschaften fiir effizientere Algorithmen ausnutzen.

Zur Herleitung des Cholesky-Verfahrens im Folgenden bendtigen wir zuerst einige grundle-
gende Definitionen.

DEFINITION 1.29: Hermitesche Matrizen.

Sei A eine n x n Matrix. Wir nennen A hermitesch, falls die Matrix ihrer Adjungierten
entspricht, d.h., es gilt A = A*.

Wir bezeichnen hierbei mit A* diejenige Matrix, die durch Spiegelung der Eintrdge von
A an der Hauptdiagonalen mit anschliefender komplexen Konjugation entsteht, d.h.,
fir alle ¢ # j gilt a;; = @j;.

LEMMA 1.30: Eigenschaften hermitescher Matrizen.

Fiir hermitsche Matrizen lassen sich folgende Eigenschaften zeigen:

(i) Jede hermitesche Matrix A mit rein reellen Eintrégen a; j,1 <14, j < n ist symme-
trisch.

(ii) Jede hermitesche Matrix A besitzt n reelle Eigenwerte und die zugehorigen Eigen-
vektoren bilden ein Orthogonalsystem des R™.

(iii) Jede hermitesche Matrix A ist selbstadjungiert und es lasst sich mit dem komple-
xen Standardskalarprodukt zeigen, dass fiir alle z,y € C™ gilt:

(Az,y) = (Azx)"y = " A%y = 2" Ay = (z, Ay).

Nach der Einfiihrung von hermiteschen bzw. symmetrischen Matrizen und ihren Eigenschaf-
ten kénnen wir Aussagen iiber ihre Definitheit machen.

DEFINITION 1.31: Definitheit von Matrizen.

Sei A eine hermitesche Matrix.

(i) Falls gilt (z, Az) > 0 bzw. (x, Az) > 0 fir alle z € C", 2 # 0, so nennen wir die
Matrix A positiv definit bzw. positiv semi-definit.
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(ii) Analog lassen sich die Begriffe negativ definit bzw. negativ semi-definit fir
den Fall (z, Az) < 0 bzw. (z, Az) < 0 definieren.

(iii) Ist A weder positiv noch negativ semi-definit so nennen wir A indefinit.

LEMMA 1.32.

Sei A eine positiv definite Matrix und sei m € N beliebig mit 1 < m < n. Dann sind alle
Untermatrizen A;, . ;. € (C(”*m)x(”*m), die durch Streichung der Spalten und Zeilen
von A mit Indizes {i1,...,%,} auch positiv definit.

im € C(n—m)x(n=m) a]g diejenige Untermatrix,
die durch Streichung der Spalten und Zeilen von A mit Indizes {i1, ..., %y} entsteht. Sei nun
Z € C" ™ ein beliebiger Vektor mit Z # 0. Wir miissen zeigen, dass dann schon gilt (z, Az) > 0.

Betrachten wir nun die Einbettung ®: C"~" — C", die jeden Vektor T € C"™™ auf den
eingebetteten Vektor x € C™ abbildet, d.h., auf denjenigen Vektor x dessen Eintrdge mit denen
von T libereinstimmen und zusétzlich Nullen als Eintrége fiir die Indizes i1, ..., i, besitzt. Aus
der positiven Definitheit von A folgt dann aber schon:

(z, AT) = (®(T), A®(T)) = (, Az) > 0.

Beweis. Wir definieren zunichst A := A;,

Da der Vektor T € C* ™ und die Untermatrix A beliebig gewihlt waren, folgt hieraus schon
die Aussage. O

Aus Lemma 1.32 l&sst sich direkt folgendes Korollar ableiten.

KOROLLAR 1.33.

Sei A eine positiv definite Matrix. Dann sind alle Diagonalelemente von A positiv, d.h.,
esgilt a;; >0 fiiri=1,...,n.

BEMERKUNG 1.34. Man kann zeigen, dass jede positiv definite Matrix die schone Eigen-
schaft hat nur reelle, positive Eigenwerte zu besitzen. A

Sei nun A eine positiv definite n x n Matrix, fiir welche eine LR-Zerlegung der Form A = LR
existiert, wobei L eine normierte, linke, untere Dreiecksmatrix ist. Wir wissen nun auf Grund
der Eigenschaften von hermiteschen Matrizen, dass folgender Zusammenhang gelten muss:

LR = A = A* = (LR)* = R*L".

Man sieht also, dass R*L* ebenfalls eine LR-Zerlegung von A ist. Sei nun D die Matrix, die
sich aus der Hauptdiagonalen von R ergibt. Dann sieht man ein, dass

A — R*(D*)—ID*L*

ebenfalls eine LR-Zerlegung von A darstellt, die sich von A = R*L* nur durch die Normierung
der Diagonalelemente der linken Seite unterscheidet. Da A als positiv definite Matrix regular
ist, folgt aber aus der Eindeutigkeit der LR-Zerlegung in Satz 1.27 schon, dass L = R*(D*)~!
und R = D*L* ist und wir somit eine eindeutige Darstellung

A = LD*L*

15
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erhalten. Da die Matrix A positiv definit ist, miissen die Elemente von D nach Bemerkung
1.34 reell und positiv sein. Wir kénnen also Dx = D setzen. Definieren wir nun die Matrix v/ D
als diejenige Matrix, die sich durch Wurzelziehen aus den Diagonalelementen von D ergibt, so
kénnen wir L := Lv/D definieren und es ergibt sich die sogenannte Cholesky-Zerlegung der
Matrix A als

A = LDL* = LVDVDL* = LL* (1.17)

Man beachte, dass die linke, untere Dreiecksmatrix L durch die Multiplikation mit /D im All-
gemeinen nicht mehr normiert ist. Das Ergebnis lasst sich in folgendem Satz zusammenfassen.

THEOREM 1.35.

Sei A eine positiv definite Matrix. Dann gibt es genau eine linke, untere Dreiecksmatrix
L mit positiven Diagonalelementen, so dass eine eindeutige Cholesky-Zerlegung von
A der folgenden Form existiert:

A=LL".

Der Beweis von Satz 1.35 ist konstruktiv und liefert zugleich den Algorithmus zur Berechnung
der Cholesky-Zerlegung. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wollen wir diesen fiir den Fall
von reellen Matrizen A € R™*"™ im Folgenden angeben.

s ALGORITHMUS 1.36: Cholesky-Verfahren.

Zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung einer symmetrischen Matrix A = LL” betrach-
ten wir die Gleichung zuerst elementweise:

n J J
a5 = Z li,klaj = Z li,kl%:j = Z li,klj,Im 1< _] <i<n. (1.18)
k=1 k=1 k=1

Hierbei bezeichnet lf’j ein Element der Matrix L?. Auf Grund der Symmetrie von A
besteht das nichtlineare Gleichungssystem (1.18) nur aus n(n+1)/2 Gleichungen. Da L
eine linke, untere Dreiecksmatrix ist, gibt es genauso viele Unbekannte [; ; fiir 1 < j <
1 < n.

Dieses Gleichungssystem lésst sich wie folgt rekursiv auflésen. Wir versuchen zunéchst
die erste Spalte von L zu berechnen indem wir 5 = 1 setzen. Da alle Summanden bis
auf den ersten Null sind, ergeben sich die folgenden n Gleichungen:

lz‘,lll,l = az‘,1, 1= 1, Loy n.

Insbesondere ergibt sich fiir den Index ¢ = 1 die Losung

lhip = ai. (1.19)

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass l;; > 0 fiir ¢ = 1,...,n und die Diagonalelemente
von A immer positiv sind nach Korollar 1.33. Die weiteren Elemente der ersten Spalte
von L kann man durch Einsetzen von (1.19) lésen als

li,l = aiyl/ll,l = aiyl/‘/al,l, i:2,...,n.

Um die zweite Spalte von L zu berechnen setzen wir wiederum j = 2 und erhalten die
Gleichungen (1.18)
linlon +liglog = a2, 1=2,...,n.

16
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Fiir das Diagonalelement 5 o erhalten wir im Fall ¢ = 2 die Losung

12,2 = \/(IQ’Q—Z%J.

Hierbei haben wir angenommen, dass der Radikand positiv ist. Die weiteren Elemente
der zweiten Spalte von L fiir 3 < ¢ < n kann man nun durch Einsetzen berechnen:

liog = (a2 —lialea)/lop, i=3,...,n.

Wir wollen dieses Prinzip nun fiir den j-ten Schritt des Cholesky-Verfahrens verallge-
meinern. Nehmen wir also an, dass die Spalten 1 bis j —1 der Matrix L bereits bestimmt
wurden. Dann lauten die Gleichungen (1.18) fir die j-te Spalte von L:

li,llj,l + ...+ li’jfll]”jfl + li,jlj,j = a;j, t=7,...,M.

Fiir @ = j ergibt sich fiir das Diagonalelement [; ; der Matrix L

_ 2 2
lj’j = \/am _lj,l _"'_lj,j—l‘ (1.20)
Auch hier nehmen wir an, dass der Radikand positiv ist. Die weiteren Elemente fiir
i =7+1,...,n lassen sich dann durch Einsetzen berechnen als
li,j = (a@j — li71l]’71 — .. li,j—llj,j—l)/lj,ja 1= j + 1, o, n.

Wir sehen also, dass wir mithilfe des Cholesky-Verfahrens alle unbekannten Elemente
von L berechnen kdénnen.

Wir haben in (1.20) von Algorithmus 1.36 angenommen, dass der Radikand immer positiv
ist. Folgendes Lemma zeigt, dass diese Annahme gerechtfertigt ist.

mmmm LEMMA 1.37.

Sei A eine positiv definite Matrix und j € {1,...,n} beliebig. Dann gilt fiir den j-ten
Schritt des Cholesky-Verfahrens in Algorithmus 1.36, dass der Radikand in (1.20) positiv
ist, d.h., es gilt

7j—1
2
aj; > Y 1
=1

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch vollstdndige Induktion. Der Induktionsanfang fiir
j = 1 ist richtig, da a11 > 0 nach Lemma 1.32 gilt.

Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir die ersten j — 1 Schritte gilt. Dann lassen
sich die ersten j — 1 Spalten der linken, unteren Dreiecksmatrix L mit dem Cholesky-Verfahren
berechnen. Wir bezeichnen diese Spalten der Matrix L mit der n x (j — 1) Matrix L; und es

17
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gilt
a1
: *
T _ | 4-11 --- Aj-15-1
LiLy = | s (1.21)
J,1 s J.j—1 JsJ
Qan,1 c. Ap,j—1 Tnj --- Tpn

Es reicht die linke, untere Hélfte des Produkts LjL]T zu betrachten, da sich die rechte Halfte
aus der Symmetrie von A ergibt. Man kann ausrechnen, dass das Element z;; die folgende
Gestalt hat

J
xj,j = E l‘],kl‘]’k = lj,l + . + lj,j*l'
k=1

Wenn wir nun zeigen konnen, dass z;; < a;; gilt, so haben wir den Induktionsschritt
vollzogen, denn dann ist der Radikand in (1.20) positiv.

Nehmen wir nun an, dass das Gegenteil gilt, d.h., z;; > a;;. Da jede Untermatrix einer
positiv definiten Matrix auch positiv definit ist nach Lemma 1.32, wéire die Matrix C' € R/*J
mit

a1

C =
AGj-11 e @11
a]vl tt a]v]_l x]?]

auf Grund der Annahme x;; > a;; positiv definit. Dies sieht man durch folgendes Argument
ein. Sei ¢ = z;; — a;;, dann gilt 6 > 0 nach Voraussetzung. Definieren wir nun eine Matrix
B € R7*J | die iiberall Nullen enthélt auBer dem Eintrag b;;j = 0 auf der Hauptdiagonalen. Es
ist offensichtlich, dass die Matrix B positiv semi-definit ist und es gilt C' = A + B. Dann gilt
fiir alle Vektoren z € R7 /{0}:

(x,Cx) = (x,(A+ B)z) = (x,Az)+ (x, Bx) > 0.
—_——  —
>0 >0
Die Matrix C ist also auch positiv definit und somit hatte die Matrix auf der rechten Seite
von (1.21) mindestens den Rang j, wihrend das Produkt Lij aber maximal den Rang j —1
haben kann. Dieser Widerspruch zeigt, dass x;; < a;; gelten muss. O

BEMERKUNG 1.38. Der Rechenaufwand zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung in Al-
gorithmus 1.36 liegt in %n3 + O(n?) und verhilt sich dadurch asymptotisch doppelt so schnell
wie das Gauss-Eliminationsverfahren in Algorithmus 1.6. Dies liegt vor allem daran, dass man
beim Cholesky-Verfahren die Symmetrie der Matrix A geschickt ausnutzt. A
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Grundlagen des numerischen
Rechnens

Eines der Hauptziele der numerischen Mathematik ist es die Genauigkeit bei der maschinellen
Berechnung eines mathematischen Problems am Computer zu analysieren und zu beurteilen.
In der Regel wird jede numerische Berechnung durch drei mogliche Fehlerquellen gestort:

1. Fehler in den Eingabedaten
2. Rundungsfehler bei der Zahldarstellung
3. Approximationsfehler durch die Anndherung eines mathematischen Problems

Fehler in den Eingabedaten entstehen typischerweise durch Fehler bei der physikalischen Mes-
sung dieser Daten, z.B., durch die Beschrankung des Werteraums der Messapparatur oder
durch kleine stochastische Storungen wie elektronisches Rauschen.

Rundungsfehler treten natiirlicherweise bei der Darstellung einer reellen Zahl mit Hilfe eines
Datentyps im Computer auf, der nur eine fixe, endliche Anzahl von Stellen speichern kann.

Approximationsfehler hingegen treten immer dann auf, wenn ein mathematisches Problem
numerisch angenédhert wird. Beispiele hierfiir sind die Approximation von Integralen durch
Summen oder die Anndherung einer Ableitung durch Differenzenquotienten. Man spricht in
diesem Zusammenhang hiufig von der Diskretisierung eines Problems und ihrer Genauigkeit.

2.1 Digitale Zahldarstellung im Computer

Wir beschéftigen uns zunéchst mit der Frage, wie moderne Digitalrechner, wie zum Beispiel
jeder handelsiibliche PC, eine reelle Zahl x € R intern speichern und verarbeiten. Es ist klar,
dass durch die endliche Anzahl der integrierten Schaltungen in einem Computerspeicher eine
Zahl nur endlich viele Stellen besitzen kann. Dadurch ist es unméglich eine beliebige irratio-
nale Zahl numerisch exakt zu speichern, so dass durch die Endlichkeit des Computerspeichers
zwangslidufig Rundungsfehler auftreten miissen.
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Kapitel 2 Grundlagen des numerischen Rechnens

e DEFINITION 2.1: Maschinenzahlen.

Wir bezeichnen die Menge aller in einem Digitalrechner darstellbaren Zahlen A C Q als
Maschinenzahlen. Die Menge der Maschinenzahlen wird durch das gewéahlte Format
der Zahldarstellung definiert.

Um die Rundungsfehler durch die digitale Zahldarstellung im Folgenden nédher zu charakteri-
sieren, muss man verstehen, dass jede Zahl in einem Digitalrechner eine Darstellung aus Oen und
len, den sogenannten Bits, besitzt. Die Anzahl n € N der Dualstellen fiir die Repréasentation
einer Zahl wird auch Wortlinge genannt. Sie wird typischerweise durch die Prozessorarchi-
tektur vorgegeben. Aktuelle PCs verwenden eine Wortldnge von n = 64 Bit. Wir nehmen im
folgenden eine Rechnerarchitektur an, die ein Speicherwort in der ,, Little Endian “-Konvention
speichert, d.h., dass das am wenigsten signifikante Byte (1 Byte = 8 Bit) am Ende des Wortes
steht.

2.1.1 Festkommazahlen

Betrachtet man die sogenannte Festkommadarstellung einer Zahl in einem Digitalrechner,
so teilt man die vorliegende Wortldnge in n = nj 4+ ny Dualstellen auf und nimmt implizit
an, dass der Dezimalpunkt zwischen dem nj-ten und (n; + 1)-ten Bit liegt. Nehmen wir zur
Vereinfachung im Folgenden an, dass wir nur positive Zahlen darstellen wollen, dann kénnen
wir auf die Darstellung eines Vorzeichens verzichten. Damit kann man Maschinenzahlen x € A
der folgenden Form darstellen:

ni—1 no
T o= > a2+ b2 = an, 12"+ a2t +ap2’ + 027+ b, 2™
=0 =1

n1 Summanden no Summanden

Die Koeffizienten a;,b; stellen die Bits eines Speicherwortes der Lénge n dar und kénnen
dementsprechend nur die Werte 0 oder 1 annehmen.

mamm BEISPIEL 2.2.

Sei die Wortlénge eines Digitalrechners n = 4. Verwenden wir also die Festkomma-
darstellung mit ny = 3 und ny = 1, so wiirde das Speicherwort die Zahl 5.5
darstellen, denn es lasst sich ausrechnen:

19240-2041-2°|4+/1-27[=44041405=55

2.1.2 Gleitkommazahlen

Heutzutage wird die oben beschriebene Festkommadarstellung von Zahlen kaum noch in Di-
gitalrechnern verwendet, da sie zu unflexibel ist und iiber eine zu geringe Maéchtigkeit bei
der Zahldarstellung verfiigt. Aus diesem Grund hat man die Gleitkommadarstellung von
Zahlen in Digitalrechnern eingefithrt. Man verwendet typischerweise die normalisierte Gleit-
kommadarstellung, fiir die es bereits seit 1985 den IEEE 754 Standard gibt, welchen wir in
Abschnitt 2.1.4 ndher betrachten werden. Dieser ist auf fast allen modernen Digitalrechnern
heutzutage implementiert. Hierbei wird die Stelle des Dezimalpunktes nicht fest vorgegeben,
sondern kann in Abhéngigkeit der zu darstellenden Zahl flexibel gewéhlt werden. Der zu Grun-
de liegende Gedanke bei dieser Darstellung ist es, dass grofle Zahlen hiufig wenig Genauigkeit
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bei den Nachkommastellen benétigen, wohingegen sehr kleine Zahlen eine hohe Genauigkeit
bei den Nachkommastellen brauchen.
Wir betrachten im Folgenden die digitale Zahldarstellung mit Hilfe von Gleitkommazahlen.

DEFINITION 2.3: Gleitkommazahlen.

Die Menge aller Maschinenzahlen A C Q der Form

x = m-0b° (2.22)

fiir x € A stellt die Menge der exakt darstellbaren Gleitkommazahlen in Abhéngigkeit
der gewahlten Mantisse m € Q, der Basis b € N und des Ezponenten e € Z dar.

Typischerweise wird die Basis b in Digitalrechnern als b = 2 angenommen, wohingegen
Menschen natiirlicherweise mit einer Zehnerpotenz, d.h. b = 10 als Basis rechnen.

Fiir eine Gleitkommazahl x € A wird die Mantisse m € Q durch p € N Stellen mit p < n
festgelegt und bestimmt die Genauigkeit bei der Approximation einer Zahl durch x. Fiir die
Speicherung einer Maschinenzahl im Digitalrechner wird angenommen, dass die Mantisse eine
positive Ganzzahl reprasentiert und die entsprechenden Bits werden daher als solche interpre-
tiert.

Der FExponent erhilt bei der Zahldarstellung » € N Stellen mit » < n und ist mafigeblich fiir
die Definition des Wertebereichs von Maschinenzahlen und der genauen Stelle des Kommas bei
einer Zahldarstellung verantwortlich. Fiir die Speicherung einer Maschinenzahl im Digitalrech-
ner wird angenommen, dass der Exponent eine positive oder negative Ganzzahl représentiert
und die entsprechenden Bits werden daher als solche interpretiert. Hierbei verwendet man ty-
pischerweise jedoch nicht die Darstellung des Exponenten im Zweierkomplement [2-Kompl],
sondern fithrt einen festen Biaswert ein (mehr dazu in Abschnitt 2.1.4 zum IEEE 754 Stan-
dard).

Das erste Bit einer Gleitkommazahl wird fiir das Vorzeichen reserviert (@ ist positiv und
ist negativ), wihrend die restlichen Bit zwischen Mantissenlinge und Exponentenlinge
aufgeteilt werden, d.h., es gilt insgesamt

n=1+p+r

2.1.3 Normalisierung

Im Allgemeinen ist die Darstellung einer Zahl durch eine Gleitkommazahl nicht eindeutig, wie
folgendes Beispiel zeigt.

m—_— BEISPIEL 2.4: Uneindeutigkeit von Gleitkommazahlen.

Wir betrachten im Folgenden unterschiedliche Zahldarstellungen einer Zahl jeweils im
Dezimal- sowie im Dualsystem.

(i) Die Darstellung der Zahl z = 3.5 ldsst sich in der Dezimaldarstellung beziiglich
der Basis 10 auch schreiben als = 35 - 10~! oder z = 0.35 - 10!. Die Darstellung
ist also nicht eindeutig, da das Komma an beliebige Stelle verschoben werden kann
durch die Anderung des Exponenten.
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(ii) Fiir ein Speicherwort der Lénge n = 8 Bit mit Basis 2, Mantissenldnge p = 5 und
Exponentenlinge r = 2 gibt es fiir die Zahl 14 die Gleitpunktdarstellungen

[0][o0][01110] = +202'+02) . (0.2% 4 1.23 4 1-2241-2'40-2°) = 1-14 = 14
S —p—
r P

und

[oJo1o0111] = 4202412 (0.24 4 0.23 +1-22+1-2'+1.20) = 2.7 = 14,

Fiir dieses Beispiel haben wir die Bits fiir den Exponenten und fiir die Mantisse jeweils
als eine positive Ganzzahl interpretiert.

Um die Eindeutigkeit der Darstellung einer Zahl in einem Digitalrechner sicher zu stellen,
muss man die Gleitkommazahl normieren.

mmmm DEFINITION 2.5.

Wir nennen die Gleitkommadarstellung einer Zahl normalisiert, falls fiir die Mantisse
eine feste Bedingung a1 < m < as fir 0 < a1 < as gilt.

Typische Normalisierungsbedingungen fiir Gleitkommazahlen sind b=! < m < 1 oder
1<m<b.

Der Vorteil der Normalisierung besteht darin, dass man die Ziffer vor dem Komma nicht
explizit speichern muss, da man davon ausgehen kann, dass diese fiir alle normalisierte Gleit-
kommazahlen gleich ist. Man spricht auch in diesem Zusammenhang vom ,, Hidden Bit“.

2.1.4 IEEE 754 Standard

Es wird klar, dass man bei der Aufteilung der (n — 1) Bit eines Maschinenworts der Lénge
n einen Kompromiss zwischen der Approximationsgenauigkeit einer Zahl (definiert durch
p) und der Grofle des Wertebereichs (definiert durch r) finden muss. Aus diesem Grund gibt
es verschiedene vorgeschlagene IEEE-Standards zur Implementierung und Interpretation von
Gleitkommagzahlen in Digitalrechnern, z.B. Half-, Single- und Double-Precision Gleitkomma-
zahlen. Wir wollen uns im Folgenden ein Beispiel zur Speicherung einer Gleitkommagzahl im
Single Precision Format nach dem IEEE 754 Standard [IEEE754] betrachten.

memm BEISPIEL 2.6.

Wir wollen die Zahl x = 18.4 in einem Digitalrechner nach dem IEEE 754 Standard
fur Single Precision Gleitkommazahlen zur Basis b = 2 darstellen, d.h., wir haben eine
Wortldnge von n = 32, Mantissenldnge p = 23 und Exponentenlidnge r = 8. Der IEEE
754 Standard benutzt zur Speicherung des Exponenten einen festen Bias von B =
127, der auf den Exponenten aufaddiert wird und dadurch immer eine vorzeichenfreie,
positive Zahl E = e + B entsteht. Dies hat Vorteile beim Vergleich von Exponenten
verschiedener Gleitkommazahlen.

Im ersten Schritt ndhern wir die Zahl 18.4 als Festkommazahl an wie in Abschnitt 2.1.1
beschrieben. Hierzu stellen wir zuerst die Zahl 18 vor dem Komma im Binérsystem dar
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als:
18 = 16+2 = 1-240-224+0-22+1-2'40-2° = [10010].

Versuchen wir nun den Rest 0.4 nach dem Komma darzustellen:
04 =0-2'+1-27241.2340-27%40-2°4+1-27641.277 4 .

= [0110011.... |

sehen wir, dass die Zahl 0.4 eine periodische Struktur in der Bindrdarstellung besitzt.
Da man nur eine endliche Wortlange von n = 32 hat, wird die Zahl inexakt dargestellt.
Es ergibt sich also folgende Festkommadarstellung der Zahl 18.4 im Dualsystem:

18.4 = |10010,0110011...

Fiir die Normalisierung der Gleitkommazahl im IEEE 754 Format miissen wir die
Bedingung 1 < m < 2 erfiillen. Dies kann erreicht werden indem wir den Exponenten
e = 4 wihlen, d.h., wir multiplizieren die obige Zahldarstellung mit dem Faktor 2% und
erhalten somit die Darstellung:

1,00100110011. .. \ 24,

Wir stellen den Exponenten nun mit Hilfe des Bias von B = 127 dar, d.h.,

E = e+ B = 4+127 = [00000100|+[01111111] = [10000011| = 131.

Da wir normalisierte Gleitkommazahlen verwenden miissen wir die fithrende 1 vor dem
Komma nicht explizit speichern. Aus den obigen Berechnungen lésst sich die Zahl 18.4
nun als folgende 32 Bit Gleitkommazahl approximieren:

18.4 ~ [0] [10000011][00100110011001100110011]

—~—
Vorz. 8 Bit Exponent 23 Bit Mantisse

BEMERKUNG 2.7. Bei der Riickkonvertierung der in Beispiel 2.6 berechneten Gleitkom-
mazahldarstellung in eine Dezimalzahl erhélt man auf Grund der Endlichkeit der Mantisse und
der Periodizitdt der Dualdarstellung von 0.4 das inexakte Ergebnis

18.4 ~ [0][10000011[00100110011001100110011] = 18.39999961853

A

Wir erkennen also, dass z = 18.4 ¢ A keine Maschinenzahl in Bezug auf den IEEE 754
Standard ist und daher nicht exakt dargestellt werden kann. Es kommt automatisch zu Run-
dungsfehlern.

2.2 Rundungsfehler und Gleitkommaarithmetik

Wie wir schon im vorigen Abschnitt gesehen haben ist die Menge aller Maschinenzahlen A C Q
endlich. Im Folgenden wollen wir uns also mit der Frage beschéftigen, wie sich eine nicht
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exakt darstellbare Zahl x ¢ A durch eine Maschinenzahl & € A approximieren liasst. Wie wir
sehen werden taucht dieses Problem nicht nur bei der Speicherung der Zahl x auf, sondern bei
allen mathematischen Berechnungen im Digitalrechner. Eine verniinftige Bedingung an eine
Approximation der Zahl x durch eine Maschinenzahl = rd(z) € A ist gegeben durch:

lz — 2| = |z —1rd(z)] < |z—y|, YyeA (2.23)

Man erhélt solch eine Approximation rd(x) im Digitalrechner durch Rundung.

mmmm BEISPIEL 2.8.

Fiir die Basis b = 10 und eine Mantissenldnge von p = 4 erhalten wir folgenden Appro-
xXimationen:

(i) ©=1.97689743 = rd(x) = 1.9769
(ii) o = 1.374651 = rd(z) = 1.3747
(ili) = = 1.07743846282 = rd(z) = 1.0774

Falls rd(z) € A eine Maschinenzahl ist, so erfiillt diese Approximation die gewiinschte Ei-
genschaft (2.23) fiir alle y € A. Jedoch gibt es auch Félle in denen die fiir uns intuitiv gewéhlte
Rundungsoperation nicht zwangslaufig eine Maschinenzahl liefert, wie wir im folgenden Beispiel
sehen konnen.

mamm BEISPIEL 2.9.

Wir betrachten folgende Beispiele fiir den Fall der Basis b = 10 mit einer Mantissenldnge
von p = 4 und einer Exponentenldnge von r = 2:

(i) rd(1.31794 - 101%%) = 1.3179-105 ¢ A
(ii) rd(1.368589 -10%) = 0.13686- 10 ¢ A

Im ersten Fall handelt es sich um keine Maschinenzahl da der Exponent 145 die Lange
3 hat und nur eine Exponentenldnge von r = 2 vorliegt. Im zweiten Fall kommt es zu
einem Ezponententiberlauf durch die in diesem Beispiel gewédhlte Normalisierung der
Gleitkommazahl durch 1/10 < m < 1.

Um den Fehler einer numerischen Operation anzugeben gibt es zwei géngige Fehlermafle, die
in folgender Definition erklédrt werden.

DEFINITION 2.10: Absoluter und relativer Fehler.

Sei x ein exakter Wert und Z eine Approximation des exakten Wertes x, d.h. es gilt
Z ~ x. Dann definieren wir die folgenden Fehlergréfien:

(i) Az == |% — x| bezeichnet den absoluten Fehler.

(i) 9p = o= |j|;‘x| bezeichnet fiir 2 # 0 den relativen Fehler.

Fiir den Fall, dass fiir eine Zahl 2 € R die Rundungsoperation eine Maschinenzahl rd(z) € A
liefert, wollen wir den relativen Fehler dieser Approximation fiir die Basis b = 10 betrachten.
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Wir setzen also

B . 108 .10~ (»+1) .10°P
2= rd(@)| _ |m—m|-10° _ 5-10 _ 10 g (2.24)
o] [ml - 10° [m] [l - 101

Wir haben hierbei ausgenutzt, dass sich die Zahl z als normalisierte Gleitkommazahl darstellen
lasst, bei der gilt, dass 1/10 < m < 1 gilt. Der relative Fehler durch die Rundung wird
also (wie zu erwarten) maflgeblich durch die Mantissenléange p bestimmt. Basierend auf dieser
Abschéitzung kénnen wir eine Kennzahl fiir die Genauigkeit eines Digitalrechners einfithren.

s DEFINITION 2.11: Maschinengenauigkeit.

Wir definieren die Maschinengenauigkeit eines Digitalrechners mit Mantissenldnge
p € N als

epsig :=5-107"7

beziiglich der Basis b = 10. Analog lasst sich die Maschinengenauigkeit beziiglich der
Basis b = 2 definieren als
epsy =277,

Kontextabhéngig verwenden wir auch die einfach die Bezeichnung eps fiir die Maschi-
nengenauigkeit wenn die Wahl der Basis klar ist.

Lassen wir einmal die Probleme mit einem Exponenteniiber- bzw. Exponentenunterlauf aufler
Acht, so lasst sich mit Hilfe der Maschinengenauigkeit aus dem relativen Fehler durch die
Rundungsoperation in Gleichung (2.24) folgendes ableiten:

rd(z) = z-(1+¢) mit |¢] <eps. (2.25)

Da das Resultat arithmetischer Operationen auf Maschinenzahlen z,y € A wie x + y,x —
y,x -y, und z/y keine Maschinenzahl sein muss, so kann man erwarten, dass diese Opera-
tionen nicht exakt im Digitalrechner realisiert werden. Stattdessen werden Ersatzoperationen
+*, =%, % /"1 Ax A — A implementiert, die eine verniinftige Gleitpunktarithmetik realisieren.
Diese arithmetischen Gleitpunktoperationen lassen sich mit Hilfe der Rundungsoperation in
(2.25) wie folgt angeben:

(x4+"y) = rdlz+y) = (x+y) - (1+e1)
(="y) = rd@—y) = (r—y) (1+e2)
(z7y) = rdz-y) = (z-y) (1+e3)
(z/7y) = rd(z/y) = (z/y)-(1+ea)

fir x,y € Aund |g;| <eps firi=1,...,4.

BEMERKUNG 2.12. Die iiblichen GesetzméfBigkeiten der arithmetischen Operationen in R
gelten im Allgemeinen nicht fiir die arithmetischen Gleitpunktoperationen. So ist zum Beispiel

eps

r+'y = x falls |y < T!x!

Der Grund ist, dass bei einer Angleichung des Exponenten von der Gleitkommareprasentation
von y an den Exponenten von = die gesamte Mantisse von y ausgeloscht wird, da fiir die Basis
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b = 2 beispielsweise gilt:
eps
ly| < TW =yl 27 <[,

Aus dieser Beobachtung lasst sich die Maschinengenauigkeit auch als die kleinste positive
Maschinenzahl eps € A definieren, fiir die gilt:

eps = min{y € A|1+"y > 1}.

A

Folgendes Beispiel zeigt, dass bekannte algebraische GesetzméaBigkeiten des Korpers der reel-
len Zahlen fiir die Menge der Maschinenzahlen A C R beziiglich der arithmetischen Gleitpunkt-
operationen im Allgemeinen nicht gelten, wie z.B. das Assoziativgesetz. Hier tritt insbesondere
ein als Ausloschung bekanntes Phdnomen auf, welches zu gravierenden numerischen Fehlern
flihren kann.

= BEISPIEL 2.13: Ausloschung.

Wir betrachten drei Maschinenzahlen a,b,c¢ € A in der normalisierten Gleitpunktdar-
stellung beziiglich der Basis b = 10 mit einer Mantissenldnge von p = 8 und einer
Exponentenldnge von r = 2. Dann gilt fiir

a = 0.23371258 - 1074,
b= 0.33678429 - 102,
¢ = —0.33677811 - 10?

bei unterschiedlicher Reihenfolge der Additionsoperation +*: A x A — A folgendes:

a+"(b+*c) = 0.23371258 - 10~* 4+* 0.61800000 - 1073
= 0.64137126 - 1073

(a+*b) +* ¢ = 0.33678452 - 10 —* 0.33677811 - 10?
= 0.64100000 - 1073

Bei der ersten Berechnung traten gliicklicherweise keine Rundungsfehler bei der Ope-
ration (b +* ¢) auf. Bei der zweiten Berechnung entstehen bei der Operation (a +* b)
jedoch wegen der beschrankten Mantissenldnge signifikante Rundungsfehler, die dann
durch die anschliefende Ausloschungsoperation zu einem stark veranderten Ergebnis
flihrt. Das exakte Ergebnis in R ist gegeben durch

a+b+c = 0.641371258 - 1073,

Ausléschung tritt immer dann auf, wenn Maschinenzahlen mit dem gleichen Vorzeichen
voneinander subtrahiert werden, die den gleichen Exponenten aufweisen und in den ersten
Stellen der Mantisse iibereinstimmen.
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2.3 Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir einige mathematische Grundlagen wiederholen, die in spateren
Kapiteln niitzlich sein werden, wie zum Beispiel bei der Fehleranalyse von linearen Gleichungs-
systemen. Hierbei wollen wir insbesondere verstehen wie sich Fehler in den Eingangsdaten von
linearen Gleichungssystemen der Form Az = b auswirken, d.h. bei Stérungen des Vektors b
und der Matrix A. Dazu miissen wir die Fehler in verniinftiger Weise messen und bendtigen
daher also geeignete Normen.

2.3.1 Vektornormen

Da die Definition einer Vektornorm eines beliebigen Vektorraums V fiir alle folgenden Konzepte
eine wichtige Rolle spielt wollen wir diese grundlegende Definition im Folgenden zunéchst
wiederholen.

DEFINITION 2.14: Vektornorm.

Sei V ein beliebiger Vektorraum iiber dem Korper K der reellen oder komplexen Zahlen.
Wir nennen eine Abbildung || - ||| von V in die nichtnegativen reellen Zahlen mit

z = |[z],

eine (Vektor-)Norm auf V, wenn fir alle Vektoren z,y € V und alle Skalare o € K
die folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) |lz]|=0 = =0, (Definitheit)
(ii) |lax|| = || -||z||, (absolute Homogenitdit)

(iii) ||z 4yl < ||z]| + [|yl|.  (Subadditivitit)

Aus der Linearen Algebra kennen wir die obigen Eigenschaften einer Norm auf einem Vek-
torraum bereits und auch einige géngige Beispiele, die wir im folgenden wiederholen werden.

BEISPIEL 2.15: Vektornormen in R™.

Betrachten wir Vektornormen auf dem endlichdimensionalen Vektorraum V := R™. Eine
interessante Klasse von Vektornormen auf V' ist durch die p-Normen gegeben fiir 1 <

p < 00 mit
n 1/p
]| := (Z |in”> :
i=1

Ein Spezialfall ist die Fuklidische Norm fir p = 2.
Dariiber hinaus verwendet man auch hiufig die sogenannte Maximumsnorm fiir p =
00 mit

|2loc = max ail.

27



Kapitel 2 Grundlagen des numerischen Rechnens

Unter den obigen Vektornormen hat die Euklidische Norm eine spezielle Rolle, da sie aus
einem Skalarprodukt entsteht, ndmlich

n
) = szyz
i=1

Ein Skalarprodukt, d.h. eine bilineare Abbildung mit (x,z) > 0 fiir  # 0 induziert immer eine

Norm durch
lz|| = +\/(z,z) Zx
i=1

Dies vereinfacht viele Rechnungen im Vergleich zu allgemeinen Normen, typischerweise rechnet
man dann mit dem Quadrat der Norm und verwendet die Eigenschaften das Skalarprodukts
um einfache Relationen wie den Satz des Pythagoras zu erhalten. Man spricht in solchen Féllen
von einem Hilbertraum. Der R™ als normierter Raum hat die selben Elemente und topologisch
dquivalente Normen, jedoch ist die Geometrie in der Interpretation eines Hilbertraums deutlich
einfacher.

Ein grundlegendes Resultat ist die topologische Aquivalenz aller Normen in einem end-
lichdimensionalen Raum. Um also Konvergenzresultate zu beweisen ist es egal welche Norm wir
verwenden. Wollen wir hingegen quantitative Abschdtzungen, so besteht - insbesondere fiir den
am meisten relevanten Fall von groflier Dimension n € R™ - ein potentiell grofler Unterschied
zwischen den verschiedenen Normen. So gilt etwa die Abschitzung

[2]loo < [lzll < nfl2][oo-
Im schlimmsten Fall ist also die 1-Norm n-mal so grofl wie die Maximumsnorm.

BEMERKUNG 2.16 (Wahl der Vektornorm). In der Praxis ist es wichtig, welche Fehler
man abschétzen mochte bzw. in den Eingabedaten abschétzen kann. Will man etwa garantie-
ren, dass jeder Eintrag bis auf einen maximalen Fehler korrekt ist, muss man eine Abschétzung
in der Maximumsnorm verwenden, wiahrend es fiir den mittleren Fehler reicht die 1-Norm zu
verwenden. Ahnliches gilt bei Eingabedaten, wenn man nur eine Schranke fiir jeden gemesse-
nen Eintrag hat. In diesem Fall ist dies natiirlich eine Schranke an die Maximumsnorm. Bei
stochastischen Fehlern, die haufig auftreten, kommt man zu anderen Schranken. Ein Beispiel
ist ein Modell der Form Z; = x; + ¢;, mit Fehlern ¢; die gleichverteilt, unabhéngig sind und
Mittelwert Null haben. Dann hat man tblicherweise eine Schranke an die Varianz, die bei
grolem n gut der empirischen Varianz, also dem Quadrat der Euklidischen Norm, entspricht.

A

2.3.2 Matrixnormen

Fiir eine Matrix kann man beliebige Normen definieren, etwa die Frobenius-Norm als Verall-
gemeinerung der Euklidischen Norm mit

1Allr = > A%
\ i
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Allerdings ist dabei nicht klar, wie der mathematische Zusammenhang zwischen Matrix- und
Vektornorm aussieht. Insbesondere hétte man fiir einfache Abschétzungen gern eine Eigen-
schaft der Form

[Az] < Al - [l=]],

wie sie auch im eindimensionalen fiir den Betrag gelten. Deshalb ist es natiirlich die Norm
einer Matrix (oder auch die Norm linearer Operatoren, die im endlichdimensionalen isomorph
zu den Matrizen sind) {iber folgende Relation in einem endlichdimensionalen Vektorraum V'
zu definieren

A
1Al = sup 142l
20 ||z

denn dann gilt schon automatisch
A

Il _

[yl 20

Az
Azl _ a0 = Al < 4wl wwew.

]

Wir miissen zundchst klaren, dass wir damit eine Norm definiert haben und dass das Su-
premum auch endlich ist. Es ist auch zu beachten, dass in obiger Definition eigentlich zwei
Normen vorkommen kénnen: ist A € R™*™ dann haben wir eine Norm in R” fiir z und eine
Norm in R™ fiir Az. Selbst im Fall m = n miissen diese nicht die Gleichen sein. Die folgende
Definition deckt diesen allgemeinen Fall ab.

s DEFINITION 2.17: Induzierte Operatornorm.

Seien V' und W normierte Vektorrdume mit den Normen || - ||y bzw. || - ||w. Dann ist
die induzierte Operatornorm eines linearen Operators A : V — W definiert durch

Azx||w
4] = sup 1221

. (2.26)
x#£0 [y

Das folgende Beispiel zeigt hdufig verwendete Matrixnormen.

BEISPIEL 2.18: Matrixnormen.

Bei Matrixnormen betrachtet man vor allem jene, die von p-Normen im R” bzw. R™
induziert sind, d.h.

| Asl,
Il

Besonders wichtig ist der Fall p = ¢. Hier schreibt man einfach

[Allpq = sup
z#0

A
4l = sup 1221k,
x#0 ||x“17

Hierbei sind wieder p = 1,2, 00 die kanonischen Félle. Wir werden in Beispiel 2.21
und Beispiel 2.22 sehen, dass man diese Matrixnormen in diesen Féllen auch einfacher
charakterisieren kann.

Das folgende Theorem besagt, dass die induzierte Operatornorm fiir endlichdimensionale
Vektorrdume eine Vektornorm fiir Matrizen ist.
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— THEOREM 2.19: Operatornorm fiir endlichdim. Vektorraume.

Seien V' und W endlichdimensionale Vektorrdume. Dann definiert Gleichung (2.26) eine
Vektornorm auf dem Raum der linearen Operatoren von V nach W, der isomorph zum
Raum der Matrizen R"™*"™ ist, wobei m = dim(WW) € N und n = dim(V') € N. Dariiber
hinaus gilt

[Azflw < [[A]l-llz][v. (2.27)

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass das Supremum endlich ist, dazu verwenden wir, dass

A2l gy
[l
gilt mit y := =, wobei lylly = 1. Also ist
A
lAelw _ gup g
w20 |[zllv llyllv=1

Nun suchen wir ein Supremum der stetigen Funktion y — ||Ayl|/w iiber der kompakten Ein-
heitssphare {y | ||y|ly = 1} in V. Damit ist dieses endlich und wird sogar als Maximum
angenommen.

Nun miissen wir noch die drei Eigenschaften einer Norm nachweisen:

1. Per Definition ist ||A|| nichtnegativ und wir sehen ||0|| = 0. Ist nun umgekehrt ||A|| = 0,
so folgt sofort

Azl
z20 ||Zllv
und damit
Azl _
B R 7—

fiir alle z € V. Also folgt Az = 0 fiir alle  und somit muss schon A = 0 gelten.

2. Um absolute Homogenitdt zu erhalten benutzen wir fir a € R

A A
L2 _ o) gup 1AW 1o 4,
[l a0 |1zllv

oAz ||

locAl| = sup

= sup |a|
w20 |zllv 20

3. Fiir die Dreiecksungleichung benutzen wir einfach die Dreiecksungleichung der Vektor-
norm in W

A+ Blellw - llAzllw  [[Bllw

|A+ B|| = su < sup
s |||y z20 |lzllv [lv
A B
< A2l 1Byl
w20 [zlv g0 llyllv
= 1A+ 1Bl
Gleichung (2.27) folgt direkt aus der Definition iiber das Supremum. O

Eine weitere interessante Eigenschaft einer induzierten Matrixnorm ist die Submultiplika-
tivitat.
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LEMMA 2.20: Submultiplikativitat.

Seien A : V. — W und B : U — V lineare Operatoren. Dann gilt fiir die induzierten
Operatornormen

IAB] < [lA[l- I BIl

Beweis. Dies sieht man leicht aus der Identitat
|ABz|w _ ||ABz|lw || Bz|v
zllo |Bzllv  [lzllv

falls Bx # 0. Damit folgt sofort die Abschétzung fiir das Supremum mit
|ABz||w || Bz|v [Ayllw _[[Bzllv

= [All- 1B

|AB|| = sup

20 ||1Bzllv  |lz|lv v20 lwllv 220 llzllv

O]

Wir erwédhnen noch eine natiirliche Eigenschaft der induzierten Matrixnorm. Die Norm der
Einheitsmatrix in R™*™ ist fiir eine induzierte Matrixnorm mit V' = W immer gleich 1.

Zum Abschluss machen wir noch einige Beispiele, die Matrixnormen genauer charakterisie-
ren. Wir beginnen mit der sogenannten Zeilensummennorm.

mummm BEISPIEL 2.21: Zeilensummennorm.

Wir beginnen mit dem Fall p = ¢ = co. Es gilt per Definition

max; | >y Ajrryl

[Alle = sup
x#£0 max; |$i’
Wir beginnen mit einer einfachen Abschétzung nach oben. Es gilt fiir jedes j =1,...,n

> Ajgay,
%

< 3 Akl - o] < Z|Ajk|'m?}<\$il-
k k

Daraus folgt

max; | Yy Ajpryl max; Y |Ajx| - max; |z
<

[Allc = sup <
240 max; | ;| 240 max; | ;|

= maxz | Ak
Tk
Nun wollen wir zeigen, dass sogar Gleichheit gilt. Dazu betrachten wir ein spezielles z.
Sei £ € {1,...,n} so, dass
oA = max ) [Azl.
k Tk

Dann wéhlen wir Ty = sgn(Ay) und erhalten

max; | > Ajrxy . mnax; | >k AjrTk|
max; |z;| - max; | 7| '

[Alloo = sup
x

Da offensichtlich aus der Wahl von 7 folgt max; [7;| = 1, gilt

[Allo > m]aX!ZAjkTH > > ApTi| =D |A4k!m§1XZ | Ajkl.
k k k k
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Wir haben also gezeigt, dass die folgende Gleichung gilt:
[l = max Y Az
k

Dies ist deutlich einfacher zu berechnen als die urspriingliche Definition iiber das Supre-
mum. Man nennt diese Norm aus offensichtlichen Griinden auch Zeilensummennorm.

Dariiber hinaus wollen wir die wichtige Spektralnorm im Folgenden néher charakterisieren.

BEISPIEL 2.22: Spektralnorm.

Nun betrachten wir die von der Fuklidischen Norm induzierte Matrixnorm, d.h. p =
q = 2. Wie immer im Fall der Euklidischen Norm ist es einfacher mit dem Quadrat der
Norm zu rechnen, wir betrachten also

|Az||3  (Az,Az)  2TAT Az
Iz ey Tz

Die Matrix AT A ist symmetrisch und positiv semidefinit, also existiert eine Diagonali-
sierung der Form AT A = QDQ" mit einer orthogonalen Matrix @ und einer Diagonal-
matrix D aus nichtnegativen Eigenwerten von AT A. Es gilt also

T AT Az = 27QDQ" z, Tz = 27QQ" .
Definieren wir nun einen Vektor y = QT x, so folgt sofort

|Az|5 y! Dy

Al2 = sup = .
Az w0 |72 20 YTy

(2.28)

Ist nun d € R(J{ der groBte Eintrag in D, so folgt y" Dy < dy’y und eingesetzt in
Gleichung (2.28) somit auch || A3 < d.

Andererseits konnen wir 7 als einen Einheitsvektor wihlen, der den Eintrag 1 in der
selben Zeile hat wie der Eintrag d in der Matrix D. Also ist

y'Dy _ ' Dy
T

> 227 g
yTy 7'y

1A = sup
y#0

Also haben wir gezeigt, dass wir die sogenannte Spektralnorm einer Matrix berechnen

konnen als
||A||2 =V )‘maX(ATA)v

wobei Apax (AT A) =: d den groften Eigenwert von AT A bezeichnet.

Eine wichtige Grofle im Zusammenhang mit Matrixnormen ist auch der Spektralradius
einer Matrix
p(A) = max{|\| | A Eigenwert von A}.
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Es gilt offensichtlich fiir jede Matrixnorm

| Az || | Azl [E3NI
Al > = = A= = AL
lzll lzall lzll

wobei x ) der zugehorige Eigenvektor zu A ist. Damit ist der Spektralradius eine untere Schranke
fir jede Matrixnorm. Ist A eine symmetrische Matrix, so gilt sogar nach Beispiel 2.22 p(A) =

|All2 = \/Amax(ATA), da der betragsmiBig groBte Eigenwert von ATA = A2 gleich dem
Quadrat des betragsméfig grofiten Eigenwerts von A ist.

BEMERKUNG 2.23. Allgemeiner gilt, dass fiir jede Matrix A und jedes € > 0 eine Ma-
trixnorm existiert, so dass [|A| < p(A) + € ist. A

2.3.3 Konditionszahl einer Matrix

Eine wichtige Kennzahl fiir eine invertierbare Matrix ist die sogenannte Konditionszahl, die
wir im Folgenden definieren werden.

mmmmm DEFINITION 2.24: Konditionszahl.

Sei A € R™*"™ eine invertierbare Matrix und || - || eine Matrixnorm. Dann ist die (rela-
tive) Konditionszahl der Matrix A definiert als:

k(A) = [lAl- A7

Aus obiger Definition wird klar, dass die Konditionszahl x(A) einer Matrix A direkt von der
gewahlten Matrixnorm abhédngt. Fiir p-Normen schreiben wir deshalb auch

rp(A) = [[Allp - A7 lp-

Unabhéngig von der Matrixnorm gilt immer (1) = 1 und wegen der Submultiplikativitat fiir
induzierte Matrixnormen aus Lemma 2.20 erhalten wir

K(A) = [lAI- AT > JAATY = 1) = 1.

Wir sehen also, dass die Konditionszahl immer gréfler oder gleich eins ist und bei der Einheits-
matrix ihr Minimum annimmt.

Wie wir spater sehen werden ist die Konditionszahl ein entscheidendes Stabilitdtsmaf} fiir
die Losung linearer Gleichungssysteme.

2.3.4 Neumannsche Reihe

Betrachten wir Stoérungen einer reguléren Matrix, so stellt sich immer die Frage, ob die gestorte
Matrix dann noch regulér ist. Ist A € R™*"™ eine regulidre Matrix und Ay = A — A € R™*"
eine Storung von A, so gilt offensichtlich

A:A—I—AA = A(I—I—A_IAA).

Da wir A als reguldr angenommen haben ist die Matrix A also genau dann reguldr, wenn die
Matrix I+ A" A4 = I — B mit B := — A~ A 4 regulér ist. Diese lisst sich auch als eine Stérung
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der Einheitsmatrix auffassen. Das heifit wir miissen diese Frage nur fiir die Einheitsmatrix
beantworten und somit verstehen unter welcher Bedingung an die Stérung B € R™"™ wir
garantieren kénnen, dass I — B noch regulér ist.

Fiir ein besseres Verstindnis betrachten wir zunédchst den eindimensionalen Fall fiir n = 1.
Man sieht ein, dass die Zahl (1 — b) € R invertierbar ist (also ungleich Null sein muss), wenn
b # 1 gilt. Dariiberhinaus wissen wir aus der Analysis, dass fiir die stirkere Bedingung |b] < 1
gilt, dass die folgende geometrische Reihe absolut konvergiert mit

%) 1 -
Zbk =15 = (1—0b)"
=0

Diese Beobachtung motiviert eine analoge Aussage im hoherdimensionalen Matrix-Fall, was
uns zum Konzept der sogenannten Neumannschen Reihe fiihrt.

s THEOREM 2.25: Konvergenz der Neumannschen Reihe.

Sei B € R™"™ mit ||B|| < 1. Dann konvergiert die Neumannsche Reihe

S, = z:B’c
k=0

fiir n — oo absolut und es gilt lim,, oo S, = (I — B)™L.
Insbesondere ist I — B somit invertierbar und es gilt aulerdem die Abschétzung

1

le-B7 < =5

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass (Sy)nen eine Cauchy-Folge ist. Es gilt fiir m > n wegen der
Dreiecksungleichung

m m
1Sm = Sall = 11> Bl < > |IB*I.
k=n+1 k=n+1

Auf Grund der Submultiplikativitit der Matrixnorm folgern wir direkt ||B¥|| < ||B||* und
somit erhalten wir insgesamt

u et ke Bl
1S = Sull < D IBIF = BI™™- > I1BIF < IBI"T Y IBI* = 1B
k=n+1 k=0 k=0 <1

Da ||BJ| < 1 ist, konvergiert die rechte Seite fiir n — oo unabhéngig von m absolut gegen Null,
d.h. S, ist eine Cauchy-Folge.
Betrachten wir nun den Grenzwert der Folge (S,,)nen. Es gilt folgende niitzliche Identitét

Sp(I—B) = S,— > B"' = I—-B"" =(I-B)S,.
k=0

Wir nutzen nun aus, dass B""!' gegen die Nullmatrix konvergiert und verwenden die obige
Gleichung um zu zeigen, dass sowohl eine Links- und eine Rechtsinverse zur Matrix (I — B)
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existieren und dass diese iibereinstimmen:

n n+1
— 1 k — k k1 +1
Sl =B) = [l ) B - B) = JE&ZB 2 B = |l -5
=1
n+1 n
— i _ pntl _ k ko _ _ : k _ _
= lim I - B _nlggoz:B ZB = (I B)nlggol;)B = (I - B)S«

Daraus folgt also schon direkt, dass
Seo = lim S, = (I - B)™!

Zuletzt zeigen wir noch die Abschétzung des Theorems. Wegen der Voraussetzung ||B|| < 1

und
[Snll = HZBkH < ZHBkH < ZHBkH < ZHBHk = HBII

erhalten wir die Abschatzung

1

-] = sl = 5] = =

2.3.5 Singularwertzerlegung

Eine weitere niitzliche Technik bei der Fehleranalyse linearer Probleme ist die Singuldrwert-
zerlegung einer Matrix. Wir erinnern zunéchst an die aus der linearen Algebra bekannte Dia-
gonalisierung symmetrischer Matrizen.

s THEOREM 2.26: Diagonalisierung,.

Sei B € R™*™ eine symmetrische Matrix, d.h. B = BT. Dann existiert eine orthogonale
Matrix @, deren Spalten aus den Eigenvektoren von B bestehen und eine Diagonalmatrix
D, deren Eintrage die Eigenwerte von B sind, so dass gilt:

B = QDQT. (2.29)

Eine andere Version die Diagonalisierung zu schreiben bezieht sich auf das Matrix-Vektorprodukt,
denn es gilt

(uy,x) A1 {ug, ) "
=QDQ'z = @D| : | =Q| = 2Ny, @
(U, x) An (Unp, x) =1
wobei ); die Eigenwerte und u; die zugehodrigen Eigenvektoren der Matrix B sind fiir j =
1,...,n.
Fir allgemeinere n x n Matrizen gilt im Allgemeinen kein solches Resultat, da die Eigen-
vektoren im Allgemeinen keine Orthogonalbasis bilden. Fir nichtquadratische Matrizen sind
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Figenwertprobleme gar nicht erst definiert. Deshalb verallgemeinert man bei der Singulér-
wertzerlegung einer Matrix A € R™*™ die Definition auf Singuldrvektoren u; € R™ und
v; € R™. Um diese zu konstruieren betrachten wir die beiden symmetrischen, positiv semide-
finiten Matrizen

By = ATA e RV, By = AAT e R™ ™,

Diese sind nach Theorem 2.26 diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren, so dass man orthogonale Matrizen U € R™ "™ V € R"™*™ und Diagonalmatrizen
D1 € R™*" Dy € R™*™ erhélt, so dass folgendes gilt

B, =UDUT, By =VDyVT.

BEMERKUNG 2.27. Zwischen den Eigenwerten der beiden Matrizen B; und Bs besteht
ein interessanter Zusammenhang. Sei \; # 0 ein beliebiger Eigenwert von B; mit Eigenvektor
u;, dann gilt wegen der Eigenwertgleichung

Dementsprechend ist A\; auch Eigenwert von Be mit Eigenvektor v; := Au;. Umgekehrt kann
man auch zeigen, dass jeder Eigenwert von By auch Eigenwert von B; ist. Wir beachten weiter,
dass fiir die Euklidische Norm dieses Eigenvektors v; gilt:

villa = ||Auill2 = \/<Aui,Aui> = \/uiTATAui = \/ulTBlTuz = \/)\,ulTuZ = V)

Aus obiger Beobachtung kénnen wir nun sinnvoll die Singuldrwertzerlegung einer nicht-
quadratischen Matrix A € R"*" definieren.

s DEFINITION 2.28: Singulidrwertzerlegung.

Sei A € R™*™ eine reelle Matrix mit Rang » € N mit » < min{m,n}. Dann bezeichnen
wir ein Matrixprodukt der Gestalt

A =UxvT,

als Singuldrwertzerlegung (SVD) von A, wenn U € R"™*™ und V € R™*" ortho-
gonale Matrizen sind und X € R™*" eine Diagonalmatrix ist, deren erste r Eintrige
positive, reelle Werte o1, ..., o0, enthélt und sonst nur aus Nullen besteht.
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BEMERKUNG 2.29. Fir A € R™*", m > n hat die Singularwertzerlegung von A mit
A =UXVT dann folgende Form,

o1
Or
U11 Ulm 0 Viin ... an
A= : : - : :

Uit oo Uz 0 Vin . Van
0 0
0 0

Wir nennen die positiven Diagonaleintrige 0;,7 = 1,...,r Singularwerte der Matrix A und es

lisst sich leicht zeigen, dass o; = v/A; gilt, wobei \; Eigenwert von AT A ist fiir i = 1,...,r. Die
Spaltenvektoren der Matrizen U und V nennen wir links- bzw. rechts-Singuldrvektoren./\

Eine andere Version die SVD zu schreiben bezieht sich auf das Matrix-Vektorprodukt, denn
es gilt

Az = Zaj<uj:1:)vj.
=0

Wegen der Eigenschaften der orthogonalen Matrizen U und V kénnen wir hieraus sofort folgern,
dass die folgenden Gleichungen fiir die Singulérvektoren gelten

T
A U; = O34, Avi = 0O;U;.

s BEISPIEL 2.30: Scherung.

Wir betrachten die Scherungsmatrix

zu einem Parameter m € R. Wir betrachten im Folgenden Punkte im Einheitskreis
x € B1(0) und dazu die Singulirwertzerlegung M = UXVT von M.

In Abb. 2.1 bilden wir die Effekte der einzelnen Teilmatrizen fiir m = 1 angewendet auf
x € B1(0) ab. In diesem Fall gilt fiir die Matrix ¥ der Singuldrwerte von M

6 0
Z:<o1w>

wobei ¢ = (1 ++/5)/2 der goldene Schnitt ist. Diesen Wert erhélt man hier nur speziell
fiir m = 1. Die orangen Pfeile zeigen am Anfang auf e; = (1,0) und ez = (0,1). Die
goldenen Pfeile in (c) zeigen auf die maximale Ausdehnung in = und y Richtung und
haben die jeweils die Langen o1 = ® und o9 = 1/®.
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Abbildung 2.1: Visualisierung fiir Beispiel 2.30.

2.4 Fehlerabschitzung bei der Losung linearer
Gleichungssysteme

Im Folgenden wollen wir verstehen, wie sich Fehler in den Eingabedaten auf die echte Losung
x linearer Glelchungssysteme der Form Az = b mit A € R™*" und b,z € R" auswirken. Wir
betrachten AZ = b als ein gestortes lineares Gleichungssystem von Az = b und wollen eine
Abschéitzung fiir die Abweichung & — x herleiten. Zu den Stérungen betrachten wir jeweils

e A, :=1%—x € R" die Stérung in der Losung =z,
e Ay:=b—be R" die Stérung in b,
o Ay:=A—AecR™ die Stérung in A.
Dabei ist einerseits der absolute Fehler
05> = ||Z 2 = Al €RY
interessant, jedoch sucht man meist aber eine Abschétzung fiir den relativen Fehler

b
80l _ 5
2l = Tal

= THEOREM 2.31: Fehlerabschitzung fiir das gestorte LGS.

rel .__
el =

Sei A € R™" eine reguldre Matrix und Ay € R™ "™ eine Stérung von A, so dass
[|A=1A4|| < 1 gilt und die gestorte Matrix A € R™ ™ noch regulir ist.
Betrachten wir das exakte und das gestorte lineare Gleichungssystem

Az = b, Az = b,

fir z,%,b,b € R", so gilt fiir den absoluten Fehler,

i LA A el + 1)
T AT [Aa]
und fiir den relativen Fehler,
4 (1Al 2]
5;61 < H( ( + ) 2.30
1) 151 VAl (230
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Beweis. Es gilt zunéchst
Alx—F) = Az —Af = Az —Ax+ Az —b = Az — Ay,

Da die gestorte Matrix A € R™*" regulir ist erhalten wir auf Grund der Submultiplikativitét
der Matrixnorm

le — 2] = A7 (Aaz = Ayl < AT - [|Aaz — A (2.31)
Um ||A~!|| abzuschitzen, betrachten wir zunichst die folgende Identitét,
I = ATH A= D)7 ATY| = || - T+ AT A)TIATH = [|A7Y).

Durch Anwendung des Satzes iiber die Neumannsche Reihe in Theorem 2.25 und wegen der
Submultiplikativitdt der Matrixnorm erhalten wir somit die folgende Abschétzung
AT < T+ A7 ALY - A
A A~
1 < —1 :
L= [[A7 Aql = 1= [JAZH] - [[Aall

IN

Eingesetzt in Gleichung (2.31) folgt nun insgesamt die Abschéatzung fiir den absoluten
Fehler,

1A~
L= A=Y - A4l

5P = |z — || < (ALl [l ]l =+ [1As]])-

Wir dividieren nun durch die Norm von z und erweitern aufierdem den Bruch um || A|| und
erhalten

|z — 2] _ |A~ MAAl-N=l 4+ [[As]] 1A
Izl = 1= AT - |Aal ] 1A
IA]l - [[A71] (lIAAH LAl ) .
1— AT [Aall N AL AL =]
Mit [|b|| = ||Az|| < ||A]| - ||z|| folgern wir nun die zentrale Abschéitzung des relativen Fehlers
in z durch den relativen Fehler in A und b, denn es gilt
grel = lz -2 K(A) _ (||AA|| n ||Ab||> ‘
Bl = 1w Bl \ Al * ol

d

Wir sehen, dass die Konditionszahl x(A) der Matrix A die entscheidende Konstante fiir die
Abschitzung des relativen Fehlers ist. Ist die Konditionszahl nahe der Eins und der relative
Fehler in der Matrix nicht zu grof, dann wird der relative Fehler in den Daten nur gering
verstarkt.

Ist hingegen die Konditionszahl grofs, so ist zunéchst der erlaubte relative Fehler in der Ma-
trix, der Regularitat erhélt, sehr klein (siehe auch der Nenner in der Abschéitzung). Dartiber
hinaus wird auch die Fehlerverstarkung im Zéahler signifikant. Dies gilt auch, wenn keine Sto-
rung der Matriz A vorliegt, denn in diesem Fall erhalten wir aus Gleichung (2.30) die kompakte

Abschéitzung:

LR R
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2.5 Kondition eines Problems und Stabilitat von Verfahren

Bei der Fehleranalyse numerischer Verfahren betrachtet man typischerweise zwei verschiedene
Fehlerquellen:

e die Kondition eines mathematisches Problems, d.h. wir betrachten die exakte Lo-
sung eines Problems und untersuchen, wie sich Stérungen auf diese Losung auswirken,

o die Stabilitdt eines numerischen Verfahrens, d.h. wir approximieren bewusst die
Loésung eines mathematisches Problem numerisch und untersuchen ob dieses Verfahren
gegen die echte Losung konvergiert.

In den folgenden beiden Abschnitten wollen wir die wichtigsten Konzepte dieser beiden Feh-
leranalysen einfiihren.

2.5.1 Kondition und Verstiarkungsfaktoren

Im Folgenden erweitern wir die Definition der Konditionszahl einer Matrix in Definition 2.24
auf die Kondition allgemeiner mathematischer Probleme. Abstrakt kénnen wir die Losung eines
mathematischen Problems meist als Funktion zwischen (normierten) Vektorrdumen interpre-
tieren, die gegebene Daten d auf eine Losung x abbildet, d.h. x = f(d). Wir interessieren uns
im Folgenden insbesondere fiir die Anderungen des Ergebnisses f(d) bei Stérungen von d.

mmmmm DEFINITION 2.32: Kondition eines mathematischen Problems. (g

Seien V, W zwei normierte Vektorrdume, f: V — W eine Funktion und sei § > 0 die
maximale Grofle relevanter Storungen. Dann definieren wir die Kondition des ma-
thematischen Problems x = f(d) mit Daten d und Losung x als den grofitmoglichen
relativen Fehler bei Stérungen der Gréfle 6 als

1F(d+ Ag) — F( )] |d]
1Agll<s 17 @] 124

K(f;d) =

Im Folgenden wollen wir die obige Definition der Kondition eines mathematischen Problems
auf den schon bekannten Fall der Losung eines linearen Gleichungssystems anwenden.

= BEISPIEL 2.33: Losung eines linearen Gleichungssystems.

Wir betrachten die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b, also nach der No-
tation in Definition 2.32 setzen wir z = A~'b = f(d) mit den gegebenen Daten b = d.
Dann gilt

A~ (0 + Ap) — A 10| - 1B
k(A;b) =  sup
) 18a]l<8 [[A=10]|[| Al

|A™ Aqll ol _

o]l
SUp A T =
1ayl<s [IA7T0] [[Adl

AL .
A

Die Zahl k misst also die lokale Kondition bei der Losung mit Stérung von b. Wollen wir
ein globales Maf}, so kénnen wir noch den schlechtest méglichen Fall betrachten, d.h.
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das Supremum des Fehlers oben. Dann gilt

_ b _ Ax _
sup (A:b) = sup 471 BB = up A2 a1 ) = ).

A=) v |l
In diesem Sinne ist unsere Definition also auch konsistent mit der Konditionszahl einer
Matrix aus Definition 2.24. Wir erkennen aber auch, dass die Matrix-Konditionszahl
k(A) deutlich grober ist, als die Problem-Kondition x(A;b). Dazu plotten wir in Abb. 2.2
die beiden Groflen fiir die Matrix
11

iiber b € [0,1]%2. Wir erkennen, das der Wert (A;b) meist deutlich unter x(A) liegt.

In (a) und (b) plotten wir % iiber b und die gelbe Linie im Konturplot zeigt die

Richtung des ersten Links-Singuldrvektoren von A~! an. Wir erkennen dass der Wert
von k(A;b) gerade fiir diese Vektoren maximal wird. In (c) plotten wir % iber  und
die gelbe Linie im Konturplot zeigt die Richtung des ersten Links—Singu{éirvektoren von

A=l an

BEMERKUNG 2.34 (Zusammenhang SVD und Spektralnorm). Es sei A € R"" eine
Matrix mit SVD A = USVT mit r < min(m,n) absteigend geordneten Singuldrwerten. Wir
sehen, dass

|Az|s = (Az, Az) = (AT Az, 2) = (VE,VTz 2) = (22V7Te V)
= Z 012 <Uiv ZL‘>2
=1
und da o1 > ... o, folgt dann

|All2 = sup [[Az|l2 = o1{v1,v1) = 01.
[lz|l2=1

Dies bedeutet einerseits, dass die Spektralnorm durch dn gréfiten Singuldrwert gegeben ist und
andererseits, dass das Supremum in der Spektralnorm gerade fiir den Vektor v; angenommen
wird. A

Da wir im Allgemeinen von kleinen Stérungen Ay ausgehen, kénnen wir die Kondition eines
mathematischen Problems auch lokal durch Taylor-Approximation beschreiben. Ist f : R" —
RR™ stetig differenzierbar, so gilt bekanntermaflen

fld+Aq) = f(d) = f'(Ag)d+ o(9).

Unter Vernachlissigung des Terms hoéherer Ordnung erhalten wir die sogenannten Verstér-
kungsfaktoren.
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Abbildung 2.2: Visualisierung fiir Beispiel 2.33.

DEFINITION 2.35: Verstiarkungsfaktor.

Es sei f : R® — R™ eine stetig differenzierbare Funktion, dann definieren wir den
Verstidrkungsfaktor von f fiir Daten d durch,

17 (@A (1]
V(f;d) = . )
(fid) = = Srr@l Jodl

Damit berechnen wir nichts anderes als die Norm der Jacobi-Matrix f/(d) und erhalten somit
schlieBlich @I - 1l
V(fid) = o2 1T (2.32)
1f ()]
BEMERKUNG 2.36. Fiir lineare Problem f(b) = A~'b mit einer Matrix A € R™" gilt
f'(d) = A~ und somit

A= ||
R L]

Dies passt zur Intuition, dass der Verstarkungsfaktor eine Approximation erster Ordnung an
die Kondition eines Problems ist. A

Im folgenden Beispiel wollen wir die Rolle der Verstdrkungsfaktoren am Beispiel quadrati-
scher Gleichungen untersuchen.

BEISPIEL 2.37: Quadratische Gleichung.

Als Beispiel betrachten wir die Losung quadratischer Gleichungen der Form

2?4+ pr4+q=0

als Funktion z = f(d) der gegeben Daten d = (p,q). Nehmen wir die positive Wurzel
im Fall p? > 4q, so ist
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Wir berechnen fiir die Verstarkungsfaktoren zunéchst die partiellen Ableitungen und
erhalten

/ _ 1 p 1
f(p,q) = (2+2\/If_q,\/lf_q)'

Damit lassen sich die Verstarkungsfaktoren in Gleichung (2.32) berechnen als

(o)
? 2\/%*(1 \/%*q
I =5 +5 —dl

Wir sehen, dass wir typischerweise einen grofien Verstiarkungsfaktor erhalten, wenn ¢ —

‘ |, @)l

% gilt, d.h. wenn wir nahe einer doppelten Nullstelle sind.

2.5.2 Stabilitdt numerischer Verfahren

Bisher haben wir nur das Verhalten des Problems, z.B. der exakten Losung linearer Gleichungs-
systeme, unter Stérungen betrachtet, aber nicht das Verhalten bei einem speziellen Verfahren
mit Rundungsfehler, bzw. einem approximativen Schema wie sie in der Numerik hiufig vor-
kommen. Zu eine Problem z = f(d) mit f : R" — R™ betrachten wir nun eine Folge von
Funktionen

£ :R" > R™keN

als sogenanntes numerisches Verfahren, welche f approximieren soll. Wir kénnen z.B. eine
Folge von Rundungsfehlern betrachten, die gegen Null konvergieren, oder eine Iteration, die
eine Losung approximiert, wie im folgenden Beispiel.

smmmm BEISPIEL 2.38: Heron-Verfahren.

Wir betrachten das mathematische Problem

f(d) = V4,

fiur d € IRBL , wir wollen also die Wurzel berechnen. Das aus der Antike bekannte Heron-
Verfahren zur Approximation der Wurzel ist durch folgendes Iterationsverfahren gege-

ben,
1 d
Thil = 5 | Tk +—,
Tk

mit gegebenem Anfangswert g € ]RS_ . Hier ist dann das numerische Verfahren bestimmt
durch

fr1(d) = % <$k + d> :

Ty
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Fiir den Anfangswert kann beispielsweise g = 1 verwendet werden, oder eine leicht
bessere Schitzung der Wurzel xg = (d + 1)/2. In Abb. 2.3 visualisieren wir jeweils 10
Iteration fiir verschiedene d und unterschiedliche Anfangswerte.

xp=1 X =(d+1)/2

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

Abbildung 2.3: Verhalten des Heron-Verfahrens aus Beispiel 2.38 fiir verschiedene d € R und
unterschiedliche Anfangswerte.

Dieses Beispiel motiviert auch, dass wir werden im Folgenden D C R"™ als Menge der zulés-
sigen Daten betrachten. D.h. wir wollen die zulédssigne Daten eventuell einschrinken.

Eine wichtige Eigenschaft fiir numerische Verfahren ist die sogenannte Konsistenz. Sie be-
sagt im wesentlichen, dass das Verfahren fiir die echten Daten auch gegen die echte Losung
konvergiert.

emmmm DEFINITION 2.39: Konsistenz.

Fir f: D — R™, heifit das numerische Verfahren fi : D — R™ konsistent zu f, falls

lim fi() = /(d)

fir alle d € D.

Wir kénnen anhand des Heron-Verfahrens den Begriff der Konsistenz an einem Beispiel
betrachten.

mummm BEISPIEL 2.40: Konsistenz des Heron-Verfahrens.

Wir zeigen zunachst, dass das Heron-Verfahren konvergiert, dazu sehen wir, dass fiir

k € N gilt,
1 d\? 1 d\?
2

und somit |xy| > V/d fiir alle k > 1. Wir nehmen nun an, dass zo > 0 gilt, dann zeigen
wir mithilfe von Induktion, dass zj > /d fiir k > 1 gilt, zj, ist in diesem Fall also von
unten beschrankt.
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Weiterhin folgt fiir kK > 1, dann dass

1 d 1 T3
Tpr1 =z |+ — ) <o |ap+ — ) = 2.
2 Tk Tk

Somit ist die Folge fiir K > 1 monoton fallend und beschrankt nach unten und somit
konvergent. Sei nun z* := limy_,, z der Grenzwert, dann erfiillt dieser die Fixpunkt-
gleichung

| d
o= (w + x—) o 2e")? = (@)’ +do @) =d

und somit 16st z* das Problem. Weiterhin gilt 2* = limy_,oo 2 > V/d und somit gilt
* =+/d.

Fiir den Fall zp < 0 zeigt man analog, dass x; eine monoton steigende Folge ist die
durch zj, < —V/d nach oben beschrinkt ist. Hier gilt dann z* = —v/d.

Aus den vorherigen Abschnitten, wissen wir bereits, dass es relevant ist Stérungen in den

Daten d zu betrachten. Fiir numerische Verfahren wollen wir bei Stérungen sicherstellen, dass
Konsistenz gegeben ist, sofern auch die Storung gegen null konvergiert. Dies fithrt auf die
Definition der Konvergenz.

s—_ DEFINITION 2.41: Konvergenz.

Fir f : D — R™, heifit das numerische Verfahren f; : D — R™ konvergent zum
Problem x = f(d), falls

klgglo fe(di) = f(d)

fiir alle Folgen von Daten mit limy_, ., di — d.

mmmm DEISPIEL 2.42: Verrauschtes Heron-Verfahren.

Wir fithren nun das Heron-Verfahren mit verrauschten Daten fiir d = 2 durch, d.h., in
jedem Schritt haben wir

1 di+1
Tpy1 = frr1(drg1) = 3 <9Uk + —+)
Tk
wobei wir di11 := d + o) setzen wobei o, ~ N(0,0;) eine normalverteilte Grofie mit

Varianz 0y ist. Fiir unser Experiment wéihlen wir eine Nullfolge d; — 0 s.d. die Folge
im Erwartungswert konvergiert, d.h. I&(d;) — d. Der Plot in ?? zeigt das Verfahren fiir
unterschiedliche Runs, d.h. unterschiedliches zufillig gewéhltes Rauschen. Man erkennt,
dass das Verfahren in den meisten Féllen gegen /2 konvergiert. Falls ¢, allerdings so
grof wird, dass x4, negativ wird, konvergiert das Verfahren gegen —v/2.

Konvergenz ist meist schwierig direkt zu beweisen. Wir kénnen aber einen Umweg iiber

Stabilitdt nehmen. Wir definieren Stabilitdt im wesentlichen als gleichgradige Stetigkeit der
fi, welche besagt, dass wir die Auswirkung von Stérungen auf den Algorithmus kontrollieren
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0 10 20 30 40 50

Abbildung 2.4: Visualisierung fiir Beispiel 2.42.

koénnen. In diesem Sinne ist Stabilitdt verwandt mit dem Begriff der Kondition aus den letzten
Abschnitten.

mmmm DEFINITION 2.43: Stabilitat.

Ein Verfahren fr : D — R™,k € IN heifit konsistent, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0,
sodass fiir alle k£ € IN gilt

1Ag]] <6 = ||fu(d+ Ag) — fu(d)]] <e.

Eine einfachere Definition ist im Falle Lipschitz-stetiger Abbildungen méglich, dann sprechen
wir von Stabilitdt wenn eine Konstante L unabhéngig von n existiert, sodass

[fx(d+ Aa) = fr(d)]| < LI Ad]

fiir alle k € IN, alle zulédssigen Daten d € D und zuldssigen Stérungen d + 6 € D. Stabilitét
bedeutet also im wesentlichen, dass Fehler durch das Verfahren nicht zu sehr verstiarkt werden.

Eine grundlegende Eigenschaft in der Numerik ist, dass sich Konvergenz aus Konsistenz und
Stabilitédt ergibt.

THEOREM 2.44: Konvergenz eines Verfahrens.

Es sei fr: D — R™, k € IN ein Verfahren, dann gilt folgende Implikation,

‘Stabilitéit + Konsistenz = Konvergenz. ‘
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Beweis. Die Aussage folgt aus der Dreiecksungleichung. Sei dazu d € D und di, k € IN eine
Folge von Daten, s.d. limg_, dx = d. Dann gilt

| fi(di) — f(d)] = | fe(dr) — f(d) + fr(d) — f(d)| < |fi(dr) = fr(d)|+ |fr(d) — f(d)] -

Stabilitdts-Term Konsistenz-Term

Wegen der Stabilitdt wissen wir, dass
lim |fg(dy) — fr(d)| =
k—o0
und somit folgt zusammen mit der Konsistenz, dass
lim |fg(dy) — f(d)] =0
k—o0
das Verfahren ist also konvergent. O

Ist ein numerisches Verfahren nicht stabil, so kénnen wir auch keine Konvergenz erwarten.

BEISPIEL 2.45: Stabilitat des Heron-Verfahrens.

Um Stabilitét zu zeigen, wiederholen wir kurz die Definition des Verfahrens. Fiir d € ]Rg

definieren wir

fer1(d) = % (fk(d) + fk((id)>

mit gegebenem fy(d). Die Auswertung von fi.1 an d, ist also die kte Heron-Iteration,
welche stets mit d durchgefithrt wurde. So erhalten wir ein wohldefiniertes Verfahren und
konnen fi(d) mit fr(d + Ay) vergleichen. Wir wollen also nun zeigen, dass ein L > 0
existiert, s.d.

[fe1(d + Ad) = fria(d)] < Li|dall

gilt. Dazu berechnen wir

A
epr1 = fer1(d+ Ag) — frr1(d % < (d+ Aa) + C(ld—:— Add) i) = f’:(ld))
) d+Aq
=5 (( fru(d+ Ag) — fr(d)) ( fe(d+ Ag) - fk(d)>>
1 d N 1d+Ad
2 fe(d) 2 fu(d)
somit folgt
| | - 1| | B d+Ad ' 1 Ad
eer1] < 5 le feld+ Ag) - fu(d)]| 2] fi(d)

Wir nehmen nun an, dass fy(d) > 0 gilt, aus Beispiel 2.38 wissen wir dann, dass fi(d) >
V/d gilt und somit

<L
\[

Ad
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Zuséatzlich wollen wir, dass fiir ein ¢ < 1 gilt

B d—+ Ay <9
fe(d+ Aq) - fr(d) !
gilt, was gegeben ist, falls
d+ A
+ 24 <2¢+1.

fr(d+ Ag) - fr(d)

Fordern wir, dass |Ag4| < 2¢d gilt so folgt

d+ Ay Vd+ Ay
et by fold) = A S VvAHTs

und somit insgesamt

1
|6k+1|§(I|€k|+ﬁ|Ad|§-- _f|Ad|Zq _f|Ad|Zq ~ 0 )\[|Ad|

Somit ist das Heron-Verfahren auf einer nach unten beschrénkten Menge, D := [a, c0)
mit a > 0 Lipschitz-stetig mit

|f(d+ Ag) — f(d)] < LA

S 1 .
wobei L = a7 mit |Ag| < 2qa.
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Uber- und unterbestimmte lineare
Gleichungssysteme

Nachdem wir uns in Kapitel 1 mit der numerischen Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax = b mit A € R™"” und z,b € R™ beschéftigt haben, wollen wir im Folgenden einen
allgemeineren Fall untersuchen. Wir interessieren uns fiir lineare Gleichungssysteme der Form

Ax = b, fir AcK™" und z € K", bc K™,

wobei K € {R,C} wahlweise den Korper der reellen oder der komplexen Zahlen bezeichnet.
Wir unterscheiden zwei Félle fiir m # n.

mmmm DEFINITION 3.1.

Es sei A € K™*" eine Matrix und b € IK™, dann heifit das Gleichungssystem

Az =b (UB-LGS)
¢ iiberbestimmt, falls m > n,
e unterbestimmt, falls n > m,

gilt.

Im Falle tiberbestimmter Systeme tibersteigt die Anzahl der Gleichungen die der unbekann-
ten Variablen. Wir haben also mehr Gleichungen als Variablen. Im Falle unterbestimmter
Systeme iibersteigt die Anzahl der Gleichungen die der unbekannten Variablen. Wir haben
also weniger Gleichungen als Variablen.

BEMERKUNG 3.2. Im Allgemeinen sind sowohl unterbestimmte als auch iiberbestimmte
lineare Gleichungssysteme in Problem UB-LGS nicht 16sbar. Aus diesem Grund muss man
sich andere Strategien und Kriterien iiberlegen, um sinnvolle Aussagen iiber den unbekannten
Vektor x € K" treffen zu kénnen. VAN

Der Fall eines iiberbestimmten Gleichungssystems ist duflerst relevant, da er in vielen An-
wendungen auftritt, wie z.B. bei der Bildrekonstruktion in der Computertomographie wenn
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Abbildung 3.1: Visualisierung der Daten in Beispiel 3.3.

die Anzahl der gemessenen Rontgenstrahlen m die Anzahl der zu rekonstruierenden Pixel n
iibertrifft.

BEISPIEL 3.3: Polynom-Fit.

Eine Gruppe von N € IN Studierenden bekommt die Aufgabe jeweils n; € IN verschieden
natiirliche Zahlen zu addieren. Wir messen jeweils Zeit t; die dieser Vorgang benotigt
und erhalten folgende Daten:

Anzahl der Ziffernn | 5|6 | 8| 9 | 11 | 16 | 30 | 23
Benétigte Zeit ¢ in Sekunden | 2 | 7 | 4 | 18 | 12 | 22 | 89 | 32

In Abb. 3.1 werden die Daten visualisiert. Wir erwarten einen Zusammenhang zwischen
der Anzahl der Ziffern und der Berechnungszeit, welcher sich durch ein Polynom

t=f(t) =pin+po

modellieren lasst mit unbekannten Koeffizienten pi,pp € R. Fiir jeden Studierenden
i=1,..., N erhalten wir die Gleichung

pin; +po=1t;

und ausgedriickt als Gleichungssystem ergibt dies

ni 1 tl
. <p1> = .
: Do :
ny 1 tN
\_\r \_\,b_/

Wir erhalten also ein iiberbestimmtes Gleichungssystem.
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3.1 Gauflsche Normalengleichungen und Ausgleichsprobleme

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Losungsbegriffen, welche es uns erlauben iiber-
bestimmte Gleichungssystem, d.h., Problem UB-LGS fiir m > n, zu lésen.

3.1.1 Lineare Ausgleichsprobleme

Da eine exakte Losung eines iiberbestimmten linearen Gleichungssystems in der Regel nicht
moglich ist, versucht man die Abweichung von der idealen Lésung beziiglich einer Vektornorm
zu minimieren. Typischerweise wihlt man die Euklidische Norm, so dass man anstatt urspriing-
lich Problem UB-LGS fiir m > n nun ein Problem der folgenden Form hat, welches man auch
lineares Ausgleichsproblem nennt.

e DEFINITION 3.4: Lineares Ausgleichsproblem.

Es sei A € K"™*"™ eine Matrix und b € K™ ein Vektor, dann heifit das Minimierungspro-
blem

min |[b — Ax||2 (LSTSQ)
reKn
lineares Ausgleichsproblem. Eine Losung € K" nennt man Kleinste-Quadrate-
Losung oder auch Least-squares-Losung.

mamm BEISPIEL 3.5.

Wir betrachten das Least-Squares Ausgleichsproblem aus Beispiel 3.3 fir A € RV2,b €
RY. In Abb. 3.2 plotten wir zuniichst die Funktion p ~ ||Ap—b]| iiber R2. Wir erkennen,
dass die Funktion konvex ist mit elliptischen Niveaulinien. Zusétzlich markieren wir
drei Punkte p', p?, p3, welche auf dem rechten Plot in ihrer Entsprechung als Polynom
Funktion n + (p')1z + (p%)o fiir i = 1,2,3. Der pink gefirbte Punkt bzw. die pink
gefarbte Gerade stellt hierbei die Losung von Problem LSTSQ dar

[ 29
P~ _163)"

Die vertikalen Linien im Plot visualisieren jeweils die Fehler zu den Daten, welche qua-
driert addiert werden.

Wir wollen uns im Folgenden mit numerischen Verfahren zur Berechnung von Kleinste-
Quadrate-Losungen und deren Eigenschaften beschéftigen.

3.1.2 Gaufische Normalengleichung

Wir untersuchen zunéchst die Eigenschaften einer Matrix, welche von links mit ihrer adjun-
gierten Matrix multipliziert wurde, siehe Abschnitt 1.4. Hierbei verwenden fiir A € K™*" wir
die folgende Notation,

e der Kern der Matrix ist gegeben durch,

N(A) :={z e K" : Az = 0}
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Abbildung 3.2: Visualisierung des Ausgleichsproblems fiir Beispiele 3.3 und 3.5.

o das Bild der Matrix ist gegeben durch,

R(A) == AB™") = {Az : x € K"}.

Fiir einen Untervektorraum U C K* wir definieren das orthogonale Komplement
Ul ={zeKF:(u,2)=0, VzeU},

hier haben wir das Resultat (da IK* endlich-dimensional und das Skalarprodukt nicht ausgeartet
ist), dass

Kr=UgU*

wobei die Summe fiir zwei Untervektorriume V, W C K* definiert ist durch V + W := {v +
w:v € Viw € W} und wir V @ W schreiben, falls VN W = {0} gilt. Aus der linearen
Algebra wissen, wir, dass ein auf U orthogonal stehender Untervektorraum V' genau dann der
Komplementérraum ist, V = U~ falls

k=dimU +dimV

gilt.

mmmm LEMMA 3.6.

Es sei A € K™*" eine Matrix, dann gilt,

(i) A*A € K™ ist hermitesch und positiv semi-definit,

(ii) die Matrix A*A ist genau dann positiv definit, falls der Kern von A trivial ist,
d.h., falls N'(A4) = {0} gilt,

(iii) fiir den Kern und das Bild gilt

N(A*A) = N(A) und R(A*A) = R(4*) = N(A)L.
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Beweis.

Ad (i).

Die Hermizitat der Matrix A* A folgt offensichtlich aus der Kommutativitdt der komponenten-
weisen Multiplikation in K. Ferner gilt fiir alle z € K"

(x,A*Az) = 2*A*Ax = (Ax)*Az = (Ax, Az) = ||Az||3 >0. (3.33)
Also ist A*A immer positiv semi-definit.
Ad (ii).
Da

|Az||3 > 0 fiir x # 0 < N(A) = {0}
sehen wir mit Gleichung (3.33), dass
A ist positiv definit < N (A) = {0}.
Ad (iii).
Aus Gleichung (3.33) folgt bereits, dass N(A*A) C N(A) gilt. Die umgekehrte Inklusion
N(A) c N(A*A) gilt trivialerweise, da fiir ein beliebiges 2z € N'(A)

(A*A)x = A*(Az) = 0.
hn

Somit haben wir also N (A*A) = N(A) bewiesen.
Wir zeigen nun, dass R(A*) und N (A) orthogonale aufeinander stehen. Seien also z € R(A*)
und z € N(A) beliebig, dann gibt es ein y € K™, s.d. z = A*y gilt und damit

(x,2) = 2"z = 2¥A%y = (Ax)*y = 0"y = 0.

Da dies fiir beliebige Vektoren z € R(A*) und =z € N(A) gilt, miissen N (A) und R(A*)
orthogonal sein. Aus der Dimensionsformel wissen wir, dass

dimN(A) + dimR(A*) = n

gilt, und daher R(A*) = N/(A)* gilt. Diese Identitit gilt allgemein fiir lineare Operatoren, also
auch R(A*A) = N(A*A)* und somit

R(A*) = N(A)F = N(A*A)F = R(A*A). (3.34)
O

Mit Hilfe der obigen Eigenschaften ldsst sich nun ein Zusammenhang zwischen dem linearen
Ausgleichsproblem und den Gaufischen Normalengleichungen herstellen.

THEOREM 3.7: Normalengleichungen.

Sei A € R™*™ und b € R™, ein Vektor & € R"™ 16st genau dann die Gauflschen Norma-
lengleichungen

ATAz = ATp (GauB-NGL)
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falls es das linearen Ausgleichsproblem Problem LSTSQ) 16st.

Bewets.

Fir A = 0 ist die Aussage trivial. Wir nehmen also an, dass A # 0 gilt.

Schritt 1:

Es sei zunéchst  eine Losung von Problem LSTSQ. Unter Ausnutzung von Lemma 3.6 haben
wir

K™ = R(A) @ R(A)T = R(A) @ N(4Y)

und daher konnen wir den Vektor b € K™ schreiben als
b = br+by mit breR(A) und by € N(4A%).

Wir zeigen zunéchst, dass Az = br gilt. Da bg € R(A) im Bild liegt, existiert mindestens ein
Z € K™ mit AZ = br. Fiir beliebiges x € K" gilt dann
Ib— Awl} = br + by — Al = A7 +by — Azl = 1A (F — ) +by3
T
|4z —byll3 = (Az, Az) + (Az,by) + (b, Az) +[loar[13
=0

= [ A2ll3 + [[oarl13

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass Az € R(A) orthogonal zu by € N(A*) ist. Der obige
Ausdruck ist minimal genau dann wenn Az = 0, d.h., fiir solche x € K" s.d.

z—zeN(A).
Da z das Problem 16st, folgt also, dass

Az = Az + A(Z — ) = Az = bg.
=0
Wegen A*byr = 0 gilt dann
A*h = A*(br +by) = A'bgr = A™Az.

Das heifit & ist Losung der Normalengleichung Gauf3-NGL.

Schritt 2:

Sei nun umgekehrt £ € R™ eine Losung der Normalengleichung, dann wissen wir, dass das
Residuum AZ — b im Kern der Matrix A* liegen muss, denn es gilt

AAG = A o A (A2 —b) = 0 & Ar—be N(AY).
Fiir beliebiges © € R™ definieren wir
z = Alx —2) e R(A), r = b— Az e N(4Y),
so gilt wegen (r,z) =0

Ib—Azll3 = [lr—2l5 = lIrll3+ {r2) + (=) +lI2ll5 > [Irl5 = [Ib— Az]3.
~—_————
=0

54



Kapitel 3 Uber- und unterbestimmte lineare Gleichungssysteme

Damit haben wir gezeigt, dass
1o — Az||3 > [|b — AZ[|5 vz € K",
also, dass & eine Losung des linearen Ausgleichsproblems Problem LSTSQ) ist. O

In obigen Beweis haben wir fiir AZ = br die Identitit
[b— Az[|s = |A(Z — z)[l2 + [loar]]2

gezeigt. Somit sehen wir, dass Problem LSTSQ) stets mindestens eine Losung, ndmlich & hat.
Fiir den Fall das N'A = {0} existiert genau ein Z s.d. A% = bg gilt und dieses # ist dann
auch die eindeutige Losung des Problems. Dies ist der Inhalt des folgenden Korollars.

mmmm KOROLLAR 3.8.

Fir eine Matrix A € K™*" mit N(4) = {0} gibt es genau eine Losung von Pro-
blem LSTSQ die auch die eindeutige Losung der Normalengleichung Gleichung (Gauf-
NGL).

BEMERKUNG 3.9. Falls die Matrix A*A singulér ist, d.h. N (A) # {0} so haben die
Gauflschen Normalengleichungen keine eindeutige Losung und es existieren mehrere Vektoren
z e R", s.d.

A*Az = A%
A

BEMERKUNG 3.10. Fir Schritt 1 im Beweis von Theorem 3.7 gibt es folgenden alterna-
tiven Weg fiir IK = RR. Wir betrachten die Funktion ¢ : R — R,

1 1 ) 1,
o) = 51— Azl3 = [Bllz — (A"b,z) + (A" A, 2),

fiir welche wir in Problem LSTSQ ein Minimum % finden wollen. Eine notwendige Bedingung
fiir ein Minimum ist hier durch

Vo(3) =0

gegeben. Um den Gradienten zu berechnen, benutzen wir, dass fiir zwei Funktionen f, g : R" —
R™ gilt

V {f(x), 9(x)) = (V)(2) 9(z) + (Vg)(z) f(z)

wobei (Vf), (Vg) die Jacobi-Matrizen bezeichnen. Damit sehen wir, dass

Volw) = V3 BB~V (A%,2) + 3V (A% Az, 2))

T
=~ (V(AB)) 7z — (V@) A% + 5 (V(A"Ax))z + 5 (V(a)) A" Ax
=0 =1 =A*A =1

= A"b — A*Ax
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somit wissen wir, dass ein Minimum & von ¢ die Gleichung
AD— A"Ax =0 A" = A" Ax

also die Normalengleichung erfiillt.

BEISPIEL 3.11.

Die Systemmatrix und die rechte Seite aus Beispiel 3.3 hatten die Form

5 1 2
6 1 7
8 1 4
9 1 18
A=l 1 b= 12
16 1 22
30 1 89
23 1 32

Die Normalengleichung fithrt hier dann auf

oo 2012 108\ (4136
AAx_Ab@(lozs 8>x_<186

was als Losung gerade den Vektor p ~ (2.9, —16.3)T aus Beispiel 3.5 hat. Die Norm des
Fehlers betréigt hier

|Ap — b||* ~ 29.6

was mit dem Residuum der kleinsten Quadrate iibereinstimmt,

N
J Z |ti — (P1n; +ﬁ0)|2 ~ 29.6,

=1

welche in Abb. 3.2 visualisiert sind.

3.1.3 Normalengleichung und SVD

Zum Abschluss diskutieren wir noch eine Darstellung der Lésung der Normalengleichung mit
Hilfe der Singulirwertzerlegung fiir A € R™*", A = UXVT,

mmmm LEMMA 3.12.

Fiir eine Matrix A € R™*" mit SVD A = UXV7 ist Losung der Normalengleichung
gegeben durch

x=VX U
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BEMERKUNG 3.13. Fiir die Diagonalmatrix > € R™*™ mit r Singuldrwerten o1 > ... >
o, > 0, bezeichnen wir mit ¥~! € R"™™ die Diagonalmatrix s.d.

(Z_1> B giz firi=1,...,r,
i 0 sonst.
AN

Beweis. Da die rechts-Singulirvektoren v; auch die Eigenvektoren von AT A sind, kénnen wir
damit schreiben,

AT Az = (VETUTUEVT) x = Z o? (vl x)v;, ATh = Z oi(ul b)v;.
i=1 i=1

Durch Koeffizientenvergleich sehen wir direkt

T
v, X = O_—iui b
und damit
T 1 T
x = Z —(u; b)v;
— g,
=1
bzw. in Matrixschreibweise
r=VEUTh

O]

Die Singulérwertzerlegung erlaubt uns auch eine einfache Analyse der Kondition der Nor-
malengleichung in der 2-Norm. Wir nehmen an, dass N (A4) = {0} gilt und somit r = n ist, da
wir im Uberbestimmten Fall m > n sind. Fiir die Kondition gilt dann

ro(ATA) =

Sqw‘ﬁw

Fiir beliebiges z € R™ bekommen wir fiir eine Gleichung der Form AT Az = y also nur die
Abschétzung

ot [A]

on Izl

5;61 <

Im Fall einer reguldren n x n Matrix ist dies das Quadrat der Kondition von A, somit kénnten
wir erwarten, dass die Normalengleichung deutlich schlechter konditioniert ist als das urspriing-
liche Gleichungssystem. Dies stimmt aber nur bedingt, wie wir aus einem einfachen Argument
sehen. Wenn die Stérung nur in der rechten Seite b vorliegt, so ist die Differenz der Losung

x—i=VEUT(b-b).
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Damit gilt fir den relativen Fehler

IVE-WTG - B _ =T - )
Ve T =0Ty

rel _
0y =

wobei wir ausgenutzt haben, dass V eine orthogonale Matrix ist. Da aber

1 1
7§(271)ii§75 iz]—a"w”u
g1 On

gilt, folgt fiir einen Vektor z € R™
1 _ 1
—zll < 1=7 2 < —|l=]-
o1 On

Daraus folgern wir, dass

le =&l _ o1 JIlUT(-b)] _ o1 b-0]
[zl = on  IUTY] on |0

gilt. Also erhalten wir in der Fehlerabschitzung doch nur /(AT A) als Konstante und nicht

r2(AT A). Der Grund dafiir ist, dass wir bei der Normalengleichung nicht eine beliebige rechte
Seite haben, sondern sehr speziell y = ATb.

BEMERKUNG 3.14 (Storung in der Matrix). Die Situation dndert sich, wenn wir auch
Fehler in der Matrix A zulassen. Dann haben wir eine Gleichung der Form

AT A(x — &) = (ATA— AT A)z + AT — AT,

und es gibt keinen Grund warum die rechte Seite als Produkt von A7 mit einem Fehler von
Interesse dargestellt werden soll. In diesem Fall ist also x2(AT A) entscheidend und wir sehen,
dass die Normalengleichungen deutlich sensitiver gegeniiber einem Fehler in der Matrix sind
als gegeniiber einem Fehler in der rechten Seite. JAN

3.2 QR-Zerlegung fiir iiberbestimmte Systeme

Wir haben oben die Losung iiberbestimmter Systeme auf die Losung der Normalengleichung
zuriickgefiihrt, die wir z.B. mit der Cholesky-Zerlegung l6sen kénnen. Dies ist aber nicht in
allen Féllen der optimale Weg um das Problem zu l6sen. Erstens kann sich die Kondition der
Matrix stark erhéhen. Bei einer invertierbaren Matrix gilt ko(ATA) = ko(A)?, siche Bemer-
kung 3.14. Zweitens kann der numerische Aufwand, der zum Aufstellen der Normalengleichung
benétigt wird, schon dominant sein. Die Berechnung von A” A benétigt einen Aufwand in der
Ordnung von O(mn?), wihrend die anschlieBende Losung mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung in
Algorithmus 1.36 nur einen Rechenaufwand der Ordnung O(n?) hat. Im stark iiberbestimmten
Fall (m >> n) dominiert also der Aufwand zum Aufstellen der Normalengleichung.
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Abbildung 3.3: Visualsierung fiir Beispiel 3.15.

ATA, ATh

SESS BEISPIEL 3.15: Rechenzeit Normalengleichung.

Wir wollen das Ausgleichsproblem mithilfe der Normalengleichung l6sen. Hierfiir fixieren
wir n = 5 und ziehen zufillige Matrizen A € R™*" fir m = 2',i =1,...,N € N. In
Abb. 3.3 stellen wir links die Rechenzeit zur Losung des Problems mit der Cholesky-
Zerlegung dar. Der rot gefdarbte Bereich stellt hierbei den Anteil der Produkte

dar, der griine den Anteil des Losens mit Cholesky. Wir erkennen, dass die Zeit um das
Produkt zu berechnen die Gesamtzeit dominiert, der Aufwand fiir Cholesky bleibt wie
erwartet konstant, da wir n = 5 fixieren. Auf der rechten Seite, stellen wir die Variante
dar, das Problem mithilfe der SVD zu l6sen, was wesentlich mehr Zeit bend6tigt. Hier
dominiert allerdings die Zeit die SVD zu berechnen.

3.2.1 Die QR-Zerlegung

Als Alternative betrachten wir wieder direkte Zerlegungsmethoden zur Losung des Problems.
Im Prinzip kénnten wir versuchen genauso wie bei der LR-Zerlegung vorzugehen, allerdings ist
unklar welche Art von Lésung wir damit berechnen wiirden. Insbesondere ist nicht zu erwarten,

dass wir die Kleinste-Quadrate Losung berechnen.

Problem: Die Anwendung einer Frobenius-Matrix kann die Norm des Resi-
duums bzw. auch die Normalengleichungen relativ unkontrolliert verdndern.

Es gibt also Fille bei denen fiir eine Frobeniusmatrix L gilt

IL(b — Az)|| # [|b— Az,
ATLTLA # ATA

und somit verlieren wir so die Kontrolle iiber das Residuum und auch die Normalengleichung.

chung nicht verdndern!

Wunsch: Transformationen welche das Residuum und die Normalenglei-
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Geeignet ist hier eine Transformation mit orthogonalen Matrizen @), da diese das Residuum
und die Normalengleichung nicht verédndern,

|Q(b — Az)[| = [|b — Az]],
ATQTQA = AT A.

s DEFINITION 3.16: QR-Zerlegung.

iir eine Matrix A € R"*™ mit m > n nennt man eine Zerlegung mit einer orthogonalen
Matrix @ € R™*™ und einer oberen Dreiecksmatrix R € R"™*",

A=QR

eine QR-Zerlegung von A.

BEMERKUNG 3.17. Die obere Dreiecksmatrix R € R™*" ist hierbei von der Form

wobei R € R™"*" eine quadratische obere Dreiecksmatrix ist und 0 € R(™~)*" Nullmatrix
ist, welche die Dimensionen entsprechend auffiillt. Somit sehen wir, wenn wir Q@ = (Q(M|Q®)
in die ersten n Spalten Q) € R™*" und die letzten (m—n) Spalten Q(?) € R(™~")*" aufteilen,
dass

QR = (QW|Q@) (R(()l)> =QWRM

gilt. Somit reicht es, Q) und R zu berechnen, was die sogenannte reduzierte QR-Zerlegung
ist. A

Haben wir nun eine QR~Zerlegung gegeben, so sehen wir, dass
I — Az|® = |Q" (b — A2) || = Qb — Rz|* = [(QM)"6) — RWz|? + (| QP
wobei wir b = (b()|b(?)) setzen. Wir sehen also, dass das Residuum fiir
o= ( R<1>>‘1 (QW)TpM)

minimiert, was wie bei der LR-Zerlegung iiber Riickwértseinsetzen gelost werden kann.

3.2.2 QR-Verfahren mit Reflexionen und Rotationen

Wir bendtigen nun in Verfahren, welches eine QR-Zerlegung liefert.

‘Wunsch: Effizientes Verfahren um eine QR-Zerlegung zu berechnen! ‘

Die Idee des QR-Verfahrens ist es eine Folge von orthogonalen Matrizen Q1,...,Q, zu
konstruieren, sodass

R=Q,...Q14
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Abbildung 3.4: Visualisierung fiir Beispiel 3.20.

eine rechte obere Dreiecksmatrix ist. Um die Matrizen @); zu konstruieren haben wir im wesent-

lichen zwei Moglichkeiten, ndmlich eine Drehung (genannt Givens-Rotation) oder eine Spiege-
lung (genannt Householder Reflexion).

mmmmm DEFINITION 3.18: Householder-Reflexion.

Fiir einen Vektor v € R¥ definieren wir die Householder-Matrix

Qy =1 — 200" € RF*F,

mmmm KOROLLAR 3.19.

Fiir einen Vektor v € R¥, ||v||2 = 1 ist die Householder-Matrix Q, € R¥** symmetrisch,
orthogonal und selbstinvers.

Beweis. Siehe Hausaufgabe.

mmmm BEISPIEL 3.20: Householder-Matrizen.

Wir betrachten fiir einen Vektor den Vektor v = %(3, 4)T" die Householder-Matrix

1 0 2 (3 10 2 (9 12 0.28 —0.96
@ = <0 1) 25 (4) (3,4) = (0 1) 25 (12 16) B (—0.96 —0.28) ‘
In Abb. 3.4 visualisieren wir den Effekt der Matrix ) angewendet auf einen Vektor .

Wir erkennen, dass Qx gerade die Spiegelung von x an der Hyperebene ist, die durch v
aufgespannt wird.

Ziel der Multiplikation mit ¢); ist es immer Nullen unter der Diagonale zu erzeugen, das
bedeutet im Fall von @1, dass wir die erste Spalte der Matrix A = (a1] ... |a,) auf ein Vielfaches
des ersten Einheitsvektors e; spiegeln wollen. Es soll also fiir ein A € R gelten

Q1a1 = Aey.
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Abbildung 3.5: Visualisierung einer Spiegelung des Vektors a auf e;.

In Beispiel 3.20 und Abb. 3.4 sehen wir, dass die Householder-Matrix @), eine Spiegelung an
der Hyperebene mit Normalenvektor v realisiert. Wir wollen nun also ein v € R™ bestimmen,
s.d. der Vektor a; € R™ gerade auf e; gespiegelt wird. Da sich 2-Norm bei einer Spiegelung
nicht verdndern kann, fordern wir also, dass

Qia1 = a1 — 2(v1, a1)v1 = [la1||2e1
—1
= U1 = 57— (a1 — [[a1]]2€1
e (@ ol
Da wir aber zusétzlich fordern, dass ||v1]| = 1 gilt, folgt
_ a1~ [laafles
U1

-~ lax = llaaflex]

fir a; # Ae1, A € R. Falls a1 schon ein Vielfaches von e ist, brauchen wir in diesem Schritt
keine Transformation und setzen v; = 0. Durch die Anwendung von )7 erhalten wir dann

Rl,l RLQ - Rl,n
0
Q1A = . A,

=A1

wir haben also die erste Spalte von A auf den Einheitsvektor gespiegelt. Im zweiten Schritt
reicht es die Submatrix A; € RM~D*(m=1) 4 betrachten, wobei wir die erste Spalte ao €

R™~ ! welche wir auf den Einheitsvektor egm_l) € R™~! spiegeln wollen, mit
- - -1
_ah— fagfle™ "
~ ~ -1
a3 — llaglles™ |
Qo = I — 20y .
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Die Householder Matrix, die die erste Zeile und Spalte unverdndert lasst, ist von der Form

(1 0 _ T (0
Q2 = (0 Qz) =1 —2vvy, vy = (172)

und wir erhalten dann

Ri1 Rip Ry, Ri1 Rip R,
A 0 0
Q2 (Q1A) = Q2 : A = : Or A,
0 0
Ri1 Rip Ry
0 Rop Ry
= : 0 i
: : A
0 0

Fiir die weiteren Schritte gehen wir analog vor und erhalten somit folgenden Algorithmus.

—— ALGORITHMUS 3.21: Householder QR-Verfahren.

function QR(A) # QR-Verfahren fir A € R™*".

Q¢+ I eR™™
R+ AeRm*n

for j=0,...,n—1do

# Initialisiere Matrix @)
# Initialisiere Matrix R

# Schleife iiber alle Spalten.

0« R[j :m,]]
(0] « o[0] — ||
0 /|7

# Spalte unter j-ten Diagonalelement
# Konstruiere Spiegelvektor
# Normalisierung

Qj — Im=3) — 24 p@pT # Konstruiere Spiegelmatrix

R[j:m,j:n] « QQRI[j : m,j : n) # Spiegele auf egm_j)
Q[] :m, :] — Q@Q[j :m, :] # Update Q
end for
return Q7. R

end function

Wir sehen direkt, dass uns dieses Verfahren tatsichlich eine QR-Zerlegung liefert.

—— KOROLLAR 3.22: QR-Verfahren.

Fiir eine Matrix A € R™*" liefert das QR-Verfahren in Algorithmus 3.21 eine QR-
Zerlegung,

A=QR

wobei insgesamt ca.
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Abbildung 3.6: Visualisierung fiir Beispiel 3.23.

e 2m -n? —2/3n3 Operationen durchgefiihrt werden, falls nur R berechnet wird,

o 4(m?-n+n3/3—m-n?) Operationen durchgefiihrt werden, falls auch @ berechnet
wird.

Beweis. Siehe Hausaufgabe.

mamm BEISPIEL 3.23.

Um den Aufwand des QR-Verfahrens zu visualisieren, fixieren wir eine Matrix A € R™*"
fir m = 2'6,n = 5 und ziehen jeweils k& € IN zufillige Vektoren fiir welche wir das
Ausgleichsproblem Problem LSTSQ lésen wollen,

AT Az = ATh.

Da die Matrix A fixiert ist konnen wir fiir den Cholesky-Fall einmal das Produkt AT A
berechnen, was n?m Operationen benétigt, zusammen mit der Cholesky Zerlegung haben
wir hier also 1/3n3 +mn? 4+ O(n?) Operationen. Hinzukommen, dann m -n Operationen
fiir das Produkt A”b und O(n?) Operationen fiir die Losung des Systems. Fiir die Losung
mit der QR Zerlegung brauchen wir zunéchst m - n? — 2/3n3 Operationen um die QR-
Zerlegung zu berechnen, m - n Operationen fiir das Produkt (QM)Ts(1) und nochmal
O(n?) Operationen fiir das Lésen via Riickwirtseinsetzen.

In der Praxis verwendet man allerdings Algorithmen zur Matrixmultiplikation AT A,
deren Aufwand besser ist, als m-n?. Bei der QR-Zerlegung ist liefert diese Optimierung
kleinere Vorteile, weshalb das QR-Verfahren Nachteile in der Laufzeit hat, siehe Abb. 3.6.

3.3 Die Minimum-Norm-Losung

Wir haben uns in den vorherigen Abschnitten hauptsichlich mit linearen Gleichungssystemen
der Form Az = b mit A € R™*", z € R” und b € R" fiir den Fall m > n und rank(4) = n
beschéftigt. Fiir diesen Fall konnten wir bisher immer eine eindeutige Losung des linearen
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Ausgleichsproblems

min b — Azl

angeben. Wie wir jedoch in Bemerkung 3.1.2 bereits festgestellt haben liefern die Normalen-
gleichungen keine eindeutige Losung falls der Rang rank(A) der Matrix nicht voll ist und somit
die Matrix A* A singulér ist. Das folgende Beispiel verdeutlicht, dass man in diesem Fall keine
eindeutige Losung erwarten kann.

mmmm BEISPIEL 3.24.

Sei A € R™*™ und b € R™ beliebig. Fiir eine Losung der Normalengleichung x € R™

A*Ax = A"b.
sehen wir, dass fiir jedes n € N(A) gilt,
A"A(x +n) = A"Ax = A™b.

Ist nun rank(A) < n, so existiert 0 # n € N(A) und z,z + n sind zwei verschiedene
Losungen.

Um selbst im nicht-eindeutigen Fall einen sinnvollen Begriff einer Losung des linearen Glei-
chungssystems Ax = b zu definieren fithren wir eine zusétzliche Bedingung an den Losungs-
vektor x € R™ ein. Wir wéhlen aus allen Losungen den mit der Kleinsten Norm aus.

s DEFINITION 3.25: Minimum-Norm-Ldsung.

Sei A € R™*™ und b € R™. Ein Vektor 7 € R" heift Minimum-Norm-L&sung von
Ax = b genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind,

(i) 't ist Kleinste-Quadrate-Losung von Az = b, (siehe Problem LSTSQ),

(ii) % hat von allen existierenden Kleinste-Quadrate-Lésungen die kleinste Norm,
d.h.,

Iz 2 < [ll2

fiir alle Kleinste-Quadrate-Losungen x.

BEMERKUNG 3.26. In der obigen Definition der Minimum-Norm-L&ésung werden keinerlei
Voraussetzungen an die Dimensionen m und n, sowie den Rang rank(A) von A gemacht. A

Um den Zusammenhang der Kleinste-Quadrat-Losungen und der Minimum-Norm-Lésungen
zu verstehen wollen wir das Problem wieder geometrisch deuten. Wir wissen, dass das lineare
Gleichungssystem Ax = b genau dann l6sbar ist, wenn die rechte Seite im Bild der Matrix
A liegt, d.h., wenn b € R(A) gilt. Falls dem nicht so ist, so haben wir in Abschnitt 3.1 den
Vektor b orthogonal auf das Bild von A projiziert. Die so erhaltenen Lésungen sind die Kleinste-
Quadrate-Losungen. Falls diese Losungen nicht eindeutig sind so kénnen wir wie folgt vorgehen.
Da jede Kleinste-Quadrate-Losung « sich darstellen lédsst als

x = s+r, seR(A"), re N(A),
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und der Anteil » im Kern von A keine Bedeutung fiir die Lésung von Ax = b besitzt, so kénnen
wir orthogonal auf den Raum R(A*) projizieren. Diese Projektion ist eindeutig bestimmt und
liefert uns die Minimum-Norm-Losung x+ € R(A*).

Der folgende Satz prézisiert die obige geometrische Betrachtung weiter gehend.

s THEOREM 3.27: Minimum-Norm-Losung.

Sei A € R™*™ und b € R™. Der Vektor z+ € R" ist genau dann die eindeutige Minimum-
Norm-Lésung von Az = b, falls gilt

(i) AT Azt = ATb, d.h., zF 16st die Normalengleichung,

(ii) =+ € R(AT).

Beweis. Es seien x1, 2 zwei Losungen von Problem LSTSQ, dann existiert nach Lemma 3.6
jeweils 71,79 € R(AT) und nq,ne € N(4), s.d.

Ty =11+ N1, To = 12 + N2.
Da beide Problem LSTSQ) 16sen folgt,
AT Ary = ATA(ry +m1) = ATb = AT A(ry + no) = AT Ary
= ATA(T‘l — ’1"2) =0
=71 —ry e N(ATA).

Da aber N(ATA) = R(AT): und 71 — rp € R(AT) gilt folgt r1 — ro = 0. Somit haben wir
gezeigt, dass es ein eindeutig bestimmtes r € R(A”) gibt s.d. jede Lésung von Problem LSTSQ
von der Form & = r + 7 fiir 1 € N(A) ist. Wir setzten nun

zt =
Wir kénnen auflerdem fiir jede Kleinste-Quadrate-Losung & € R”™ folgende Abschétzung treffen
1215 = llz* +al3 = 213+ 2@ n) +nl3 = la¥]3+Inl5 > l|=*[3.
=0

Eine echte Gleichheit in obiger Ungleichung erhélt man genau dann wenn r = 0 ist und somit
% = 2T gilt. Die Minimum-Norm-Lé&sung ist also eindeutig durch ™ bestimmt. O

3.4 Die Moore—Penrose Inverse

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einer Verallgemeinerung der Matrix-Inversen,
welche tiber die Minimum-Norm-Losung gegeben ist.

mumms DEFINITION 3.28: Moore—Penrose Inverse.

Fiir eine Matrix A € R™*" nennen wir die Abbildung
AT R™ - R

b ATh:=z"
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Moore—Penrose Inverse, wobei ATb = x7 jeweils die eindeutige Minimum-Norm-
Losung des LGS Az = B bezeichnet.

BEMERKUNG 3.29. Weitere Namen dieser Abbildung in der Literatur sind Pseudo-
Inverse oder verallgemeinerte Inverse. Wir sehen, dass die Abbildung A" nach obiger
Definition linear ist. Fiir eine Matrix A € R™*"™ ist eine dquivalente Definition gegeben falls
die folgenden Bedingungen gelten,

(i) AATA = A, d.h. AT ist eine sogenannte verallgemeinerte Inverse im allgemeinen Sinne,

)
(i) ATAAT = A, d.h. AT ist eine sogenannte schwache Inverse,
ii) (AAT)T = AAT,

)

(i
(iv) (ATA)T = AT A.
Eigenschaft (i) und (ii) sehen wir auch in Aufgabe 1, Theorie Blatt 07. A

Wir betrachten im Folgenden ein Szenario in dem die Matrix A vollen Rang hat, d.h., es
gilt rank(A) = min(m,n). In diesem Fall lasst sich ndmlich die Minimum-Norm-Lésung aus
Abschnitt 3.3 durch Matrix-Inversion berechnen.

mamm 1HEOREM 3.30: Moore—Penrose Inverse.

Es sei A € R™*" eine Matrix mit rank(A) = min(m,n). Die Moore-Penrose Inverse
AT € R™™ ist linear und es lassen sich folgende Félle unterscheiden:

(i) rank(A) = m = n: Die quadratische Matrix A € R™" ist invertierbar und es
existiert eine eindeutige Losung 2+ € R™ des linearen Gleichungssystems Az = b.
In diesem Fall entspricht die Moore—Penrose Inverse der normalen Inversen von A,
d.h. es gilt
At =41

(ii) rank(A) = n < m : Im tberbestimmten Fall ist die Matrix A € R™*™ injektiv und
AT A ist invertierbar. In diesem Fall ist die Moore-Penrose Inverse gegeben als

AT = (AT A) AT

(iii) rank(A) = m < n: Im unterbestimmten Fall ist die Matrix A € R™*" surjektiv
und AAT ist invertierbar. In diesem Fall ist die Moore-Penrose Inverse gegeben
als

AT = AT(AAT) Y,

Beweis. Sei b € R™ und A € R™*"™ habe vollen Rang.

(i) Fir den Fall rank(A) = m = n existiert eine eindeutige Losung 7 € R™ des linearen
Gleichungssystems nach Kapitel 1. Aulerdem wissen wir aus der linearen Algebra, dass

die Inverse A~! einer Matrix A eindeutig bestimmt ist. Daher muss also schon gelten
At =A"1
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(ii) Fir den Fall rank(A) = n < m ist die Dimension des Bildes R(A) groBer als die Dimen-
sion des Raumes R™. Da der Rang voll ist wissen wir aus der linearen Algebra, dass die
durch die Matrix A induzierte Abbildung injektiv sein muss. Nach Lemma 3.6 wissen wir,
dass V(AT A) = N(A) gilt und somit auch die durch A7 A € R"*" induzierte Abbildung
injektiv sein muss. Dadurch ist AT A aber bereits invertierbar und wir kénnen schreiben

ot = (ATA)"1ATb.

Die Minimum-Norm-Lésung ™ ist also wegen rank(A) = n die einzige Kleinste-Quadrate-
Losung des {iberbestimmten linearen Gleichungssystems Ax = b und fiir die Moore—
Penrose Inverse gilt AT = (AT A)~1AT.

(iii) Fir den Fall rank(A) = m < n ist die Dimension des Bildes R(A) kleiner als die Di-
mension des Raumes R™. Da der Rang voll ist wissen wir aus der linearen Algebra, dass
die durch die Matrix A induzierte Abbildung surjektiv sein muss. Das bedeutet, dass es
exakte Losungen & € R™ mit AZ = b geben muss, die alle bereits Kleinste-Quadrate-
Losungen mit Residuum ||b — AZ||2 = 0 sind. AuBerdem wissen wir, dass AT € R™*™
injektiv sein muss, denn es gilt

rank(AT) = rank(4) = m.

Das bedeutet jedoch auch, dass AAT € R™*™ injektiv und somit invertierbar sein muss.
Da wir die Minimum-Norm-Losung definiert haben iiber die Eigenschaft z* € R(AT)
muss es mindestens ein s € R™ geben mit A”s = 27. Sei nun 21 die Minimum-Norm-
Losung des unterbestimmten linearen Gleichungssystems Az = b, dann gilt

b = Azt = A(ATs) = AATs.

Wegen der Invertierbarkeit von AAT wissen wir also, dass s = (AAT)~!b gilt. Damit
kénnen wir aber schon die Moore—Penrose Inverse von A wie folgt bestimmen:

et = ATs = AT(AAT) 1

und Die Minimum-Norm-Lésung x+ des unterbestimmten linearen Gleichungssystems
Az = b ldsst sich also fiir rank(A) = m durch die Moore-Penrose Inverse AT =
AT(AAT)~! bestimmen.

O]

BEMERKUNG 3.31. Es ist naheliegend fiir die Berechnung einer Minimum-Norm-Losung
T € R" die expliziten Formeln aus Theorem 3.30 zu benutzen. Wie wir jedoch in Abschnitt 3.2
festgestellt haben verhilt sich die Kondition k2(A” A) der Matrix AT A bei fehlerbehafteter Ma-
trix A wie (k2(A))?, was unter Umstéinden zu einer sehr grofien Verstirkung von Anfangsfehlern
fithren kann. AuBerdem liegt der Rechenaufwand zur Berechnung von AT A in O(mn?) was im
Fall von wesentlich mehr Messdaten als unbekannte Variablen, d.h. fiir den Fall m >> n, be-
sonders teuer werden kann. Zur Vermeidung dieser Probleme empfiehlt sich also die Inversion
durch Anwendung der QR-Zerlegung von A (siche Abschnitt 3.2). A
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Iterative Losungsverfahren fiir
(nicht-)lineare Gleichungssysteme

Nachdem wir uns in den letzten Kapiteln mit der Losung linearer Gleichungssysteme beschéf-
tigt haben, wenden wir uns nun einer deutlich schwierigeren Aufgabe zu. Wir betrachten im
Folgenden nichtlineare Nullstellengleichungen der allgemeinen Form

F(z) = 0, (4.35)

fiir eine nichtlineare Abbildung F': R” — RR"™. Mit Ausnahme von quadratischen und kubischen
Gleichungen im Fall n = 1 existieren in der Regel keine Losungsformeln. Es ist also von vornher-
ein ausgeschlossen, dass wir eine direkte Losungsmethode wie bei linearen Gleichungssystemen
konstruieren kénnen.

4.1 Banachscher Fixpunktsatz

Da sich im Allgemeinen keine geschlossenen Losungen fiir nichtlineare Gleichungen der Form
(4.35) angeben lassen, ist der Standardansatz eine iterative Approximation der Lésung zu
berechnen, wie beim Beispiel des Heron-Verfahrens zur Berechnung der Quadratwurzel. Wir
betrachten dazu allgemeine Fixpunktiterationen der Form

Tp+1 = G(zy), (4.36)
fiir eine Funktion G: R™ — R™ mit denen wir sukzessive die Losung der Fixpunktgleichung
r = G(x)

approximieren.
Man beachte, dass es in den meisten Féllen gentigt Fixpunktiterationen zu betrachten, die
nur auf der letzten Iterierten z¥ € R™ basieren, wie folgende Bemerkung erklirt.

BEMERKUNG 4.1. Liegt ein allgemeines Fixpunktverfahren der folgenden Form vor

xk‘+1 = G<mk;xk717-~-7$k7m)7
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mit G: R" x ... xR"” — R"® und m € N,m > 1, so miissen wir das Problem nur in den
—_——

m-mal
entsprechenden Vektorraum R™*™ einbetten mit Zj, := (xg, g1, ..., Tk—m) und erhalten x4

als Funktion von Zj durch )
Th+1 = G(:i’k)
A

Natiirlich sollte die Fixpunktgleichung (4.36) mit der allgemeinen Funktion G zum urspriing-
lichen Nullstellenproblem (4.35) mit der Funktion F' dquivalent sein. Dazu miissen wir das
Nullstellenproblem lediglich zu einer Fixpunktgleichung umformen, z.B. durch

r = z+ F(z), x = x— F(x), x = x+ H(F(x)),
—_——— —_—— —_——
=:G(z) =:G(z) =:G(z)

mit einer invertierbaren Funktion H: R™ — R" fiir die H(0) = 0 gilt.

Wir haben also eine grofie Auswahl an Fixpunktiterationen und es stellt sich die Frage,
welche sich am Besten fiir eine numerische Losung eignen. Dies versuchen wir an dem folgenden
einfachen Beispiel zu verstehen.

BEISPIEL 4.2: Verhalten von Fixpunktiterationsverfahren.

Betrachten wir zunéchst das Nullstellenproblem

F(z) = z—¢*1 = 0,

mit der eindeutigen Nullstelle T = 1. Versuchen wir zunéchst die kanonische Wahl einer
Fixpunktfunktion
Gi(z) = "1,

so kann man zeigen, dass fiir einen beliebigen Startwert xzg > 1 der Fixpunktiteration
x1 = e~ > 20 gilt auf Grund des Wachstums der Exponentialfunktion. Analog folgt
Tr+1 > T,k € N fir jede Iteration. Die Fixpunktiteration fithrt also von der Losung
T = 1 weg und divergiert, egal wie nahe der Startwert x¢ > 1 bei der Nullstelle T von
F liegt.

Als Alternative betrachten wir eine Fixpunktiteration der Form

Ga(z) = 1+logz.

Diese kann ebenfalls zur Losung des nichtlinearen Nullstellenproblems F'(z) = 0 genutzt
werden, da im Falle von G(Z) = T fiir die Nullstellengleichung gilt:
F(f) = 7T — effl = T — eGQ(E)fl = 77— el‘i’logffl — O
—_————

=T

In diesem Fall gilt nun fiir einen Startwert xy > 1, dass
1 <xy=14logzy < x¢

ist und analog erhalten wir, dass die Iterationen zp41 < i,k € N eine fallende Folge
bilden, die nur durch 1 nach unten beschrankt ist. Man kann nun zeigen, dass die
Fixpunktiteration tatsédchlich gegen den Fixpunkt # = 1 konvergiert, was gleichzeitig
die Nullstelle der nichtlinearen Funktion F' ist.
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Der Grund fiir das unterschiedliche Verhalten der beiden diskutierten Fixpunktiteratio-
nen ist vor allem die lokale Steigung im Punkt # = 1. Wahrend G/ (1) > 1 gilt, so ist
0<GLH(1) < 1.

Wir sehen also, dass wir fiir Konvergenz einer Fixpunktiteration eine Schranke an die Varia-
tion der Funktion GG brauchen. Das passende mathematische Konzept ist die Kontraktivitét,
die in folgender Definition eingefiihrt wird.

smmmm DEFINITION 4.3: Kontraktivitat.

Eine Funktion G : X — X auf einem normierten Raum X heifit kontraktiv auf einer
Teilmenge D C X, wenn sie Lipschitz-stetig mit Konstante kleiner eins ist, d.h. es
existiert ein ¢ < 1, so dass

1G(z) = Gl < qllz -yl

fiir alle x,y € D gilt. Die Konstante ¢ < 1 wird manchmal auch als Kontraktionskon-
stante bezeichnet.

Unter einer Kontraktivitdtsannahme zeigt der Banachsche Fixpunktsatz die Konvergenz der
Fixpunktiteration.

m—— THEOREM 4.4: Banachscher Fixpunktsatz.

Sei X ein Banachraum (ein vollstdndiger normierter Raum) und D C X eine nichtleere,
abgeschlossene Teilmenge. Sei auflerdem G : X — X eine kontraktive Funktion auf D.
Dann existiert ein eindeutiger Fixpunkt Z € D mit Z = G(Z) und die Fixpunktiteration
xp+1 = G(xp) konvergiert gegen diesen Fixpunkt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Folge der Iterationen (zj)rew C D eine Cauchy-Folge
ist. Dazu wenden wir die Dreiecksungleichung der Norm auf eine konstruierte Teleskopsumme
an und erhalten somit

m—1 m—1 k+m—1
Tham — 2kl = | D Thajrr — Tossll < D0 Noegor — zrasll = Y Mg — .
=0 =0 =k

Wegen der Definition der Fixpunktiteration und der angenommenen Kontraktivitéit von G folgt
induktiv

zjs1 — 2] = |G(z;) — G(zj—)|| < qllzj —zj—al] < ... < ¢lzr — zoll.

Also erhalten wir insgesamt fiir den Abstand zweier Folgenglieder x4, und xg:

k4+m—1 ) m—1 )
|2erm —zkll <Y @llar— ol = ¢Fllar — 2ol D &
=k =0
[ere] ) qk
< @Flz -0l D¢ = 21 — @oll-
j=0 1-q
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Wegen g < 1 handelt es sich um eine geometrische Reihe und fiir & — oo konvergiert aulerdem
die rechte Seite unabhéngig von m gegen Null. Damit ist (zj)reny C D also eine Cauchy-Folge
und wegen der Vollstdndigkeit des Banachraums X existiert ein Grenzwert T € D.

Der Grenzwert T € D ist ein Fixpunkt von G, da wir wegen der Lipschitz-Stetigkeit von G
folgern kénnen:

T = lim a2y = lim G(zr) = G(lim zg) = G(T).
k—o0 k—00 k—o00
Die Eindeutigkeit des Fixpunktes T € D kénnen wir abschlieBend aus der Kontraktivitat
folgern. Seien T1,Ts € D zwei Fixpunkte, dann gilt
71 = T2l = [|G(F1) - G@)]| < ql[T1 -T2l

Dies ist wegen ¢ < 1 nur moglich, falls T; = T gilt. O

Neben der Konvergenz von Fixpunktverfahren kénnen wir auch duflerst niitzliche Fehlerab-
schatzungen fiir den Abstand der Iterierten vom Fixpunkt herleiten, wie das folgende Korollar
zeigt.

s KOROLLAR 4.5: A-priori und a-posteriori Abschitzungen.

Unter den Voraussetzungen von Theorem 4.4 gelten die a-priori Fehlerabschitzung
_ k _
oz =zl < ¢z — |

und die a-posteriori Fehlerabschétzung

lzx =zl < 7= qllfvo — z1]|.
Beweis. Die erste Abschitzung folgt induktiv aus
lzx, =z = IG(zs-1) = G@)|| < gllzx— -7 < ... < ¢"zo— 7.

Die zweite Abschétzung folgt im Grenzwert m — oo aus der Abschitzung
k

[k 4m — zll < o — aal],

l—q
die wir im Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes hergeleitet haben. O

Die Aussage des Banachschen Fixpunktsatzes in Theorem 4.4 ist nur lokal fiir eine Umge-
bung D C X des Fixpunktes T € D gegeben, in der die Funktion G der Fixpunktiteration
kontrahierend ist. Dies ist fiir viele mathematische Anwendungen in der Praxis sehr relevant,
denn fiir die meisten nichtlinearen Gleichungen erhalten wir Konvergenz nur in einer lokalen
Umgebung einer Losung, d.h. wenn der Startwert o € D nahe genug beim Fixpunkt T € D
liegt. Fiir andere Startwerte auflerhalb der Teilmenge D kann die Iteration divergieren oder
sogar gegen eine andere Losung konvergieren.

Wir sehen dieses Verhalten zum Teil auch schon beim Heron-Verfahren in Beispiel 2.38. Fiir
positive Startwerte konvergiert das Verfahren gegen die positive Wurzel, fiir negative Startwerte
gegen die negative Wurzel. Dazwischen hat man fir den speziellen Startwert x¢g = 0 Divergenz,
die in diesem Fall eine extreme Form hat, da das Verfahren fiir diesen Punkt gar nicht definiert
ist.
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4.2 Das Newton-Verfahren

Bis jetzt haben wir allgemein diskutiert, wie sich Fixpunktiterationen fiir die Lésung von nicht-
linearen Gleichungen nutzen lassen und wie man die Konvergenz dieser sicherstellt. Bisher ha-
ben wir jedoch die konkrete Konstruktion einer Fixpunktiteration nur fiir bestimmte Beispiele
angegeben. Interessanter ist es natiirlich allgemeine Verfahren kennen zu lernen, die sich fiir
eine breite Klasse von mathematischen Problemen anwenden lassen. Als ein sehr prominentes
Beispiel fiir ein solch allgemeines Verfahren betrachten wir das populdre Newton-Verfahren.

Die grundlegende Idee des Newton-Verfahrens ist es die nichtlineare Gleichung geeignet zu
approximieren, so dass sich deren Losung auf den bekannten Fall von linearen Gleichungssys-
temen zuriickfithren ldsst. Nehmen wir an, dass die Funktion F': R™ — R" differenzierbar sei
im Folgenden. Konkret linearisiert man dann die Gleichung F'(z) = 0 um die aktuelle Iterierte
mittels einer Taylor-Approximation 1. Ordnung, d.h.

F(x) = F(xp) + F'(ap) (2 — zp),

wobei wir mit F’(zy) die Jacobi-Matrix der Funktion F bezeichnen.
Nun ist man wieder im Fall von linearen Gleichungssystemen und berechnet anstatt der
gesuchten Nullstelle von F' eine Lésung des linearen Gleichungssystems

Ax = F'(zp)r = F'(xp)xr — F(zg) =: b.

Wir setzen nun die néichste Iterierte xy11 als Losung des linearen Gleichungssystems, so dass
fir die Approximation gilt

F(xg) + F'(2)(2p1 — 21) = 0.

Nehmen wir nun an, dass die Jacobi-Matrix F'(zy) reguldr ist, so lisst sich das Newton-
Verfahren als Iterationsverfahren angeben:

Tpp1 = xp — (F'(zg)) " F (z). (4.37)
Die Fixpunktfunktion G: R™ — R des Newton-Verfahrens lasst sich also angeben als
G(z) = x— (F'(z))"'F(x).

Das folgende Beispiel illustriert das Newton-Verfahren im Eindimensionalen.

SRS BEISPIEL 4.6: Newton-Verfahren zur Wurzelberechnung.

Wir méchten analog zum Heron-Verfahren in Beispiel 2.38 die positive Quadratwurzel
einer positiven reellen Zahl a € R™ berechnen, d.h. wir suchen die Zahl x € R™, so dass
22 = a gilt. Zunichst stellen wir dieses mathematische Problem zu einem Nullstellen-

problem fiir eine nichtlineare Funktion F': R — R um:

Die Ableitung von F ist F'(x) = i—% und existiert offensichtlich falls x # 0.
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Wir formulieren nun das Newton-Verfahren aus (4.37) in diesem eindimensionalen Bei-

spiel als
F(xg) 1—a/x? 3
TR T R T iy T T T2a/ar T 2 2a
Waiéhlen wir nun beispielsweise die Zahl a = 2 und den Startwert x¢g = 1.5 als Ndherung
der Quadratwurzel, so ergeben sich die folgenden Iterationen fiir das Newtonverfahren:

rg = 1.5

r1 = 140

o = 1.414

r3 = 1.414213514

x4 1.41421356237309502
r5 = 1.414213562373095048801688724209697

Das Verfahren konvergiert offensichtlich sehr schnell gegen /2. Wir werden spéter niher
diskutieren warum dies so ist.

Das Newton-Verfahren lésst sich auch geometrisch anschaulich illustrieren, wie die folgende
Bemerkung festhélt.

BEMERKUNG 4.7. In einer Dimension lasst sich das Newton-Verfahren wie folgt veran-
schaulichen. Zunéachst wird die nichtlineare Funktion F' fir die aktuelle Iteration x; durch die
Tangente an den Graphen (xy, F'(z))) approximiert. Anschlielend wird die néchste Iterierte
Zx+1 aus dem Schnittpunkt dieser Tangente mit der z-Achse bestimmt. Abbildung 77 illustriert
die geometrische Interpretation des Newton-Verfahren fiir eine eindimensionale Funktion. A

4.2.1 Lokale Regularitat der Jacobi-Matrix

Bisher haben wir angenommen, dass die Funktion F' differenzierbar ist und die Jacobi-Matrix
F' stets regulér ist. Tatséchlich ist das Newton-Verfahren nur sinnvoll definiert in einer Um-
gebung des Fixpunkts T wenn F’(z) fiir alle Punkte = in dieser Umgebung tatséchlich regulir
ist. Um dies zu garantieren hilft uns das folgende niitzliche Resultat.

LEMMA 4.8: Lokale Regularitat.

Sei F': R® — R" eine Funktion, die in einer Umgebung des Fixpunkts T stetig diffe-
renzierbar ist und sei auferdem F’(T) reguldr. Dann existiert eine Umgebung Bs(T) des
Fixpunkts T, so dass die Jacobi-Matrix F’(x) regulér ist fiir alle Punkte x € Bs(T) in
der Umgebung.

Beweis. Wegen der Stetigkeit der Ableitung gibt es zu jedem e > 0 ein § > 0, so dass
|F'(z) — F'(Z)| < e, V z € Bs(T).
Wir betrachten zunéchst die folgende niitzliche Identitéat:
F'(z) = F'(z) — (F'(z) - F'(2))) = F'(@)(I, — F'(x)"(F'(@) - F'(2))). (4.38)
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y
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Abbildung 4.1: Geometrische Illustration des Newton-Verfahrens im Eindimensionalen durch
Annéherung mittels Tangenten.

Sei nun konkret € < TF (%), T gewdhlt, dann existiert ein 6 > 0, so dass fiir jedes = € B;(T)
gilt:
1Bl = |1F'@) " (F'@) - F@) < |[F'@7|F'@) - F'@)] < 1.

<e 1l <e

Nach Theorem 2.25 {iber die Neumannsche Reihe ist also I,, — B reguldr und da F'(T) regulir
nach Voraussetzung war ist das Produkt der beiden Matrizen auch wieder regulér. Somit folgt
wegen der Identitdt (4.38), dass die Jacobimatrix F'(z) fir jedes © € Bg(T) in der lokalen
Umgebung um den Fixpunkt Z regular sein muss. O

4.2.2 Konvergenz

Fiir den Fall, dass die Jacobi-Matrix in der Nullstelle der nichtlinearen Funktion F': R" — R"
invertierbar ist, konnen wir nun die lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens nachweisen.

THEOREM 4.9: Lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens.

Sei ' : R® — R" in einer Umgebung von T stetig differenzierbar und = € R"™ eine
Nullstelle von F' mit F(Z) = 0. Sei aulerdem die Jacobi-Matrix F’ lokal Lipschitz-stetig
und F'(T) reguldr in der Nullstelle.

Dann existiert eine lokale Umgebung Br(Z), so dass das Newton-Verfahren fiir jeden
Startwert z¢g € Br(T) gegen die Nullstelle T konvergiert, d.h. limg_,o, 2 = .
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Beweis. Wir betrachten zunéchst nur Umgebungen mit 0 < R < §, wobei § der Radius aus
Lemma 4.8 ist. Mit dessen Aussage wissen wir, dass F”(z) in einer solchen Umgebung immer
reguldr fiir alle x € Br(7) ist.

Es reicht nun die lokale Kontraktivitdt der Fixpunktiteration des Newton-Verfahrens mit
G(z) = x — F'(x)"'F(z) nachzuweisen, damit wir den Banachschen Fixpunktsatz aus Theo-
rem 4.4 anwenden kénnen. Es gilt nun fiir alle Punkte z,y € Bgr(T) die folgende Abschétzung

IG(@) =Gl = llo—y— F'(@) ' F(z) + F'(y) " F(y)l|
= |[F'(2)7 (F(y) = Fz) = F'(2)(y = 2)) + (F'(y) " = F'(2) ) F )|
< F (@) (F(y) = Fz) = F'(2)(y — o))l + |(F'(y) 7" = F'(2) HE@)|
= |F'(2)" (F(y) - F(z) - F'(2)(y - )|
+(F' ()~ = F'(2)")(F(y) - F@)ll.

Wegen der Stetigkeit von F’ kénnen wir zunéchst wegen Lemma 4.8 den Radius R so klein
wihlen, dass ||F’(z)~!|| beschrinkt ist, z.B. durch ||2F"(Z)~!||. Da F stetig differenzierbar ist,

gilt insbesondere
|F' ()" (F(y) — F(z) — F'(z)(y — 2))|
lz =yl

fir ||z —y|| — 0. Da ||z — y|| < 2R gilt kénnen wir also fiir jedes ¢ einen hinreichend kleinen
Radius Rfinden, so dass gilt

1F" ()" (F(y) — F(a) = F'(z)(y — 2))]| < %Hx —yll

— 0

Weiter konnen wir folgende Abschitzung treffen:

I(E" ()™ = F'(2) ) (F(y) = F@)I = IF' ()~ (F'(x) - F'()F' ()" (F(y) - F@))]
1E" ()M () 7ML (2) = F )] 1 F (y) = F(@)])-

Da eine stetig differenzierbare Funktion insbesondere auch Lipschitz-stetig ist und wir die lokale
Lipschitz-Stetigkeit von F’ gefordert haben, gilt in einer Umgebung Br(Z) des Fixpunktes T:

IN

IF'(z) = F'(y)ll < Cll=—yll,  [F)-F@)| < ly-z| < C-R

AuBerdem sind nach Theorem 2.25 iiber die Neumannsche Reihe ||F'(x)~!| und ||F’(y)~}|
lokal beschrénkt. Ist R hinreichend klein, so erhalten wir insgesamt also

|(F'@)™" = @) ) (F(y) = F@) < Flle -yl

Damit haben wir insgesamt die Kontraktivitdt der Fixpunktfunktion G nachgewiesen und
somit erhalten wir nach dem Banachschen Fixpunktsatz in Theorem 4.4 die Konvergenz des
Newton-Verfahrens. O

Wir sehen im Beweis, dass mit kleiner werdendem R ein beliebig kleines ¢ > 0 in der Kon-
traktivitédt erreicht werden kann. Je ndher wir also an die Losung herankommen, desto schneller
wird das Verfahren konvergieren. Dies motiviert die Frage des néchsten Abschnitts, ndmlich
wie wir unterschiedliche Konvergenzgeschwindigkeiten definieren und analysieren kénnen.
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4.3 Konvergenzgeschwindigkeit

Um zu beschreiben wie schnell die Folge von Punkten (zj)ren eines Iterationsverfahrens
zp+1 = G(xg) gegen einen Fixpunkt T konvergiert verwenden wir den Begriff der Konver-
genzgeschwindigkeit, den wir im Folgenden definieren wollen.

DEFINITION 4.10: Konvergenzgeschwindigkeit.

Sei X ein Banachraum, d.h. ein vollstdndiger normierter Vektorraum. Wir sagen, dass
eine Folge von Punkten (zp)rey € X mit limyg_,oo xx = T gegen einen Punkt T € X
mindestens mit Ordnung p > 1,p € N konvergiert, falls es ein C' > 0 und ein N € N
gibt, so dass fiir alle k > N gilt

|21 = 7| < Clloge — 7P

Im Fall p = 1 spricht man von linearer Konvergenz und fiir p = 2 von quadratischer
Konvergenz.

Fin weiterer interessanter Spezialfall liegt vor, falls es eine gegen Null konvergente Zah-
lenfolge (ck)ren gibt, so dass man zeigen kann, dass gilt:

|2k =2l < ckllzr — ]

In diesem Fall sprechen wir von superlinearer Konvergenz.

BEMERKUNG 4.11 (Konvergenzfaktor). Im Fall von linearer Konvergenzgeschwindig-
keit, d.h. fiir p = 1 muss man in Definition 4.10 zusétzlich fordern, dass fiir die Konstante C' < 1
gilt. Diese Konstante wird auch Konvergenzfaktor genannt und es ist klar, dass eine Folge
umso schneller konvergiert, je kleiner der Konvergenzfaktor C' ist. In diesem Fall entspricht der
Konvergenzfaktor C' der Kontraktionskonstanten g < 1 aus Definition 4.3, da

1G(zr) = G@)| = llee =7 < Cllax =7 = gller — 7.

YA

Um die Konvergenzgeschwindigkeit eines Iterationsverfahrens 1 = G(xj) zu analysieren
kénnen wir die Taylorentwicklung von G um den Fixpunkt Z betrachten, falls G geniigend oft
in T differenzierbar ist. Hierbei spielen die Ableitungen des Iterationsverfahrens eine wichtige
Rolle fiir die Konvergenzgeschwindigkeit, wie das folgende Theorem aussagt.

—— THEOREM 4.12: Konvergenzgeschwindigkeit.

Sei U(Z) C R eine lokale Umgebung von T und sei G: R — R ein in U(Z) konvergentes
Iterationsverfahren mit limg_ o, G(z;) = T fiir eine Folge (x)rew C U(T).

Falls G in der lokalen Umgebung U(Z) mindestens p-Mal stetig differenzierbar ist fiir
p > 1,p € N und auflerdem fiir die Ableitungen von G in T gilt:

Gz =0, Vji=1,...,p—1,

so konvergiert das Iterationsverfahren mindestens mit Ordnung p.
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Beweis. Sei xp, € U(T) ein Punkt der konvergenten Folge (ug)gen. Dann betrachten wir die
Taylorentwicklung von G(zy) im Fixpunkt Z und erhalten

(zx — T)

ok =] = [Glex) — 7] = Z T G(z)
xp — TP
= |6@) 1-6@) + C@) (@ —7) + ... + G(pl)(:c)(&_l))!
=0 -0 -
+ G(P)(x)(xkp_!x)p + O((ay, — x)pﬂ)‘
(p) T )
- ‘G ‘( )(xk—f)l’—i—o((xk—xpﬂ ‘ < ‘ >‘.‘mk_§’p+0(’xk_§‘p+1)
p! T
=:C

Wenn wir die Terme hoherer Ordnung vernachléssigen haben wir gezeigt, dass ein C' > 0
existiert, so dass gilt
|$k+1 —f| < C|Ik — f’p.

Wir sehen also, dass das Iterationsverfahren zj1; = G(zy) in einer lokalen Umgebung U(T)
mit Ordnung p gegen den Fixpunkt T konvergiert. O

BEMERKUNG 4.13. Sei 211 = G(zk) ein allgemeines Iterationsverfahren, das in einer
Umgebung U () eines Fixpunktes T differenzierbar ist. Falls 0 < G'(T) < 1 gilt, so konvergiert
das Iterationsverfahren linear und monoton gegen den Fixpunkt T.

Falls jedoch —1 < G'(T) < 0 gilt, so konvergiert das Iterationsverfahren linear und alternie-
rend gegen den Fixpunkt Z. A

Wir kénnen nun das hinreichende Kriterium aus Theorem 4.12 anwenden, um die Konver-
genzgeschwindigkeit des Newton-Verfahrens genauer zu untersuchen.

KOROLLAR 4.14: Konvergenzgeschwindigkeit des Newton-Verfahrens. ===

Betrachten wir im Folgenden das Newton- Verfahren zur Approximation einer Nullstelle
F () = 0 der Funktion F': R — R mit der Iterationsvorschrift

Hierbei nehmen wir an, dass die Funktion F' in einer lokalen Umgebung U(Z) der Null-
stelle geniigend haufig stetig differenzierbar ist.

Zur Analyse der Konvergenzgeschwindigkeit des Newton-Verfahrens in der lokalen Um-
gebung U (Z) verwenden wir das Kriterium aus Theorem 4.12. Hierfiir berechnen wir die
ersten Ableitungen von G im Fixpunkt T:

o) — 1. F@P - F@F' @) _ F@F'@)
(F(o)? (F/(2))?
(F/(2) F" (@) + F (@) P (2))(F'(2))* — 2F () F"(2) F'(2) F" (2)
(F/(x))?

G”(IE) _

78



Kapitel 4 Iterative Losungsverfahren fiir (nicht-)lineare Gleichungssysteme

Betrachten wir nun die Ableitungen G’(x) und G”(x) des Iterationsverfahrens in der
Nullstelle F/(Z) = 0, so sehen wir, dass gilt:
F(T)F"(z)
(7% = —_— =
CO = wEE
e - PP @E@? @)

(F'(z))* - F@)’

Es gilt also, dass G'(Z) = 0 jedoch G”(Z) # 0 im Allgemeinen. Somit kénnen wir mit
Theorem 4.12 folgern, dass es eine lokale Umgebung U(Z) gibt in der das Newton-
Verfahren eine quadratische Konvergenzgeschwindigkeit aufweist.

Das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch gegen die Nullstelle F/(z) = 0, wie
wir im obigen Korollar festgestellt haben. Es gibt jedoch besondere Nullstellen, die wir im
Folgenden definieren wollen.

DEFINITION 4.15: p-fache Nullstelle.

Seip > 0,p € N. Wir nennen T € R eine p-fache Nullstelle einer Funktion F': R™” — R™,
falls gilt

FO@) =0, Vj=0,...,p—1.

Im Fall einer p-fachen Nullstelle von F' dndert sich das Konvergenzverhalten des Newton-
Verfahrens iiberraschenderweise, wie das folgende Theorem besagt.

THEOREM 4.16: Lineare Konvergenz bei p-facher Nullstelle. EaE_—_

Sei F': R — R eine Funktion und Z € R eine p-fache Nullstelle von F'. Sei auflerdem F
in einer lokalen Umgebung U(Z) von T p-fach stetig differenzierbar.

Dann konvergiert das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert zog € U(Z) nur linear gegen
den Fixpunkt Z.

Beweis. Sei T eine p-fache Nullstelle der Funktion F mit p > 1 und es gelte F®)(Z) # 0.
Sei weiterhin z € U(T) ein Punkt in der lokalen Umgebung um die Nullstelle Z. Aus der
Taylorentwicklung in Theorem 4.12 sehen wir, dass es eine differenzierbare Funktion g geben
muss mit g(T) # 0, so dass lokal gilt:

Fz) = (z—-7)"g(x),
F'(z) = plx —2)P " g(x) + (z — T)’¢'(x).

Wir konnen somit das Newton-Verfahren umschreiben zu

Fiiz) 7 pla—zpPlg(a)+ (z — )Py (x)
(z —T)g(x)
pg(z) + (z —T)g' ()

o) — oo F@ (z —Pg(z)
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Zur Bestimmung der Konvergenzgeschwindigkeit betrachten wir wieder die Ableitung G'(z)
und erhalten:

G'(z) =

L (@) + (2 = 7)g'(2))(pg(2) + (x — T)g'(x)) — (& — T)g(2)(pg' () + g'(2) + (z ~T)g"(x))

(pg(x) + (z —7)g'(v))?

Gliicklicherweise fallen viele Terme der Ableitung G’(x) weg im Fixpunkt 7, so dass wir erhal-

ten: (al ))2
. pg(T 1
G@ =1-"22L = 1-= £ 0.
@ =1 g@r =
Wir sehen also, dass im Fall einer p-fachen Nullstelle von F' mit p > 1 die erste Ableitung des
Newton-Verfahrens nicht verschwindet. Daher erhalten wir nur lineare Konvergenz. ]

BEMERKUNG 4.17. Die quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens lasst sich im Fall
einer p-fachen Nullstelle von F' in T wiederherstellen indem man folgende Variante implemen-

tiert:
F(xy)

= = —p- ) 4.39

Tpr1 = G(zg) = 26 —p F () (4.39)

Leider ist dieses Verfahren numerisch instabil, da es bei der Division von F' und F’ in (4.39)
nahe der p-fachen Nullstelle zu Ausléschung kommt (siche Abschnitt 2.2). A

4.4 Fixpunktiterationen ohne Ableitungen

Im Folgenden diskutieren wir alternative Fixpunktiterationsverfahren, die keine Ableitungen
verwenden. Griinde fiir den Einsatz solcher Verfahren koénnen sein, dass entweder F' nicht
differenzierbar ist, oder haufiger noch, weil die Ableitung von F' nicht einfach berechnet wer-
den kann, z.B. weil die Funktion F' selbst nur durch ein numerisches Verfahren ausgewertet
werden kann. Das klassische Beispiel von Fixpunktiterationen ohne Ableitungen sind Inter-
vallschachtelungsverfahren im Eindimensionalen, im einfachsten Fall mittels Bisektion.

memm BEISPIEL 4.18: Bisektionsverfahren.

Sei f : R — R stetig und a < b so, dass F(a)F(b) < 0. Dann wissen wir aus dem
Zwischenwertsatz, dass eine Nullstelle der Funktion im Intervall (a, b) liegt. Wir berech-
nen also F(‘%‘b) und vergleichen das Vorzeichen mit dem von F'(a) und F'(b). Ist das

Vorzeichen gleich dem von F'(a), so liegt die Nullstelle im Intervall (aTH’, b), andernfalls

im Intervall (a, “T“’) Nun kénnen wir iterativ die Intervalle weiter verfeinern.

Mathematisch sauberer definieren wir eine Iterierte z; € R? mit z9 = (a,b) und

1 2 1 2
a:,lg, x’“;x’“ falls f(x,lc) . f(%) < 0,
1+ 2 1+ 2
Tht1 = z’“;’“,x% falls f(x) - f(zkgmk) < 0,
1 2 1 2 1 2
{“kfk,‘”k;xk] falls f(%3%%) = 0.

In diesem Fall haben wir offensichtlich eine Fixpunktiteration und daher kénnen wir das
Verfahren beziiglich Kontraktivitdt untersuchen. Man kann zeigen, dass die Kontrakti-
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onskonstante ¢ = % ist. Wir kdnnen die Konvergenz des Bisektionsverfahrens oben aber
auch direkt analysieren. Es gilt offensichtlich:

B 1 1 |a — b]
|z —Z||1 = |zf — 23| < i\xi,l—x%,l\ < .0 < 27’35(%_55(2)‘ = T ok

Als zweites Beispiel diskutieren wir ein klassisches Verfahren zur Approximation des Newton-
Verfahrens ohne Ableitungen zu verwenden. Die Idee hierbei ist es die Tangente im Newton-
Verfahren durch die Sekante zwischen den letzten beiden Iterierten zu ersetzen. Daraus lasst
sich also das folgende Sekantenverfahren herleiten.

BEISPIEL 4.19: Sekantenverfahren.

Sei F': R — R eine Funktion deren Nullstelle wir bestimmen wollen. Es seien bereits
mindestens zwei Iterierte z; und xp_1 gegeben. Falls F(xy) # F(xk—1) gilt, berechnen
wir

T — Tk—1
F(l’k) — F(l‘k_l)
Durch Taylor-Entwicklung erhalten wir, dass das Sekantenverfahren eine superlineare

Konvergenz aufweist, wenn F hinreichend glatt ist und F'(Z) # 0 gilt (in diesem Fall
ist in einer Umgebung auch F'(z) # F(y) fir z # y).

BEMERKUNG 4.20. Das Sekantenverfahren ldsst sich nicht direkt auf den mehrdimensio-
nalen Fall erweitern. Eine einfachere Variante ist eine Differenzenapproximation der Ableitung
mit fixer (kleiner) Schrittweite §, d.h. also wir berechnen statt dessen im Eindimensionalen:

0
F(zy +0) — F(xg)

Fiir eine mehrdimensionale Funktion F' : R® — R" kénnen wir analog die Jacobi Matrix mittels

(P ~ BEHNZHE) gy oo

approximieren, wobei e; den j-ten Einheitsvektor im IR™ bezeichnet. A

4.5 Gauss—Newton Verfahren

Im Fall einer Funktion F' : R"® — R™ mit m > n lisst sich die Jacobi-Matrix F’ von F
nicht invertieren, so dass wir das Newton-Verfahren aus Abschnitt 4.2 nicht zur Losung der
Gleichung F'(z) = 0 verwenden kénnen.

Stattdessen versuchen wir wieder ein Kleinste-Quadrate Problem zu 16sen der Form

fa) = SIF@)P — min . (4.40)

Ein Minimierer T € R"™ von (4.40) muss offensichtlich die notwendige Bedingung erster Ordnung
erfiillen, d.h.
/@ = F@7 F@) = o.
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Da f’ eine Funktion ist mit f’: R™ — R™ konnen wir nun das Newton-Verfahren anwenden.
Da wir im Allgemeinen nicht von Regularitat der Ableitungen von f’ ausgehen konnen, liefert
uns das Newton-Verfahren zunéchst das folgende lineare Gleichungssystem:

F(@r) (e — o) = —f' (),
Hier bezeichnet f” die Hesse-Matrix der Funktion f und es gilt
f"(z) = F'"(x)TF(z) + F'(z)TF'(2). (4.41)

Wiihren der zweite Teil F’(z)T F'(x) sicher positiv semi-definit ist, kénnen wir wenig iiber den
Term F”(z)” F(z) aussagen. Deshalb approximiert man hiufig die Hesse-Matrix nur durch
den zweiten Term und fiihrt somit das sogenannte Gauss—Newton Verfahren durch mit der
Iterationsvorschrift

F'(xi)V F (2) (xpg1 — ) = —F'(ap) T F(xp).

Man beobachtet, dass das Verfahren insbesondere eine gute Approximation ist, falls sich
(4.40) exakt zu Null 16sen lasst, d.h. im Fall F(Z) = 0. Hier gilt wegen (4.41) offensichtlich

7'(@) = F'@"F'(@).

Mit Hilfe dieser Identitdt und der iiblichen Taylor-Entwicklung kénnen wir in diesem Fall die
superlineare Konvergenz des Gauss—Newton Verfahrens nachweisen.

BEMERKUNG 4.21 (Varianten des Gauss—Newton Verfahrens). Da das Matrixpro-
dukt F'(x)T F’(z) potentiell schlecht-konditioniert sein kann, ergibt sich daraus ein numerisches
Problem fiir das Gauss—Newton Verfahren, denn hierdurch kann der Iterationsschritt zp 1 —
zu grof} werden. Als Alternative kénnen wir Verfahren der folgenden Form betrachten

Bi(zps1 — x) = —F'(x) " F(p),

mit geeigneten positiv definiten Matrizen Bj.
Der einfachste Fall einer positiv definiten Matrix ist durch das Gradientenverfahren gegeben
mit By = % 1> d.h. wir erhalten die einfache Fixpunktiteration

Tpr1 = v — 6 F (vp) T Fzr) = p — i f' ().

Der Schrittweitenparameter 7, > 0 kann so gewéhlt werden, dass zu groflie Schritte vermie-
den werden. Das Gradientenverfahren ist ein sogenanntes Abstiegsverfahren, d.h. es gilt fiir
hinreichend kleine Schrittweiten 7 die folgende Abschétzung

f@ep) = flae —mf () = flae) — 7l (@) P + o(mk) < f(z).

Damit lasst sich gewéhrleisten, dass das Gradientenverfahren nicht gegen eine beliebige Losung
von f’(x) = 0 konvergiert, sondern zumindest die Funktion f dabei reduziert.

Fin Kompromiss zwischen Gradienten- und Gauss—Newton-Verfahren ist das sogenannte
Levenberg—Marquardt Verfahren, das gegeben ist durch:

(F' ()" F' (z3,) + 7d) (@1 — x) = —F'(x) " F(x).

Um anfénglich zu grofle Schritte zu vermeiden, wahlt man zunéchst 7, > 0 grof3. Um asympto-
tisch die superlineare Konvergenz zu erhalten, sollte 7, dann im Verlauf der Iterationen gegen
Null konvergieren. A
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4.6 Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Viele mathematische Probleme, die numerisch gelést werden sollen, fiihren zu einem grofien
linearen Gleichungssystem Au = f, bei dem die Matrix nur an relativ wenigen Stellen Eintrége
ungleich Null besitzt. Dies tritt vor allem bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen
(DGL) auf, wie das folgende motivierende Beispiel demonstriert.

e BEISPIEL 4.22: Diskretisierung einer Helmholtz-artigen DGL.

Wir betrachten ein eindimensionales Randwertproblem auf einem Intervall Q = [0, 1] fiir
o > 0 der Form:

—u"(z) + ou(z) = f(x), z € (0,1),

4.42
u(0) = u(l) = 0. (Dirichlet-Randbedingungen) ( )

Diese Helmholtz-artige Differentialgleichung wird beispielsweise zur Entrauschung von
Daten in der mathematischen Bildverarbeitung genutzt.
Die kontinuierliche Differentialgleichung in (4.42) lasst sich im Eindimensionalen auf
einem diskreten Gitter

Qp = {z;€[0,1]|z; =i-h}

mit Schrittweite h == 1/N und N 4+ 1 € IN Gitterpunkten approximieren (siche Vor-
lesung ,Numerik 2: Diskretisierung und Optimierung®). Dies fithrt zu einem linearen
Gleichungssystem mit der (bis auf den Rand) unbekannten Losung v € RV*! und der
Diskretisierung f; :== f(z;) der Form

—Uj—1 + 2Uu; — Uiy

% +ou; = fi, i=1,...,N—1,

(4.43)
uyg = uy = 0.

Dies kénnen wir kompakt als lineares Gleichungssystem der Form Au = f, wobei nun
A e RIW-Dx(N=1) gine Tridiagonalmatrix und u, f € RV~! ist mit

2+oh® -1 0 - 0
. -1 2+0h? -1 . : uy fi
A = 2 0 1 , U = , =
: ' o : UN-—1 -1
0 0 —1 24 0h?

Eine Losung u € RY~! des linearen Gleichungssystems (4.43) stellt dann eine diskrete
Approximation einer Losung der Differentialgleichung (4.42) dar.

Die Matrix A in Beispiel 4.22 ist von einer besonderen Gestalt, da sie symmetrisch ist und
zum grofiten Teil nur Nullen als Eintrdge hat. Solche Matrizen nennt man auch diinn-besetzt
(im Englischen: sparse). Man kann auBerdem zeigen, dass die Matrix positiv-definit ist fiir
o > 0. Nun koénnte man auf Grund dieser Eigenschaften eine direkte Losung mittels der
Cholesky-Zerlegung aus Abschnitt 1.4 umsetzen. Dies ist in der Regel jedoch weniger effizient
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fiir diinn-besetzte Matrizen, fiir die sich haufig iterative Lésungsverfahren besser eignen. Solche
Verfahren wollen wir uns im Folgenden genauer anschauen.

4.6.1 Gesamtschrittverfahren

Das Gesamtschrittverfahren, das oft auch Jacobi-Verfahren genannt wird, basiert auf einer
relativ einfachen Idee. Méchte man namlich ein allgemeines lineares Gleichungssystem

Au = f, AeR™"™, u,feR",

l6sen, wobei A eine dinn-besetzte Matrix darstellt, so zerlegt man die Matrix (additiv) in

folgende Matrizen:
A = L+D+R, L,D,R e R™™

Hierbei stellt D die Hauptdiagonale der Matrix A dar, und L und R sind jeweils linke untere
und rechte obere Dreiecksmatrizen, die sich aus den entsprechenden Eintrdgen aus A ergeben.
Damit léasst sich das allgemeine lineare Gleichungssystem nun wie folgt umschreiben:

Au = (L+D+ R)u = Du+ (L+ R)u = f.
Wir approximieren die obige Gleichung nun durch ein iteratives Verfahren der Form
Duftt (L + RW* =~ f,

fiir einen geeigneten Startpunkt zo € R™. Falls fiir die Eintrdge der Diagonalmatrix D gilt
di; # 0,i = 1,...,n ist eine Inversion der Matrix D wohldefiniert und dartiber hinaus sehr
einfach zu realisieren und wir erhalten

w1 = DTI(f — (L + R)u). (4.44)

Wenn man diese Iterationsvorschrift fiir die einzelnen Eintrige des Losungsvektors u*+1 € R®
betrachtet ergibt sich folgende kompakte Form:

1
Uerl - (fi_zai,ju§)> t=1,...,n. (4.45)

Fii i

)

Die Berechnung jedes Eintrags ist offensichtlich unabhingig von den anderen Eintrigen und
kann somit effizient parallelisiert werden. Im Gesamtschrittverfahren werden also pro Iteration
erst alle Eintrége des Losungsvektors u aktualisiert und anschliefflend fiir die néchste Iteration
verwendet.

BEMERKUNG 4.23 (Rechenaufwand des Gesamtschrittverfahrens). Betrachtet
man die Rechenvorschrift des Gesamtschrittverfahrens in (4.45), so ist klar, dass man im
schlechtesten Fall einer voll-besetzten Matrix A fiir die Berechnung eines Eintrags uf“‘l ge-
nau n FLOPS benétigt und somit fiir die Berechnung der Iterierten u**! € R” insgesamt n?
FLOPS benétigt.

Nehmen wir an, dass wir die echte Losung u € R™ des linearen Gleichungssystems in m € IN
Iterationsschritten approximieren wollen, so ist der Rechenaufwand fiir das Gesamtschrittver-
fahren m - n? und liegt somit in O(n?). Fiir wenige Iterationen m << n ist dies schon deutlich

effizienter als direkte Losungsverfahren, die wir in Kapitel 1 diskutiert haben.
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Dazu kommt noch der Vorteil, dass fiir diinn-besetzte Matrizen mit nur k € IN, k£ << n Eintra-
gen ungleich Null pro Zeile der Rechenaufwand nochmal signifikant sinkt und man insgesamt
m - k - n Rechenoperationen zur Approximation einer Losung 7 € R™ benoétigt. A

BEISPIEL 4.24: Gesamtschrittverfahren fiir Helmholtz-artige DGL.

Wenden wir das Gesamtschrittverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems fiir
die Helmholtz-artige Differentialgleichung aus Beispiel 4.22 an, so erhalten wir die fol-
gende Iterationsvorschrift fiir die unbekannte Losung u € RV~

1 1
k+1 _ . k
T 2/h2+a<f’+h2u2>’
1 1
k1 k k ,
ui Tt = 2/h2+a<fi+ﬁ(ui—1+ui+1))a 1=2...,N-2

1 1
k+1 , k
W= s (et dee).

Da wir nur maximal 3 Eintrdge ungleich Null in der Matrix A haben, ldsst sich eine
Approximation der Lésung u in weniger als 3 - m - N FLOPS berechnen, wobei m € IN

die Anzahl der Iterationen darstellt.

Nun stellt sich die Frage wann das Gesamtschrittverfahren gegen eine Losung @ € R™ des
linearen Gleichungssystems Au = f konvergiert. Wir werden zeigen, dass dies durch eine
spezielle Klasse von Matrizen, die wir im Folgenden einfithren werden, immer der Fall ist.

sm—_— DEFINITION 4.25: Diagonaldominante Matrizen.

Eine Matrix A € R™*" heifit stark diagonaldominant, falls die Betrige ihrer Diago-
nalelemente a;;,¢ = 1,...,n jeweils grofler sind als die Summer der Betrége der anderen

jeweiligen Zeileneintrége a; ;, d.h. wenn gilt

n
Z ]am\ < |am'|, Vi=1,...,n.
j=1,j#i
Man nennt diese Bedingung auch das starke Zeilensummenkriterium.
Ist die Ungleichung nicht strikt, d.h. es gilt lediglich

n
> aigl < lagl,  Vi=1,...,n.
j=1,j#i

so ist die Matrix schwach diagonaldominant.

BEMERKUNG 4.26 (Spaltensummenkriterium). Analog zum Zeilensummenkriterium
in Definition 4.25 gibt es auch ein starkes und schwaches Spaltensummenkriterium. Dieses ist
offensichtlich dquivalent zum Zeilensummenkriterium der transponierten Matrix. A

Fir stark diagonaldominante Matrizen kénnen wir nun die Konvergenz des Gesamtschritt-

verfahrens nachweisen.
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THEOREM 4.27: Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens.

Das Gesamtschrittverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems Au = f fiir eine
regulidre Matrix A € R™*" und u, f € R"™ konvergiert fiir jeden Startvektor v’ € R"
gegen eine Losung, falls A das starke Zeilensummenkriterium oder das starke Spalten-
summenkriterium erfiillt.

Beweis. Wir verwenden die additive Zerlegung der Matrix A in A = L+ D + R und sehen ein,
dass D nur Eintrage ungleich Null auf der Hauptdiagonale besitzt, da A sonst nicht diagonal-
dominant ware.

Um die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens zu zeigen, miissen wir zeigen, dass die

Fixpunktiteration
Wt = G(Y) = -D YL+ R+ D'f

kontraktiv ist. Hierzu definieren wir uns die Matrix B € R"*" als B :== —D~!}(L + R). Aus der
Gestalt von B wird klar, dass fiir die Eintrdge B; ; € R gilt:

b — 0, falls i = j,
R sonst.

Falls A das starke Zeilensummenkriterium erfiillt, folgt fiir die Matrix B schon direkt

n
— = @i,
1Blloe = Z.gllfffnljiﬂﬁbz,gl = max [} o

..y ];é’L 7,1
< max L4191 < max laiil L.
i=l..n | i=1,...n |a; ;]

Analog kann man zeigen, dass fiir die Spaltensummernnorm ||B||; < 1 gilt, falls A das starke
Spaltensummenkriterium erfillt.
Nun kénnen wir die Kontraktivitdt der Fixpunktiteration G leicht zeigen, denn es gilt:

IG(u*) — G@)|| = ||-D"YL+R)u* + D 'b— (=D YL+ R)u+ D 'b)||
— 5 — 5
= ||Bu" — Bu|| < ||B]|-||u" —l|.
=:g<1

Nun kénnen wir den Banachschen Fixpunktsatz aus Theorem 4.4 anwenden, der uns die Kon-
vergenz des Gesamtschrittverfahrens liefert. O

4.6.2 Einzelschrittverfahren

Wenn man auf eine parallele Berechnung der Eintrige uf"'l,i =1,...,n in (4.45) verzichtet
und statt dessen eine sequentielle Berechnung des Vektors u*t! € R™ vornimmt, so ergibt
sich hieraus eine weitere Moglichkeit. Anstatt die Eintrage vollkommen unabhéngig vonein-
ander zu berechnen kénnte man auch auf die bereits aktualisierten, vorangehenden Eintrige
zurickgreifen, da diese schliefflich der echten Losung u € R™ néher sein sollten.

Dies ist die grundlegende Idee beim Einzelschrittverfahren, das auch unter dem Namen
Gauss—Seidel-Verfahren bekannt ist. Analog zum Gesamtschrittverfahren in Abschnitt 4.6.1
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zerlegen wir die gegebene Matrix A wieder additiv zu A = L + D + R, jedoch schreiben wir
das lineare Gleichungssystem nun wie folgt auf:

Au = (L+D+Rju = (L+D)u+Ru = f.

Um nun also auf die bereits aktualisierten Eintrige der approximativen Losung uft1 € R™
zuriick zu greifen, approximieren wir das obige lineare Gleichungssystem durch

(L + D)yu**! + Ru* ~ f. (4.46)

Die Matrix (L + D) € R™ ™ ist nun eine linke untere Dreiecksmatrix, die genau dann inver-
tierbar ist, falls fiir die Eintrége der Diagonalmatrix D gilt d;; # 0,¢ = 1,...,n. Unter dieser
Annahme lésst sich dann eine Iterationsvorschrift fiir das Einzelschrittverfahren in Matrix-
schreibweise angeben als

¥t = (L4 D)"Y(f — RuP).
Wenn man diese Iterationsvorschrift fiir die einzelnen Eintrége des Losungsvektors vt € R™
betrachtet ergibt sich aus (4.46) fir alle i = 1,...,n folgende Form:

i—1
Zazﬂjukﬂ—i-a“ukﬂ—l— Z a”u = f
j=1 j=it+1
i—1 n
= o zuk—H f_zai»ju§+1 B Z ai:ju? (447)
=1 j=it1

1 i—1
= uf“‘l = — (fZ —Z:al’]uk‘*'1 Z @, jU; ) .

7=0 Jj=i+1

BEMERKUNG 4.28 (Rechenaufwand des Einzelschrittverfahrens). Betrachtet man
die Rechenvorschrift des Gesamtschrittverfahrens in (4.47), so ist klar, dass man analog zum
Gesamtschrittverfahren im schlechtesten Fall einer voll-besetzten Matrix A fiir die Berechnung
eines Eintrags uf“ genau n FLOPS benotigt und somit fiir die Berechnung der Iterierten
uFt1 € R™ insgesamt n? FLOPS benétigt. Der Rechenaufwand betriigt also genauso m - n?
FLOPS fiir m € N Iterationsschritte wie beim Gesamtschrittverfahren in Bemerkung 4.23,
lasst sich allerdings nicht mehr parallelisieren. A

BEISPIEL 4.29: Einzelschrittverfahren fiir Helmholtz-artige DGL. s

Wenden wir das Einzelschrittverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems fiir
die Helmholtz-artige Differentialgleichung aus Beispiel 4.22 an, so erhalten wir die fol-
gende Iterationsvorschrift fiir die unbekannte Losung u € RV 71

1 1
E+1 ‘ 3
A = s (A )

1 1
k+1 £ k+1 .
U/Z — /h2 ( 1 h ( U,L 1)) 7/—2,...,]\7_27

1 1
k+1 _ . k+1
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Da wir nur maximal 3 Eintrédge ungleich Null in der Matrix A haben, lédsst sich eine
Approximation der Lésung v in weniger als 3 - m - N FLOPS berechnen, wobei m € IN
die Anzahl der Iterationen darstellt.

BEMERKUNG 4.30 (Konvergenz von Gesamt- und Einzelschrittverfahren). So-
wohl das Gesamt- als auch das Einzelschrittverfahren Verfahren konvergieren linear geméifl
Definition 4.10. Dennoch bevorzugt man héufig das Einzelschrittverfahren, da es insgesamt
schneller konvergiert als das Gesamtschrittverfahren und man somit Iterationsschritte ein-
spart. Die Konvergenzgeschwindigkeit des Einzelschrittverfahrens lasst sich sogar noch weiter
verbessern indem man ein sogenanntes Successive-Over-Relaxation (SOR) Verfahren
verwendet.

Die Diagonaldominanz der Matrix A des linearen Gleichungssystems Au = f ist ebenfalls eine
hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz des Einzelschrittverfahrens, analog zur Aussage
des Gesamtschrittverfahrens in Theorem 4.27. A
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Interpolation

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Interpolationsproblemen aus Sicht der numerischen Ma-
thematik beschéaftigen. Bei der Interpolation versucht man im Allgemeinen eine Approximation
einer unbekannten Funktion zu finden, die durch eine endliche Anzahl gegebener Datenpunkte
exakt verlduft und dazwischen sinnvoll interpoliert. Je nach Anwendung kann man verschiede-
ne Bedingungen an die interpolierende Losung stellen, so dass es eine Vielzahl von Methoden
zur Interpolation gibt.

Bevor wir uns der mathematischen Formulierung des Problems widmen wollen wir ein ein-
flihrendes Beispiel zur Motivation geben.

BEISPIEL 5.1: Interpolation fiir Bildskalierung.

Ein mogliches Einsatzgebiet von zweidimensionaler Interpolation ist das Skalieren von
digitalen Bildern in der mathematischen Bildverarbeitung. Beim Vergréflern eines Bil-
des mit niedriger Auflésung in Abbildung 5.1a werden die Pixelwerte auf ein Pixelgitter
mit héherer Auflésung projiziert. Die dabei entstehenden Liicken im Bild mit hoéherer
Auflésung miissen durch Interpolation aufgefiillt werden. Je nach Interpolationsmethode
erhélt man ein Ergebnis mit klaren Kanten, jedoch blockartigen Strukturen (siehe Ab-
bildung 5.1b) oder verwaschenen Kanten, jedoch glatten Strukturen (siche Abbildung
5.1c).

Man beachte, dass durch Interpolation keine neuen Informationen tber eine den Daten zu
Grunde liegende, unbekannte analytische Funktion hinzugewonnen werden kénnen. Vielmehr
versucht man eine glatte Fortsetzung der gegebenen Daten zu finden, die plausibel fiir die
Anwendung ist.

s DEFINITION 5.2: Interpolationsproblem.

Wir betrachten im Folgenden eine Menge mit n 4+ 1 € N Datenpunkten

(zi, f;) €R?, i=0,...,n. (5.48)

Hierbei geht man davon aus, dass die gegebenen Stiitzwerte f; die beobachteten Funk-
tionswerte einer unbekannten, kontinuierlichen Funktion f: R — R an den Stiitzstellen
x; darstellen.
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(a) Computergrafik mit urspriinglicher Skalierung

(b) Nearest-Neighbor Interpolation (c) Bikubische Interpolation

(e) Nearest-Neighbor Interpolation (f) Bikubische Interpolation

Abbildung 5.1: Skalierung einer Computergrafik und eines digitalen Fotos durch Interpolation.
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Das allgemeine Interpolationsproblem besteht nun darin eine Ansatzfunktion
g: Rx R 5 R,

mit freien Parametern ag,...,a, € R zu finden, so dass diese die gegebenen Daten
interpoliert, d.h.,
g(xzisag, ... an) = fi 1=0,...,n. (5.49)

Das heifit wir sind interessiert an einer Funktion g, die die gegeben Daten exakt reprasentiert
und zwischen den Daten sinnvoll (moglichst stetig) verlauft. Mogliche Beispiele fiir die Wahl
von g sind Polynomfunktionen, trigonometrische Funktionen oder Splines.

Wenn man diese Aufgabe mit dem Ziel der linearen Ausgleichsrechnung in Kapitel 3 ver-
gleicht, so stellt man fest, dass die Forderungen an eine interpolierende Funktion restriktiver
sind. Der Grund hierfiir ist, dass im Fall der linearen Ausgleichsrechnung eine Approximation
der gegebenen Daten gesucht wird, die die Werte nicht exakt trifft, jedoch die Verteilung der
Daten gut anndhert und dabei den unvermeidbaren Fehler minimiert.

Ein Spezialfall des allgemeinen Interpolationsproblems in Definition 5.2 ist die lineare Inter-
polation mit der wir uns in diesem Kapitel hauptséchlich beschéaftigen mochten.

= DEFINITION 5.3: Lineares Interpolationsproblem.

Wir nennen ein Interpolationsproblem linear falls die Ansatzfunktion ¢ in (5.49) nur

linear von den Parametern ag,...,a, abhingt, d.h. es gilt
9500, an) = aogo(w) +argi() + ... + angu(w). (5.50)
Die Funktionen gr: R — R,k = 0,...,n werden in der Regel als Basisfunktionen des

Funktionenraumes gewahlt in dem die Ansatzfunktion g zu bestimmen ist.
Das lineare Interpolationsproblem kann also als ein lineares Gleichungssystem der Form
Az = b dargestellt werden mit:

go(wo) -+ gn(o) agp Jo
A = : : , x o= ||, b= | |. (5.51)
90(3771) T gn(xn) Qn fn

Jetzt wird der Zusammenhang zwischen linearer Ausgleichsrechnung und linearer Interpola-
tion deutlich. Da wir n + 1 gemessene Datenpunkte vorliegen haben und wir n + 1 unbekannte
Variablen suchen ist klar, dass wir es mit einem linearen Ausgleichsproblem mit quadratischer
Matrix A € R+D*(+1D) 2y tun haben. Das lineare Interpolationsproblem (5.50) ist also ein
Spezialfall des linearen Ausgleichsproblems (LSTSQ).

BEMERKUNG 5.4 (Wahl der Basisfunktionen). Wir werden im folgenden Abschnitt
erkennen, dass auch bei unterschiedlicher Wahl der Basisfunktionen gx: R — R,k =0,...,nin
Definition 5.3 eine eindeutige Ansatzfunktion g als Lésung des linearen Interpolationsproblems
bestimmt ist.
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Dennoch spielt die Wahl dieser Basisfunktionen g; eine entscheidende Rolle fiir die Numerik,
da sie Auswirkungen auf den Rechenaufwand und die Entwicklung von numerischen Fehlern
hat. JAN

5.1 Interpolationsformel nach Lagrange

Wir haben in Beispiel 3.5 bereits eine wichtige Klasse von linearen Ausgleichsproblemen be-
trachtet, ndmlich Probleme in denen ein polynomieller Zusammenhang zwischen den gemes-
senen Daten angenommen wird. Wir wollen uns im Fall der Interpolation im Folgenden auch
mit Polynomfunktionen als Ansatzfunktion

n
g9(w;a0,..,a) = P(z) = Y apat
k=0

in (5.50) beschéftigen.

= DEFINITION 5.5: Funktionenraum der Polynome.

Sei n € N, dann bezeichnen wir mit II,, den Funktionenraum aller reellen (oder komple-
xen) Polynome P vom Grad p < n der Form

n
P(x) = Z apx® = ag+ a1z +ax® + ...+ apz™. (5.52)
k=0

In Kapitel 1 haben wir festgestellt, dass das lineare Gleichungssystem Ax = b genau dann
eindeutig losbar ist, wenn die Matrix A € R"*" vollen Rang rank(A4) = n hat. Wir wollen im
Folgenden eine hinreichende Bedingung fiir den vollen Rang von A mit Hilfe der Lagrangschen
Interpolationsformel angeben.

s THEOREM 5.6: Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms.

Seien (x4, f;) € R%,i = 0,...,n eine Menge von n + 1 gemessenen Datenpunkten deren
Stiitzpunkte paarweise verschieden sind, d.h., es gilt x; # x;,Vi # j.

Dann existiert ein eindeutiges Polynom P(x) € I1,,, das die gemessenen Daten interpo-
liert mit

P(x;) = fi, Vi=0,...,n.

Beweis. Wir beginnen damit die Findeutigkeit eines Interpolationspolynoms P € II, zu be-
weisen, falls es existiert. Wir nehmen an es gibe zwei Polynome Pi, P, € Il,, die an den
Datenpunkten iibereinsimmen, d.h. es gelte

Pi(x;) = Po(z;) = fi, Vi=0,...,n.

Betrachten wir nun das Polynom P(z) = P;(x) — P»(x) als Differenz der vorigen Polynome, so
ist klar, dass P maximal Ordnung n haben kann und somit P € II,, gilt. Andererseits muss P
mindestens n 4+ 1 Nullstellen, ndmlich genau in den Stiitzstellen x;,i = 0,...,n besitzen. Aus
der Algebra wissen wir jedoch, dass dies nur sein kann, wenn P die Nullfunktion ist, d.h. wenn
P(z) = 0 gilt. Daraus folgt aber auch schon die Eindeutigkeit, denn dann war bereits P, = P»
iiberall.
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Nun widmen wir uns der Fxistenz eines solchen Interpolationspolynoms. Hierbei kann man
nach Lagrange spezielle Interpolationspolynome Ly € II,,,k = 0,...,n konstruieren von der
folgenden Form

[ Goo)  @om)@one)eonn) @om)

i=0,i#k (2% — i) (ke —x0) - (T — Tp—1) (T — Tpy1) -+ (T — Tn)

Man bezeichnet diese Polynome auch als Lagrange-Polynome. Da die Stiitzstellen x;,i =
0,...,n als paarweise verschieden vorausgesetzt waren, sind die Polynome Ly in (5.53) wohl-
definiert. Auflerdem gilt offensichtlich, dass die L,k = 0,...,n Polynome vom Grad n sind.
Des Weiteren kénnen wir die Lagrange-Polynome Lj noch umschreiben in

Wnt1(z) . .
,  mit  w T) = r—ux;) ell
T )@ — ) rei) = Lm0 €t

Ly(z) =

und es lasst sich folgende niitzliche Eigenschaften zeigen:

1, fir k=1,

) : (5.54)
0, fur k #:.

Li(v;) = 0y = {

Wegen der bereits oben gezeigten Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms sind die Polynome
Ly, also eindeutig bestimmt.

Nun lasst sich mit Hilfe der Lagrangschen Interpolationsformel die Losung des linearen
Interpolationsproblems mittels Polynomen angeben:

n

P(z) = En:kak(w) = En:fk 11 w—z) (5.55)
k=0

k=0  i=0,ik (), — i)

Offensichtlich gilt P(z;) = f;,¥i = 0,...,n und damit haben wir die Existenz eines solchen
Polynoms bewiesen. O

BEMERKUNG 5.7. Setzt man diese Polynome als Basisfunktionen gi(z;) := Lj(x;) mit
k,i=0,...,n in die Matrix A des linearen Interpolationsproblems in (5.51) ein, so ergibt sich
wegen des Kronecker-Deltas in (5.54) die Einheitsmatrix. Das bedeutet, dass die unbekannten
Koeffizienten einfach ay = fx,k =0,...,n sind, da offensichtlich x = b in (5.51) gilt.

Wir bemerken, dass die Lagrange-Polynome Ly, k = 0,...,n in (5.53) vollig unabhéngig von
den Stitzwerten definiert sind. Sind diese also erst einmal fiir fixe, paarweise verschiedene
Stiitzstellen x; € R,7 =0, ..., n berechnet, so ldsst sich das Polynom fiir beliebige Mengen von
Stitzwerten f; € R,i =0,...,n effizient auswerten.

Der Nachteil der Lagrange-Interpolation liegt jedoch darin, dass man alle Lagrange-Polynome
neu berechnen muss, wenn man eine neue Stiitzstelle hinzunimmt. A

5.2 Vandermonde-Matrix

Anstatt fiir eine gegebene Menge von n+ 1 Datenpunkten ein Interpolationspolynom mit Hilfe

der Lagrangschen Interpolationsformel (5.55) zu berechnen, lassen sich auch Monome als Basis-
funktionen g (z) = zF k =0,...,n wihlen, so dass man ein anderes lineares Gleichungssystem

in (5.51) erhalt, bei der die Matrix A die sogenannte Vandermonde-Matrix darstellt.
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mmmm DEFINITION 5.8: Vandermonde-Matrix.

Seien (z;, f;) € R2,i = 0,...,n eine Menge von n + 1 gemessenen Datenpunkten. Wir
bezeichnen die Matrix

1 =z :L'% ez
1 x; 22 - 27

A=|. ! ! (5.56)
1z, 22 x5,

als Vandermonde-Matrix.

Mit ihr ldsst sich das eindeutige Interpolationspolynome als Losung des Gleichungssys-
tems Az = b bestimmen, wobei x = (aq,...,a,)? die unbekannten Koeffizienten des
Polynoms darstellen und b = (fy, ..., f,) die beobachteten Stiitzwerte sind.

BEMERKUNG 5.9. Wir konnen folgende Aussagen zur Bestimmung des Interpolationspo-
lynoms P(z) mit Hilfe der Vandermonde-Matrix machen:

(i) Es lasst sich leicht zeigen, dass die Vandermonde-Matrix in (5.56) genau dann inver-
tierbar ist, wenn die Datenpunkte (z;, f;) € R%,i = 0,...,n paarweise verschieden sind.

(ii) Die numerische Losung des resultierenden linearen Gleichungssystems Ax = b ist in der
Regel numerisch ineffizient, da die Vandermonde-Matrix im Allgemeinen voll besetzt
ist und keine weiteren giinstigen Eigenschaften aufweist, z.B., Hermizitat. Aus diesem
Grund sollte man diese Herangehensweise fiir eine grofie Anzahl n € N,n >> 1 von Da-
tenpunkten nur dann wihlen, wenn man eine Reihe von m € N Interpolationsproblemen
mit gleichen Stiitzstellen xg, ..., x, betrachtet bei der sich nur die Stiitzwerte fo,..., fn
dndern. Denn dann muss man die Matrix A nur ein einziges Mal invertieren.

(iii) Die numerische Losung des resultierenden linearen Gleichungssystems Ax = b ist in der
Regel numerisch instabil, da die Vandermonde-Matrix sehr schlecht konditioniert ist.

YA

Um den Wert eines Polynoms P € II,,, mit P(x) = Y7_,axz® an einer Stelle ¢ € R
auszurechnen bendtigen wir n + 1 Additionen und 2n Multiplikationen. Jedoch gibt es eine
alternative Schreibweise des Polynoms P(z), die uns eine giinstigere Auswertung erlaubt.

mamms DEFINITION 5.10: Horner-Schema.

Sei P(x) € II,, ein Polynom von Grad n € IN mit der Darstellung

P(z) = ap+ a1z + asz® + ...+ apz".
Dann lautet eine dquivalente Darstellung von P im Horner-Schema wie folgt:

P(z) = (...(anx + an—1)x + an—2)x...)x + a1)x + ap. (5.57)

Der numerische Rechenaufwand zur Berechnung des Polynoms P an einer Stelle £ € R
reduziert sich durch die Verwendung des Horner-Schemas in Definition 5.10 signifikant, da wir
nun nur noch n Multiplikationen und n Additionen durchfithren miissen.
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Interpolationsformel nach Newton

Die in Abschnitt 5.1 beschriebenen Verfahren, d.h. die Lagrangesche Interpolationsformel und
die Vandermonde-Matrix, haben den Nachteil, dass man alle durchgefithrten Berechnungen
zur Bestimmung des Interpolationspolynoms durch n + 1 Stiitzpunkte nicht erneut verwenden
kann, sobald ein weiterer Stiitzpunkt hinzugenommen wird. Das heifit bei Hinzunahme weiterer
Daten ist der bisher betriebene numerische Rechenaufwand umsonst, da man zur Bestimmung
der neuen Polynomkoeflizienten wieder von vorne beginnen muss.

Gliicklicherweise gibt es eine alternative Herangehensweise, die uns einen signifikanten Teil
der Neuberechnung von Koeffizienten erspart. Anstatt die herkémmliche Polynomdarstellung
wie in (5.52) zu verwenden verfolgt man den folgenden Ansatz nach Newton.

m— DEFINITION 5.11: Newtonsche Interpolationsformel.

Seien (z;, fi) € R%,i =0,...,n eine Menge von n + 1 gegebenen Datenpunkten. Das un-
bekannte Interpolationspolynom P € II,, vom Grad n ldsst sich mit der Newtonschen
Interpolationsformel wie folgt darstellen:

(5.58)
wobei wir die Newtonschen Basispolynome Ny, k =0, ...,n definieren als
k—1
Ni(z) = H(:C —z;) und Np(z)=1. (5.59)
i=0

P(x) = ap + a1(x — x9) + as(z —x1)(x —20) + ... + an(®x —2p—1)...(x — 20)

= Z CLka(-T),
k=0

BEMERKUNG 5.12. Wir kénnen folgende Beobachtungen zur Newtonschen Interpolati-
onsformel machen:

(i)

Durch die Wahl der Basispolynome gi(x) := Ng(x),k = 0,...,n lasst sich die Be-
stimmung der unbekannten Koeflizienten ag,...,a, € R eines Polynoms P € II,, mit
P(z;) = fi,i = 0,...,n als ein lineares Gleichungssystem Lz = b schreiben mit einer
linken, unteren Dreiecksmatrix L € R™tD*(+1) yon der Form:

No(zo) 0 0
No(.irl) Nl(xl) 0 a.o ](:0

No(@) Ni(wa) - No(wn)) I

Man sieht ein, dass man durch Hinzufiigen von weiteren Daten nur eine zusétzliche Zeile
und Spalte in L erhélt, die an der Dreiecksgestalt nichts &ndern.

Fiir bekannte Koeffizienten ay, ..., a, benotigt die Auswertung des Lagrange-Polynoms
an einer Stelle £ insgesamt 2n Additionen und 2n Multiplikationen. Das effizientere
Horner-Schema der Newtonschen Interpolationsformel ldsst sich folgendermafien ange-
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ben:
P(x) = (...(apn(x — 2p-1) + an-1)(® — Tp—2) + ...+ a1)(x — o) + ap. (5.60)

In dieser Form benétigt die Berechnung des Polynoms an einer Stelle £ insgesamt nur
noch 2n Additionen und n Multiplikationen. Der numerische Rechenaufwand ist also ho-
her als in der herkdmmlichen Polynomdarstellung (5.52). Dennoch bietet die Newtonsche
Interpolationsformel den Vorteil, dass man weitere Datenpunkte hinzunehmen kann oh-
ne alle Berechnungen erneut durchzufiihren, wie wir im weiteren Verlauf noch genauer
diskutieren werden.

A
Offensichtlich handelt es sich in (5.58) um ein Polynom von Grad n mit n + 1 unbekannten
Koeffizienten ag,...,a,, die nach Satz 5.6 eindeutig bestimmt sind, da wir die Stiitzstellen

xz;,t = 0,...,n als paarweise verschieden angenommen haben.
Zur numerischen Berechnung dieser unbekannten Koeffizienten kann man folgenden sukzes-
siven Algorithmus verwenden.

. ALGORITHMUS 5.13: Interpolationsschema nach Newton.

Es sei eine Menge von n + 1 Datenpunkten (z;, fi) € R%i = 0,...,n gegeben, deren
Stiitzstellen paarweise verschieden sind, d.h. es gilt z; # x; fiir ¢ # j. Bei der Betrachtung
der Newtonschen Interpolationsformel (5.58) fallt auf, dass alle Summanden bis auf den
ersten fiir die Stiitzstelle z = xg wegfallen und wir die folgende Gleichung erhalten:

P(:L‘o) = ag.

Da P € II,, jedoch gleichzeitig Interpolationspolynom beziiglich der gegebenen Daten
sein muss, wissen wir, dass auch P(x) = fp gelten muss. Also setzen wir im ersten
Schritt

ap = fo

Wir kénnen nun wieder die Newtonsche Interpolationsformel betrachten fiir den Fall
x = x1 und erkennen, dass alle Summanden bis auf die ersten beiden wegfallen. Wir
erhalten somit die Gleichung

P(x1) = ao+ (z1 —x0)ar = fo+ (1 —z0)as.

Da P(x1) = f1 gelten muss kénnen wir den unbekannten Koeffizienten a; also im zwei-
ten Schritt bestimmen als
fi—fo

I —270.

ay —

Dieses Vorgehen lésst sich nun sukzessiv anwenden und wir kdnnen die Berechnung des
Koeffizienten aj,1 < j < n im j-ten Schritt allgemein angeben als:

fi—ao a aj—1

1= () — ) - (g —2) (v —x-1)

fi —  a
= _Z j—1 -

Hg;ol (333‘ — ;) k=0 Hi:k (5Uj - 1’2)

a; =
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BEMERKUNG 5.14 (Rechenaufwand des Newtonschen Interpolationssche-

mas). Die Berechnung der unbekannten Koeffizienten a;,i = 0,...,n bendtigt bei der
Nutzung des Algorithmus 5.13 einen numerischen Rechenaufwand von n Divisionen, n(n — 1)
Multiplikationen und n(n + 1) Additionen. A

Wir stellen bei der Berechnung der unbekannten Koeffizienten a;,7 = 0,...,n in der New-

tonschen Interpolationsformel (5.58) fest, dass der j-te Koeffizient a; nur von Koeffizienten
und Datenpunkten mit niedrigerem Index abhéngt. Dies ist eine sehr niitzliche Eigenschaft,
denn dies erlaubt es uns zu einem bereits berechneten Interpolationspolynom in n 4 1 Daten-
punkten weitere Daten hinzuzufiigen ohne die bisher berechneten Koeffizienten neu bestimmen
zu miissen. Man kann sogar zeigen, dass die Anordnung der Stiitzstellen x;,i = 0,...,n bei
der Berechnung der Koeffizienten keine Rolle spielen. Das bedeutet, dass wir auch neue Daten
zwischen zwei bekannten Stiitzstellen hinzunehmen kénnen, wie im folgenden Beispiel.

sm—_— BEISPIEL 5.15: Newton-Interpolation.

Es seien zunichst die folgenden Datenpunkte (z;, f;) € R?,i = 0,1 gegeben:

$i02
fi |0 4

Wir wollen das eindeutige Interpolationspolynom P € Iy mit dem Newton Verfahren fiir
Polynominterpolation bestimmen. Hierfiir bestimmen wir die unbekannten Koeffizienten
ao und a; wie in Algorithmus 5.13 hergeleitet als:

_hi—fo _4-0

= = 2.
Tr1 — X0 2—-0

ap = fo = 0, ap

Durch Einsetzen in die Newtonsche Interpolationsformel (5.58) erhalten wir das eindeu-
tige, lineare Interpolationspolynom P € II; als:

P(z) = ap+ (x —zp)a; = 0+ (xz—0)2 = 2z.

Nehmen wir nun an, dass wir einen weiteren Datenpunkt (ze, fo) = (1,1) zusétzlich
erhalten, dessen Stiitzstelle xo = 1 zwischen den vorigen Stiitzstellen g = 0 und z; = 2
liegt. Wir wollen nun das eindeutige, quadratische Interpolationspolynom P € Il finden,
das alle Daten interpoliert. Hierfiir miissen wir nur den zusétzlichen Koeffizienten as mit
Algorithmus 5.13 berechnen:

f2 — ap al 1 2

2 = (IEQ—LIZ‘O)(LBQ—J,‘l)_(LEQ—SCl) I I

Durch Erweitern des bereits bekannten linearen Interpolationspolynoms aus den ur-
spriinglichen Daten erhalten wir:

P(z) = 2z +as(x —x1)(x —x0) = 20+ 1(x —2)(x —0) = 2z + 2> —22 = 2°

Wie aus dem obigen Beispiel 5.15 klar werden sollte, handelt es sich bei den Koeffizienten a;
nicht um die Vorfaktoren der iiblichen Polynombasis aus Monomen ‘. Daher muss man die ge-
laufige Darstellung eines Polynoms wie in (5.52) erst aus der Newtonschen Interpolationsformel
(5.58) durch Einsetzen berechnen.
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k=0 k=1 k=2
o | fo
fo1
1 J1 fo,1,2
fi2
T2 | fo

Tabelle 5.1: Ein Ausschnitt des dividierte Differenzen Schemas.

5.3.1 Dividierte Differenzen

Anstatt die unbekannten Koeffizienten a;,¢ = 0,...,n des Interpolationspolynoms P € II,
mit dem oben beschriebenen Algorithmus 5.13 zu berechnen verwendet man eine effizientere
Methode, die auf die Idee der dividierten Differenzen basiert. Wir betrachten hierzu noch
einmal die Newtonsche Interpolationsformel (5.58) fiir das eindeutige Interpolationspolynom
Polynom Py, € II, vom Grad n durch n + 1 Datenpunkte (z;, f;) € R%,i = 0,...,n. Wir
tauschen hierbei die Bezeichnung der unbekannten Koeffizienten a; wie folgt:

Po,.n(x) = fo+ forNix + ... + fo.. nNu(z). (5.61)

Die Zahlen fy . , nennt man dividierte Differenzen und es lésst sich zeigen, dass folgende
Rekursionsformel fiir sie gilt:

firtitk = fiivho1 (5.62)

fiooitke =
Litk — Ty

Die rekursive Abhédngigkeit der dividierten Differenzen lasst sich mit Hilfe des folgenden Dif-
ferenzenschemas veranschaulichen, welches sich spaltenweise beginnend mit der Spalte k = 0
berechnen lésst.

BEMERKUNG 5.16 (Rekursionsformel nach Neville-Aitken). ie rekursive Abhéngig-
keit der dividierten Differenzen in (5.62) sind ein Spezialfall der allgemeineren Rekursionsformel
von Neville-Aitken. JAN

Mit steigendem Grad n des zu bestimmenden Polynoms Fy ., € II,, wéchst die rekursive
Abhéngigkeit der neu zu bestimmenden Koeflizienten. Hierbei lasst sich eine zu berechnende
dividierte Differenzen einfach aus den beiden linken Nachbarn aus der vorigen Spalte bestim-
men. Zum Beispiel gilt folgender Zusammenhang im obigen Schema in Tabelle 5.1 fiir die
dividierten Differenzen:

for = fi—fo fra = fo—fi fors = fi2 f0,1_

.CUl—:IZ()’ To — 1 ’ To — X0

Die fett markierten dividierten Differenzen in der obersten Schrigzeile des Schemas ergeben
die eindeutig bestimmten Koeffizienten des Interpolationspolynoms P € II,, in (5.61).

BEMERKUNG 5.17 (Rechenaufwand fiir dividierte Differenzen). Der numerische
Rechenaufwand zur Bestimmung der dividierten Differenzen fiir ein Interpolationspolynom
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P € 1I,, vom Grad n betragt n(n + 1)/2 Divisionen und n(n + 1) Additionen und ist damit
deutlich effizienter als das Newtonsche Interpolationsschema (vgl. Bemerkung 5.14). A

Folgendes Beispiel erklért die Berechnung der dividierten Differenzen anschaulich.

mmmm DBEISPIEL 5.18: Dividierte Differenzen.

Es seien die folgenden Datenpunkte (z;, f;) € R?,i = 0, 1,2 gegeben:

fi| 1

Wir wollen das eindeutige Interpolationspolynom Fp 2 € IIy mittels dividierter Diffe-
renzen bestimmen. Hierfiir verwenden wir das Schema 5.1.

1 3
3 2

k=0 k=1 k=2
13020 f():l
fo1=2
rn=11fHh=3 fo12=—2
fio=-1
I2:3 f2:2

Durch Ablesen der Koeffizienten fy, fo,1, fo,1,2 des Newtonschen Interpolationspolynoms
Fy.1,2 entlang der obersten Schrégzeile erhalten wir das Polynom

Poia2(x) = fo+ for(x—x0) + for2(x —x0)(x —21) = 1+2(m—0)—%(m—0)(w—1).

Wollen wir das Polynom an einer Stelle £ = 2 auswerten so berechnen wir in dieser
Darstellung mittels Horner-Schema in (5.60)

Poia@) = (-22-1)+2)2-0)+1 = .

5.3.2 Dampfung von Rundungsfehlern

Es lésst sich zeigen, dass man die Indizierung der Datenpunkte (z;, f;),i = 0,...,n belie-
big durch Permutation &ndern kann in der Newtonschen Interpolationsformel (5.58) und man
trotzdem das gleiche Interpolationspolynom erhélt, wie wir bereits angemerkt haben. Das
heiflt, wir wiirden bei der Methode der dividierten Differenzen fiir eine beliebige Permutation
i0,...,in = II(0,...,n) das gleiche Interpolationspolynom P;, ;. = Fo ., erhalten. Leider
spielen bei der Implementierung des Verfahrens Rundungsfehler eine Rolle, so dass dieses theo-
retische Resultat numerisch nicht immer zutrifft. Jedoch hilft uns diese Aussage, um bei der
Auswertung eines gegebenen Polynoms weniger Rundungsfehler zu machen, wie man im Fol-
genden sehen wird.

Wir nehmen an, dass die gegebenen Stiitzstellen x;,7 = 0, ..., n monoton steigend angeordnet
sind, d.h. es gilt z9 < 1 < ... < x,. Das Ziel wird es sein das gegebene Interpolationspolynom
F....n € 11, vom Grad n an einer Stelle £ so auszuwerten, dass moglichst wenig Rundungsfehler
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entstehen. Sei nun z;, die zu & nachstgelegene Stiitzstelle, d.h. es gilt
|€ — x| = min{|z —z;| |1 =0,...,n}.

Weiter kénnen wir die Stiitzstellen x;,4 = 0,...,n nach ihrer Entfernung zu £ sortieren und
dabei die folgende Indizierung wahlen:

€~y = minfle | | € I},
mit der Indexmenge I, = {0,...,n}\{éo,...,ik—1}. Durch diese Umsortierung wird eine Per-
mutation I1(0,...,n) =io,..., i, induziert. Dadurch erhalten wir eine alternative Darstellung

des Newtonschen Interpolationspolynoms mit

Pig...in(®) = fig + figin (T = Tig) + o+ fig,in(® = Tig) o (T — 24, ).

Schreiben wir das Polynom P, . ;,(z) bei der Auswertung an der Stelle £ in das zugehorige
Horner-Schema (5.60) um, so erkennt man den Vorteil dieser Permutation:

Pio,---,in (5) = ( . (fio,---,in (5 - xin—1) + fi07---7in—1)(£ - xin—z) +...F fio,h)(f - xio) + in'

Es ist davon auszugehen, dass eine Dampfung der Rundungsfehler bei der Auswertung
von P, . ;. (&) auftritt, da jeder Term mit einem immer kleiner werdenden Faktor multipliziert
wird.

Da wir angenommen haben, dass die Stiitzstellen zg < 1 < ... < z, monoton angeordnet
sind folgt sofort, dass die von uns gewéhlte Permutation eine zusammenhéngende Indexmenge
liefert, d.h. es gilt

{il’-'-7il+k} = {0 <i1<n ’ minij <1< maxij},
Ik Ik

mit der Indexmenge [;; = {i,..., 4+ }. Dadurch lassen sich die dividierten Differenzen aus
dem Schema 5.1 verwenden. Jedoch wird bei der Auswertung nicht die oberste Schragzeile
genutzt, sondern ein Zickzack-Pfad im Schema verwendet, der durch die Permutation induziert

wird.
BEISPIEL 5.19: Dampfung von Rundungsfehlern.

Es seien die gleichen Datenpunkte wie in Beispiel 5.18 gegeben. Wir wollen die bereits
berechneten dividierten Differenzen in der Art umsortieren, so dass bei Auswertungen
mittels Horner-Schema ein moglichst geringer Rundungsfehler entsteht. Sei die Aus-
wertestelle nun £ = 2, so erhalten wir nach dem oben beschriebenen Vorgehen eine
Permutation der Indizes mit:

o =1, i1=2, i, = 0.

Der zugehorige Pfad im dividierte Differenzenschema ist fett markiert:
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k=20 k=1 k=2
330:0 f():l
Jop =2
r1=1]f =3 f07172:_%
fio=—1
To=3| fo=2

Durch Ablesen der fett markierten Koeffizienten f1, f1 2, fo,1,2 des Newtonschen Inter-
polationspolynoms Fy 12 erhalten wir das Polynom

Pora(@) = fi+ fra(e—a1)+ fora(@—a1)(@ =) = 3= ~(@—1) = >(a—1)(z—3).

2 6
Wollen wir das Polynom nun an der Stelle £ = 2 auswerten, so berechnen wir in dieser
Darstellung mittels Horner-Schema (5.60)
5 1 10

Poip(2) = (-5(2-3)-5)2-1)+3 = .

5.4 Stabilitat und Fehlerabschiatzung der Polynominterpolation

Wir wollen uns im Folgenden mit der Frage beschéftigen, welche Aussagen man zur numerischen
Stabilitdt der Polynominterpolation machen kann und ob es niitzliche Fehlerabschétzungen
gibt. Nehmen wir hierfiir zuerst an, dass die bisher beobachteten Datenpunkte (z;, f;) € R?,i =
0,...,n Abtastungen einer zu Grunde liegenden Funktion f sind, fiir die gilt f(z;) = f;. Dann
ergibt sich natiirlich die Frage, wie gut das eindeutige Interpolationspolynom P € II,,, das die
Datenpunkte (z;, f;) interpoliert, die Funktion f approximiert.

5.4.1 Fehlerabschatzung

Es wird klar, dass die Abweichung | P(z)— f(z)| fiir beliebiges x # z;,i = 0, ..., n bei geeigneter
Wahl von f beliebig grofl werden kann, falls man keine weiteren Forderungen an die Funktion
f stellt. Folgender Satz liefert eine Fehlerabschétzung fiir geniigend glatte Funktionen

s THEOREM 5.20: Fehler der Polynominterpolation.

Sei f eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, d.h. es gilt f € C"T!(R). Seien
weiter (x;, fi) € R%2,i =0,...,n eine Menge von n + 1 Datenpunkten deren Stiitzstellen
paarweise verschieden sind mit f(z;) = f;,i = 0,...,n. Es sei P € II,, das eindeutig
bestimmte Interpolationspolynom von Grad n, das die Datenpunkte interpoliert mit
P(:cl) = fi,’i = 0,...,n.

Dann gibt es fiir jedes T € I ein £ € I aus dem kleinsten Intervall I, das alle Stiitzstellen
x; und T enthélt, so dass gilt:

@) - Pla) = Fe g,
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wobei wy+1(z) = (z —z9)(x —x1) ... (x — x,) die Basispolynome aus der Lagrangeschen
Interpolationsformel (5.55) sind.

Beweis. Fiir T = x;,1 € {0,...,n} ist nichts zu zeigen, denn sowohl der Fehler f(z;)— P(z;) als
auch der Wert w,,+1(Z) sind Null in den Stiitzstellen. Sei nun alsoZ € I mit T # x;,i =0...,n
beliebig. Wir betrachten nun die Hilfsfunktion

F(z) = f(z)— P(z) — K - wypy1(2).

Waihlt man die Konstante K € R nun so, dass die Funktion F an der Stelle z = T verschwindet,
so stellt man fest, dass F' mindestens die n + 2 Nullstellen zq, ..., z,,T auf dem Intervall I
besitzt.

Nach dem Satz von Rolle besitzt somit F’ mindestens n-+1 Nullstellen in I, F”/ mindestens
n Nullstellen in I, usw. bis schlieBlich F("*1) mindestens eine Nullstelle ¢ in I besitzt. Da das
Interpolationspolynom P € II,, vom Grad n ist, gilt aber auch schon P(”+1)(a:) = 0 und somit
erhalten wir fiir ein £ € 1

FO(g) = f0H0(e) — PO + K- (n+ 1! = 0.
=0

Damit wissen wir, dass die Konstante K wie folgt gewahlt werden muss
Fr()
o (n+ D)
Mit dieser Wahl folgt dann die Behauptung

Wn+1 (T)

(n+1)! 7.

f(@) = P(E) = K- wy1(T) =

O

Um den Fehler in Theorem 5.20 noch besser interpretieren zu kénnen, miissen wir zunéchst
den Term wy, 11 verniinftig abschétzen.

KOROLLAR 5.21: Fehlerabschitzung in der co-Norm.

Fiir ein gegebenes Intervall I, das die Stiitzstellen x;,7 = 0, ..., n enthélt, ldsst sich die
folgende Abschétzung treffen

n!
|[wnt1lloo = max|(x —x0) ...  (x —xp)| < —hpya, (5.63)
zel 4
wobei hy,41 der grofite Abstand zweier benachbarter Stiitzstellen ist. Mit Hilfe dieser
Abschétzung konnen wir eine obere Schranke fiir den Fehler der Polynominterpolation
auf dem Intervall I angeben:

1/ oo

Hf_PHoo < 4(n+1)

hn+1
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Diese Fehlerabschatzung erlaubt es uns in Spezialfillen zu zeigen, dass der Approximati-
onsfehler der Polynominterpolation gleichméfig gegen 0 konvergiert, wie das folgende Lemma
zeigt.

sm—_— KOROLLAR 5.22: Gleichmiflige Konvergenz.

Sei f € C°°(I) und es seien alle Ableitung von f beschrinkt, d.h. ||f™||o < C,C > 0.
Dann ldsst sich zeigen, dass der Approximationsfehler der Polynominterpolation fiir
wachsende Anzahl von Stiitzstellen verschwindet, d.h.,

lim [|f — Ppallss = O.

n—00

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem Abschnitt 5.4.1, denn es gilt:

: I oo
Jim [[f = Pylloe < A1) e

A
=

A
=
N—
>
3
+
—
)

d

Wir kénnen im Allgemeinen nicht davon ausgehen, dass wir bei der Interpolation einer
Funktion f auf einem festen Intervall I immer mehr Stiitzstellen hinzunehmen kénnen und
damit die Funktion f in I immer besser approximieren. Es lasst sich ndmlich zeigen, dass zu
gegebenen Datenpunkten (z;, f;) € R%,i = 0,...,n auf einem Intervall I immer eine stetige
Funktion f € C°(I) existiert, so dass das Interpolationspolynom P € II,, nicht gleichméBig, d.h.
beziiglich der Maximumsnorm, gegen f konvergiert. Dies konnen wir mit Hilfe des folgenden
berithmten Beispiels zeigen.

s BEISPIEL 5.23: Runges Gegenbeispiel.

Wir nehmen an, dass wir die Funktion

f@) = o

mit Hilfe der Langrangeschen Interpolationsformel auf einem dquidistanten Gitter ap-
proximieren wollen. Es kann gezeigt werden, dass es Punkte x innerhalb des Interpola-
tionsintervalls gibt, so dass fir die Folge der Interpolationspolynome { P, },en gilt

lim |f(2) — Pa(2)| # 0.

Speziell kann man zeigen, dass die Folge der Interpolationspolynome P, divergiert fiir
alle Punkte = mit |z| > 3.63.... Dieses Phénomen ist auf die Wahl von dquidistanten
Stiitzstellen x; zuriickzufithren. Betrachten wir die n-te Ableitung der Funktion f, welche
gegeben ist durch

—5<z<5h

M (g) = (— Wm'sin[(n%—l)arccot(x)]
@) = (1) AR

so kénnen wir approximativ sagen, dass sich f(™ asymptotisch verhélt wie n!. Mit Hilfe
der Fehlerabschiatzung in Korollar 5.4.1 kénnen wir damit das asympotische Verhalten
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des Approximationsfehlers in Runges Gegenbeispiel angeben als:

1= Palle < W ooy, 27“10.(10)”. !
nico =

An+1) " T 4 e N

Mit der Regel von L’Hospital ldsst sich zeigen, dass die obere Schranke an den Fehler
fiir n — oo divergiert und man somit mit wachsender Anzahl von Stiitzstellen poten-
tiell einen immer grofleren Approximationsfehler macht. Dies ldsst sich auch numerisch
belegen.

5.4.2 Stabilitat unter Storungen

Wir wollen uns abschlieflend mit der Frage beschéftigen wie stabil die Bestimmung des eindeu-
tigen Interpolationspolynoms P mit Bezug auf kleine Anderungen der Stiitzwerte f; = f(x;)
ist. Solche kleinen Abweichungen kénnen durch verschiedene Stérungen wie Messfehler oder
Rundungsfehler auftreten.

Betrachten wir hierzu eine Menge von Funktionswerten f (z;),i=0,...,n, die eine Stérung
der Daten f(z;) in den Stiitzstellen x;,7 = 0,...,n im Intervall I sei. Bezeichnen wir nun mit
P € 1I,, das Interpolationspolynom durch die ungestorten Stitzwerte f(x;),i = 0,...,n und
mit P € II,, das Interpolationspolynom durch die gestérten Stiitzwerte f (x4),i=0,...,n. Dann
betrachten wir die maximale Abweichung zwischen den beiden Polynomen in der Lagrangeschen
Interpolationsdarstellung aus Abschnitt 5.1 auf dem Intervall I durch

n

|P = Pllo = max > (f(xi) = flai) Li(z)
i=0
< A max |f(x) — f@)],
wobei L;(x) das Lagrangesche Basispolynom in (5.53) ist und A, = || X" |Li| ||ec die Le-
besguekonstante des Interpolationsproblems, fiir die man zeigen kann, dass gilt

A, > glog(n—i— 1) -C.
™

Hierbei ist C' > 0 eine Konstante, die nur von den Datenpunkten (x;, f;) € R?,i = 0,...,n
abhédngt. Das heifit es gilt, dass A,, — oo fiir n — oco. Wir kénnen also folgern, dass kleine
Abweichungen in den Stiitzwerten f(z;) nur dann zu kleinen Anderungen im Interpolationspo-
lynom fithren, wenn die Lebesguekonstante klein ist. Sie spielt hier die Rolle der Konditionszahl
des Interpolationsproblems.

Als abschlieendes Fazit lasst sich sagen, dass das Interpolationsproblem mit wachsender
Anzahl an Datenpunkten (z;, f;) € R? zunehmend instabiler wird und zugleich in der Regel
keine gute Approximation an eine gegebene Funktion f darstellt. Mogliche Optionen zu Ver-
meidung dieser Probleme sind die Verwendung von Tschebyscheff-Polynomen, welche die
oo-Norm des Approximationsfehlers minimieren oder ein lokaler Ansatz basierend auf Splines.
Mit Letzeren wollen wir uns im Folgenden naher beschéaftigen.
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5.5 Spline-Interpolation

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, fiihrt die Verwendung von global definierten In-
terpolationspolynomen P € II,, beziiglich gegebener Datenpunkte (z;, f(z;)) € R%,i=0,...,n
einer Funktion f auf einem Intervall I fiir n — oo zu Losungen, die immer stérker oszillieren und
damit die zu Grunde liegende Funktion f immer schlechter approximieren. Aus diesem Grund
geht man dazu tiber das Intervall I in Teilintervalle aufzuteilen beziiglich dieser Unterteilung
die Datenpunkte im Intervall I mit stiickweise stetigen Polynomen von relativ niedrigem Grad
zu interpolieren. Es handelt sich also um einen lokalen Ansatz fiir das Interpolationsproblem.

Eine typische Wahl fiir diese Art von Interpolation sind die sogenannten Splines oder Spli-
nefunktionen. Das englische Wort ,,Spline“leitet sich von dem deutschen Wort ,,Straklatte“ab,
welche in der Vergangenheit im Schiffsbau verwendet wurden. Bei diesem handelt es sich um
ein sehr biegsames Lineal aus Holz, welches vom Schiffsbauer an vorgegebenen Punkten fixiert
wurde und so eine glatte Verbindung zwischen diesen Punkten schuf. Die Straklatte nimmt
rein pyhsikalisch bedingt hierbei eine Form mit minimaler Biegeenergie und Kriimmung an.

In der Mathematik verstehen wir unter einer Splinefunktion glatte Funktion, die auf Teilin-
tervallen mit Polynomen tibereinstimmt, wie folgende Definition beschreibt.

s DEFINITION 5.24: Splinefunktion.

Sei A =={a =129 <z <...<uzy=>} eine Unterteilung des Intervalls I = [a,b] C R.
Unter einer zu A zugehorigen Splinefunktion Sa: [a,b] — R vom Grad k € N versteht
man eine reellwertige Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Sa € C*~I([a,b]) ist auf dem Intervall I = [a,b] (k — 1)-mal stetig differenzierbar.

(ii) auf jedem Teilintervall [z;, zj+1],i = 0,...,n — 1 stimmt SA mit einem Polynom
vom Grad k {iberein.

5.5.1 Lineare Splinefunktionen

Die einfachste Art von Splines sind diejenigen, die nur stetig auf dem Intervall I = [a, b] sind,
d.h. man versucht die Funktion f lokal durch stiickweise lineare Funktionen zu approximieren.
Diese Art von Streckenzug ldsst sich bereits mit einfachen Mitteln bestimmen, da man lokal
nur die eindeutige Verbindungsgerade zwischen zwei Punkten bestimmen muss.

Seien hierfiir zwei Datenpunkte (z;, f;) und (241, fi+1) auf einem Teilintervall [z;, x;41] C
[a,b] gegeben. Zur Berechnung des linearen Splines S auf diesem Teilintervall benutzen wir
die Geradengleichung in R:

Sni(®) = SAls .z (@) = mi-x+b = S = Ji T+ fi — S = Ji x;
Tit1 — Xy Tit1 — Xy
Zur Bestimmung der beiden unbekannten m;,b; auf dem Teilintervall [x;, z;+1] haben wir
lediglich die beiden zu erfiillenden Gleichungen fiir die Polynominterpolation ausgenutzt, d.h.

Sa(xi) = fi, Sa(wiy1) = fir1.

5.5.2 Kubische Splinefunktionen

Die Interpolation mit linearen Splines liefert eine stetige Approximation der Funktion f auf
dem Intervall [a, b], die in der Regel zu ungenau fiir reale Anwendungen ist. Um bessere Ergeb-
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nisse zu erhalten verwendet man typischerweise kubische Splines Sx € C?([a,b]) vom Grad
3. Hierbei lassen sich zusétzliche Bedingungen an die Glattheit des Splines stellen, so dass
die Funktion stetig differenzierbar an den Ubergingen, d.h. den Stiitzstellen wird. In diesem
Fall verwendet man kubische Polynome auf jedem Teilintervall [z;, x; 1] zur Interpolation der
Datenpunkte (z;, f;),i = 0,...,n. Man verwendet haufig eine Darstellung der Polynome mit
Hilfe der Newtonschen Interpolationsformel aus Kapitel 5.3 von der Form:

Spi(x) = ai+bi(z —x;) +ci(x —2)* + di(w — 2;)°, i=0,...,n— L

Wir erhalten also ein Gleichungssystem mit 4n unbekannten Variablen (a;, b;, ¢;,d;),i =0, ..., n.
Fiir jedes der n Teilintervalle lassen sich nun folgende zwei Bedingungen der Polyno-
minterpolation angeben:

Sni(xi) = fi, Sai(xit1) = fiy1, i=0,...,n—1

Das ergibt also bereits 2n Bedingungen fiir das lineare Gleichungssystem.

Nun lassen sich weitere 2(n — 1) Glattheitsbedingungen an den Spline in den inneren Stiitz-
stellen 2;,4 = 1,...,n — 1 stellen indem man fordert, dass der Spline an den Ubergingen
zweimal stetig differenzierbar sein soll, d.h. es soll gelten:

Shi(@it1) = Sh 1 (ziv1), SAi(xiv1) = Sai1(@ip1), i=0,...,n—2.
Die tibrig bleibenden 2 Freiheitsgrade werden in der Regel mit Hilfe von Randbedingungen
festgelegt. Hierbei gibt es in der Praxis verschiedene Ansétze:
(i) natiirliche Randbedingungen: Sy o(vo) = SX ,,_1(7n) =0,
(ii) Neumann-Randbedingungen: Sy o(zo) = f'(20); Sh,—1(n) = f'(22),
(iii) periodische Randbedingungen: Sy o(x0) = Sh ,,_1(Tn), SX o(T0) = S 1 (Tn).

Wie man sieht bendtigt man die erste und zweite Ableitung des Splines auf den jeweiligen
Teilintervallen [z;, x;41], welche sich wie folgt berechnen lassen:

Shi(x) = bi+2ci(z — ) + 3di(x — 1;)?,
Shi(@) = 2¢i + 6di(x — x;).

BEMERKUNG 5.25 (Fehlerabschitzungen und Stabilitdt von Splines). Fir die
Spline-Interpolation gelten lokal auf jedem Teilintervall analoge Fehlerabschitzungen wie bei
der Polynominterpolation in Abschnitt 5.4, aber auf jedem Teilintervall. Durch die geringe
Lange der Teilintervalle kann der Fehler mit linearen und kubischen Splines klein gehalten
werden, und gleichzeitig eine hohe Stabilitdt erzielt werden.

Wir werden im folgenden Abschnitt auch eine globale Fehlerabschétzung fiir lineare Splines in
einer speziellen Norm herleiten. A

5.5.3 Variationsprinzip fiir Splinefunktionen

Wir koénnen eine alternative Theorie der Splines basierend auf Variationsprinzipien entwickeln.
Die Idee ist es hierbei Minimierungsprobleme fiir Funktionen zu lésen, die physikalisch mo-
tiviert sind. Im folgenden Theorem suchen wir eine interpolierende Funktion, die global die
geringste Steigung, d.h., die minimale Variations besitzt.
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—— THEOREM 5.26: Variationsmethode bzgl. der ersten Ableitung.

Seien (z;, fi) € R%,i = 0,...,n eine Menge von Datenpunkten deren Stiitzstellen mo-
noton steigend sortiert sind und im Intervall I = [a,b] C R liegen. Sei auBerdem
A={{a=x90<x <...<2xy = b} die durch die Stiitzstellen induzierte Untertei-
lung des Intervalls 1.

Dann ist der lineare Spline S := S der eindeutige Minimierer des Funktionals

b
B = [ 1@ da. (5.64)

iiber der Menge der stetigen und bzgl. A stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen,
die gleichzeitig die Interpolationsbedingung f(x;) = f; erfiillen.

Beweis. Sei f eine stetige und bzgl. A stiickweise stetig differenzierbaren Funktion, die die
Interpolationsbedingungen erfiillt. Dann gilt

b b
BN -BS) = [If@Pde— [ 15@)Fd
b
= [T@+5 @)@ - 5@)de

n

z;
= > [ @+ @) @) - @) do.
i=1"%i-1
Nun kénnnen wir partiell integrieren und dabei ausnutzen, dass an den Stitzstellen die Funk-
tionen iibereinstimmen, d.h., dass f(z;) = S(x;) = f; gilt und dass die zweite Ableitung des
linearen Splines auf jedem Teilintervall (x;_1, ;) verschwindet mit S”(x) = 0. Damit erhalten

B~ BS) = 3 [ (@) + S@)( @)~ ) da
i=1"%i-1
= ")+ 9 (x x) — SN — " ")+ 5" (x ) — S(z))dx
Z;[(f( )+ 5 ))(:J;( )= S@)],. /w“(f (z) :(0))(f( ) —S(x))
= > [ (@) - S @) - ) de.
i=1"%i-1
Integrieren wir nun wieder in die andere Richtung partiell, so folgt
B - B(S) = =3 [ (@)~ S @) - S(a) de
i=1"%i-1
— - X [(f@) - S @) - S, - [ (@) - S@)(f (@) - S @) da
i=1 Ti—1

=0

= Z/wz (f’(l’) _Sl(@)(f'(x) _S,(l'))d$ _ /ab|f,($) —S,($)|2d$ > 0.

i=1"%i-1

Da die Energie des Variationsproblems E(S) also immer kleiner gleich der Energie E(f) fiir
eine beliebige Funktion f ist, ist der Spline S in Minimierer von FE.
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Diskutieren wir nun noch die Eindeutigkeit dieses Minimierers. Fiir die Energie einer beliebi-
gen, zuldssigen Funktion f kann F(f) = F(S) nur dann gelten, wenn f’ = S’ fast {iberall gilt,
wie man an obigen Argument erkennt. Dies ist nur méglich, wenn sich f und S nur durch eine
Konstante in jedem Teilintervall (z;_1, x;) unterscheiden. Da die Randwerte dieser Teilinterval-
le wegen der Interpolationsbedingung jedoch gleich sind, muss die Konstante schon Null sein.
Also ist der lineare Spline S der eindeutige Minimierer der Energie E und es gilt E(f) > E(S)
fir f £ S. O

BEMERKUNG 5.27 (Funktionalanalytische Diskussion). Theorem 5.26 zeigt, dass wir
die Splineinterpolation als Verallgemeinerung der Minimum-Norm-Losung aus Abschnitt 3.3
interpretieren konnen. Ausgangspunkt ist das unterbestimmte Problem eine stetige und stiick-
weise stetig differenzierbare Funktion zu finden, die die Interpolationsbedingung erfiillt. Auf
dieser unendlichdimensionalen Menge minimieren wir die Energie E(f), welche tiber eine Halb-
norm definiert ist. Es handelt sich um eine Halbnorm, da der Nullraum dieser Abbildung auch
alle konstanten Funktionen umfasst und nicht nur die Nullfunktion. Andererseits sind die Kon-
stanten durch die Interpolation bestimmt, also ist E auf einer geeigneten Menge auch eine
Norm.

Tatséchlich kénnen wir einen leicht groeren Raum betrachten, den Sobolev-Raum H!([a, b]) :=
Wh2([a,b]) der Funktionen mit quadratisch integrierbarer (schwacher) Ableitung, d.h.

Hl([a, b]) = {f € Lz([a7 b] | f/ € LZ([aﬂ b]}

Wie wir in Theorem 5.26 gesehen haben sind lineare Splines die eindeutigen Minimierer auf
diesem Funktionenraum.

Man kann zeigen, dass in einer Raumdimension H!([a,b]) nur stetige Funktionen enthilt.
Die Interpolationsbedingung ist also wohldefiniert. Andererseits sind nicht alle Funktionen
in H'([a,b]) stiickweise stetig. Die Minimierung eines Funktionals wie E iiber einem solchen
Raum ist ein klassisches Problem aus dem mathematischen Feld der Variationsrechnung
und partiellen Differentialgleichungen.

Resultate wie Satz 5.26 nennt man auch ,, Representer Theorem*, denn hier wird eine Dar-
stellung des Minimums eines Variationsproblems in unendlicher Dimension als Kombination
endlich vieler Funktionen (hier: Splines) erhalten. Diese Ergebnisse sind in allgemeinerer Form
auch im Bereich Machine Learning wichtig. Dort wird normalerweise statt der Interpolation
eine Minimierung des empirischen Risikos mit Regularisierung betrachtet, d.h.

n

Ja(f) = D (fzi) = £i)* + aB(f),

i=0
mit einem geeigneten Parameter a > 0. Die Minimierer von J, besitzen auch hier die gleiche

Gestalt wie Splinefunktionen. A

Aus dem Beweis von Satz 5.26 erhalten wir auch eine Fehlerabschétzung fiir die linearen
Splines in Bezug auf die unbekannte den Daten zu Grunde liegende Funktion f, wie das
folgende Korollar zeigt.
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KOROLLAR 5.28: Fehlerabschiatzung fiir lineare Splines.

Es gelten die Voraussetzungen aus Theorem 5.26. Auflerdem sei f: I — R eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion, die den Datenpunkten (z;, f;) € R2%,4 = 0,...,n zu
Grunde liegt. Sei

M = sup |f"(2)] und hpy1 = max |zi — xie1].
x€|a,b] =L..n

Dann gilt fiir den eindeutig bestimmten linearen Spline .S die folgende Fehlerabschétzung

\//ab|f’(x)—5’(x)|2dm < M- a)h.

Beweis. Da wir angenommen haben, dass die Funktion f zweimal stetig differenzierar ist er-
halten wir wieder durch partielle Integration

de:—n " "(z) = 8" (x x)—S(z))de
[ 15~ ') ;Lyu (Ste) - 56

- —Z/ZH z) — S(z)) dz.

Nun kénnen wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anwendung und es gilt
fiir jeden Punkt x € (x;—1,x;) wegen der Gleichheit der Randwerte und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

vu»—swn-—\éx<f@w—§@»dmfsvx—%'VLi<f@»—&@»%m

1—1

< V[ 0= sw2an

Mit der Definition der Konstante M kénnen wir nun abschétzen, dass gilt

[ -s@ra < 3 [" @76 - s
<.MM,H1§2L . -¢Lﬁfﬂ@w—9@»%m

Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir die Summe gilt weiter

IR n%x<ﬂfhmydfxm—umlvyimw—g@ﬁw.
i=1 @

Die letzte Wurzel kénnen wir kiirzen und die vorletzte Wurzel weiter abschitzen, um letztend-
lich zu erhalten

\// /(@) = S'(2)2dz < M(b—a)h.
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BEMERKUNG 5.29. Die Fehlerabschéitzung aus Korollar 5.28 besagt, dass der Appro-
ximationsfehler durch die lineare Splinefunktion S an eine Funktion f in der Halbnorm des
Sobolevraums H'([a, b]) im Wesentlichen von der zweiten Ableitung der Funktion f und Aufls-
sung hy41 der Unterteilung A des Intervalls I = [a,b] in Teilintervalle abhéngt. Das bedeutet,
dass der Approximationsfehler mit zusétzlichen Stiitzstellen (x,)newy C I in der Halbnorm
gegen Null konvergiert. A

Zum Abschluss diskutieren wir noch ein analoges Resulat fiir kubische Splines. Hierbei ver-
sucht man in der Variationsmethode eine Funktion zu finden, die minimale Kriimmung aufweist
und trotzdem noch interpoliert.

sm—_— THEOREM 5.30: Variationsmethode bzgl. der zweiten Ableitung.

Seien (z;, fi) € R%,i = 0,...,n eine Menge von Datenpunkten deren Stiitzstellen mo-
noton steigend sortiert sind und im Intervall I := [a,b] C R liegen. Sei auBerdem
A={a=x20<x <...<2xy = b} die durch die Stiitzstellen induzierte Untertei-
lung des Intervalls I.

Dann ist der kubische Spline S := Sn mit Neumann-Randbedingungen S’(a) = S’(b) =
f'(a) = f'(b) = 0 der eindeutige Minimierer des Funktionals

b
= [ 1@ de. (5.65)

iiber der Menge der stetig differenzierbaren und beziiglich A stiickweise zweimal stetig
differenzierbaren Funktionen, die gleichzeitig die Interpolationsbedingung f(z;) = f;
erfiillen.

Beweis. Es sei f eine stetig differenzierbare und beziiglich A stiickweise zweimal stetig diffe-
renzierbaren Funktion. Mit Hilfe von partieller Integration gilt

b
| s'@r@de = Z [ s Z [ SO @ [ @),
=0

b

=3 1 896 s ar - [V @]

11%/—/

Den letzten Term kénnen wir mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung,
sowie der Produktregel fiir Differentiation umformen zu

$O@f@)] = [sP@)S@)] = > / L (50 ()5(2)) do

ilxilda”

= " SG)N(2)S () dz
> [ s CECRERUE

=3 [ $9(@)8 (@) da

i=1"%i-1
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Nun kénnen wir wieder partielle Integration anwenden und erhalten

n

3 / Y SO @)S (@) = -y / " §"(@)S" (@) da + [8"(2)S'(2)]"
i=1"%i-1 i=1"%i-1 T

— / " (8" ()2

Insgesamt bekommen wir hierdurch die Identitéat
b

/a " ) @) da = / (5" (2))2dz.

a

Somit haben wir fiir den Unterschied der Energie fiir die Funktion f und den kubischen Spline

s
b b
B(N=BS) = [ (/@) de— [ (8"@)?da
ab ¢ b b
_ L(f”@)ﬁ@-z/a (S"(m))de—i-/a (5" (2))? de
b b b
. / (F" ()2 dz — 2 / (@) f" (@) da + / (5" (2))? dz
= [(@ - @ra = o
und somit gilt offensichtlich
E(S) < E(f).

Beziiglich der Eindeutigkeit des Minimierers stellen wir fest, dass nur E(f) = E(S) gelten
kann, wenn f” = S” fast tiberall gilt. Letzeres ist jedoch wegen der Randwerte und der Inter-
polationsbedingung schon gleichbedeutend mit f = S. O

5.6 Trigonometrische Interpolation

Wir betrachten in diesem Abschnitt noch einen Spezialfall der Polynominterpolation, ndmlich
die Interpolation auf dquidistanten Stiitzstellen auf dem komplexen Einheitskreis. Dieses sehr
spezielle Interpolationsproblem fiihrt uns zu einem der wichtigsten Hilfsmittel der angewandten
Mathematik - der diskreten Fouriertransformation.

Da wir im Gegensatz zu den vorigen Abschnitten nun mit Polynomen iiber dem Korper
C arbeiten wollen, bezeichnen wir ab nun mit II,, die Menge der Polynome mit komplexen
Koeffizienten vom Grad n € IN. Ein Polynom P € II,, mit P: C — C ist nun von der Gestalt

n
P(z) = Z apx®, a, € C.
k=0

Es sei angemerkt, dass sich die Aussage zur Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms aus
Theorem 5.6 direkt vom Koérper R auf C verallgemeinern lasst.
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Wir wihlen im Folgenden n € IN Stiitzstellen z; € S',j = 0,...,n — 1 auf dem komplexen
Einheitskreis, die gegeben sind durch

" o .
xrj = e = costj +isint;, tj = —=, j=0,....,n—1.

Dartiberhinaus nehmen wir an, dass wir zu den n Stiitzstellen oben ebenfalls n Stiitzwerte
fj»3=0,...,n—1 gegeben haben.
Da die Stiitzstellen z;, j = 0, ...,n—1 paarweise unterschiedlich sind existiert also ein eindeu-

tiges Interpolationspolynom P € II,,_1 dessen unbekannte Koeffizienten a; wir im Folgenden
mit fi bezeichnen wollen und das die Form hat

n—1 N
= Z fkl‘k
k=0
Da es sich um interpolierendes Polynom handelt muss also folgende Bedingung gelten
n—1 R n—1 o n—1 . . |
rj) = Z ka§ = Z fkemtj = Z fk€2mk]/n = fj, 7=0,....,n—1.
k=0 k=0 k=0

In diesem Fall konnen wir eine sehr einfache Losungsformel fiir die unbekannten Koeffizienten
fr angeben, wie das folgende Theorem zeigt.

THEOREM 5.31: Diskrete Fouriertransformation.

Es seien n Datenpunkte (z;, f;) € C? gegeben, wobei die Stiitzstellen z; = e2™i3/m gqui-

distant auf dem komplexen Einheitskreis liegen. Sei P(x) := Zz;é kak das eindeutig
bestimmte Interpolationspolynom.
Dann lassen sich die unbekannten Koeflizienten fr,k = 0,...,n — 1 von P wie folgt
ausrechnen
1 n—1 o
= = fje2mikiln, (5.66)
n =

Diese Darstellung der Koeffizienten nennt man die diskrete Fourier-Transformation
der Lange n zu den Daten f;,7 =0,...,n — 1.

Beweis. Wir zeigen die Identitit des Lemmas indem wir die diskrete Fourier-Transformation
der Daten in das Interpolationspolynom einsetzen. Sei also z-; € S eine beliebige Stiitzstelle auf
dem komplexen Einheitskreis. Dann gilt fiir das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom P

n—1 n—1 1 n—1
P(x]) — kaeQﬂ'ikj/n _ ZizfeefZﬂ'ikE/nBQﬂ'ikj/n
—n
n—1n—1

= *sze%” Ok/n _ ZfEZ(ZTrz] z)/n)
" i=o

k=0 ¢=0

Die innere Summe kann als Partialsumme einer geometrischen Reihe s,_1(j, £) = >728 ¢*(4, £)

fir ¢(j,¢) == e2mii=0/m interpretiert und berechnet werden, so dass wir erhalten

CGO-1 _ emih_1 {o, falls j # £
-

(0 = = o
sn—1(J, ¢) 4G 0) =1 2mi(i—0)/n n, fallsj =~
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Damit berechnen wir also insgesamt
1 n—1
P(z;) = =Y fisn1(j.0) = fj.
" =0

Da dies fiir jede beliebige Stiitzstelle z;,7 = 0,...,n — 1 gilt, haben wir gezeigt, dass die
Koefhizienten f; das eindeutige Interpolationspolynom ergeben. O

—— KOROLLAR 5.32: Orthogonalitatseigenschaft.

Im Beweis von Theorem 5.31 kénnen wir sehr schon eine Orthogonalitédtseigenschaft der
trigonometrischen Funktionen ablesen, denn es gilt

1, fallskenz,

1 n—1
- Z 627rjk/n _ {
n =0 0,

sonst .

Die unbekannten Koeffizienten fk in der diskreten Fouriertransformation werden auch Fou-
rierkoeffizienten zu den Daten f;,j = 0,...,n—1 genannt. Aus dem Beweis von Theorem 5.31
wird klar, dass man die Berechnungen auch umkehren kann, d.h., dass man aus einer Menge
von Fourierkoeffizienten fi, k =0,...,n—1 die urspriinglichen Stiitzwerde f;,7 =0,...,n—1
ausrechnen kann. Dies ldsst sich ndmlich wie folgt realisieren

n—1

fi =Y fuemiakin, (5.67)

k=0

Diese Identitdt nennt man daher auch die inverse diskrete Fouriertransformation der
Lénge n zu den Fourierkoeffizienten fk, k =0,...,n — 1. Man beachte, dass je nach wissen-
schaftlicher Disziplin die Definition der diskreten Fouriertransformation und ihrer Inversen
leicht abweichen kann, wie z.B. die Vertauschung der Vorzeichens im Exponenten der Stiitz-
stellen oder die Normalisierung mit 1/n.

BEMERKUNG 5.33 (Rechenaufwand der diskreten Fourier-Transformation). Der
Rechenaufwand zur Berechnung der diskreten Fourier-Transformation in (5.66) und ihrer Um-
kehrabbildung in (5.67) bendétigt bei Vorberechnung der n Koeffizienten t; = 2% genau n?
FLOPS und somit liegt der Rechenaufwand in O(n?). A

5.6.1 Schnelle Fouriertransformation

Die Berechnung der Fourierkoeffizienten fiir gegebene Daten erlaubt es diese in ein Spektrum
aus Frequenzen zu zerlegen und darzustellen. Anders ausgedriickt kann die Fouriertrans-
formation als Zerlegung eines Signals in seine verschiedenen Schwingungsanteile interpretiert
werden und hat deshalb vielfache Anwendungen. Daher ist es naheliegend, dass die Fourier-
transformation besonders in der Signalverarbeitung eine zentrale Rolle spielt. Ein Grofiteil der
modernen Kompressionsalgorithmen, wie zum Beispiel MP3 oder JPEG verwenden die diskre-
te Fouriertransformation oder eine ihrer Varianten (z.B. die diskrete Kosinustransformation),
um Daten effizient in ihrer Gréfle zu reduzieren ohne grofie Qualitdtseinbuflen hinnehmen zu
miissen.
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Durch die vielseitige Anwendbarkeit der diskreten Fouriertransformation ist es besonders
wichtig, diese so effizient wie moglich zu berechnen. Eine formelle Beschreibung eines effi-
zienten Algorithmus, der sogenannten schnellen Fouriertransformation (im Englischen: Fast
Fourier Transform (FFT)) basiert auf der Pionierarbeit von Cooley-Tukey aus dem Jahr 1965
und basiert auf Ideen von Gauss. Die zentrale Idee des Algorithmus ist es die diskrete Fou-
riertransformation der GréBe n € N in zwei diskrete Fouriertransformationen der Grofie n/2
aufzuteilen und diese Zerlegung rekursiv fortzusetzen.

Sei im Folgenden n = 2m eine gerade natiirliche Zahl. Dann kénnen wir die diskrete Fou-
riertransformation der Lange n

. e ' o
fr = ﬁijq]k, mit q = e m/m,
=0

zur Berechnung eines Fourierkoeffizienten f; € C in gerade und ungerade Indizes wie folgt
aufteilen:

. m—1 ) m—1 )
nfy = FoiqPF + 3" foji1qPTIR
j=0 J=0
m—1 ] m—1 )
= foi(@Y* + ¢ fajra(d®)”
j=0 j=0
.5 ko
=! gk + q Ug.
Man sieht also, das wir die urspriingliche diskrete Fouriertransformation fk, k= 0ldots,n — 1
der Lénge n durch zwei diskrete Fouriertransformationen g,k = 0,...,m — 1 und 4,k =
0,...,m — 1 der Lange m = n/2 berechnen kénnen. Dies sieht man ein, da gilt
q2 _ 6(7271'1'/11)2 — o Ami/n _ -2mi/(n/2) _ —2mi/m

Wie man nachrechnen kann gilt auflerdem

m—1 m—1
Opsm = Z f2j (q2)j(k+m) — Z f2j672m](k+m)/m
=0 =0
— f2j€_2m]k m e—27rz] — gk
N——
J=0 =1
und analog Ug4p, = Ux. Wegen m = n/2 gilt aulerdem
qk+m _ 6(727ri/n)(k+m> _ 6727Tik/n . 6727ri(n/2)/n _ _qk.
|

=-1

Vernachlassigen wir den Normalisierungsfaktor n vor den Fourierkoeffizienten, so lassen sich alle
urspriinglichen Fourierkoeffizienten f; = 0,...,n—1 wie folgt iber die Fouriertransformationen
gr und ug fir £ =0,...,m — 1 berechnen:
fe = g+ "t
. . . A . (5.68)
fetm = Gkrm + ¢ "Mkrm = Gk — ¢ U
Mit Hilfe dieser typischen Divide & Conguer Strategie konnen wir den Rechenaufwand fiir
die schnelle Fouriertransformation bestimmen.

114



Kapitel 5 Interpolation

LEMMA 5.34: Rechenaufwand der schnellen Fouriertransformation.

Der Rechenaufwand der schnellen Fouriertransformation der Lange n = 2P, p € N liegt
in O(nlogn).

Beweis. Sei M, = Map der gesamte Rechenaufwand zur Berechnung der diskreten Fourier-
transformation der Linge n = 2P. Wie bemerken zunichst, dass wir alle n Terme ¢,k =
0,...,n— 1 einmalig als fixe Einheitswurzeln vorberechnen kénnen mit einem Rechenaufwand
von O(n).

Dann gilt mit der Zerlegung aus der schnellen Fouriertransformation in (5.68)

My, = 2M, ;5 +n+n/2 = 2M,, + 3m,

da wir n zusétzliche Additionen und m Multiplikationen durchfithren miissen um alle Fou-
rierkoeffizienten zu berechnen. Da n = 2P als eine Zweierpotenz gewéahlt ist, konnen wir mit
m = 2P~ rekursiv folgern

My = 2Myp-1 +3-2P71 = 2(2Myp> +3-2P72) 4 3. 2771

5.69
= AMyp-2+2-3-2P71 = 9PN 4 3. p-2P7L ( )

Da fiir die Fouriertransformation der Linge 1 gilt, dass man die Daten selbst erhélt, d.h.

—_] =

0
fi = 2> 140 = f,
Jj=0

ist der Rechenaufwand also M; = 1. Und somit erhalten wir aus (5.69), dass Ma» = O(p - 2P)
bzw. M, = O(nlogn) gilt. O
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In diesem Abschnitt widmen wir uns der numerischen Integration, d.h. der numerischen Ap-
proximation bestimmter Integrale der Form | : f(z)dz.

Die numerische Integration ist insbesondere in solchen Féllen von Interesse in denen eine
Stammfunktion sich nicht durch Elementarfunktionen ausdriicken lésst, eine numerische Aus-
wertung der Stammfunktion zu komplex ist oder ein Integrand nur durch Messungen an endlich
vielen Punkten bekannt ist. Sie hat daher vielfdltige Anwendungen, insbesondere in héheren
Dimensionen. Der Einfachheit halber beschrdnken wir uns in diesem Kapitel zumeist aber auf
den eindimensionalen Fall.

Die grundlegende Idee der numerischen Integration ist es das Intervall [a,b] C R zu dis-
kretisieren, d.h. in kleinere Teilintervalle aufzuteilen und das Integral durch die Losung ei-
nes Ersatzproblems auf diesen Teilintervallen zu approximieren. Hierbei wird die Feinheit der
Diskretisierung durch eine Schrittweite h > 0 bestimmt, die entscheidend fiir die Giite der
Approximation des Integrals ist, wie wir spéter feststellen werden. Wir gehen zunéchst davon
aus, dass die Stiitzstellen fir die numerische Integration dquidistant gewahlt werden und die
Anfangspunkte a,b € R mit einschliefien, d.h. wir diskretisieren das Intervall [a,b] C R wie
folgt:

b_
@ = ati-h, i=0,....n fir h = -—2 neN,. (6.70)
n

Die wichtigste Definition zur numerischen Approximation des bestimmten Integrals einer
Funktion f ist im Folgenden gegeben.

S DEFINITION 6.1: Quadraturformel.

Sei f: [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Wir nennen eine gewichtete Summe der
Form

n b
16) = Ywifw) ~ [ f@)do
i=0 @

eine Quadraturformel auf dem Intervall [a,b] C R.

Die Punkte zg,...,z, € [a,b] werden Stiitzstellen genannt und die Koeffizienten
wo, - .., W, € R sind Gewichte der Quadraturformel, die unabhéngig von der zu in-
tegrierenden Funktion f sind.

Die wohl einfachste Quadraturformel ist im folgenden Beispiel illustriert.
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ToDo

Abbildung 6.1: Hlustration zur numerischen Approximation des bestimmten Integrals einer
Funktion f mit Hilfe der Mittelpunktsregel.

BEISPIEL 6.2: Mittelpunktsregel.

Fir n = 0 erhalten wir das triviale Beispiel einer Quadraturformel, die sogenannte
Mittelpunktsregel , als

W) = wof(eo) = (b-a)f (5°).

Hierbei ist das einzige Gewicht wg = (b — a) die Intervalllinge und der einzige Funkti-
onswert f(xg) wird am Mittelpunkt xy = “TH’ des Intervalls ausgewertet. Man beachte,
dass es fir n = 0 nicht moglich ist das Intervall [a,b] C R entsprechend (6.70) zu dis-
kretisieren. Dennoch besitzt die Mittelpunktsregel die Form einer Quadraturformel in
Definition 6.1.

Abb. 6.1 visualisiert die Approximation des Integrals einer Funktion mit Hilfe der Mit-
telpunktsregel.

BEMERKUNG 6.3 (Quadraturformeln und Treppenfunktionen). Wie man an Defi-
nition 6.1 und Beispiel 6.2 erkennt, werden in der Quadraturformel nur Funktionsauswertun-
gen einer Funktion an n 4 1 Stiitzstellen verwendet. Anschaulich bedeutet dies, dass man das
bestimmte Integral einer Funktion durch eine Treppenfunktion approximiert, deren Plateaus

durch die Funktionswerte f(z;),i = 0,...,n festgelegt sind und deren Breite der konstante
Teilstiicke durch die Gewichte w;,7 = 0,...,n definiert werden.
Dies entspricht der grundlegenden Idee bei der Herleitung des Riemann-Integrals. A

Bei der Konstruktion von Quadraturformeln sind einige strukturelle Eigenschaften von Qua-
draturformeln besonders interessant, zum Beispiel die Erhaltung der Nichtnegativitit, d.h.
I(f) > 0 fir nichtnegative Funktionen f. Man sieht leicht ein, dass dies dquivalent zur Nicht-
negativitdt der Gewichte w; € R ist. Eine andere oft geforderte Eigenschaft ist die Erhaltung
der Intervalllinge, d.h. I(1) = b — a fiir die konstante Einsfunktion 1(z) =1 fir x € [a, b].

Wir interessieren uns zunéchst fiir eine mogliche Fehlerverstarkung bei der Berechnung von
I( f), wenn f eine gestorte Version von f ist. Tatsichlich sind die beiden oben genannten
Figenschaften schon hinreichend fiir die Stabilitdt einer Quadraturformel, wie das folgende
Theorem zeigt.

= THEOREM 6.4: Stabilitat von Quadraturformeln.

Sei I : C([a,b]) — R eine Quadraturformel mit nichtnegativen Gewichten w; € R,i =
0,...,nund I(1) =b—a.
Dann erhalten wir die Abschitzung

1)) = I())] < (b—a)-e
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fiir alle Funktionen f, f € C([a,b]), fiir die gilt

1f(x) = f(z)] < e fir alle x € [a,b)].

Beweis. Wegen der Nichtnegativitit der Gewichte w;,i =0, ..., n folgt direkt

b—a = I(1) = wai = Z\wzl
‘ =0

Damit erhalten wir schon

1)~ 1(f)l = sz fla:))]

Z\wzr —fla)] < S jwil-e = (b—a)-e
=0

IN

6.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Man erkennt aus der Definition einer Quadraturformel einen Zusammenhang zur Interpolation
aus Kapitel 5, da wir auch hier mit Stiitzwerten arbeiten. Diese Beobachtung liefert auch
den ersten Ansatz zur expliziten Konstruktion von Quadraturformeln, ndmlich die sogenannte
interpolatorische Quadratur.

Die Idee der interpolatorischen Quadratur ist es die Funktion f an den Stiitzstellen x; €
[a,b],i = 0,...,n durch eine einfach zu integrierende Funktion P € C([a,b]) zu interpolieren
und dann das Integrals von f durch das Integral von P zu approximieren, d.h.

1(f) = / " o) dr. (6.71)

6.1.1 Integrationsformeln nach Newton-Cotes
Der einfachste Fall ist eine Interpolation durch Polynome P € II,,. In diesem Fall verwenden

wir die Lagrange-Polynome aus Abschnitt 5.1 mit

n

Zn:f (zg)Lg(x und  Lg(z) = H M,

i=0 i=0,ik (2 — i)

da diese die Stiitzwerte von f direkt verwenden und somit die Form einer Quadraturformel
haben.

Setzen wir diese in die interpolatorische Quadratur (6.71) ein, erhalten wir die sogenannten
Integrationsformeln nach Newton-Cotes durch

w) = [P = 1S jen@ae = 3 @) [ e
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Wir erkennen, dass es sich bei dieser Integration iiber das Interpolationspolynom P um eine
Quadraturformel nach Definition 6.1 handelt, deren Gewichte unabhéngig von der Funktion f
als Integral tiber die Langrange-Polynome gegeben sind mit

b
wy = / Li(z) / H z, k=0,...,n. (6.72)
@ @ = 0175/{:
Substituieren wir nun den Punkt = € [a,b] mit Hilfe einer Funktion ¢: [0,n] — [a,b] mit

©(t) == h-t+a =z, so sehen wir, dass gilt

QO(O) :h‘o_‘_a::a,’ gD(n) :hn+a: b a.n_'_a:b’

o) = h-i+a = z;.

Wenden wir diese Subsitution auf das Integral fiir die Gewichte der Quadraturformel in (6.72)
an, so erhalten wir:

on) 1 —
W = / H = / H 7(:8 %) dz
a [E) #(0) oz (Tk = Ti)

zOz;Hc
/
:/ H ' () t:h/ H dt =: hWy, k=0,...,n.
O;ékhk_) :’,;’ zOz;ﬁk

Damit lassen sich die Integrationsformeln nach Newton-Cotes schreiben als

L(f) = h)_ flar)Ws, n e IN,,
k=0

wobei die Gewichte Wy, nicht von der Funktion f abhéngen und sich durch einfach zu berech-

nende Integrale bestimmen lassen.
Wir betrachten im folgenden einige Beispiele fiir interpolatorische Quadraturformeln.

e BEISPIEL 6.5: Quadraturformeln.

Wir wollen in diesem Beispiel zwei bekannte Quadraturformeln fiir die Approximation
des Integrals fiir unterschiedliche Anzahl der Stiitzpunkte n € N, aus den Integrations-
formeln nach Newton-Cotes herleiten.

1. Far n = 1 erhalten wir eine Quadraturformel, die auf zwei Funktionswerten beruht,
die sogenannte Trapezregel mit

L(f) = h(f(xo)Wo + f(xz1)W1) = h(f(a)Wo+ f(b)W1)
Hierbei ist h = b;—“ = b — a die Lange des Intervalls.

Berechnen wir die Gewichte Wy und W7 durch Integration so erhalten wir

Ly—1 1 1,1t 1 1
Wy = ——dt = 1—tdt = |[t—=t?] = —=+1 = =
0 0o 0—1 /0 [ 2 L 5t 2

Lt—0 1 1,]t 1
W, = ——dt = tdt = |=¢2] = =
! /0 1-0 /0 [2 ]0 2

und
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Somit erhalten wir insgesamt fiir die Trapezregel die Quadraturformel

L) = S+ 1e) = 25+ F0)).

77?7 visualisiert die Approximation des Integrals einer Funktion mit Hilfe der Tra-
pezregel, deren Namen sich an der Form der Fliche der Quadraturformel ablesen
lasst.

2. Fiir n = 2 erhalten wir eine relativ einfache Quadraturformel, die sich jedoch als
erstaunlich genau herausstellt. Wir erhalten die sogenannte Simpsonregel (auch
bekannt als Keplersche Fassregel durch

L(f) = h((f(zo)Wo + f(z1)W1 + f(22)W2)

— (f(a)Wo by (“2”) Wy + f(b)wg)

Hierbei ist die Schrittweite gegeben durch h = =% = bfT“.

n

Berechnen wir die Gewichte Wy, W1 und Wy durch Integration so erhalten wir

241 t-—2 2 t
Wy = S 1—4)(1—=)dt
0 0 0—1 0-2 A( J(1=3)
21, 3 1, 3 > 08 1
2 3 2
jé St =St dt {Gt ot +—40 . 3+ 3
2t—0 t—2 2 =2
W, = - Cqt = te—=dt
! A 1—-0 1-2 A 1
= /2t?+%dt— [1ﬁ+¢ﬂ2—— fia=t
o L3 o 3 3
und
240 t—1 2¢
Wo = -4t = — . (t—=1)dt
2 0 2-0 2—1 0 2 (t=1)
21 1 1,12 8 1
_ T2 _ 43 42 _ - _ _
S GRUET [Gt 41&]0 -1=3.

Somit erhalten wir insgesamt fiir die Simpsonregel die Quadraturformel

B = 3 (F@)+4f (50) +50) = 5 (f@+as (57) +10)).

77?7 visualisiert die Approximation des Integrals einer Funktion mit Hilfe der Simp-
sonregel.

BEMERKUNG 6.6 (Exaktheit interpolatorischer Quadraturen).

(i) Es ist in der Tat moglich noch genauere interpolatorische Quadraturen mit Hilfe der
Newton-Cotes Integrationsformeln herzuleiten. Tabelle 6.1 zeigt eine kompakte Darstel-
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Wy / Faktor Faktor Name

1 1 Trapez-Regel

1 4 1 Simpson-Regel
1 3 3 1 Newton %—Regel

7T 32 12 32 7
19 7 50 50 75 19
41 216 27 272 27 216 41

Milne-Regel
6-Punkt-Regel
Weddle-Regel

RS B SR R
ol e
»—-%%\moo\wh—-w\u

—
S
[S)

Tabelle 6.1: Kompakte Darstellung der ersten sechs interpolatorischen Quadraturen fiir die
numerische Integration.

lung der ersten sechs Quadraturen basierend auf den Gewichten Wj. Fiir n > 8 treten
jedoch negative Gewichte Wy, in der Quadraturformel auf (siehe [Quad]), was sie nume-
risch ungiinstig macht, da es ein hinreichendes Kriterium fiir die Stabilitiat aufhebt, wie
man in Theorem 6.4 sieht.

Typischerweise verwendet man fiir die Integration nur interpolatorische Quadraturen bis
n > 3, d.h. die Simpsonregel, da die erreichte Genauigkeit hidufig ausreichend ist fiir die
meisten Anwendungen, wie wir in den folgenden Abschnitten sehen werden.

(ii) Man sieht ein, dass interpolatorische Quadraturformeln mit Polynomen P € II,, alle Poly-
nome vom Grad kleiner gleich n exakt integriert, da diese offensichtlich exakt interpoliert
werden. Allgemein nennt man eine Quadraturformel vom Exaktheitsgrad r» € IN, wenn
alle Polynome vom Grad kleiner gleich r exakt integriert werden.

YA

Das folgende Beispiel vergleicht die Genauigkeit der numerischen Integration fiir verschiedene
Werte von n.

== BEISPIEL 6.7: Genauigkeit numerischer Integration.

In diesem Beispiel wollen wir die numerische Integration mit Hilfe der Mittelspunktregel
und den ersten interpolatorischen Quadraturen fiir die einfache Funktion f(z) := e* fiir
verschiedene Werte von n miteinander vergleichen. Zunéchst bestimmen wir analytisch
den Wert des bestimmten Integrals

1 1
/ f(z)dz = / e*dr = [e"]y = e—1 ~ 1.7183.
0 0

Wenden wir zunéchst die Mittelpunktsregel an, so erhalten wir

b
Iy = (b—a)f(a; ) = (1—0)'6% — 2 ~ 1.6487.
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Nun betrachten wir die interpolatorischen Quadraturen fir n = 1,2, 3:

b— 1 1

L= = L(fla)+ f(b) = 5@+e) = S(+e) ~ 1.8591,
b—a a+b 1 1

I = = (f(a)+4f< . >+f(b) = 6(1+462+e) ~ 1.7189,
b—a a+b 2(a+b

Bo= S (s ar (S50) e (B + o)

8 3 3
1 1 2
= §(1+363 +3e3 +e) ~ 1.7185.

6.1.2 Numerischer Integrationsfehler

Es ist klar, dass man bei der Annéherung des bestimmten Integrals durch eine Quadraturformel
einen Approximationsfehler macht. Dieser wird mafigeblich durch die Wahl der Stiitzstellen und
Gewichte der Quadraturformel in Definition 6.1 beeinflusst. Aus Sicht der Numerik ist es inter-
essant den Fehler dieser Approximation zu berechnen, d.h., | [ a{’ f(z)dx — I(f)| abzuschétzen.
Dartiberhinaus wollen wir die Entwicklung des Fehlers der interpolatorischen Quadraturfor-

meln
n

In(f) = hY_ flax) W,

k=0

flir n — oo untersuchen.
Aus den Fehlerabschéatzungen zur Polynominterpolation erhalten wir direkt eine Abschét-
zung fiir die Integrationsformeln nach Newton-Cotes Formel, wie das folgende Theorem zeigt.

s THEOREM 6.8: Fehlerabschitzung fiir die interpolatorische Quadratur.

Wir kénnen im Folgenden zwei unterschiedliche Fehlerabschiatzungen basierend auf der
Wahl von n € IN; formulieren. Entscheidend ist, dass man bei geradem n durch den
Ubergang zu n + 1 keine Potenz der Schrittweite h in der Fehlerabschitzung hinzuge-
winnt.

Sei im Allgemeinen I,,(f) eine Quadraturformel auf dem Intervall [a,b] C R fiir eine
integrierbare Funktion f: [a,b] — R und sei h := b*Ta die Schrittweite der dquidistanten
Diskretisierung des Intervalls.

(i) Sei f € C"([a,b]) fiir n € N, beliebig. Dann gilt:

< ¢, h"? max |f"+1(1‘)|
z€[a,b)

[ s@ - 5)

mit
1 /n -
Cp = ———— H|tfk‘|dt.
(n + 1)' 0 720
(ii) Sei f € C"*2([a,b]) fiir n € Ny gerade. Dann gilt:

< G ma (2], R ) = Ge

[ s@yar - 1)
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Bewezs.

(i)

Da es sich bei I,,(f) um eine interpolatorische Quadraturformel handelt gilt

[ s@ar-n0) = [ 1@ - Pew

fiir das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom P € II,,.
Nach Theorem 5.20 kénnen wir den Interpolationsfehler wie folgt angeben:

n

Fre), mit  wpi1(z) = [[ (2 — ),

k=0

wnJrl(x)
_P(g) = 1Y)
@)= Pla) = P
fiir ein £ € [a, b]. Somit erhalten wir fiir den Fehler der interpolatorischen Quadraturfor-
mel schon direkt die Abschétzung

1

b b
/a f(z)dz — In(f)‘ < m xlgﬁ?é] |f(n+1)(33)| : /a [wpp1 ()| da.

Wir kénnen nun die Substitution ¢(t) = t-h+a = x wieder auf das Integral f; |wp41(z)|dx
anwenden und erhalten

b p(n) m n N n 1
/ (i (2)| dz = / 1] lo—k| do = / [T Ih(t—k)|-hdt = h”+2/ I] It~ dt.
a ) k=0 Ry 0 x=o

e(0) =

Somit erhalten wir insgesamt

b
/ |wp1(z)]dz < ¢, k"2 max [ (2)).
a we[a,b]

Wir bemerken zunéchst, dass fiir ein gerades n € N4 das Polynom wy,4+1 € II,,41 eine

ungerade Funktion ist beziiglich des Mittelpunktes des Intervalls ¢ = GTH’ und somit gilt

b
/ wpt1(z)dr = 0.

Nach Theorem 5.20 kénnen wir den Interpolationsfehler wieder wie folgt angeben:

F)— Pla) = Mﬂ“*”(e),

fiir ein ¢ € [a,b]. Da wir die Funktion f € C"*2([a,b]) angenommen haben, kénnen wir
den Wert f"+1(¢) nochmal Taylorentwickeln in ¢ € [a,b] und erhalten somit fiir den
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Integrationsfehler

[0 P = s [ e ao

b
- <n+11>'/ Wit (@) [FHD () + () — ) 2 (n(x))] da
b
- (ni o £ () / Wnt1(z) dz
h—a—
b
i mil)'/ w1 (2) (E(z) — ) f"2(n(x)) da
1 b
= oy ), e @(E@) - O n(a) d.
Wegen ,
€ —c| < c—a = 5 = 5.h

kénnen wir mit dem Resultat aus (7) insgesamt abschétzen

< [ wa@ldr 2 n max 7742
——— | |wpyi(z)|dx - = - h- max x

~ (n+ 1)/ il 2 z€la,b]

_ hn+2 e g .h - max |fn+2($)’ — hn+3 . c; - max |fn+2(x)’
zelab] z€la,b]

/a " Fe) - Pa) da

d

Die Fehlerabschatzung in Theorem 6.8 ist eher von theoretischer Natur und selten von prak-
tischer Relevanz, da es in Anwendungsfillen in der Regel sehr schwierig ist das Maximum
hoher Ableitungen einer Funktion f konkret zu bestimmen. Dennoch liefert uns das Theorem
die Aussage, dass der Fehler hauptsichlich vom Maximum der (n + 1)-en Ableitung von f
abhédngt und mit welcher Potenz der Schrittweite h dieser Fehler gegen 0 geht.

BEMERKUNG 6.9 (Divergenz des numerischen Integrationsfehlers). Da wir im All-
gemeinen keine obere Schranke fiir hohe Ableitungen einer Funktion f € C*°([a, b]) haben, kann
es passieren, dass der Approximationsfehler durch die numerische Integration bei Verwendung
von interpolatorischen Quadraturformeln fiir n — oo divergiert. Insbesondere erhalten wir
nicht die gewiinschte Konvergenz des Fehlers gegen Null, d.h., es gilt im Allgemeinen:

b
/af(x)dxfn(f)‘ /— 0 fir n— oo.

A

Das folgende Beispiel berechnet allgemeine Fehlerabschétzungen fir die ersten beiden inter-
polatorischen Quadraturformeln.
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BEISPIEL 6.10: Fehlerabschatzungen fiir interpolatorische Quadraturen.

In diesem Beispiel untersuchen wir den allgemeinen Fehler der interpolatorischen Qua-
draturformeln aus Beispiel 6.5 fiir n =1 und n = 2.

(i) Fir n =1 betrachten wir die Trapezregel und es gilt die Identitét

1 1 1 1 10 1
/yt—oy-\t—lydt = / t-(1—t)de = / t—t?dx = [—tQ——tﬂ = .
0 0 0 2 3 0 6

Nehmen wir nun an, dass eine Funktion f € C?([a,b]) vorliegt, so kénnen wir das
Theorem 6.8 anwenden und erhalten die Fehlerabschétzung

(w)dfv—h(f)' < e b 'Jélﬁ’i]’ ()]

= -0y [l 0t~ 11t 1@l

(b—a)3 "
S e

(ii) Fiir n = 2 berachten wir die Simpsonregel und es gilt die Identitét

2
/|t—0\-]t—1\-]t—2]dt—/ (1—1)-(2—1) dt+/ (t—1)-(2—t)dt
0
= / t3—3t2+2tdt+/ —t3 +3t2 — 2t dt
0 1

= [1t4 t3+t2]1+[ 1t4+t3 tzr
4 0 4 1
_ ! 1+14(—4+8 4)+1 1+1 = 1
4 4 2

Da n = 2 gerade ist nehmen wir eine Funktion f € C%([a,b]) an und wenden
Theorem 6.8 an um die folgende Fehlerabschétzung zu erhalten

/abf(l’)dx—fz(f)‘ < h°-cy - max |9 ()]

z€a,b]
b—a 2
. ( 2 ) '6/0 [t = 0] - [t = 1] - [t = 2/ dt - [| P (2) |
b—a)’
= OO )

BEMERKUNG 6.11 (Peanosche Fehlerdarstellung). Die in Theorem 6.8 gegebene Feh-
lerabschétzung ist nur eine obere Schranke. In der Tat ist es mittels der Peanoschen Fehlerdar-
stellung [FHO7, Kapitel 3.2] moglich den numerischen Integrationsfehler exakter zu berechnen.
Die zugehorige Theorie liegt jedoch auflerhalb des Umfangs dieser Vorlesung. A
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6.1.3 Stiickweise interpolatorische Quadratur

Wie wir in Runges Gegenbeispiel in Beispiel 5.23 gesehen haben geht der Interpolationsfeh-
ler ||f — Py||loo fiir ein Interpolationspolynom P, € II, fir n — oo im Allgemeinen nicht
gegen Null, wenn man das Intervall mit dquidistanten Stiitzstellen diskretisiert, was an der
Unbeschriinktheit des Terms ||f"*!(x)||o liegt. Dementsprechend kénnen wir nicht erwarten,
dass die interpolatorischen Quadraturen eine immer bessere Integral-Approximation fiir immer
grofler werdende n € IN liefern.

Im Falle der numerischen Interpolation haben wir in Abschnitt 5.5 die Idee der Interpo-
lation mit Splines von niedrigem Grad n € IN eingefithrt und deren Vorteile diskutiert. Als
interpolierende Funktion fiir die Integrationsformeln nach Newton-Cotes kénnen wir neben
reguldren Polynomen natiirlich auch hier stiickweise zusammengesetzte Polynome verwenden.

Wir verwenden in diesem Abschnitt wieder eine Diskretisierung des Intervalls [a,b] C R mit
fester Schrittweite h = bfT“ und n+1 dquidistanten Stiitzstellen zo, ..., x, € |a,b] wie in (6.70).
Anstatt die interpolatorischen Quadraturformeln aus dem letzten Abschnitt fiir das gesamte
Intervall [a, b] anzuwenden, beschranken wir uns im Folgenden auf eine Reihe geeigneter Teilin-
tervalle von [a, b] und summieren schliefllich die Teilapproximationen fiir eine Anndherung des
bestimmten Integrals [ ;’ f(z)dx. Der Vorteil dieses Vorgehens ist es, dass wir den Maximal-
wert der hochsten auftretenden Ableitung beschranken konnen und somit Fehlerabschatzungen
abhéngig von der Schrittweite h der Diskretisierung erhalten.

Im Fall eines linearen Polynoms, d.h fiir n = 1, wenden wir also die interpolatorische Quadra-
turformel I; (was der Trapezregel entspricht) fiir jedes Teilintervall [x;, z;11],4 = 0,...,n — 1
an. Dementsprechend definieren wir die Annédherungswerte der numerischen Integration mittels
Trapezregel auf den n Teilintervallen von [a, b] wie folgt:

h

If(h) = §(f(l“i)+f($z’+1)) ~ /;M f(z)dex, 1=0,...,n—1.

Wir erhalten somit fiir das gesamte Intervall [a, b] durch Summation iiber die n Teilintervalle
die sogenannte zusammengesetzte Trapezregel oder Trapezsumme als

M|
w\:

n—1
T(h) = Z

=0 i=0

n—1
Fl@) + (i) = ;L(f(a)Jr?Zf(fm)Jrf(b))- (6.73)
i=1

Man beachte, dass es sich hierbei in der Tat um einen Spline vom Grad 1 geméf Definition 5.24
handelt.

Dieses Prinzip kénnen wir auch auf andere Quadraturformeln anwenden, indem wir diese
einfach auf geeignete Teilintervallen anwenden. So kénnen wir zum Beispiel fiir gerades n €
IN,n > 4 auf jedes Teilintervall [z2;, 2i12] C [a,b],i =0,...,5 — 1 die Simpsonregel mit Hilfe
eines quadratischen Polynoms anwenden. In diesem Fall definieren wir die Anndherungswerte
der numerischen Integration auf den & Teilintervallen von [a, b] wie folgt:

T2i+2

h
g(f(ﬂﬁzz') +4f(x2i41) + f(z2i42)) = /x | f(z)da, i=0,...,

Ii(h) = -~ 1.

n
2
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Wir erhalten somit fiir das gesamte Intervall [a, b] durch Summation iiber die § Teilintervalle
die sogenannte zusammengesetzte Simpsonregel als

nq 2
SH) = ST = 3 5 (F(en) + A7 (wier) + oaisa)
=0 =0
L 11 29
=3 (f(a) +4 ) f(r2it1) +2 ) f(z2i42) + f(b)) :
=0 1=0

Mit Hilfe der Fehlerabschéitzungen fiir die Trapez- und die Simpsonregel in Beispiel 6.10
konnen wir den Fehler fiir die stiickweisen interpolatorischen Quadraturen mit linearen und
quadratischen Polynomen angeben.

—— KOROLLAR 6.12: Fehler fiir stiickweise interpolatorische Quadratur. ===

Sei f: [a,b] — R eine integrierbare, hinreichend glatte Funktion und sei h = b_T“ eine

feste Schrittweite fiir eine Diskretisierung des Intervalls [a,b] C R in n € IN; gleich
grofle Teilintervalle. Dann kénnen wir den Fehler fiir die stiickweise interpolatorischen
Quadraturen mit linearen und quadratischen Polynomen nach oben wie folgt abschétzen.

(i) Fiir f € C*([a,b]) gilt fiir die zusammengesetzte Trapezregel die Fehlerab-

schéitzung:
b b n—1
/ﬂmwﬂﬁ=:/ﬂwmzhw'
a a i=0
n—1 Tit1
= x)dx — I (h
> [ aﬂ

Wir kénnen nun die Fehlerabschitzung fir die Trapezregel aus Beispiel 6.10 ein-
setzen und erhalten somit

b = b—a B b—a
o < e _ . S e _ 2 £/ )
/af(x)dw T(h)‘ <D e =n LA 13 Wl oo

(i) Fiir f € C*([a,b]) und eine gerade Anzahl n € IN; von Teilintervallen gilt fiir die
zusammengesetzte Simpsonregel die Fehlerabschitzung:

’ b i ‘ 271 T2i42 .
/ f(x)dw—S(h)' = / f(z)dz — Zlé(h) = Z/ F(2)de — Ii(h)
¢ @ i=0 i—0 Y T2i
%71 T2i+2 h
<> /{z - f@)dz - 3 (f(w2;) + 4f(x2541) + f(l‘zwz))‘

=0
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Wir kénnen wiederum die Fehlerabschétzung fiir die Simpsonregel aus Beispiel 6.10
einsetzen und erhalten somit

o

b h® n b—a ht
_ < 2@ = _. RRANIICY
| @ de sm‘ < ¥ 35 1 = 3 1Ol
_b—ay (4)

BEMERKUNG 6.13 (Konvergenz des numerischen Integrationsfehlers). Durch die
Fehlerabschéatzungen in Korollar 6.12 sehen wir, dass der Approximationsfehler der numeri-
schen Integration fiir die oben hergeleiteten stiickweise interpolatorischen Quadraturformeln
im Gegensatz zu den einfachen interpolatorischen Quadraturformeln (wie in Bemerkung 6.9
diskutiert) gegen Null konvergiert, da in diesem Fall die Maximumsnorm der Ableitung der
Funktion f unabhingig von n € IN ist und somit beschriankt ist. Das heifit es gilt:

/bf(x)d:c—S(h)’ — 0 fir h— 0.

/bf(x)dx—T(h)’ — 0 und

6.2 Numerische Integration mit unterschiedlichen
Schrittweiten

Bisher haben wir interpolatorische Quadraturformeln fiir die numerische Integration hergelei-
tet, die auf einer festen Schrittweite A > 0 und n € IN, Stiitzpunkten basierten. Wir haben
bereits im letzten Abschnitt festgestellt, dass dies fiir n > 8 zu Instabilitédten fithrt. Der Grund
hierfiir ist, dass das Interpolationspolynom durch die Wahl von dquidistanten Stiitzstellen eine
beliebig grofle Abweichung von der zu Grunde liegenden Funktion haben kann im Sinne der
Maximumsnorm (vergleiche Beispiel 5.23).

Aus diesem Grund wollen wir in diesem Abschnitt Ingegrationsformeln mit unterschiedli-
chen Schrittweiten h > 0 konstruieren, deren Approximationsfehler mit einer hohen Potenz
von h abfallen. Im Speziellen widmen wir uns dem Romberg- Verfahren, das im Wesentlich auf
der Trapezregel basiert.

6.2.1 Euler-Maclaurinsche Summenformel

Wir beginnen zunichst mit einer zentralen Idee, die wir als Grundlage fiir die numerische
Integration mit verschiedenen Schrittweiten nutzen wollen, der Fuler-Maclaurinschen Sum-
menformel. Urspriinglich leitete Euler sich diese Formel her zur Berechnung einer Summe von
Funktionswerten durch die Werte der Ableitungen dieser Funktion an den Summationsgrenzen.
Maclaurin wandelte sie dann spéter ab fir die numerische Approximation eines bestimmten
Integrals iiber einzelne Werte des Integranden und seiner Ableitungen.

Zur Formulierung der Euler-Maclaurinschen Summenformel benétigen wir zunéchst die De-
finition sogenannter Bernoulli-Polynome und Bernoulli-Zahlen. Diese tauchen in unterschiedli-
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chen Gebieten der Mathematik auf und spielen beispielsweise bei der Riemannschen Zetafunk-

tion ebenfalls eine wichtige Rolle.

Wir wollen zunéchst die grundlegenden Bernoulli-Polynome und die damit eng verkniipften

Bernoulli-Zahlen einfiihren.

s DEFINITION 6.14: Bernoulli-Polynome und Bernoulli-Zahlen.

Sei n € N, dann ist das Bernoulli-Polynom B, € II,, mit B,: [0,1] — R durch
folgende Rekursionsgleichungen

B =1
Bol@) (6.74)
nt1(2) = (n+1) - Ba(2),
und die zusétzliche Integralbedingung
1
/ Bu(z)dx = 0, n>1 (6.75)
0

vollstédndig charakterisiert.
Wir definieren die Bernoulli-Zahlen (erster Art) B, € R als konstante Terme der
Bernoulli-Polynome By, (z) € II,,, d.h. wir setzen

B, = By(0).

Das folgende Beispiel gibt die ersten Bernoulli-Polynome explizit an und zeigt, dass die

Bedingungen in Definition 6.14 diese schon eindeutig festlegen.

sm—_ BEISPIEL 6.15: Erste Bernoulli-Polynome.

(@)

Wir wollen im Folgenden die ersten Bernoulli-Polynome By (z) € II, fir n = 0,...,
aus den Rekursionsgleichungen (6.74) und der Integralbedingung (6.75) berechnen.
Das erste Bernoulli-Polynom By fiir n = 0 ist per Definition gegeben und es gilt Bo(z) =
1 fiir z € [0, 1].

Fiir n = 1 miissen wir nun die folgende Rekursionsbedingung erfiillen

Bi(z) = 1-Bp(z) = 1.

Daraus folgt, dass das Bernoulli-Polynom Bj(z) die Form Bi(z) = x + ¢ mit einer
unbestimmten Integrationskonstante ¢ € R haben muss. Zur Bestimmung von ¢ wenden
wir nun die zusétzliche Bedingung (6.75) an, die besagt, dass fiir Bernoulli-Polynome
gelten muss:

1

L 1 1 1
0 = / Bi(z)dr = / r+cdr = {—xQ-l-c:c] = —+ec
0 0 2 0 2

Daraus folgt direkt, dass ¢ = —% sein muss und somit hat das Bernoulli-Polynom B; die

Form
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Abbildung 6.2: Visualisierung der Bernoulli-Polynome B,, vom Grad 1 bis 6 auf dem Intervall

[0,1] [Poly]

Dieses Vorgehen kann man nun sukzessive weiter anwenden und erhélt so die ersten

Bernoulli-Polynome fiir n = 0,...,6 durch:
BO(x) 17
Bie) = o3
1T z 27
Ba(z) 2 — x4 1
3 1
Bs(z) L 51'2 + 5%
1
B 4_ 9,3 2 L
4('1") € "+ x 307
5 1
Bs(z) x5 — §x4 + §x3 — 5%
5 1 1
B 6 5 Y4 02 -
6() x° —3x +2:L‘ 5% —1—42
Abb. 6.2 visualisiert die Bernoulli-Polynome B,, fiir n = 1,...,6 auf dem Intervall [0, 1].

BEMERKUNG 6.16 (Alternative Definition von Bernoulli-Polynomen). In der Li-
teratur werden Bernoulli-Polynome anstatt durch die Integralbedingung (6.75) manchmal auch
durch eine alternative Randbedingung beschrieben. Hierbei fordert man, dass die konstanten
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Terme der Bernoulli-Polynome ungeraden Grades verschwinden, d.h. es soll gelten
Bont1(0) = Bonti1(1) = 0, n € IN;. (6.76)

Diese Bedingung lasst sich als Eigenschaft ebenfalls aus der Integralbedingung (6.75) folgern
(sieche Lemma 6.19).

Fiir ein gegebenes Polynom Bg,_1 ist Bey durch die Rekursionsbedingung (6.74) bis auf eine
additive Integrationskonstante eindeutig bestimmt. Diese lasst sich durch die zusétzliche Rand-
bedingung (6.76)ftir Bernoulli-Polynome Bg),, 11 von ungeradem Grad eindeutig bestimmen. Um
dies zu verstehen betrachten wir zunéchst fir n € IN; das allgemeine Bernoulli-Polynom

2n—2 +

Bon—1(z) = 22" 4 eopnon ...zt

mit bekannten Koeflizienten cy,...,con—2 € R. Durch Integration und unter Einhaltung der
Bedingung (6.74) folgt dann, dass

2n _ 2n
n Comar? N+ 2 4 2negr + ¢

Boy(2) =
(@) = 27+ 5 2

mit einer noch unbestimmten Integrationskonstante ¢ € R gilt. Unter Verwendung des gleichen

Arguments erhalten wir durch nochmalige Integration

g1, (2n+1)2n
2n(2n — 1)

2 1)2 2 1)2
ch_2m2"+...+( n3—|— 2) nclx3+( n—; ) ncoa:2+(2n+1)cm+d

Bopti(z) = x

mit unbestimmten Integrationskonstanten c,d € R. Wendet man nun die zusatzliche Randbe-
dingungen (6.79) an, so erhélt man zunéchst, dass wegen Ban+1(0) = 0 schon d = 0 gelten
muss. Die Integrationskonstante ¢ ist ebenfalls eindeutig bestimmt, denn wir kénnen aus der
Bedingung Boy11(1) = 0 und d = 0 einfach berechnen:

! (2n+1)2n (2n+1)2n (2n+1)2n

0 =14+ -——"—con— 2 1
+2n(2n—1)62n2+ ++ 3.3 a1+ 5 co+(2n+1)c
L+ o2y, g 4.+ Bine, o Grtling
= = —

2n+1

Aus diesem Grund sind Bernoulli-Polynome durch die Bedingungen in (6.76) ebenfalls voll-
standig charakterisiert. A

Die folgende Bemerkung nennt weitere Darstellungsformen der Bernoulli-Polynome aus ver-
schiedenen mathematischen Gebieten.

BEMERKUNG 6.17 (Darstellung von Bernoulli-Polynomen und -
zahlen). Bernoulli-Polynome tauchen in sehr unterschiedlichen mathematischen Teilgebieten
auf, z.B. in der algebraischen Zahlentheorie, in der Kombinatorik oder der algebraischen
Topologie. Daher gibt es auch alternative Darstellungsformen als die in Definition 6.14
gegebene, wie wir im Folgenden festhalten wollen.
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(i) Man kann zeigen, dass sich das n-te Bernoulli-Polynom B, € II,, durch folgenden ge-
schlossenen Ausduck rekursiv berechnen lasst:

n

n _

By(z) = ) <k> By,
k=0

wobei By € R hier die Bernoulli-Zahlen (erster Art) aus Definition 6.14 bezeichnen.

Auf Grund der Rekursionsbeziehung (6.74) lassen sich die Bernoulli-Zahlen B,, € R fiir
den Startwert By := 1 ebenfalls rekursiv wie folgt berechnen:

Ry |
B, = — By.. .
() 677

(ii) Die Bernoulli-Zahlen B, € R lassen sich mit Hilfe einer generierenden Funktion
implizit definieren als Koeffizienten der folgenden Reihendarstellung

x o gk
v —1 ];)Bkﬁ'

Daraus lédsst sich ein dhnlicher Zusammenhang fiir die Bernoulli-Polynome B, € II,
ableiten, denn es gilt fiir z,t € R:

et:l? 00 tk
L= 2By
k=0

JAN

Wir wollen im Folgenden die ersten drei Bernoulli-Zahlen mit Hilfe der Rekursionformel in
(6.77) explizit berechnen.

smmmm BEISPIEL 6.18: Bernoulli-Zahlen.

Wir wollen in diesem Beispiel die ersten drei Bernoulli-Zahlen By, Bo, By € R explizit
mittels Rekursion berechnen. Fiir n = 1 berechnen wir die einzige Bernoulli-Zahl mit
ungeradem Index Bj # 0 als:

1 (2 12 1
By = —=. By = ——. 1 = =
! 2 (0) 0 2 002! 2

Fir n = 2 berechnen wir mit Hilfe der vorigen Bernoulli-Zahlen By, B; die Bernoulli-

Zahl Bs € R als:
1 [ 3 311
B - . 1 - it
K) °+<> ] 3 {0!-3! -2 2
1
6

—5o[1-3) =

By = —

oo\t—l w\>—~
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Fiir n = 3 berechnen wir mit Hilfe der vorigen Bernoulli-Zahlen By, By, By die Bernoulli-

Zahl Bs € R als:
1 4 4 4

_1[4! a1 4l 1]

11— o
ol 4l 3 2799 6
1-241 = 0.

4
1
4

Das folgende Hilfslemma formuliert wichtige Eigenschaften der Bernoulli-Polynome, die fiir
den Beweis von Theorem 6.20 entscheidend sein werden.

sm—— LEMMA 6.19: Eigenschaften der Bernoulli-Polynome.

Wir kénnen die folgenden Eigenschaften fiir die Bernoulli-Polynome B,, € II,, festhalten.

(i) Fir n € IN,n > 2 gelten fiir das Bernoulli-Polynom B,, die Randbedingungen
Bu(1l) = Bu(0) = B,, (6.78)
wobei B,, die n-te Bernoulli-Zahl bezeichnet.
(ii) Fir n € IN; gilt das folgende Umbral-Kalkil fir das Bernoulli-Polynom By:

Fo(z) := Bp(z+1) —Bu(z) = n-2" L.

(iii) Falls P € II,, fiir n € IN ein Polynom mit der Eigenschaft aus (ii) ist, d.h. es gilt
Pz +1)—P(z) = n-a"
so ist P schon von der Form P(z) = By(z) + ¢ mit einer Konstanten ¢ € R.
(iv) Fir n € N gilt die folgende Symmetriebeziehung fiir ein Bernoulli-Polynom B,:

(=1)"Bn(1 —z) = By(z), Vo e [0,1].

(v) Fir n € IN; gelten fiir alle Bernoulli-Polynome von ungeradem Grad Bo,11 die
Randbedingungen

Bony1(0) = Bany1(1) = 0. (6.79)

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen. O

Mit den obigen Voriiberlegungen zu Bernoulli-Polnomen und -zahlen sind wir nun in der
Lage die zentrale Aussage dieses Abschnitts zu formulieren und beweisen.

133



Kapitel 6 Numerische Integration

mmmm THEOREM 6.20: Euler-Maclaurinsche Summenformel.

Sei f € C?™*2([0,1]) eine auf dem Intervall [0, 1] mindestens (2m + 2)-mal stetig diffe-
renzierbare Funktion fiir ein beliebiges m € IN. Dann existiert ein £ € (0,1), so dass die
sogenannte Euler-Maclaurinsche Summenformel gilt:

Hierbei stellen die Koeffizienten By, € R,k = 1,...,m + 1 die Bernoulli-Zahlen aus
Definition 6.14 dar.

Beweis. Zunichst formen wir das bestimmte Integral fol f(t)dt mit Hilfe der partiellen Inte-
gration fiir das Bernoulli-Polynom B; € II; mit By(x) =z — % um zu:

/Olf(t)dt - /Olw-f(t)dt = [Bi1)- /B1
=1

Den ersten Term berechnen wir explizit als

Buo)- 1], = (1-3) 70 (0-3) £O) = 0O +fA).  (©60)

0

Wir kénnen das auftretende bestimmte Integral fol B1(t)f'(t) dt nun sukzessive weiter durch
partielle Integration umformen, indem wir die Rekursioneigenschaft der Bernoulli-Polynome
B, in (6.74) ausnutzen. Dadurch erhalten wir die folgenden Identitéten:

1 1 1
/0 Bi(t)- f'(0)dt = | SBY(1)- (1) dt
- %[th)-f'(t)};—% [ Ba0) )t

(6.81)

[ s rSmar = [ s D
0 0 k

= 1B 15 00) - 1 [ Bt P

Nun kénnen wegen der Randbedingungen (6.78) der Bernoulli-Polynome By mit & > 1 fiir
die Auswertungen der partiellen Integrationen in (6.81) folgern, dass gilt

B D@] = LBt — 2B 0) = <2 (5 (0) - D)

Wegen der Randbedingung (6.79) wissen wir auflerdem, dass fiir die Bernoulli-Polynome By
von ungeradem Grad k € N gilt:

B(0) = By(1) = 0.
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1
Dadurch fallen in (6.81) also alle Terme der Form %[Bk(t) : f(k_l)(t)}o fiir ungerades k € N

weg und somit lasst sich mit (6.80) die Euler-Maclaurinsche Summenformel nun schreiben als

1 1 B
| rwar = S0+ Z 2

wobei fiir das Restglied 7,41 gilt:

( 2k—1)(0) - f(2k—1)(1)> + Pt

Tm+1 = —

1
Gy ) B 07 at

Integrieren wir das Integral des Restglieds 7,41 nochmals partiell erhalten wir

/1Bzm+1(t)f(2m+1)(t) dt =
0

1 1 1
_ (2m+2) _ _ (2m+2)
[Zm—i— 5 (Bom+1(t) — Bam+2) f (t)}o DY 2/0 (Bomy2(t) — Bamy2) f (t)dt.

Der erste Term verschwindet wegen (6.78), so dass fiir das Restglied insgesamt gilt:

: ) /1(B2m+2() Bomy2) fEm2)(t) dt

"mH = om 1 2) o

Wir kénnen das Restglied 7,,,+1 weiter vereinfachen, wenn wir annehmen, dass die Hilfsfunk-

tion
9(t) == Bomia(t) — Bam+2

auf dem Intervall [0,1] nicht das Vorzeichen wechselt, d.h., es gilt entweder die Bedingung
g(t) > 0 oder die Bedingung ¢(t) < 0 fiir alle ¢ € [0, 1]. Das dem wirklich so ist, werden wir im
Anschluss in Lemma 6.21 beweisen.

Nun koénnen wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden und damit das
Restglied wie folgt fiir ein £ € [0, 1] vereinfachen:

1 1 1 1
= — — (2m+2) - s (2m+2)
Pt @mwﬂﬁme@ Ba2) ) (1) dt @m+w49@f (t)dt
- %) = B mia(t) = Bo
G2 Jy YD = 2m+2 2mt2(t) = Bama dt,

fir ein & € [0,1]. Wegen der Integratlonselgenschaft der Bernoulli-Polynome in Lemma 6.19
verschwindet das Integral und somit gilt fiir das Restglied insgesamt

B Bom+2  .om+2)
Tmtl = o JEmTR (), §€0,1].

Damit haben wir die Euler-Maclaurinsche Summenformel schliefilich bewiesen und es gilt
insgesamt fiir ein ¢ € [0, 1]:

1 1 " Bok B B Bom .
/O f(t)ydt = 2(f(0)+f(1))+k§:1(2z)! (f(2k D(0) — f* 1)(1)) _ﬁf@ +2)(¢).

O]

Zur Vervollstdndigung des Beweises der Euler-Maclaurinschen Summenformel miissen wir
noch folgendes Lemma iiber das Vorzeichen von Bernoulli-Polynome und Bernoulli-Zahlen
formulieren.
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LEMMA 6.21: Vorzeichen von Bernoulli-Polynomen und -zahlen. .

Sei n € Ny und B, € II,, und B,, € R seien das entsprechende Bernoulli-Polynom bzw.
die entsprechende Bernoulli-Zahl. Dann gelten die folgenden Vorzeicheneigenschaften:

(i) (=1)"Ban-1(x) >0 fir  0<az<$,
(ii) (=1)"(Ban(z) — Bap) >0 fir 0<z<1,

(iii) (=1)"*'1By, > 0.

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen.

Aus der Euler-Maclaurinschen Summenformel in Theorem 6.20 lassen sich direkt Verfahren
zur numerischen Approximation des bestimmten Integrals einer Funktion f ableiten, wie das

folgende Korollar zeigt.

mm—— KOROLLAR 6.22: Einfache Interpolationsformel mit Ableitungen.

Fiir m = 1 erhalten wir fiir eine Funktion f € C!([a,b]) folgende Approximation des
bestimmten Integrals auf dem Intervall [0,1] C R:

1 1 B
| fwat = 500+ 1)+ 300 - £
1 1
= SU0) + F(1) + 15 (7(0) — /(1)
Sei [a,b] C R nun ein beliebiges Intervall. Wir fithren nun eine Variablentransformation
mit einer Funktion ¢: [0,1] — [a,b] und ¢(t) := t - h + a durch, wobei h := b — a die
Breite des Intervalls [a,b] C R bezeichnet. Dann gilt

0(0)=0-h+a=a, o(1)=1-h+a=10b ¢ (t) =h.

(6.82)

Basierend der Approximationsregel (6.82) konnen wir mittels Integration durch Substi-
tution herleiten, dass fiir eine beliebige Funktion f € C*([a,b]) gilt

/abf(l’)dx = /(p()l)f(ac)da: = /Olf(t.h+a).¢/(t) dt

©(0 ‘;71-’
= b (G7ta) + 10) + 5500 ') - £(8)
2
= M@ o)+ (@) - o) = M),

2 12
Man beachte, dass der zusétzliche Faktor h als innere Ableitung von f/(th+a) auftaucht.
Mit Hilfe der Peanoschen Fehlerdarstellung in [FHO7, Kapitel 3.2] ldsst sich zeigen, dass

fiir den numerischen Approximationsfehler der Integrationsregel M (h) fiir eine Funktion
C*(la, b)) gilt:
b ho
| r@de—nn) = 25196, el
Somit liegt die Fehlerordnung der numerischen Integrationsformel M (h) in der Gro-
Benordnung der Simpsonregel, obwohl nur Funktionsauswertungen und Ableitungen am
Rand des Intervalls [a, b] C R verwendet werden.
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6.2.2 Romberg-Verfahren

Wir wollen zunéchst das bestimmte Integral einer Funktion f € C?™*2([0,n]) auf einem Inter-
vall [0,n] C R fiir n € Ny mit Hilfe der Euler-Maclaurinschen Summenformel approximieren.
Dieses zerlegen wir in n Teilintervalle der Lange 1 und definieren eine passende Folge von
Transformationen ¢;: [0,1] — [i,i+ 1], =0,...,n— 1 durch ¢;(t) =i+t = x betrachten, fiir
die gilt:

0i(0) = i, @i(1) = i+1, ¢it)=1, i=0,...,n—1

Nun kénnen wir das urspriingliche bestimmte Integral umschreiben zu:

/Onf(x)dm = 7§

i=0 7%

i+1

n—1 .1 .
ft)dt = ;)/O fli+¢)de.

Nun ldsst sich fiir jeden Summanden die Euler-Maclaurinschen Summenformel in Theorem 6.20
anwenden, so dass wir insgesamt erhalten

/Onf(:v)dx = g/olf(i+t)dt =

n—1 . . m
; (fg) + f('L;- D, kZ::l (123/?;! <f(2k—1)(¢) e 1)) _ (2an7i+;)!f(2m+2)(i +£¢)>

Wir erkennen, dass sich die Terme in der Differenz durch die Summation praktischerweise weg-
heben, bis auf die beiden Randterme. Die &; € [0,1] hidngen vom i-ten Teilintervall ab und da
f2m+2 nach Voraussetzung eine stetige Funktion ist lisst sich auf Grund des Zwischenwert-
satzes ein ¢ € [0, n] finden, so dass fir den Mittelwert der Funktionswerte gilt:

n—1 n—1
LY semNE) = fEG = 3 fEmg) = nperid(e)
=0 i=0
Damit erhalten wir insgesamt fiir ein £ € [0, n| die folgende Darstellung der Euler-Maclaurinschen
Summenformel:
n 0
/ f(z)dz = f(2)—|—f(1)—|—f(2)—|—...+f(n—l)+f(2m
0
Ly B (FED(0) - 7D (n)) — - Bomts p(ams) g
= (2k)! (2m + 2)!

Fiir ein beliebiges Intervall [a,b] C R mit dquidistanten Stiitzpunkten z; = a + ih,i =
0,...,n mit Schrittweite h = b_T“ und einer Funktion f € C?™*2[a, b]) erhalten wir nun durch
Variablentransformation mit ¢: [0,n] — [a,b] und ¢(z) = th + a die Darstellung

=T1(h)
b b
/ flx)de = h- (f(2a) +f(a+h)+f(a+2h)+...+f(a+(n—l)h)—l-f(2))
- By, - - Bam+2
1,2k (2k=1) (o) — FCk=1)(p)) _ p2m+2 . b— q) Fm+2) gy
G (/&) - sV ) oy a0 )
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Hierbei bezeichnet T (h) := T'(h) die zusammengesetzte Trapezregel aus Abschnitt 6.1.3
mit
h n—1
TW):=2<ﬂ®+2§:ﬂm%+ﬂ®>-
i=1

Stellen wir diese Darstellung des Integrals nach 7' (h) um, so erhalten wir

Ti(h) = / ' f(z)dz + i coh® + comya(b — a) fETD (E)p2mH2, (6.83)
@ k=1

wobei die Konstanten ¢, € R definiert sind als ¢y, = gi’)“! (f(zk_l)(b) - f(%_l)(a)) fir k =
1,....,m+ 1

Folgendes Korollar bemerkt eine spezielle Eigenschaft der Trapezsumme fiir periodische
Funktionen.

s KOROLLAR 6.23: Trapezsumme fiir periodische Funktionen.

Sei f € C*"*2(R) eine 2nm-periodische Funktion, d.h., es gilt f@¥)(a) = ¥ (a + 27)
fir k=0,...,m.

Dann ist die Trapezsumme 7'(h) fiir eine feste Schrittweite h = %” und einen Startpunkt
a € R eine numerische Approximation des bestimmten Integrals von f von Ordnung
O(h?m+2) d.h.

T(h) = / T (@) do + ORI,

Es lasst sich sogar zeigen, dass fiir jede Funktion f € C*°(R) gilt:

h—0
— 0,

a+2m
| f@ae =T

schneller als jede Potenz von h. Wir erkennen also, dass sich periodische, glatte Funktionen au-
Berordentlich gut mit der zusammengesetzten Trapezregel integrieren lassen. Diese vereinfacht
sich durch die Periodizitdt in diesem Fall zu:

n—1 n—1
T(h) = h- f(za)Jer(aJrih)JrW = hY_ fla+ih).
i=1 —— =0
= f(a)

Bisher haben wir eine Diskretisierung des Intervalls [a,b] C R mit fester Schrittweite h > 0
und n € IN; Stiitzpunkten betrachtet, fiir die gilt
b—a

h = , T; = a-+1h, 1=0,...,n.
n

In diesem Abschnitt wollen wir Verfahren fiir die numerische Integration herleiten, die unter-
schiedliche Folgen von Schrittweiten hy > ho > ... > hj > 0 kombinieren, um somit eine hohe
Approximationsgenauigkeit zu erhalten.

Wir bezeichnen im Folgenden das bestimmte Integral der Funktion f € C?™2([a,b]) mit

I = /abf(x) dz.
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Sei die Schrittweite h := b — a zunéchst als die Breite des Intervalls gewéhlt. Dann gilt mit
der Darstellung der Trapezsumme aus (6.83), dass gilt:

Ti(h) = I+ c1h®+ coh® 4 ...+ ch®™ + O(h*"F2).

Identitéten dieser Form nennt man auch eine Entwicklung von 77 nach den Potenzen von h.

Wenn wir nun die Anzahl der Teilintervalle verdoppeln, das heifit anstatt n € IN; verwenden
wir 2n € IN; viele Teilintervalle fiir die Diskretisierung von [a,b] C R, so erhalten wir fiir die
Trapezsumme die Entwicklung

h h 2 h 4 h 2m
T (= I = - . = am+2
1<2> —I—C1<2> +62(2> + +Cm(2> + O(h )
= T4 127202 + 270 4+ e 27 TmRPM 4 O(RPm),
Die Idee des sogenannten Romberg-Verfahrens ist es nun, durch eine geschickte Linearkom-
bination von T1(h) und T1(%) den ersten Term c;h? verschwinden zu lassen und somit ein
Verfahren der Ordnung O(h*) zu erhalten. Hierzu bestrachtet man nun die folgende Differenz:

h
2.7y <2> CT(h) = (22— 1) 4+ ea(27% — Dbt 4t e (2272m — D2 4 O(R2)

Dies kénnen wir wiederum nach dem bestimmten Integral I umstellen und erhalten so

1 h 2721 2272m 1
1 = 2T (=) —Ti(h) —co——h*— .. — e ———
71 1(2) 1) = ey T
Wir erhalten also durch Linearkombination zweier zusammengesetzter Trapezregeln mit un-
terschiedlicher Schrittweite ein Verfahren héherer Ordnung, ndmlich

L(h) =55 1_ 1 [22 T (Z) - Tl(h)} :

Durch sukzessives Anwenden dieser Idee lassen sich Formeln fiir die numerische Integration
von noch héherer Ordnung herleiten. Sie hierzu im Allgemeinen Ty (h) eine Formel der Ordnung
O(h?*). Dann betrachten wir

Tu(h) = T+ ch® + ¢ A2 4 4 ¢ h®™ + O(RP ),

h2m + O(h2m+2) )

Tk <Z> — I+2—2k‘Ckh2k_’_."+2—2m‘th2m_|_0(h2m+2).

Durch passende Linearkombination erhalten wir wiederum

22k.7, (’;) CTh(R) = (22— 1) T4 (22— 1) cpat B2 (22572 1) B2 O(R2H),

Mit

Tt (h) = 2%1_ 1 {2% - Ty, (Z) - Tk(h)}

erhalten wir also eine numerische Approximation des bestimmten Integrals durch
I = Tpi1(h) + O+,

Die rekursive Abhéngigkeit dieser Formeln lassen sich sehr {ibersichtlich in einem sogenann-
ten Romberg-Schema darstellen wie in Tabelle 6.2 illustriert wird.

Im folgenden Beispiel wenden wir das Romberg-Verfahren zur numerischen Approximation
eines bestimmten Integrals an und vergleichen die Genauigkeit der Integrationsformeln T (h)
fiir unterschiedliche k& € IN.
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o[>
=

T3(h)
pN
Ty (L) - Tuh)

L v | v | v
I v | v

ool
e

PN
=

Tabelle 6.2: Illustration der rekursiven Abhéngigkeit von numerischen Integrationsverfahren
basierend auf der Trapezsumme mit unterschiedlichen Genauigkeiten in einem
Romberg-Schema.

sm—_ BEISPIEL 6.24: Romberg-Integrationsverfahren.

Es sei f(z) := ¢” und wir wollen das bestimmte Integral

1
I o= / flz)dz ~ 1.718281828
0

mit Hilfe des Romberg-Integrationsverfahrens fiir unterschiedliche Integrationsformeln
Ti(h) mit k =1,...,4 berechnen.
Tragen wir die Ergebnisse in eine Tabelle ein, so erhalten wir:

h T T, Ty Ty
1 | 1.859140914

3 | 1.753931092 1.718861151

1| 1727221904 1.718318841 1.718282687

5 | 1.720518592 1.718284155 1.718281842 1.718281829

BEMERKUNG 6.25 (Ausloschung beim Romberg-Verfahren). Da die Trapezsummen
Ti(h) und Tk(%) beide fir grofle £ >> 1 und kleine Schrittweiten h jeweils gute Approximatio-
nen fiir das bestimmte Integral I = [” f(x)dx liefern, kommt bei der Linearkombination dieser
Formeln zu numerischen Rundungsfehlern durch Ausloschung (siehe Abschnitt 2.2). Daher
lohnt es sich im Allgemeinen nicht iiber £ = 6 hinaus die Schrittweiten zu verfeinern.
Alternativ lasst sich anstatt der urspriinglichen Folge von Schrittweiten

ho hy—1
—, ... hy =
2 ) ) k 2 M

h():b—a, h1: k:2,3,...

aus dem Romberg-Verfahren zu verwenden, kann man die langsam fallendere Bulirsch-Folge
wie folgt verwenden:

h h By By
ho=b—a, hi=—, ho=-2 ..., hy= ’“22, his1 = ’“32 k=35,...
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Betrachten wir die zusammengesetzte Trapezregel aus Abschnitt 6.1.3 nochmal genauer, so
stellt sich heraus, dass diese eine sehr praktische Eigenschaft fiir die numerische Berechnung
des Integrals besitzt. Hat man namlich bereits fir eine Funktion f € C([a,b]) eine Approxi-
mation T'(h) des bestimmten Integrals | f f(z)dx mittels der zusammengesetzten Trapezregel
ermittelt und ist mit der Genauigkeit noch nicht zufrieden, so kann man bei einer Verdopp-
lung der Teilintervalle von [a,b] auf die vorangegangene Berechnung zuriickgreifen fiir
die Berechnung der neuen Approximation T(%), denn es gilt mit h == b*T“ fiir n € IN:

2n—1
7(5) = X FU) + fwi)

i=0

1 n—1 h n—1 h
D) Z §(f(x2i) + f(22i42)) + §(f(96'2i—1) + f(22i41))

i=0 i=1
—T(n)

T(h) "“Ih

= 5 + Z 5(]0(5521‘71) + f(22i41))-
i=1

Diese Beobachtung ist einer der Griinde, warum das oben eingefithrte Romberg- Verfahren nu-
merisch effizient berechnet werden kann.

6.3 Gauss Quadratur

Zuletzt wollen wir uns mit einem weiteren Verfahren fiir die numerische Integration beschéf-
tigen, bei der die Stiitzstellen nicht dquidistant gewdhlt werden, sondern so, dass man einen
moglichst hohen Exaktheitsgrad erzielt (sieche Bemerkung 6.6). Hierbei verzichtet man bei der
Diskretisierung des Intervalls [a,b] C R also inbesondere auf eine fixe Schrittweite h = l’fTa.

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns, anders als zuvor, mit einem gewichteten Inte-

gral der Form
b
1) = [ f@)ol)dz,

wobei o: [a,b] — R>o eine gegebene nichtnegative Gewichtsfunktion ist. Wir lassen hierbei
auch unendliche Integrale wie [0, 00| oder [—oo, o0] zu. Die Gewichtsfunktion o soll folgende
Voraussetzungen erfiillen:

(i) o(x) ist fiir alle z € [a, b] nichtnegativ und messbar,

(ii) Alle Momente der Form

b
e = / xka(:n)dx, k=0,1,...
a
existieren und sind endlich,

(iii) Fir jedes Polynom p(x) mit f: o(x)p(z)de = 0 und p(z) > 0 fir alle x € [a, b] gilt schon
p(z) = 0.

Man kann zeigen, dass jede Gewichtsfunktion o, die auf dem Intervall [a, b] positiv und stetig
ist, die obigen Voraussetzungen erfiillt. Fiir den Spezialfall o(z) = 1 fiir alle = € [a, b] erhalten
wir das herkbmmliche bestimmte Integral.
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Wir betrachten zunéchst wieder Quadraturformeln aus Definition 6.1 der Form

n b
Galf) = Ywif(w) ~ [ f@)o@)de = 1(9), (6.:84)

i=1 a
mit Gewichten w; € R,i = 1,...,n. Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Quadraturfor-
meln nehmen wir hier jedoch keine dquidistanten Stiitzstellen z; € [a,b],i = 1,...,n an, so

dass diese frei gewédhlt werden kénnen. Somit hat die Quadraturformel (6.84) insgesamt 2n
Freiheitsgrade.

Nach Bemerkung 6.6 wissen wir bereits, dass die interpolatorischen Quadraturformeln nach
Newton-Cotes mit n € IN; Stiitzstellen ein Polynom nten Grades exakt integrieren. Hierdurch
motiviert wollen wir in diesem Abschnitt spezielle Quadraturformeln G,, genannt Gauss-
Quadraturen, herleiten, die einen Exaktheitsgrad von 2n —1 besitzen, d.h., fir alle Polynome
p € Ily,—1 soll folgende Bedingung gelten:

Dies fiihrt zu genau 2n Bedingungen fir unsere 2n Freiheitsgrade in (6.84).
Der folgende Satz besagt, dass diese Forderung schon maximal ist.

sm—_— THEOREM 6.26: Maximaler Exaktheitsgrad fiir Quadraturformeln.

Es gibt keine Quadraturformel G,, wie in (6.84) mit 2n Freiheitsgraden, die vom Exakt-
heitsgrad 2n ist.

Beweis. Nehmen wir an G, sei eine Quadraturformel mit 2n Freiheitsgraden und Exaktheits-
grad 2n. Dann gilt offensichtlich G, (p) = I(p) fir alle Polynome p € Ily,. Dies wiirde also
auch gelten fiir das spezielle Polynom

fiir die Stiitzstellen z; € [a,b],i =1,...,n.
Im Allgemeinen gilt offensichtlich I(p) # 0, jedoch ist

Gn(p) = sz’p(wi) = Zwin(mi—xj)2 = 0.
i=1 =1 j=1

Damit ist also Gy, (p) # I(p) und somit kann es keine Quadraturformel der Form (6.84) mit 2n
Freiheitsgraden geben, die Exaktheitsgrad 2n besitzt. O

Es stellt sich nun die Frage, wie man eine Quadraturformel G,, finden kann, die den Exakt-
heitsgrad 2n — 1 besitzt. Eine theoretische Grundlage fiir die Beantwortung dieser Frage liefert
uns das folgende Theorem.

THEOREM 6.27: Exaktheitsgrad einer Quadraturformel.

Seien n,m € IN,. Eine Quadraturformel G,, der Form (6.84) fiir das gewichtete Inte-
gral hat den Exaktheitsgrad (n +m — 1) € IN;, genau dann wenn sie die folgenden
Bedingungen erfiillt:
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(i) Gy, ist eine interpolatorische Quadraturformel,

(ii) das zu den n Stiitzstellen x; € [a,b],i = 1,...,n gehérende Polynom w, € II,, der
Form wy,(x) = [[ix, (x — x;) erfillt die folgende Orthogonalititsbedingung

/a ’ on(@)p()o(x) dz = 0 (6.85)

fiir alle Polynome p € I1,,,_; vom Grad kleiner oder gleich m — 1.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen der Aussage des Theorems getrennt.

»=: Sel zunachst Gy (f) = 21 wif(z;) eine Quadraturformel vom Exaktheitsgrad n +m —
1 mit den Stiitzstellen x; € [a,b],7 = 1,...,n. Wir betrachten nun ein Polynom P(z) =
wp(z)p(x) fur wy, € I, mit w,(x) = [[;—(z — x;) und p € II,,_; sei ein beliebiges Polynom
vom Grad kleiner oder gleich m — 1. Dann ist klar, dass P(x) ein Polynom vom Grad kleiner
gleich n+m —1 ist. Da wir angenommen hatten, dass die Quadraturformel den Exaktheitsgrad
n + m — 1 besitzt gilt per Definition I(P) = G, (P) und somit

Gn(P) = I(P) = /;P(:E)O‘(:E)dl‘.

Wir sehen also, dass GG, eine interpolatorische Quadratur ist. Aulerdem gilt:
b n n
/ wn(@)p(x)o(z)de = I(P) = Gu(P) = Y wiP(z;) = > wi-wp(z:)p(zi) = 0,
a =1 =1

da die z; € [a,b],7 = 1,...,n gerade die Nullstellen von w, sind. Also erfiillt das Polynom
wy, € I1,, die Orthogonalitdtsbedingungen fiir alle Polynome p € 11,,,_1.

»<="“: Wir nehmen nun an, dass G, eine interpolatorische Quadraturformel ist und das Polynom
wy, € II,, die Orthogonalititsbedingung (6.85) fiir alle Polynome p € I1,,_; erfiillt.
Sei p € II,, ein beliebiges Polynom vom Grad n +m — 1, so konnen wir p mittels Polynom-
division in der Form
D = wpq1 +@q

schreiben, mit einem Polynom ¢; € II,,_1 vom Grad kleiner oder gleich m — 1 und einem
Restpolynom g9 € II,,_1 vom Grad kleiner oder gleich n — 1. Da die interpolatorische Quadra-
turformel G,, Exaktheitsgrad n besitzt und somit Polynome vom Grad kleiner oder gleich n
exakt integriert, folgt

n b b
Colte) = Ywie(@) = [ w@o@de = [ (p(a) - war(@)o(@) da.
i=1 a a
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Da wir die Orthogonalitétsbedingung (6.85) angenommen haben folgt

Gu(p) = D wip(zi) = > wilwn(@)q (@) + q2(x)) = D> wiwn(@i)qr (i) + > wige(x;)
i=1

i=1 =1 =1

=0

n b
= Z:wiQ2($i) . L(p(x)—wn(x)ql(x))a(x) dz

b

— /:p(w)cr(:c) da:—/ wp(®)q1(z)o(x)de = /abp(x)a(:n) dx.

a

=0
Dies bedeutet, dass die Quadraturformel G,, den Exaktheitsgrad n + m — 1 hat. O

Das Theorem 6.27 sagt uns also, dass wir fiir einen Exaktheitsgrad n+m — 1 die Nullstellen
x; € [a,bl,i = 1,...,n des Polynoms w, (die die Stitzstellen der Quadraturformel G,, sind)
so geschickt wahlen miissen, dass die Orthogonalitdtsbedingung fiir alle Polynome p € I,
vom Grad kleiner oder gleich m — 1 erfillt wird. Wir wollen natiirlich den nach Theorem 6.26
maximal moglichen Exaktheitsgrad von 2n—1 erreichen, d.h. wir setzen m = n in Theorem 6.27.
Dann muss die Orthogonalitdtsbedingung (6.85) entsprechend fiir alle Polynome p € II,, vom
Grad n — 1 gelten.

Um die Gausschen Quadraturformeln herzuleiten wollen wir zunéchst noch einige grundle-
gende Eigenschaften von Orthogonalpolynomen wiederholen,.

DEFINITION 6.28: Menge der normierten Polynome.

Sei II,, der Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad kleiner oder gleich n € IN.
Dann definieren wir durch

O, = {pell,|px) =2 +az" ' +.. . +a" ‘o +a,}

die Menge aller normierten, reellen Polynome vom Grad n € IN.

Weiterhin betrachten wir den Raum L?([a,b]) aller quadratisch integrierbaren Funktionen
versehen mit dem Skalarprodukt

b
(f.g)o = / f(@)g(x)o(z) de,

wobei o: [a,b] — R4 eine stetige, positive Gewichtsfunktion ist.
Mit Hilfe dieses Skalarprodukts kénnen wir nun orthogonale Polynome auf L?[a, b] definieren.

s__ DEFINITION 6.29: Orthogonale Funktionen.

Seien f,g € L?([a,b]) quadratisch integrierbare Funktionen fiir ein Intervall [a,b] C R.
Wir nennen f und g orthogonal, falls (f, g), = 0 gilt.

Das folgende Theorem beweist, dass es eindeutig bestimmte Orthogonalpolynome beziiglich
einer gewahlten Gewichtsfunktion o gibt.
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s THEOREM 6.30: Existenz und Eindeutigkeit von Orthogonalpolynomen.

Es gibt fiir n = 0,1,... eindeutig bestimmte Polynome p,, € II,, fiir die die folgende
Orthogonalitédtseigenschaft gilt:

(Pn,Pm)s = 0, fir  n#m.

Diese Orthogonalpolynome geniigen der Rekursionformel

) = 1,
po() . " (6.36)
Pnt1(z) = (2 = 6n11)Pn(T) — Ypy1Pn-1(7) fir neN,
wobei wir p_1(x) = 0 definieren und
On+1 = (TPn,Pn)o / (PnsPn)o fir n € N,
9 1, fir n =0,
Tn+1 = .
<pn7pn>a / <pn—17pn—1>a fir n € IN+.
Beweis. Siehe [FHO7, Theorem 3.6.3]. O

Die Orthogonalpolynome p,, € II,, erfiillen bereits die gewiinschte Orthogonalitdtseigenschaft
aus (6.85), wie das folgende Korollar aussagt.

mmmm KOROLLAR 6.31.

Sei p,, € II,, ein Orthogonalpolynom. Dann gilt (p,, p)s fiir alle Polynome p € II,,_.

Beweis. Da die Orthogonalpolynome p,, € I, eine Basis des Vektorraums der Polynome vom
Grad kleiner oder gleich n € IN bilden, lasst sich jedes Polynom p € II,,_1 als Linearkombination
von Orthogonalpolynomen py,...,p,—1 € 11,1 darstellen. Daher gilt schon:

n—1 n—1
(Pn, D)o = (meOtkpk% = Zak (P, PE)s = 0.
k=1 k=1 T

O]

Folgendes Resultat beschreibt die Eigenschaften der Nullstellen der eindeutig bestimmten
Orthogonalpolynome p,, € IL,,.

—— THEOREM 6.32: Nullstellen der Orthogonalpolynome.

Die Nullstellen z;,i = 1,...,n des Orthogonalpolynoms p,, € II,, sind reell, einfach und
liegen alle im offenen Intervall (a,b).

Beweis. Siehe [FHO07, Theorem 3.6.10]. O

Nach Theorem 6.30 kann ein System von Orthogonalpolynomen beziiglich der Gewich-
tungsfunktion o schrittweise durch die Rekursionsformel (6.86) mittels des Gram-Schmidt-
Verfahrens berechnet werden. Mit Hilfe der Nullstellen des n-ten Orthogonalpolynoms w,, € II,,
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lassen sich so die optimalen Stiitzstellen fiir die Gauss-Quadratur G,, finden. Das Vorgehen ist
im folgenden Algorithmus nochmal zusammengefasst.

s ALGORITHMUS 6.33: Gausssches Integrationsverfahren.

Sei zunéchst ein Intervall [a,b] C R und eine stetige, positive Gewichtungsfunktion
o: la,b] — R4 gegeben. Fiir die numerische Approximation des bestimmten, gewichteten
Integrals I(f) = f: f(z)o(z)dz fihren wir folgende Schritte durch:

1. Berechne entsprechend zur Gewichtsfunktion o das Orthogonalpolynom w, € II,
vom Grad n.

2. Berechne die Nullstellen z; € (a,b),i =1,...,n von wy,.

3. Verwende die bestimmten Nullstellen von w,, als Stiitzstellen fiir die Integrations-
formeln nach Newton-Cotes (sieche Abschnitt 6.1.1)

n b
Gulf) = Y wif(z) wk:/a Li(2)o () dx.

Je nach Wahl der Gewichtsfunktion o: [a,b] — R>¢ und des Intervalls [a,b] C R erhélt
man ein anderes Orthogonalsystem von normierten Polynomen, wie die folgende Bemerkung
zusammenfasst.

BEMERKUNG 6.34 (Unterschiedliche Systeme von Orthogonalpolynomen). Die
folgende Tabelle fasst die wichtigsten Gewichtsfunktionen o, die zugehorigen Intervalle [a, b] C
R und die daraus resultierenden Systeme von Orthogonalpolynomen zusammen.

[a, b] o Bezeichnung der Orthogonalpolynome

Legendre-Polynome
-3 Tschebyscheff-Polynome 1. Art

3 Tschebyscheff-Polynome 2. Art
(14 )%  Jacobi-Polynome

[—1
[—1
[_ 17
[—1
(—o0 Hermite’sche Polynome
(0, 00) Laguerre’sche Polynome

A

Das folgende Beispiel bestimmt die optimalen Stiitzstellen fiir eine Gauss-Quadratur mit
n = 2.

s BEISPIEL 6.35: Stiitzstellen einer Gauss-Quadratur.

Wir betrachten im folgenden Beispiel das Intervall [0,1] und die Gewichtsfunktion
o(x) = 1fiir x € [0, 1]. Unser Ziel ist es die Nullstellen des Orthogonalpolynoms w,, € II,,
fiir n = 2 zu berechnen.

Wegen der Rekursionsformel (6.86) gilt fiir das 0-te Orthogonalpolynom

wo(z) = 1.
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Da wir wissen, dass die Orthogonalpolynome normiert sind, kénnen wir fir w; den
Ansatz wy(z) =  + a machen Aus der Orthogonalititsbedingung

/1 wo(z)wi(z)o(x) de = 0
T 0

erhalten wir mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

! 1 o
0 = / r+adr = [xz—i-ax%-c} = - +a

0 2 0 2
Daher muss a = —% gelten und wir erhalten die Stiitzstelle x1 = % als Nullstelle des
Orthogonalpolynoms w(z) = (z — 5). Die entsprechende Gauss-Quadratur entspricht
in diesem Fall der Mittelpunktsregel aus Beispiel 6.2.
Um das nichste Orthogonalpolynom ws € Il zu bestimmen machen wir den Ansatz
wa(x) = 2%+ bx + c. Die unbekannten Parameter bestimmen wir aus den beiden Ortho-
gonalitatsbedingungen

1 1
/ wo(z)wa(x)o(z)dz = 0, / wi(z)we(x)o(z)dz = 0.
0 0

Fiir die erste Orthogonalititsbedingung erhalten wir

0 /12+b+d {13+62+ +d}1 Loy
= x r+cdr = |-x°+ -z +cx = —+-—+c
0 3 2 0 3 2
Fir die zweite Orthogonalititsbedingung erhalten wir
1 1 1 1 b
0 = /(a:—f)($2+bm+c)dx: /m3+(b—7)x2—|—(c—7)x—fdx
0 2 0 2 2 2
1L, b 1.5 ¢ b o c T
{41‘ +(3 6):r +(2 4)1: 2m+d0
1 b 1 ¢ b ¢ 1 b 1
=4+ -4 -—-—= = —+4+— = —(1+b).
4+3 6+2 4 2 12+12 12(+)
Hieraus kénnen wir direkt folgern, dass b = —1 sein muss. Setzen wir dies in die erste

Orthogonalitdtsbedingung wieder ein, so erhalten wir ¢ = % — % = %. Damit ist das

zweite Orthogonalpolynom wsy € Il eindeutig bestimmt mit

wo(x) = :v273:+6.

Mit Hilfe der p-g-Formel lassen sich nun die Nullstellen von wo bestimmen als:

N | —
[N}
S}—t
w
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BEMERKUNG 6.36 (Fehlerabschitzung fiir die Gauss-Quadratur). Da die Gauss-
Quadratur einen Exaktheitsgrad von 2n — 1 hat lasst sich mit der Fehlerabschétzung fiir den
Approximationsfehler der numerischen Interpolation in Theorem 5.20 flir eine Funktion f €
C*"([a, b]) zeigen, dass gilt

_ e (b )t

b
‘Gn(f)_/a f(m)a($)d37’ = (2n)! on

Natiirlich kann die Gauss-Quadratur auch als summierte Quadraturformel angewandt werden
(siehe Abschnitt 6.1.3) indem man das Intervall [a, b] in mehrere Teilintervalle zerlegt und dort
die Nullstellen der Orthogonalpolynome verwendet. A
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Eigenwertprobleme

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Eigenwertproblemen. Fiir eine Matrix A € C™*"
betrachten wir das Problem

Ax = \x

mit Eigenwert A € C und Eigenwert z € C™. In manchen ist man nur an einzelnen Eigenwerten
interessiert (z.B. die Bestimmung des grofiten Eigenwerts als Spektralradius um Konvergenz
iterativer Verfahren abzusichern), in anderen an vielen (oder allen) Eigenwerten und Eigenvek-
toren (z.B. bei der Singuldrwertzerlegung) und in manchen nur an einzelnen Eigenvektoren.
Ein modernes Beispiel fiir den letzten Fall sind Ranking-Probleme wie sie z.B. Google fiir
Suchergebnisse anwendet.

sm—_ BEISPIEL 7.1: PageRank Algorithmus.

Wir betrachten n € IN Dokumente (oder Seiten) p1, ..., p, welche sich jeweils gegenseitig
verlinken. Der Wert I(p;, p;) € {0,1} beschreibt hier, ob die Seite p; auf die Seite p;
verweist oder nicht. Fiir eine Seite p; berechnen wir die Anzahl der Seiten auf die p;

verweist durch

n
d(pi) = _1(pi,p;)
j=1
womit wir die normalisierte Groe L;; := l~(p7;,pj) /d(p;) definieren und so eine sto-
chastische Matrix L € R™" erhalten. Wir gehen hier davon aus, dass jede Seite auch
Ausganglinks hat, d.h. dass heifit, dass d(p;) > 0,7 = 1,...,n. Wir wollen nun die Re-
levanz der Dokumente bestimmen, d.h. wir mochten ein Ranking erstellen, welches wir
als Vektor R € IRf modellieren. Der Eintrag R; modelliert hier die Relevanz der Seite
p;. Dazu betrachten wir einen random Surfer, d.h. eine Person welche zuféllig auf Links
klickt und wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass der random Surfer auf Seite
p; landet. Fiir ein gegebene Verteilung nach k Klicks RF € R” mit 37, Rf = 0 erhalten
wir die Verteilung nach k + 1 Klicks durch

RM! = LR
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was einen sogenannte Markov Chain beschreibt. Der stationdre Zustand R € R™ dieses
Prozesses ist durch die Gleichung

R=L"R

gegeben. Fiir den klassichen Google PageRank Algorithmus [BP98] geht man zusétzlich
davon aus, dass der random Surfer mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — d zu einer
zufélligen Seite springt unabhéngig von den Links auf der momentanen Seite, wobei
d € (0,1) der sogenannte Dampfungsfaktor ist. In diesem Fall erhdlt man die Gleichung

1_
R= (ndI+dLT>R

=pPT

wobei P € R™" die sogenannte Google-Matrix ist. Da auch P eine stochastische Matrix
ist und somit A\ =! als grofiten Eigenwert hat, suchen wir also einen Eigenvektor zum
grofiten Eigenwert.

s—_— BEISPIEL 7.2: Ranking im Sport.

Wir betrachten eine Liga mit n Teams und modellieren mit s; € R’} die Spielstirke des
i-ten Teams. Ist A nun eine Matrix von Spielergebnissen,

0 falls ¢ gegen j verloren hat,
Ajj =1 falls i gegen j unentschieden oder nicht gespielt hat,

2 falls i gegen j gewonnen hat.

dann ist der Rang durch r = As gegeben. Fiir eine faire Bewertung sollte r = As gelten,
also konnen wir die Spielstarke aus dem Eigenwertproblem As = As bzw. das Ranking
aus

Ar = Ar

bestimmen. Hier ist natiirlich nur ein nicht-negativer Eigenwert und Eigenvektor inter-
essant, welcher nach dem Satz von Perron—Frobenius existiert (und der betragsméfig
grofte ist). Wir interessieren uns also fiir den Eigenvektor zum grofiten Eigenwert.

7.1 Potenzmethode und inverse Iteration

Wir beginnen mit einer Methode zur Berechnung des grofiten Eigenwerts einer Matrix A, die
sogenannte Potenzmethode oder Vektoriteration. Betrachten wir dazu zunéchst eine symme-
trische Matrix A € R™*", dann konnen wir die Diagonalisierung A = VAV” verwenden. Hier
ist V eine orthogonale Matrix, deren Spalten die Eigenvektoren von A sind, und A ist ei-
ne Diagonalmatrix bestehend aus den Eigenwerten. Berechnen wir fiir ein 20 die Anwendung
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Ax® = VDV, so kénnen wir dies als

Az = Z )\jvj(v;fpzno)

j=1

schreiben und sehen, dass die Komponenten von zg beziiglich der Orthonormalbasis (v;) mit
Aj verstirkt werden, am meisten natiirlich der zum gréfiten Eigenwert gehorige Anteil. Dies
induziert die Idee einfach immer wieder mit der Matrix A zu multiplizieren, um am meisten
den Anteil zum gréfiten Eigenwert zu verstidrken. Um keine Divergenz zu erhalten, muss dann
natiirlich noch normiert werden. Diese Idee ldsst sich auf allgemeine Matrizen iibertragen und
fihrt auf die sogenannte Potenzmethode.

mmmm ALGORITHMUS 7.3: Potenzmethode.

Fiir eine Matrix A € C"*™ und gegebener Anfangsvektor zp € C" ist die Potenzmethode
oder Vektoriteration durch die Vorschrift

1
k+1 _ Ak
| Az"|

gegeben.

Wir zeigen im Folgenden, dass die Potenzmethode tatséchlich einen Eigenwert zum gréfiten
Figenvektor liefert. Wir nutzten im folgenden eine Zerlegung des Raums in die Eigenvektoren
V1,...,Upn, s.d. sich der Startvektor durch

n
l‘o = Z (07X}
i=1
ausdriicken lasst. Hierbei, gehen wir davon aus, dass
aq 75 0 (787)

gilt, also dass der Anteil zum betragsméfig grofiten Eigenwert nicht null ist.

s LEMMA 7.4: Konvergenz der Potenzmethode.

Es sei A € C™*™ eine Matrix mit Eigenwerten A\q,..., A, € C mit [A1]| > [Aa] > [A3] >
... > | Al Zu einem gegebenen Startvektor xy € C" der Gleichung (7.87) erfiillt kon-

vergiert die Vektoriteration in Algorithmus 7.3 gegen einen Eigenvektor zum Eigenwert
Al

Beweis. Wir gehen vereinfachend von einer reell diagonalisierbaren Matrix A € R™ "™ aus,
der allgemeine Fall ldsst sich analog mit der Jordanschen Normalform zeigen. In diesem Fall
existiert fiir A = diag(A1, ..., A\,) eine Matrix V' = (v1]...|v,), wobei v; € R™ ein Eigenvektor
zum Eigenwert )\; ist, s.d.

A=VAVL
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Insbesondere bilden die v; eine Basis des R"™ und somit existieren Koeffizienten ay, s.d. 29 =
Yoy av;. Fur die k-te Iterierte der Potenzmethode haben wir

k
o 1A% 20
A

wobei wir sehen, dass
Afzg = (VAV HEzg = VARV 1

= (VAk) Z OtiV_lQ}i
=1

= (VAk) Zn: [671&)

=1

=V <a161 +> (AZ) €i>
1

=2

k S A"
= 051)\1’[}1 + Zai ()\) Vg
i=2 1

k
Wegen <§—;) — 0 fiir K — oo,¢ > 1 folgt dann

1
[ A% 20|

1
Ak.%'o — U1
[on]]

fur k — oo. O

BEMERKUNG 7.5. Um z.B. den Eigenvektor zum zweitgroiten Eigenwert zu berechnen
miisste beim Startwert in Gleichung (7.87) ay = 0,a9 # 0 gelten. Falls A eine symmetrische
Matrix ist kénne wir dazu 2° orthogonal zu v; wihlen. Mit dieser Strategie kénnen wir alle
Eigenvektoren berechnen. A
Um den Eigenwert zu berechnen betrachtet man den sogenannten Rayleigh-Quotienten
)\k _ (atk)TA:ck
L (k)T 2k

woflir aus Lemma 7.4 folgendes Korollar erhalten.

KOROLLAR 7.6.

Unter den Voraussetzungen von Lemma 7.4 konvergiert der Rayleigh-Quotient gegen
den betragsméfig grofften Eigenwert A;.

mmmm BEISPIEL 7.7.

Wir betrachten die Matrix

(9
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b - o

eration
B [teration

= -

2 b
Rayleigh Quotient
o

Abbildung 7.1: Die ersten vier Iterationen der Potenzmethode aus Beispiel 7.7 in blau. In gelb
sind die Eigenvektoren skalirt mit den Eigenwerten dargestellt. Im rechten Plot
ist das verhalten des Rayleigh-Quotienten abgebildet, wobei der eigentliche
Wert des grofiten Eigenwerts in hell-rot dargestellt ist.

und wenden darauf die Potenzmethode an. Die ersten vier Iterationen sind in Abb. 7.1
visualisiert.

Wollen wir direkt einen anderen Eigenwert von A berechnen, so kann dazu die inverse Ite-
ration genutzt werden. Grundlage dafiir ist folgendes Resultat.

ommm LEMMA 7.8.

Seien A € C™*™ und X\ € C gegeben. Sei \; ein Eigenwert von A mit minimalem Abstand
zu A, d.h.

N — Al < A — A

fiir alle Eigenwerte A\; von A. Dann ist (A — A;) ™! ein betragsméBig grofter Eigenwert

von
B=(\—-A""
Beweis. Wir sehen sofort, dass y; ein Eigenwert von B mit Eigenvektor z;, wenn \; = X\ — i
ein Eigenwert von A mit dem selben Eigenvektor ist und umgekehrt. Die Eigenwerte von B
sind also ﬁ und dies ist betragsméssig maximal, wenn |\ — ;| minimal ist. O
Damit sehen wir, dass die Iteration
1
gkt —k”yk, Yt = (N — A)" Lk (7.88)

ly

unter analogen Bedingungen gegen einen Eigenvektor zum Eigenwert )\7—1/\] konvergiert, wobei
A; der zu A néchstgelegene Eigenwert ist. Die Matrix dabei ist auch invertierbar, falls A kein
Figenwert ist, in diesem Fall wéiren wir ohnehin schon im ersten Schritt fertig. Um ein effizientes
Verfahren zu erhalten, sollte man fiir grofles n natiirlich die Berechnung der inversen Matrix
vermeiden und statt dessen in jedem Schritt das lineare Gleichungssystem

AF — Ayt = ok
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Abbildung 7.2: Die inverse Iteration fiir die Matrix aus Beispiel 7.7 mit A = —1.

16sen. Hat man eine hinreichend gute Niherung fiir den Eigenvektor ¥, kann eine Approxima-
tion des Eigenwertes mithilfe eines modifizierten Rayleigh-Quotienten berechnet werden. Denn
aus
I e (P (N — A) 1ok
PREpY ~ Ry = (xk)Txk

folgt sofort A\j ~ A — /%k

7.2 Der Satz von Gerschgorin

In vielen Fallen bendtigt man zumindest grobe Abschétzungen iiber die Lage von Eigenwerten,
etwa um den Spektralradius abzuschétzen oder ein verniinftiges A fiir die inverse Iteration zu
wahlen. Ein zentrales Hilfsmittel sind die Gerschgorin-Kreise.

sm—_—s DEFINITION 7.9: Gerschgorin-Kreise.

Fiir eine Matrix A € C™*" sind die zeilenweisen Gerschgorin-Kreise fiir ¢ = 1,...,n
definiert durch

Ri={neC| |]A—Au < ai}.
j#i

Die spaltenweisen Gerschgorin-Kreise definiert man analog durch

Sii={ e C| [A—Au| <Y [Ajl}.
i

Der Satz von Gerschgorin zeigt, dass alle Eigenwerte in diesen Kreisen liegen
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s THEOREM 7.10: Satz von Gerschgorin.

Sei A € C™*" und die Gerschgorin Kreise definiert wie oben. Dann gilt fiir alle Eigen-

werte A von A
n n
A€ U Rj N U Sj .
j=1 Jj=1

Beweis. Es geniligt zu zeigen, dass A\ € U” R; gilt, denn da die Eigenwerte von A jenen
von AT entsprechen, folgt dann sofort auch \ € U _1S;. Wir schreiben A = D + E mit
D = diag(Ai1, ..., Any) einer Diagonalmatrix F = A D eine Matrix mit Nulldiagonale. Sei
A ein Eigenwert und v der zugehorige Eigenvektor, so folgt aus Av = Av auch

(D —X)v=Dv—v=—EFv.

Fall I.: Falls A = A;; fir ein ¢ € {1,...,n}, dann gilt A € R; und die Aussage ist gezeigt.
Fall I1.: Andernfalls ist D — Al invertierbar und somit

= (M - D) 'Ev,
also
Ajj
LDV vy wit
J#i
Daraus folgt
max\vl| < maxz D Zil’ ’\v]\ < maxz Zil’ | maX]vk]
% %
!Aw!

=>1<maxzp\ A|

Es existiert also i € {1,...,n}, s.d.
A= Al < 1Ayl
J#i
O

Der Satz von Gerschgorin liefert auch sofort ein interessantes Resultat iiber eine Klasse von
Matrizen, die in der Numerik eine wichtige Rolle spielen.

mmm KOROLLAR 7.11.

Sei A € C™*™ strikt diagonaldominant, d.h.

| Aiil > Al
A

fiir alle 4. Dann liegt A = 0 in keinem Gerschgorin-Kreis, d.h. A ist invertierbar.
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—— 1

Abbildung 7.3: Die Gerschgorin-Kreise fiir die Matrix aus Beispiel 7.7.

7.3 Die QR-Iteration

Zum Abschluss wollen wir noch kurz ein Verfahren diskutieren, das alle Eigenwerte einer Matrix
auf einmal berechnen kann. Hierbei wollen wir A durch Transformationen auf obere Dreickss-
truktur oder zumindest Blockdreickstruktur bringen, um die Eigenwerte von der Diagonale
ablesen zu kénnen. Grundidee dabei ist, dass orthogonale Ahnlichkeitstransformationen die
Eigenwerte einer Matrix unverdndert lassen. Gilt Az = Az, so folgt fiir y = Qx auch

QAQTy =)y

wegen Q7'Q = I. Es ist also naheliegend einen Zusammenhang zur QR-Zerlegung einer Matrix
zu nutzen, die wir stabil mit dem Householder-Verfahren berechnen kénnen. Haben wir eine
QR-Zerlegung A = QR gegeben, so folgt

Q'AQ = Q" (QR)Q = RQ
was auf den QR-Algorithmus fiihrt.

mmm ALGORITHMUS 7.12.

Wir starten mit A = A mit einer gegebenen Matrix A € C™*". Im k-ten Schritt
berechnen wir die QR-Zerlegung A®) = Q) R(*) und setzten dann

A+ = g oM) — k) 40 k).

Unter gewissen Voraussetzungen lasst sich zeigen, dass die QR-Iteration das gewiinschte
Ergebniss liefert. Der Beweis ist relativ technisch, weshalb wir hier auf die Literatur verweisen.
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mmmm THEOREM 7.13.

Es sei A € C™ " eine diagonalisierbare Matrix mit A = VAV ~! und Eigenwerten |A;| >
|A2| > ...|An| > 0. Weiterhin existiere fiir V=1 eine LR-Zerlegung. Dann konvergiert
die Folge A®) aus der QR-Iteration Algorithmus 7.12 gegen eine obere Dreicksmatrix,
deren Diagonaleintrige die Eigenwerte von A sind.

Beweis. Siehe z.B. [MS19, S. 198]. O

mamm BEISPIEL 7.14.

Wir betrachten als Beispiel die Matrix

A=

O ~=

1
3
)

= Ot ©

und wenden die QR-Iteration darauf an. Nach 10 Iterationen erhalten wir die Matrix

16.4074456 0.00006 0.000009
A00) 0.00006  —4.58988353 1.14034769
0.000009 1.14034769  3.18243789

und nach 50 Iterationen die Matrix

16.4074456 0. 0.
AB0) ~ 0. —4.75373985 0.
0. 0. 3.34629421

wobei die Werte auf den Diagonalen approximativ den Eigenwerten von A entsprechen.
Wir konvergieren hier gegen eine Diagonalmatrix, da A symmetrisch ist.

Falls A € R™*" eine reelle Matrix ist und wir damit auch reelle QR-Zerlegungen durchfiihren,
A allerdings auch komplexe Eigenwerte A € C hat, so erhalten wir eine Blockdreickstruktur,
wie folgendes Beispiel illustriert.

mmmm BEISPIEL 7.15.

Wir wenden nun die QR-Iteration auf die Matrix

0

—_

A=

© = oo
=~ Ot ©

3
5
an welche auch komplexe Eigenwerte hat. Nach 50 Iterationen erhalten wir die Matrix

18.0 —45 —5.7
ACO ~ [ 0. —1.78 4.3
0. —0.87 —1.2

welche keine echte Dreicksstruktur hat. Der obere rechte Eintrag enthélt den reellen
Eigenwert A; = 18 von A. Der linke untere Block enthélt nun die komplexen Eigenwerte
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von A, in dem Sinne, dass die Submatrix

qe0) o [—178 43
4 (—0.87 ~1.2

die Eigenwerte Ay &~ —1.541.94, A3 =~ —1.5—1.9¢ enthélt was den komplexen Eigenwerten
von A entspricht. Hat eine Matrix also komplexe Eigenwerte liefert die QR-Iteration
jeweils 2 x 2-Blocke in welche diese Eigenwerte beinhalten.
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