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7 Uneigentliche Integrale

Dieses Kapitel ist ein Nachtrag zum Kapitel zur Integralrechnung (Kapitel 6) aus dem Analysis-
1-Skript [Lec22].

Dort hatten wir das Integral f; f einer Riemann-integrablen Funktion iiber ein kompak-
tes (also beschrinktes und abgeschlossenes) Interval I = [a, b] kennengelernt. Gemif$ unse-
rer Definition 6.5 sind Riemann-integrable Funktionen die beschrinkten Funktionen, deren
Ober- und Unterintegral tibereinstimmen. In Satz 6.8 hatten wir dann gesehen, dass insbeson-
dere die stetigen Funktionen auf I Riemann integrabel sind. Fiir stetiges f : I — R sagte dann
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass F' : I — R, F(z) := [ f(y)dy

eine Stammfunktion von f ist.

7.1 Definition uneigentlicher Integrale

In vielen Situationen ist die Einschrinkung auf kompakte Intervalle als Integrationsgebiete
und beschrinkte Funktionen als Integranden zu eng. In diesem Kapitel werden wir diese
Einschrinkungen mit sogenannten uneigentlichen Integralen autheben. Zuerst geben wir zwei
motivierende Beispiele.

Beispiel 7.1.
a) Seip > 1 und b > 1. Dann ist das Integral

b b
i dr = 1 v L(blfp —1)
1 xP 1 — P 1 1_p

fiir alle b > 1 wohldefiniert und gibt den Flicheninhalt von A4, = {(z,y) : 1 <
z<b 0<y <z P}an Dap > 1, konvergiert b' 7 fiir b — 0o gegen Null.
Wir konnten also auf die Idee kommen,

| b1 1
/ —dx ;= lim —dr = ——

zu definieren und als Flicheninhalt der unbeschrinkten Fliche A, = {(z,y) : 1 <
x, 0 <y < x7P} anzusehen.

Dies gibt hier einen endlichen Wert. Fiir p = 1 (oder p < 1) wird diese Idee
allerdings nicht funktionieren, denn

b
1 o0
/ — dr = [log(x)]} = log(b) =¥ o0
1

divergiert fiir b — oo.

b) Sei0 < p <1und 0 < a < 1. Dann ist das Integral

1 1
1 1 1
—dr = 7P = ——(1—a'"P)
xP 1—-p « 1-0D

a



firalle0 < a < 1 wohldefiniert und gibt den Fliicheninhalt von A, = {(z,y) : a <
r <1 0<y<zP}an. Dal—p > 0, konvergiert a'? fiir a — 0 gegen
Null. Wir kénnten also auf die Idee kommen,

1
/ —da:—hm —dyz;—L
a—0 J, P 1—]9

zu definieren und als Flicheninhalt der unbeschriinkten Fliche Ay = {(z,y) : 0 <
x <1, 0 <y <z P} anzusehen.

Dies gibt hier einen endlichen Wert. Fiir p > 1 wird diese Idee allerdings nicht
funktionieren, denn z.B. fiir p = 1

1
1 a
/ — du = [log(x)], = — log(a) “% o0

divergiert fiir a — 0.

Seip € R. Zeigen Sie, dass limp_, o0 flb x~Pdx genau dann existiert, wenn p > 1 ist. Zeigen Sie,

. 1 - .
dass limg 04 fa 2~ Pdx genau dann existiert, wenn p < 1 ist.

Definition 7.2 (Uneigentliche Integrale). Seia € Runda < b < oound f : [a,b) —
R eine Funktion, so dass fiiralle t € [a, b) die eingeschrinkte Funktion f|(, s Riemann-
integrabel ist. Eine Funktion mit dieser Eigenschaft nennt man auch auf [a,b) lokal
(Riemann-) integrabel. Falls der Grenzwert

iin [ o= | ) do

existiert, so nennen wir ihn das uneigentliche Integral von f iiber [a, ). Man sagt dann
auch, das uneigentliche Integral fab f(z) dz konvergiert.

Analog definiert man fiir b € R und —o0o < a < b das uneigentliche Integral

[ wite = tim [ r0)ts

falls dieser Grenzwert existiert.

Im allgemeinen Fall sind beide Integrationsgrenzen a,b € R U {#00} als Grenzwerte
zu verstehen: Falls eine Funktion f : [a,b] — R die Eigenschaft hat, dass sie iiber jedes
kompakte Teilintervall [a, 5] C (a,b) Riemann-integrabel ist, und falls fiir ¢ € (a, b)
die beiden Grenzwerte

/acf(x)dx = O}g}; /acf(x)dx, /be(x)dx = glif{,l_ /06 f(2)dz



- . — b
existieren, so heifdt das uncigentliche Integral [ f(z)dz konvergent, und man setzt

/ab f(x)dx := /acf(:c)d:c + /Cb f(z)dx

Diese Definition uneigentlicher Integrale orientiert sich genau an den in dem vorhergehen-
den Beispiel gemachten Beobachtungen. Beachten Sie, dass fiir ein uneigentliches Integral

ff f(z)dx der Integrand weder auf (a, b) beschrinkt noch am Rand definiert sein muss, d.h.

f(a) und/oder f(b) miissen nicht existieren.

Beispiel 7.3.

a) Linke kritische Grenze bei z = 0:

2 da 2
\/_ - alif(l;i \/_ ali%zk [2\/_] a£m+ 2(\/_ B \/_) \/_

b) Rechte kritische Grenze bei x = 1:
'ode (" dx . VNI . ™
/O \/ﬁ = bliql/ov \/ﬁ = bli[{lﬁ [arcsm(a:)]o = bliI{lﬁ arcsm(b) = 5

c) Beide Grenzen kritisch:

* dx ) O dx ) bdx
= lim + lim
oo 1+ T2 a——oo [, 1+ T2 b—oo Jo 1+ 2

= lim (arctan(0) — arctan(a)) + blim (arctan(b) — arctan(0))

S G

d) Noch ein Beispiel mit zwei krltlschen Grenzen Das uneigentliche Integral [ - Tzdr

zx fir z > 1, also (wie in Beispiel 1.1)

konvergiert nicht: Wir haben 5 + =z >

o0 o0 1
/ * dch/ —dr = 00
1 l+2a2 1 2

wobei wir die Monotonie des Integrals verwendet haben (Satz 6.9). Nichtdesto-
trotz gilt

Y A _
rl;rgo/r1+$2dm—0

wegen der Antisymmetrie des Integranden. Bei einem uneigentlichen Integral
. f(x)dx mit zwei kritischen Grenzen ist es also wichtig, dass die beiden Grenz-

werte limg_q 1 f: f(z)dx und limg_,;_ ff f(x)dx beide einzeln (und nicht nur
in Summe) existieren.



Konvergieren die uneigentlichen Integrale fooo %dw bzw. fe logxdaﬁ

7.2 Anwendungen und absolute Integrierbarkeit

Eine interessante Anwendung von uneigentlichen Integralen ist das folgende Vergleichskrite-
rium fiir Reihen.

Satz 7.4 (Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen). Sei f : [1,00) — R eine monoton
Jallende Funktion. Dann gilt:

o0

Z f(n) konvergiert < / f(x)dx  existiert als uneigentliches Riemann-Integral.
1

n=1

Beweis. Wir definieren zwei Treppenfunktionen ¢, 1) : [1,00) — R durch

Y(z):=f(n) firn<zx<n+l1,
o(x):=f(n+1) firn<z<n+l

Aufgrund der Monotonie von f gilt p < f < ). Ebenfalls aufgrund der Monotonie von f

ist f lokal Riemann-integrabel, d.h. die Integrale fl x)dr existieren fiir alle N € N. Die
Monotonie des Integrals liefert nun

N—-1 N N N N—-1
S+t = [ pwar< [ g < [ v =Y s
n=1 1 1 1 n=1

Falls das uneigentliche Integral fl dx = limp_00 f1 x)dx existiert, so erhalten wir

die obere Schranke Zn , f(n) < fl z)dr < [ f(z)dz. In diesem Fall ist die Folge
(ZnN:2 f(n))ny monoton wachsend und nach oben beschrankt, also konvergent,d.h. >~ 7 | f(n)

konvergiert.

Ist andererseits » -, f(n) konvergent, so haben wir die obere Schranke le (r)dz <
ZnN:1 fn) <> f(n).Alsoist F' : b +— fl x)dx monoton wachsend und beschrinkt.

Dies impliziert, dass der Grenzwert limy_, o, F'(b) existiert: Nach Definition des Supremums
s 1= supys, F'(b) existiert zu jedem ¢ > Oeinb > 1 mit s —e < F(b) < s, wegen der
Monotonie von F also s — e < F(c) < s fiir alle ¢ > b. Dies impliziert |F(c) — s| < ¢ fiir
alle ¢ > b, also gilt F'(c) — s fiir ¢ — o0. O]

Beispiel 7.5.

a) Wir betrachten p > 0 und die Reihen >_° ; =. Da die Funktion f : [1,00) —
R4, f(z) := 27 monoton fallend und nicht negativ ist, kdnnen wir Satz 7 4
verwenden und sehen, dass diese Reihe genau dann konvergiert, wenn [ 9%

existiert. Wir haben bereits in Beispiel 7.1 gesehen, dass dies genau fiir p > 1 der
Fall ist.

Das uns bereits aus Analysis 1 bekannte Ergebnis, dass Y -, n” genau fiirp > 1
konvergiert, erhalten wir so also einfacher per Integral-Vergleichskriterium.”



b) Fiir p = 1 erhalten wir die divergente harmonische Reihe > °° 1. Mit den

n=1n
Abschitzungen in dem Beweis von Satz 7.4 sehen wir

=

-1 N-1

L </N1d =1 (N)<§ L
_$— —
n+1~ ), = 8 - n’

n=1

1

3
Il

also < yy = 27]:[:1 L —log(N) < 1. Die Folge (yx) ist also nach unten

(und oben) beschrinkt und wegen

1+l (N) —log(N — 1) /N ! ! dx >0

- = —— - —1) = —— — |dx

YN-1 — IN N og og v \z N

monoton fallend, also konvergent. Dies bedeutet, dass fiir N — oo die Folge der

Partialsummen <ij:1 %) genauso schnell (oder eher: genauso langsam) wie
NeN

log(NN) gegen oo geht.

Der Grenzwert

= lim N
v N—oo K
wird Euler-Mascheronische Konstante genannt und hat einen Niherungswert von
v = 0,57721.... Es wird vermutet, dass 7y irrational ist, ein Beweis ist aber nicht
bekannt.

“Wir kénnen also eine Funktion ¢ : (1,00) — R, {(p) := >, n~P definieren, die sogenannte
Riemann’sche Zetafunktion. Diese Funktion spielt eine grofSe Rolle in der Zahlentheorie und ist Ge-
genstand der Riemann’schen Vermutung. Fiir die Formulierung dieser Vermutung ist es allerdings
notwendig, ¢ auf komplexe Argumente auf geeignete Art und Weise auszudehnen. Solche “analyti-
schen Fortsetzungen” werden in der Funktionentheorie-Vorlesung eingefiihrt.

Als Korollar zum Beweis von Satz 7.4 notieren wir:

Korollar 7.6. Sei f : [a,b) — Ry, f > 0 eine nicht negative Funktion, so dass f|jqq fiir
allet € [a,b) Riemann-integrabel ist. Dann existiert das uneigentliche Integral f: f(z)dz
genau dann, wenn I : ¢ — f; f(x)dx auf'a,b) beschrinkt ist.

Beweis. Die Funktion F' ist monoton wachsend, da f > 0 (wir haben F'(¢;) = fjl f< ff f
fur t; <t9). Ist F’ beschrinkt, so folgt wie im letzten Teil des vorhergehenden Beweises, dass
F(t) fiir t — b konvergiert. Ist F' andererseits unbeschrinkt, so gilt F'(t) — oo fiir t — b,

in diesem Fall existiert das uneigentliche Integral also nicht. O

In den meisten Fillen wird die Konvergenz eines uneigentlichen Integrals durch Abschitzung
gegen ein bereits bekanntes uneigentliches Integral gepriift. Dazu fiithren wir kurz den Begriff
der absoluten Integrierbarkeit (analog zur absoluten Konvergenz von Reihen, Def. 3.39) ein.

Definition 7.7. Falls f : [a,b) — R lokal integrabel ist und das uneigentliche Integral
f: | f(z)|dx existiert, so heifSt f absolut integrabel (iiber |a, b]).



Erinnern Sie sich, dass fiir integrables f auch |f| integrabel ist (Lemma 6.10). Also ist das
Integral ff | f(2)|dx in dieser Definition wohldefiniert.

I Lemma 7.8. Absolut integrable Funktionen sind integrabel.

Beweis. Wir filhren den Beweis fiir den Fall, dass die Integrale an der oberen Grenze z = b
uneigentlich sind. Sei (b,,),, eine Folge im Definitionsbereich [a, b) der Funktion f, mit b, —

b fiir n — o0o. Dann haben wir
bn bn b'm bn
/f‘s/ |f|’=/ - |f|'-
bm b a a

[r=f1

Da fab" | f| und fabm | f| fiir n,m — 00 gegen das uneigentliche Integral fab | | konvergie-
ren, geht die rechte Seite der obigen Ungleichung fiir n, m — 0o gegen Null. Demnach ist

( ff” f ) . eine Cauchyfolge, konvergiert also. Da die Folge (b,,) beliebig war, bedeutet das

aber gerade, dass das uneigentliche Integral ff f=lim, f;” f existiert. ]

Korollar 7.9. Seia > 0 und f : [a,00) — R lokal integrabel. Dann gilt:

a) Existierenp > 1, ¢ > 0, x¢ > a, so dass
C e
@< S frezam,

so konvergiert das Integral [ f(x)dx absolut.
b) Existierenp < 1, ¢ > 0, und vy > a, so dass

C

flx) =

P ﬁirx > Lo,

so divergiert das Integral [~ f(x)d.

Beweis. Wir teilen das fragliche Integral gemifd faoo f= faxo f+/ ;00 f auf. Da faxo [ per
Annahme (f lokal integrabel) existiert, miissen wir uns nur um f:: f kilmmern. Wie aus den

. . . . . . [e.9]
vorigen Beispielen bekannt ist, existiert [~ -Sdz genau dann wenn p > 1.
xro xP

In Teil a) wird | f| also durch eine integrable Funktion dominiert und ist deshalb integrabel
(Majorantenkriterium). Das heiflt, dass f absolut integrabel ist, nach Lemma 7.8 ist f dann
auch integrabel.

In Teil b) ist hingegen f grofer als eine nicht integrable Funktion (mit f;:) < dr = 00), also
divergiert [ f(z)dx. O

Beispiel 7.10 (Die Gammafunktion). Wir definieren die Gammafunktion
[':(0,00) = R, [(x) := / t"te~tdt.
0

Hier ist das Integral an beiden Grenzen als uneigentlich zu verstehen (Bei ¢ = oo so-



wieso, und bei ¢ = 0, da fiir < 1 der Integrand ¢ +— tr—le—t gegen 00 geht, wenn
t — 0+ geht.). Um die Konvergenz des Integrals zu zeigen, teilen wir es bei ¢ = 1 auf
und betrachten fol t*le~tdt und [° ¢* e " dt separat.

Fiir das Integral iiber (0, 1] schitzen wir den Integranden ab gemif3 (t > 0)

t*le7t < 1 .
— tl—m

Da x > 0 im Definitionsbereich von I', sechen wir mit Beispiel 7.1 b) und dem Majo-
rantenkriterium, dass das Integral iiber (0, 1] existiert.

Fiir das Integral iiber [1,00) benutzen wir lim; ., t“e™" = 0 fiir alle u > 0 (siehe
Beispiel 4.23). Somit ist “"!e™" auf [1, 00) beschrinkt durch eine Konstante ¢,, also
t*~'e™" < %. Nun liefert Korollar 7.9 die Existenz von 100 e~ tdt.

Die Gammafunktion ist eine wichtige nicht elementare Funktion. Thre zentrale Eigen-
schaft ist die Funktionalgleichung

Mx+1) =z I(x), x> 0.

Wir beweisen diese Gleichung durch partielle Integration. Dazu berechnen wir zunichst
fura < b < oo:

b b
/ tretdt = — [tFe ]! / " le L.

Der Randterm —e®°6%e =0+ ¢? %894 konvergiert fiir a — 0+ und b — 0o gegen Null.
In diesem Limes geht das Integral auf der linken Seite der Gleichung gegen I'(x + 1)
(vgl. Definition von I'(z)) und das auf der rechten Seite gegen xI'(z), was den Beweis
der Funktionalgleichung abschlief3t.

Wir bemerken noch, dass die Gammafunktion die Fakultit interpoliert, d.h.
['(n)=(n-1), n € N.
Um dies zu beweisen, betrachten wir zunichst n = 1. Es gilt
1) = /Oo etdt=—[e”"] T =1=(1-1)
0
Fir n > 1 ergibt sich die Behauptung aus der Funktionalgleichung per Induktion, z.B.

P(4)=3-T(2)=3-2-T(1) = (4 — 1)\,

Beispiel 7.11 (Fresnel'sches Integral). In diesem Beispiel betrachten wir das uneigent-
liche Fresnelsche Integral
oo ‘ )
/ sin(z®)dx.
0



Zuerst formen wir es mit Hilfe der Substitution 2> = ¢ um:

/ sin(z?)dr = lim/ sin(z?)dw = lim/ sin(t)dx
0 0 0

7—00 r—00

1 r2 . 1 o
= lim - / 00~ i / sint) gy
r—oo 2 0 \/E r—oo 2 0 \/¥

Wir wollen nun zeigen, dass dieser Limes existiert. Dazu erinnern wir uns zunichst, dass

fur jedes k € N gilt:

sint >0 fur2kn <t < (2k+ )7
sint <0 fiir 2k + 1) <t < (2k + 2)7.

Auflerdem gilt sin(t + ) = —sin(¢) fiir alle t € R. Das ergibt

B /(2k+2)7r sin(#) g /(2k+1)7r sin(t + ) gt — /(%H)7r sin(t) dt < /(%H)7r sin(t) gt
ke Vi 2k Vit+m 2k Vt+m 2k Vi

Ganz analog zeigt man

k+L)7m _. 2kn .
/ sin(t) it < _/ Sm(t)dt.
2k \/7_f (2k—1)m \/7_f

Zusammengefasst zeigen diese Beobachtungen, dass die Folge a,, := (—1)" fézﬂ)ﬁ %dt

nicht negativ und monoton fallend ist. Weiterhin gilt (Standardabschitzung durch Mit-
telwertsatz der Integralrechnung)

Damit sind alle Voraussetzungen fiir das Leibnizkriterium erfiillt, und wir sehen, dass

> al (N+DT sin(t)
D1 = fim S -1 = i [ S

r

existiert. Dieses Ergebnis ist schon fast die gewiinschte Konvergenz von F'(r) := [| %dt

fiir r — oo: Fiir r > 0 finden wir n € N, so dass nm < r < (n + 1), und erhalten

/r Sin(t)dt‘ </(n+1)7r dt _ . 0
nmw \/g N nmw \/I_f_ VT .

Das impliziert, dass F'(r) fiir 7 — 00 konvergiert und beendet den Beweis der Existenz

|F'(r) = F(nm)| =

des Fresnel'schen Integrals.

. . 1 /7.
Man kann zeigen, dass der Wert dieses Integrals 5 /7 ist.

Beachten Sie, dass t — % tiber (0, 00) nicht absolut integrabel ist. Das liegt im We-

—-1/2

sentlichen daran, dass ¢ nicht schnell genug abfillt (Potenz p < 1).



8 Normierte Raume

Ein Hauptthema der Analysis 2 ist das Studium von stetigen und differenzierbaren Funk-
tionen f : D C RY — R¥ zwischen den Vektorriumen R? und R* beliebiger endlicher
Dimensionen k,d € N. Im Vergleich zur Analysis 1, wo wir uns auf d = k£ = 1, also auf
Funktionen f : D C R — R, beschrinkt haben, werden wir hier viele neue Phinomene
antreffen.

Wahrend wir in Analysis 1 zuerst den eindimensionalen Vektorraum (Korper) R bzw. sei-
ne Teilmengen (offene/abgeschlossene Intervalle...) studiert haben, beginnen wir hier unsere
Untersuchungen mit einigen Uberlegungen zu normierten Vektorriumen, fiir die R? ein ty-
pisches Beispiel sein wird. Dies sind insbesondere Vektorrdume (hier immer iiber dem Korper
R oder ), so dass wir auf Konzepte der Linearen Algebra zuriickgreifen werden. Allerdings
wird es zusitzlich zu den algebraischen Eigenschaften in der Analysis immer wichtig sein,
einen Abstandsbegriff zur Verfiigung zu haben, um Konzepte wie Konvergenz zu definieren.

8.1 Grundlegende Definitionen

Erinnern wir dazu zunichst an die Definition eines normierten Vektorraums (vgl. Definiti-
on 4.41) und eines metrischen Raums (Definition 4.1):

Definition 8.1. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K € {R, C}. Eine Abbildung
-1 V' = Rxo

heiflt Norm, falls fiir beliebige v,w € V, A € K, die folgenden drei Eigenschaften

gelten:
a) ||v|| = 0 ist dquivalent zu v = 0.
b) [[Av]| = [Alllv]
o |lv+w| <|v| + ||w| (Dreiecksungleichung)

Ein Vektorraum mit Norm heif$t normierter Raum (V, || - ||).
Eine Norm ist eine Verallgemeinerung der Betragsfunktion | - | auf K.
Zeigen Sie, dass in jedem normierten Vektorraum (V/ ||-||) die umgekehrte Dreiecksungleichung
lo =l = Il = o], vwev,
gilt.

Definition 8.2. Ein metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Metrik, das
ist eine Abbildung

dZXXX%RZO

mit den Eigenschaften (fiir beliebige z,y € X)



a) d(z,y) =
b) d(x,y)
o d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

ist dquivalent zu x = y.

0
d(y, z) (Symmetrie)
d

Ein normierter Vektorraum ist insbesondere ein metrischer Raum, denn wir kénnen die Me-

trik
d(v,w) = [[v — w||

einfithren. Metrische Riume sind viel allgemeiner als normierte Vektorriume, sie miissen ja
noch nicht einmal Vektorrdume sein (vgl. Beispiel 4.2).

Einige Beispiele kennen Sie bereits aus Analysis 1. Wir geben nun einige weitere Beispiele, die
wir in der Analysis 2 sehr oft benutzen werden. Im Folgenden steht K immer fiir den Korper

R der reellen Zahlen oder den Kérper C der komplexen Zahlen.

Wir betrachten den Vektorraum K¢ mit Dimension d € N, dessen Elemente wir mit z =
(x1,...,74) € K bezeichnen?. Die Zahlen x;, € K, k = 1,...,d, bezeichnen wir als die
Komponenten des Vektors .

Definition 8.3 (Normen auf K?). Auf K? definieren wir fiir beliebiges p > 1 die soge-

nannte p-Norm
d 1/p
]l := (Zlm”) :
k=1

Ein spezieller Fall ist die 2-Norm

Euklidische Norm,

und als Grenzfall fiir p — oo erhalten wir

|z ||oo :=  max || Maximumsnorm oder co-Norm.

=1,...,

Fiir jedes p € [1, 00| haben wir also eine Abbildung || - ||, : K — Rsg, die ihrem Namen
nach wohl eine Norm sein sollte. Das Uberpriifen der Normeigenschaften a) und b) ist ganz

cinfach — exemplarisch betrachten wir p = 2. Dann verschwindet ||z]ly = /3¢, | |2

genau dann, wenn alle |z4| verschwinden (Summe von nicht-negativen Termen ist nur dann
Null, wenn alle Terme Null sind), also genau dann, wenn x = 0. Weiterhin ist fir A € K

d d
ello = | D Pl =\ [IAR D lzal? = [A] - [lz]le.
k=1 k=1

2Es wird fiir uns nicht nétig sein, zwischen Spalten- und Zeilenvektoren zu unterscheiden.

10



Schwieriger ist allerdings der Nachweis der Dreiecksungleichung (Eigenschaft ¢) einer Norm),
zumindest fiir allgemeines p. Wir machen dazu einen kurzen Ausflug zu konvexen Funktio-
nen.

8.2 Konvexe Funktionen und fundamentale Ungleichungen

Gegeben zwei reelle Zahlen x, y, so ist die Menge
{Aa+(1-Ny: 0< A< 1}

das abgeschlossene Intervall mit den Endpunkten = und y, also [z, y| falls < y und [y, 2]
falls y < z. Mit dem Parameter A € [0, 1] konnen Sie den Punkt Az + (1 — \)y von y (fiir
A = 0) zu x (fiir A\ = 1) verschieben. Punkte der Form Az + (1 — \)y werden auch konvexe
Kombination von x und y genannt.

Definition 8.4. Eine Funktion f : I — R auf einem Intervall I C R heifSt konvex,
wenn fiiralle z,y € Tundalle 0 < A <1

FOz+ 1 =Ny) <Af(z)+ Q=N F(y)

gilt. Gilt die Ungleichung mit > statt <, so heiflt f konkav.

Geometrisch bedeutet Konvexitit von f, dass fiir + < y der Graph von f unterhalb der
Sekanten von f durch die Punkte (z, f(z)) und (y, f(y)) verlduft, d.h. der Graph ist “links-
gekriimmt”, wenn Sie ihn von links nach rechts durchlaufen®. Anders formuliert wichst die
Steigung des Graphen von links nach rechts. Die genaue Formulierung dieser Tatsache liefert

der folgende Satz.
Satz 8.5. Sei I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar. Dann gilt

f konvex < f' monoton wachsend.

Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn [ zweimal differenzierbar ist und f" > 0 gilt.

Beweis. Angenommen, f’ ist monoton wachsend, und 27 < 5 sind zwei Punkte in 7. Fiir
A€ [0,1] sei x := Azy + (1 — N)xg € [x1, x2). Fiir die Konvexitit von f miissen wir zeigen,

dass A\f(z) + (L = N)f(x) = f(z) < Af(z1) + (1 — A) f(xg) gilt, d.h.
AMf(z) = flz1) < (1= A)(f(z2) — f(2)).
Nach dem Mittelwertsatz (Satz 5.16 b)) gibt es Punkte {; € (x1,2) und & € (x, x2) mit
f(33) - f($1) = f’(ﬁi) : (95 — 1), f(xz) - f(x) = f/(&) (29 — 95)

Wir miissen also nur Af/(&1)(z — x1) < (1 — X)f'(&)(x2 — 2) zeigen. Da &y < o < &
haben wir f'(&1) < f'(&2) aufgrund des monotonen Wachsens von f’. Weiterhin haben wir

M+1-ANzrz=rz= 1+ 1 —-Nza=> AN —z1) = (1 —N)(2e —2) >0,
was die gewlinschte Ungleichung impliziert.

Der Beweis der umgekehrten Implikation (f konvex und differenzierbar = f’ monoton
wachsend) wird als Ubungsaufgabe gestellt. O

°Da f genau dann konvex ist, wenn — f konkav ist, geniigt es, konvexe Funktionen zu betrachten.
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Beispiel 8.6. Beispicle konvexer Funktionen sind Geraden x +— ax + b (mit 2. Ab-
leitung 0), die Exponentialfunktion exp (mit 2. Ableitung exp > 0). Die im Zusam-
menhang mit den p-Normen interessante Potenzfunktion Ry > 2 ~ 2 hat die 2.
Ableitung z + p(p — 1)zP~2. Dies ist fiir p > 1 und fiir p < 0 nicht negativ, d.h. fiir
diese Werte von p ist die Potenzfunktion konvex. Fiir 0 < p < 1 ist die Potenzfunktion
konkav.

Es empfiehlt sich, die Graphen dieser Funktionen zu skizzieren, um ein Gefiihl fiir Kon-
vexitit zu bekommen.

Wir benutzen nun Konvexitit, um drei fundamentale Ungleichungen zu beweisen.
Satz 8.7 (Young—Ungleichung). Fira,b > 0 undp,q > 1 mz’tz—lj + % =1 gilt

aP b
ab < — + —.
b q

Beweis. Die Behauptung ist trivial, falls @ = 0 oder b = 0. Seien also a,b > 0. Wegen
iy 5 = 1 ist %loga + Llogh eine konvexe Kombination von loga und logb. Mit der
Konvexitit der Exponentialfunktion erhalten wir so
11 Lloea Llogh 1 1 K1 1 a b
arbes = er %% °%° = ex (—lo a+—lo b) < —exp(loga) + — exp(logh) = — + —.
p | loga+log pp(g)qp(g)pq

Die behauptete Form der Young—Ungleichung ergibt sich, wenn man a? statt @ und b7 statt b
betrachtet. O

Satz 8.8 (Hélder-Ungleichung). Seien p,q > 1 mit % + % = 1. Dann gilt fiir alle
z=(x1,...,%0),y = (Y1, -..,vd) € K die Ungleichung

d
> Lzl < Nzl - lylla-
k=1

Beweis. Die Behauptung ist trivial fiir v = 0 (< ||z||, = 0) odery = 0 (& ||z||, = 0
Seien also ||z||,, ||yll; > 0. Die nichtnegativen Zahlen

k|
Iyl

bk =

erfilllen 3¢ ax = 1= Y27 _, by.. Wir verwenden nun die Young—Ungleichung:

1 1
Jeel - Jyel ol b <% by

lell,  Tylly P

Durch Summation tiber & ergibt sich

Z |zkyx| < 1,

HprHqu

was die Behauptung impliziert. ]
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Die Holder—Ungleichung gilt auch in dem Grenzfall p = 1 und ¢ = 00, denn wir haben

d d
>l < ,Ellaxd!yﬂz [z = |1zl - [[Yloo-
=1 I= k=1

Der wichtigste Fall der Holder—Ungleichung p = ¢ = 2, er impliziert direkt die sogenannte
Cauchy-Schwarz—Ungleichung, die Sie aus der Linearen Algebra kennen. (Die linke Seite
dieser Ungleichung ist der Betrag des Skalarproduktes (x, ).)

Korollar 8.9 (Cauchy-Schwarz—Ungleichung). Fiir alle v,y € K% gilt

d
E TrYk
k=1

d
<> lawnl < llalla e
k=1

Nach diesen Ungleichungen sind wir soweit, dass wir die Dreiecksungleichung der Normen
| - |l» » > 1, nachpriifen kénnen:

Satz 8.10. Fiir p > 1 oder p = oo gilt fiir alle x,y € K¢

12+ yllp < [l + [1yll,-

Die Abbildung || - ||, : K% — R ist also eine Norm.

Beweis. Die Ungleichung ist trivial fiir . = 0, y = 0, oder x + y = 0. Wir diirfen also
lz]lps |Yllps |z + yl[, > O annehmen. Sei zunichst 1 < p < oo und definiere ¢ durch
%%—%: 1. Dannist ¢ > 1, und es gilt p = p¢g — qund p — § = 1.

Wir definieren einen Vektor z € K% durch seine Komponenten zj, := |zj, + y|P~!. Dann
gilt
P
o= |k + el PV = o+l = 2l = e+ oyl
Mit der Holder—Ungleichung erhalten wir nun

d d

d d
2+ l2 =" o+ gl o+ el = Lzl + wel < Jzellael + > [zl lusl
k=1 k=1 k=1 k=1

Ho. P
< lzllpllzllg + lllinlizlle = zlly + lylln) - [l + ylls

_P
Also haben wir ||z + yl|, = ||z + yHi < ||lz|l, + lly|lp> wie behauptet.

Fiir die beiden Fille p = 1 und p = 00 ergibt sich die Behauptung sofort aus der Dreiecks-
ungleichung |z + yi| < |zk| + |ykl-

Damit ist die Dreiecksungleichung fiir alle p-Normen als letzte Normeigenschaft bewiesen.

]

Die Dreiecksungleichung der p-Norm heif$t auch Minkowski—Ungleichung.
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8.3 Konvergenz in metrischen Raumen

Die p-Normen geben uns verschiedene Maglichkeiten, Abstinde zwischen Punkten in K¢
zu messen. Wie wir gleich sehen werden, kommt es oft nicht darauf an, welche Norm man
verwendet, so dass man eine gut zum Problem passende Norm wihlen kann.

Zuerst vergleichen wir die p-Normen untereinander.
Lemma 8.11. Fiir jedes p, q € [1, 00| gibt es Konstanten ¢, C' > 0, so dass
cllzllp < llzlly < Cllafl,

ir alle v € K? gilz.
fii g

Beweis. Fiir jedes p € [1, 00] gilt

d 1/p
oo = max || = (max |z ") /7 < (Z w) = |jzll,

k=1
und
d
Izl =D faxl? < d max |z, |” = d||[%,
k=1

also [|z[l, < d"/7|z«.

Fiir beliebiges p, ¢ haben wir also

APz, < llzlloe < llzllg < dY9|2]loe < @4l
O

Die p-Normen unterscheiden sich also nicht sehr stark voneinander. In dieser Situation spricht
man auch von dquivalenten Normen:

Definition 8.12. Zwei Normen || - || und || - || auf einem Vektorraum V' heiflen dgui-
valent, falls es Konstante ¢, C' > 0 gibt, so dass c||v|| < ||v]| < CJv]| firallev € V
gilt.

Alle p-Normen auf K¢ sind also dquivalent.
I Zeigen Sie, dass die oben definierte Aquivalenz eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Nor-

men auf einem Vektorraum ist.

Beispiel 8.13. Hier noch zwei Beispiele von Normen auf Vektorraum C'(I) der stetigen
Funktionen f : I — R, wobei I C R ein kompaktes Intervall ist: Zum einen haben
wir die aus Analysis 1 bekannte Supremumsnorm,

[fllz := sup [f(x)]

zel

14



Ein anderes Beispiel einer Norm auf C'(I) ist

[ fllzr = /I\f(x)\da;.

Alle Normeigenschaften sind leicht nachpriifbar (Ubung). Die Normen || || und || - || 11
sind nicht dquivalent. Wie wir spiter sechen werden, ist es kein Zufall, dass wir fiir ein
Beispiel zu nicht dquivalenten Normen unendlichdimensionale Vektorriume wie C'(1)
betrachten (sieche Satz 10.9).

Genau wie die Betragsfunktion | - | in R (oder €) zu einem Konvergenzbegriff fiir Folgen
a : N — K fiihrt, fithrt eine Metrik d auf einem metrischen Raum X zu einem Konver-
genzbegriff fiir Folgen @ : N — X. Erinnerung (Def. 4.3): Eine Folge (a,,)nen in einem
metrischen Raum (X, d) konvergiert gegen x € X, falls

lim d(a,,z) = 0.

n—o0
Ist der vorliegende metrische Raum ein normierter Vektorraum X = V mit der von der
Norm stammenden Metrik d(x,y) = ||z — y||, so heifft Konvergenz v,, — v in (V|| - ||)
also ||v, — v|| = 0 fiir n — 00. In diesem Fall sagt man auch, dass (vy,),, in der Norm || - ||
konvergiert.

Erinnern Sie auch, dass ein metrischer Raum wvollstindig heiflt, falls jede Cauchyfolge in X
konvergiert. Ein normierter Vektorraum, der bzgl der durch die Norm induzierten Metrik
vollstindig ist, heifSt Banachraum.

Satz 8.14.

a) Sei V' ein Vektorraum und || - ||, || - || zwei dquivalente Normen auf'V. Dann
konvergiert eine Folge (Vy,)nen C V' in der Norm || - || genau dann, wenn sie in der
Norm || - || konvergiert. In diesem Fall stimmen beide Grenzwerte iiberein.

b) Sei nunV =K% und p € [1, 00| Dann konvergiert eine Folge (x,,) C K in der
Norm || - ||, genau dann, wenn alle ibre Komponentenfolgen x1 ,,, . . . , X g, konver-
gieren. Im Konvergenzfall gilt

lim z, = (lim 21, lim z9,,..., lim x4,).
n—oo n—oo n—oo n—oo

¢) K% ist ein Banachraum bzgl jeder p-Norm, p € [1,00| (jede Cauchyfolge konver-

giert).
Beweis.
a) Angenommen, (v,) konvergiert in der Norm || - || gegen einen Grenzwert v € V d.h.
||v, —v|]| = 0 fiirn — oo. Da || - ||’ 4quivalent zu || - || ist, gibt es eine Konstante
C > 0, so dass ||v, —v|| < C|lv, — o] fir alle n € N gilt. Also konvergiert (v,,)
auch in der Norm || - ||".

15



b) Wir betrachten p = 1 und nehmen an, dass (z,,) gegen einen Grenzwert z € K% in
|| - |1 konvergiert, d.h.

d
|z — 2lli = |Zkm — 2] = 0
k=1

Dann gilt fiir jedes j € {1,...,d}

d
(@i — 25l < |0 — wal,
k=1

also konvergiert auch |z;, — ;| gegen Null fiir n — o0. Das heiflt, dass aus der
Konvergenz in || - ||; die Konvergenz aller Komponentenfolgen (;,,)nen folgt.

Falls hingegen alle Komponentenfolgen konvergieren, also z;,, — x; fiir n — o0, so
betrachten wir den Vektor © := (1, ..., 24). Nach den Grenzwertsitzen gilt

d
nlggoz |jn — x5 =0,
=1

also ||z, — x|l — 0. Da alle p-Normen iquivalent sind, folgt die Behauptung auch
firp # 1.

c) Sei (x,) eine Cauchyfolge in K% und j € {1,...,d}. Dannist wegen |;,, — ;| <
|zn — ||, auch die Komponentenfolge ()., eine Cauchyfolge. Da K vollstindig
ist, gibt es einen Grenzwert z; € K, d.h. z;,, — z; fiir n — oo. Mit b) folgt dann
|xn, — ||, = 0, d.h. (x,,) konvergiert in p-Norm.

]

Mit diesem Ergebnis kdnnen wir Fragen zur Konvergenz von Folgen in K% immer auf Fragen
zur Konvergenz von Folgen in K zuriickfithren. Wir nennen eine Folge in K% konvergent,
wenn alle ihre Komponentenfolgen konvergieren.

Beispiel 8.15. Wir betrachten die Folge

sn = (% cos(n), < sin(n)), Sin = +cos(n), o, = +sin(n)

in R?, die Punkte auf einer Spirallinie beschreibt. Da sowohl £ cos(n) als auch < sin(n)
konvergieren (beide mit Grenzwert 0), haben wir s,, — (0, 0) bzgl. jeder p-Norm auf
R2.

Die Folge
Ty = (% cos(n), % sin(n), n)

in R? verliuft auf einer sich immer enger zusammenziehenden Schraubenlinie. Sie kon-
vergiert nicht (bzgl keiner p-Norm), da die dritte Komponentenfolge r3,, = n nicht
konvergiert.
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Erinnern Sie sich, dass (C'(I), || - ||1) ein Banachraum ist. Zeigen Sie, dass (C*(I), || - ||7) kein
Banachraum ist. Ist (C*(1), || - ||c1) mic || fllcr == | £Il7 + || f'||; ein Banachraum?

Ein wichtiger Satz iber Konvergenz in metrischen Riumen ist der folgende Banach’sche Fix-
punktsatz.

Satz 8.16 (Banach’scher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und
T : X — X eine strikte Kontraktion, d.h. es gebe 0 < q < 1 so, dass

d(T(x),T(y)) < qd(z,y), x,y€X,

gilt.

a) T hat genau einen Fixpunkt, d.h. es existiert genau ein v* € X mit der Eigenschaft
T(z*) = z*

b) Sei vy € X beliebig und definiere eine Folge (x,,) rekursiv durch x,, == T(x,,—1),
n € N. Dann konvergiert (x.,,),, gegen den Fixpunkt x* von T

Beweis. Wir betrachten die in b) rekursiv definierte Folge (,,). Nach Voraussetzung gilt
d(xpa1, 2,) = d(T(x,), T(xn-1)) < qd(Tp, Tp_1)-
Iterieren wir dieses Argument, so ergibt sich
d(xpi1, ) < ¢ d(xq, x0).
Fiir beliebige k,n € N erhalten wir

d(xn+ka xn) < d<xn+k7 $n+k71) + d(anrkfla xn+k72) +.o.+ d($n+17 *Tn)

= Z A(Tptj+1, Tntj)

wobei wir die geometrische Reihe und |g| < 1 verwendet haben. Nun sehen wir d(z, 1k, z,,) —
0 fir n — oo, fiir beliebiges £ € N. Also ist (x,,)nen eine Cauchyfolge in X. Da X nach

Voraussetzung vollstindig ist, konvergiert diese Folge, d.h. es gibt * € X mit lim z,, = z*.
n—oo

Wir zeigen nun, dass 2* ein Fixpunkt von 7" ist:

0 <d(z*,T(z"))



Fiir n — oo geht die rechte Seite gegen Null (wie oben gezeigt). Also gilt d(z*, T'(z*)) = 0,
was wegen der Definitheit der Metrik #* = T'(2*) impliziert. Der Grenzwert z* ist also
tatsichlich ein Fixpunkt von 7.

Nun zur Eindeutigkeit: Angenommen, £* und Z sind Fixpunkte von 7T". Dann gilt
d(z*,2) = d(T(z*), T(Z)) < qd(z*, T).

Falls d(z*,Z) > 0, so konnen wir diese Ungleichung durch die positive Zahl d(z*, %) > 0
teilen und erhalten 1 < g, ein Widerspruch zu unserer Annahme ¢ < 1. Also gilt d(z*, %) =
0, dh 2* = 7, und T" hat genau einen Fixpunkt.

Insbesondere konvergiert die rekursiv definierte Folge (,,) unabhingig von dem beliebig
vorgegebenen Startwert 2o immer gegen den gleichen Grenzwert ™. Il

Der Banachsche Fixpunktsatz hat eine Vielzahl von wichtigen Anwendungen die Sie im Lauf
Thres Studiums kennenlernen werden. Beachten Sie, dass die Vollstindigkeit von X eine wich-
tige Voraussetzung ist, ohne die der Fixpunktsatz nicht gilt.

Der Banachsche Fixpunktsatz gilt insbesondere in Banachriumen, also vollstindigen metri-
schen Riumen, in denen die Metrik d(x, y) = ||z —y|| von einer Norm stammt; insbesondere
also in R? und C(I). Wir geben zwei typische Beispiele von Anwendungen dieses Satzes.

Beispiel 8.17 (Das Newton-Verfahren). Das Newton-Verfahren ist eine Methode zur
Bestimmung/Approximation von Nullstellen von differenzierbaren Funktionen, die vor
allem numerisch von Bedeutung ist.

Die grundlegende Idee ist die folgende: Wir betrachten eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion f : R — R, die in einer (unbekannten) Stelle x* eine Nullstelle hat,
f(z*) = 0. Um z* zu finden, “raten” wir einen Startwert x¢, der idealerweise schon
recht nah an 2* liegt. Dann verbessern wir x folgendermaflen: Wir betrachten die Tan-
gente ¢, an den Graphen von f, gegeben durch

tog(2) = f(w0) + f'(x0) - (x — 20)
(Taylorentwicklung bis 1. Ordnung). Die Nullstelle dieser Tangente ist

f(x0)
f'(w0)

wobei wir f’'(zg) # 0 voraussetzen. Dieses Verfahren wird dann iteriert, wie im Beweis

T1 = Ty —

des Banach’schen Fixpunktsatzes.

Wir betrachten also die Abbildung T'(x) := = — % und sehen, dass Fixpunkte von
T (also T'(z) = x) genau Nullstellen von f sind; vorausgesetzt, dass die Ableitung von
f nicht verschwindet. Erfiillt 7" auch die entscheidende Kontraktionseigenschaft? Dazu

betrachten wir
)~ T0)| = | [ 7' dz
y

<q-lr—yl, q:=sup|T'(z)|
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Die Kontraktionseigenschaft gilt also, falls sup_ |7”(2)| < 1. Eine einfache Rechnung
zeigt T"(2) = %Z,;éz) An einer Nullstelle z = 2* von f gilt 7"(2) = 0, aufgrund der
Stetigkeit von 7" gilt also in einem hinreichend kleinen Intervall um 2* auch |77(z)| <

q < 1 fiir vorgegebenes 0 < ¢ < 1.

Zusammengefasst: Ist f zweimal stetig differenzierbar mit nichtverschwindender Ab-
leitung mit ¢ := ||f'||lg = sup,|f'(2)| < 1 und hat bei z* eine Nullstelle, so ist
T(x):=x— ]{c,(é)) wohldefiniert und strikt kontrahierend. Da R bzgl | - | vollstindig
ist, konnen wir den Banachschen Fixpunktsatz verwenden und folgern, dass die iterierte
Folge T (x), fiir beliebiges 7y € R, gegen die eindeutige Nullstelle * von f konver-

giert.

Schaut man sich den Beweis des Satzes genauer an (— Ubung), so findet man auch die
Fehlerabschitzung

n

* q

|21 —

fiir den Abstand der n-ten Iteration des Verfahrens zur Nullstelle z*.

Hiufig braucht man auch eine “lokale Version”, in der f : I — R nur auf einem
Intervall I = [a, b] definiert ist. Dann kann man zeigen:

* Angenommen, f : [a,b] — R ist zweimal stetig differenzierbar und es existiert
z* € (a,b) mit f(z*) = 0und f'(z*) # 0.
Dann gibt es ein (hinreichend kleines) abgeschlossenes Intervall .J, das 2* enthilt

und so dass die Abbildung 7" : J — J,T'(z) = z— ]{C,((Z)) , eine strikte Kontraktion

ist. Also konvergiert fiir jedes x¢ € J die Folge x,, 11 := T(x,,) gegen z*.

Hier diskutieren wir eine weitere Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes, die die Niitzlich-
keit dieses Satzes hervorhebt. Wir betrachten fiir f € C(I) (mit I = [0,1]) und A € R die
Gleichung

1
f(m)::n2+)\/ e f(y)dy, r el
0

Gibt es eine Losung dieser Gleichung, also eine Funktion f € C(I) mit der gewiinschten Eigen-
schaft? Eine solche Integralgleichung fiir f ist tiblicherweise nicht einfach zu 16sen. Um trotzdem
etwas {iber Losungen sagen zu konnen, schreiben wir die Frage in eine Fixpunktfrage um. Wir

betrachten die Abbildung

1
T O > ), T(f)@) =22+ A /0 e f(y)dy

(d.h., T bildet Funktionen auf Funktionen ab) und schitzen mit Hilfe des Mittelwertsatzes der
Integralrechnung und der Supremumsnorm || - ||7 ab: (x1, 22 € 1)

1 x1 x2
et —1 e*2 -1
/ (e™¥ —e™¥)dy| = || fll1 Al - :
0 T €2

T(f) (1) = T(f)(x2)| < A F1
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Dax — 613;1 stetig ist, sehen wir T'(f)(z1) — T'(f)(x2) — O fiir x1 — 2. Also ist T'(f)
stetig, d.h. T" ist wirklich eine Abbildung C(I) — C(I).

Wir betrachten nun die Kontraktionseigenschaft: Fiir f1, fo € C'(I) haben wir

IT(f1) = T(f2)ll1 = |\l sup
xzel

MWS-1

1
/0 (fl(w)—fz(x))emydy'
1
A — - su Y d
SN = £l P/o y'
< A - I1fs = Fallr.

Falls ¢ := e|\| < 1, d.h. falls [\| < e71, ist T also eine Kontraktion. Da C(I) ein voll-
stindiger metrischer Raum bzgl der Supremumsnorm || - || ist, konnen wir den Banachschen

Fixpunktsatz verwenden und folgern, dass es genau eine stetige Funktion gibt, so dass f(z) =
2 4+ ) fol e™ f(y)dy gilt.

8.4 Die Topologie des K¢

In diesem Abschnitt wollen wir einige Begriffe aus Analysis 1 (Abschnitt 4.1 und 4.2) wieder-
holen und erweitern.

Beginnen wir mit Def. 4.4:

* In einem metrischen Raum (X, d) heif$t fiirx € X und e > 0
Ucdx):={ye X: d(z,y) <e}

die e-Umgebung von .

* Eine Teilmenge O C X heifllt offen, falls es fir jedes z € O ein € > 0 gibt, so dass
U.(x) C O.

* Eine Teilmenge A C X heifSt abgeschlossen, falls X\ A offen ist.

* Eine Teilmenge U C X heil$t Umgebung von einem Punkt x € X, falls U.(x) C U fiir
eine > 0.

Wir betrachten nun speziell K (also R? bzw. C?) mit einer p-Norm || - ||, p € [1, 00]. Jede

p-Norm definiert e-Umgebungen ulle (x) von Punkten # € K¢, die von p abhingen — in
Aufgabe P2.2 haben Sie diese Umgebungen fiir ¢ = 1 und verschiedene p skizziert.

Nichtdestotrotz haben wir folgenden Satz:

Satz 8.18. Sei V' ein Vektorraum und || - ||, || - ||' zwei dquivalente Normen auf' V' (Z.B.
V =R mit| - |lpy | - llps> 21, P2 = 1). Eine Teilmenge A C 'V ist offen (abgeschlossen)
bzgl der Metrik d(v,w) = ||v — w|| genau dann wenn sie offen (abgeschlossen) bzgl der
Metrik d' (v, w) = ||v — w|| ist.

Beweis. Da die beiden Normen iquivalent sind, gibt es Konstanten ¢, C' > 0 mit c||v|| <
|lvll” < C||v|| fiir alle v € V. Das impliziert

UMy ={weV: Jv—w| <e} D{weV: |jv—w|<e/C}=UlLW)
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und analog ul (v) D ulLl (v). Wir sehen also: Jede e-Umgebung eines Punktes v bzgl der
einen Norm enthilt eine e-Umgebung (mit skaliertem €) von v bzgl der anderen Norm.

Angenommen, A C V ist offen bzgl || - ||, d.h. fiir jedes a € A gibt es ¢ > 0, so dass

U5”'H (a) C A. Dann enthilt A wegen Ucl!;H/(a) C UJ”(CL) C A auch eine e-Umgebung von
abzgl || - ||'. Also ist A auch offen bzgl || - ||". Véllig analog sieht man: (A offen bzgl || - ||') =
(A offen bzgl || - |)).

Eine Menge A C V ist abgeschlossen bzgl || - || genau dann wenn V\ A bzgl || - || offen ist,
was dquivalent zu V'\ A bzgl || - ||" offen, dh A bzgl || - || abgeschlossen ist. N

Die Begriffe “offen” und “abgeschlossen” dndern sich also nicht, wenn man von einer Norm
g g
zu einer dquivalenten Norm {ibergeht.

An dieser Stelle sei noch einmal an die grundlegenden Eigenschaften der Familie der offenen
Mengen erinnert (Satz 4.6: () und der ganze Raum sind offen und abgeschlossen, endliche
Schnitte von offenen Mengen sind offen, beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind

offen).

Anschaulich gesprochen sind die offenen Teilmengen die “ohne Randpunkte”. Um das ge-
nauer zu fassen, fithren wir einige neue Begriffe ein.

Definition 8.19. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge.

a) Das Innere von M ist M° = U O. Dies ist die grofite offene Menge, die
OCM, O offen

in M enthalten ist.

b) Der Abschluss von M ist M = N A. Dies ist die kleinste abge-
ADM, M abgeschlossen

schlossene Menge, die M enthilt.
¢) Der Rand von M ist OM := M\ M°.

Beachten Sie, dass M7 stets offen ist (als Vereinigung offener Mengen) und M° C M, und
dass M stets abgeschlossen ist (als Schnitt abgeschlossener Mengen) und M C M. Aus der
Definition ist unmittelbar klar:

e M offen & M = M°.
* M abgeschlossen < M = M.

Beispiel 8.20.  a) Wir betrachten M = [0,1) C R mit der iiblichen Metrik und

behaupten M° = (0,1), M = [0,1], 0M = {0, 1}.

Zur ersten Behauptung betrachten wir die offenen Mengen (Intervalle) (¢,1 —¢)
fiir 0 < € < 1, die alle in M enthalten sind. Also

M° > U (e,1—¢)=(0,1).

O<e<1

Angenommen, 0 € MP°. Dann M° = M, dh dann wire M = [0,1) offen.
Aber keine e-Umgebung von 0 ist in M enthalten, also ist dies nicht der Fall. Wir
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haben also M° = (0,1).

Zur zweiten Behauptung betrachten wir die abgeschlossenen Mengen (Intervalle)
[—e,1 4 ¢] fiire > 0, die alle M enthalten. Also

M C ﬂ[—s,l +¢] = [0,1].

e>0

Da M = [0, 1), muss entweder M = [0, 1] oder M = [0, 1) gelten. Aber [0, 1)
ist nicht abgeschlossen (das Komplement (—o0, 0) U[1, 00) ist nicht offen wegen
dem Randpunkt 1). Also M = [0, 1].

Nun sehen wir auch OM = [0, 1]\(0,1) = {0, 1}.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass der Rand von M nicht Teilmenge von M sein
muss.

b) Wir betrachten M = {4} C R mit der iiblichen Metrik. Dann ist M° = (), da
{4} keine offenen Mengen aufler () enthiilt.

Einige Charakterisierungen von Abschluss, Innerem und Rand sind im nichsten Satz zusam-
mengefasst.

Satz 8.21. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge.
a) M =MUOM = M°UOM.
b) x € M° < M enthilt eine e-Umgebung von .

¢) ® € M & jede e-Umgebung von x schneidet M.
d) x € OM < jede e-Umgebung von x schneidet M und X\ M.

Beweis. a) Wegen M° C M C M gilt per Definition

M=(MnM°)U(M\M°)=M°UdOM C M UOM
= MU (M\M°) c MU (M\M°) =M,

also sind alle diese Mengen gleich.

b) Falls M eine e-Umgebung von z enthilt, U.(z) C M, so gilt v € U.(x) C M? nach
Definition von M? (denn U (x) ist offen). Falls z € M?, so liegt  nach Definition von M?
in einer offenen Menge O, die in M enthalten ist. Also gibt es ¢ > 0 mit U.(x) C O C M,
d.h. M enthilt eine e-Umgebung von z.

c) Wir zeigen die dquivalente Aussage: v & M < (es gibt eine e-Umgebung U.(x) mit
U(z) N M = ). Falls * ¢ M, so liegt  in der offenen Menge X\ M. Also gibt es eine
Umgebung U.(z) mit U.(z) C X\M C X\M = U.(z) N M = (. Existiert andererseits
eine e-Umgebung U, (z) mit U.(x) N M = (), so haben wir M C X\U.(z). Da X\U.(z)
abgeschlossen ist, folgt nach Definition des Abschlusses M C X \U.(x), insbesondere also
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d) Per Definition gilt OM = M\M?°. Also besteht M aus all den Punkten » € X, fiir
die jede e-Umgebung M schneidet, aber M keine Umgebung von x enthilt, d.h. jede e-
Umgebung schneidet auch X\ M. ]

Beispiel 8.22. Wir betrachten M = Q C R = X mit der iiblichen Metrik. Dann gilt
Q° = 0, da jede e-Umgebung einer rationalen Zahl auch irrationale Zahlen enthilt,
Q =R, da jede e-Umgebung einer reellen Zahl QQ schneidet, und 0Q = R.

Im Allgemeinen nennt man Mengen M mit M = X dicht.

& Finden Sie alle Teilmengen M C R mit OM = ().

Weitere Beispiele finden sich in den Ubungen.

Wir konnen den Abschluss M von M auch mittels Grenzwerten von Folgen charakterisieren:

Satz 8.23. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. Dann gilt

M = {x € X : esgibt eine Folge (m,,),, € M mitx = lim m,,}.

n— o0

Beweis. Seix € M.Dann gilt U1/, ()N M # 0 fiir jedes n € N nach Satz 8.21 ¢). Wihle zu
jedem n ein x,, € Uy, () N M. Dann liegt die Folge () in M, und wegen d(x,,, ) < +
konvergiert sie gegen x. In der behaupteten Gleichheit gilt also “C”.

Um “D” zu zeigen, zeigen wir die dquivalente Aussage:
v &M= Ay, €M : z, — 2.

Sei also = & M, d.h. x| liegt in der offenen Menge M =X \M Nach Satz 8.21 b) gibt es ein
e > 0 mit U.(x) C M, also U.(x) N M = (. Also gibt es keinen Punkt in M, der Abstand
< ¢ von 7 hat. Deshalb gibt es keine in M liegende Folge, die gegen = konvergiert. O]

Dieses niitzliche Resultat ergibt sofort einen weiteren Beweis des Satzes 4.17 aus Analysis 1:

* Eine Teilmenge M C X eines metrischen Raumes X ist abgeschlossen genau dann,
wenn sie die Eigenschaft hat, dass fiir jede konvergente Folge (m,,), C M C X der
Grenzwert lim,, m,, € M auch in M liegt.

Eine weitere Konsequenz ist:

* Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. Dann
ist auch (M, d|nrxpr) ein metrischer Raum. Dieser Raum ist genau dann vollstindig,
wenn M C X abgeschlossen ist.

Der Beweis erfolgt in den Ubungen.
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Beispiel 8.24. Hier einige weitere Beispiele von Innerem, Abschluss, und Rand. Die
Beweise der unten stehenden Behauptungen erfolgen in den Ubungen.

a) In X = R betrachten wir die Teilmenge M = {X : n € N}. Dann gilt

M = M U {0}, M° =19, OM = M.

b) Sei (V]| - ||) ein normierter Vektorraum und B := {v € V : |[v|| < 1} die
offene Einheitskugel in V. Dann gilt

B° = B, B={veV: |v| <1}, O0B={veV: |v|=1}

¢) Im metrischen Raum (R?, || - ||2) betrachten wir das Quadrat
Q={(r,y) eR*: 0<a<1,0<y<1}=(0,1] x[0,1).

Dann gilt

Q= [07 1] X [07 1]7 Q°
0Q = ({Ov 1} X [07 1]) U ([07

= (0,1) x (0, 1),
1] x {0,1}).
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9 Kompaktheit

Dieses Kapitel widmet sich dem Konzept einer kompakten Teilmenge eines metrischen Raums.

9.1 Motivation und Definition

In der Analysis 1 haben wir gesehen, dass Teilmengen M C R, die sowohl abgeschlossen als
auch beschrinkt sind, gute Eigenschaften haben: Ist (a,) C A eine Folge in A, so hat (ay,)
wegen der Beschrinktheit von A eine konvergente Teilfolge (Bolzano-Weierstraf3), und da A
abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert dieser Teilfolge auch in A. Wir sagen hierzu kurz: Jede
Folge in A hat eine in A konvergente Teilfolge.

Wenn wir diese Begriffe auf einen allgemeinen metrischen Raum (X, d) ausdehnen wollen,
liegt es nahe, Beschrinktheit folgendermafien zu definieren:

Definition 9.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. Wir
definieren den Durchmesser von M als

diamM := sup d(z,y) € [0, 00],
z,yeM

falls M nicht leer ist, und diam() := 0.
M heif3t beschrinkt, falls diamM < oo.

Um den Begriff der Kompaktheit zu motivieren, betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 9.2. Wir betrachten den Raum X := C(R) der stetigen beschrinkten Funk-
tionen R — R (d.h. f € C,(R) genau dann, wenn f stetig ist und es C' > 0 gibt, so
dass | f(z)| < C fir alle z € R). Dies ist ein Banachraum bzgl der Supremumsnorm

| fllz := sup, g | f(2)| (siche Analysis 1).
Die abgeschlossene Einheitskugel

B:={feGR): |[fl <1}

ist abgeschlossen (siche Ubung) und beschrinke: Fiir f, g € Bgilt || f — gllr < || f|lr +
llg|lr < 2 (tatsichlich gilt diamB = 2).

Wir betrachten nun die “Zackenfunktion”

fe) im {1 —lol el <1

0 sonst

und die Folge f,(z) := f(z — 2n). Beachten Sie, dass der Graph von f,, aus dem
Graphen von f durch Verschiebung um 2n nach rechts hervorgeht.

Fiir beliebiges n # m gibt es also keinen Punkt € R, an dem beide Funktionen f,,(x)
und f,,,(x) ungleich Null sind (Skizze!). Das bedeutet

[/ = finlle = sup [fn(2) = fm(2)| = sup [ fu(2)] = 1.

z€R zeR
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Wir sehen also, dass f,, immer Abstand 1 zu f,,, (fiir n # m) hat bzgl der Supremums-
norm. Die Folge (f,,), konvergiert also nicht (sie ist quasi “maximal nicht-Cauchy”)
und hat auch keine konvergente Teilfolge.

Die Lehre, die wir aus diesem Beispiel ziehen kénnen, ist die folgende: In allgemeinen metri-
schen Riumen haben die Mengen, die abgeschlossen und beschrinkt sind, nicht vergleichbar
gute Eigenschaften wie die abgeschlossenen und beschrinkten Teilmengen von R.

Wir werden nun einen neuen Begriff einfithren, der die Eigenschaft “abgeschlossen und be-
schrinkt” in einer Art und Weise auf allgemeine metrische Riume verallgemeinert, die die
guten Eigenschaften von kompakten Intervallen [a, ] C R erhilt. Die Definition ist relativ
abstrakt.

Definition 9.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Eine offene Uberdeckung einer Teilmenge M C X ist eine Familie {O; : i € I}
von offenen Teilmengen O; C X, wobei ¢ € I durch eine beliebige Indexmenge
I liuft, so dass

Mcl o

i€l

b) Eine Teilmenge M C X heifdt kompakt, falls jede offene Uberdeckung {O; :
I} von M eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. es gibt iy,...,7, € I
(mitn € IN), so dass M C U -1 O;; (die endlich vielen Mengen O;,, ..., 0
iiberdecken bereits M).

in

Dies ist eine komplizierte Definition, wahrscheinlich die komplizierteste, die Sie bisher ken-
nengelernt haben. Wir werden Sie uns also Stiick fiir Stiick ansehen und beginnnen mit eini-
gen Bemerkungen.

Jede Teilmenge M C X besitzt eine offene Uberdeckung, zB die Uberdeckung durch die
einzelne offene Menge O; = X oder die Uberdeckung durch alle offenen Mengen O C
X. Eine offene Uberdeckung (O;);e; ist oft “sehr redundant”, d.h. Sie kénnen oft viele der
Mengen O; weglassen und die iibrigbleibenden Mengen in (O;);es tiberdecken M immer
noch. Kompaktheit besagt, dass Sie unabhingig davon, mit welcher offenen Uberdeckung
Sie beginnen, immer alle O; bis auf endlich viele weglassen kénnen und trotzdem noch eine

offene Uberdeckung behalten.
Beispiel 9.4.

* Jede endliche Menge M := {x1,...,2,} C X ist kompakt: Ist (O;);cs eine
offene Uberdeckung von M, so gibt es fiir jedes xy ein O;,, so dass z, € O;,
(sonst wire es keine Uberdeckung). Die endliche Menge O;,, ..., O;, enthilt

alle &y, also ganz M. Somit ist es eine endliche Teiltiberdeckung von M.

¢ Die Menge M := {+: n € N} C Rist nicht kompakt. Zum Beweis betrach-
ten wir die offenen Mengen O, := (¢,2), wobei ¢ € I := R,. Dies ist eine
offene ["Jberdeckung von M, denn zu jedem n € NN existiert ein ¢ > 0 mit
L € (e,2). Aber wenn wir nur endlich viele der Mengen (g, 2) auswihlen, also
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(€1,2),...,(¢r,2) mit 7 € N, dann gibt es ein kleinstes ¢ = min{ey,...,,}.
Fiirn > L habenwirdann & & (¢;,2) firallei € {1,...,r},dh. (1,2),..., (&,,2)
ist keine Uberdeckung von M.

* Sei (x,,) eine konvergente Folge in X, mit Grenzwert  := lim,, ,,. Dann ist
K = {z,: n € N} U{z} kompakt. Um dies zu beweisen, wihlen wir eine
beliebige offene Uberdeckung (O;);c; von K. Da dies eine Uberdeckung ist, gibt
esig € I, so dass der Grenzwert  in O, enthalten ist. Nun ist O;, offen, enthilt
also eine e-Umgebung U, (z). Da die Folge (x,) gegen z konvergiert, gibt es
N € N so dass x, € U.(z) firallen > N (Definition von Konvergenz). Wir
wihlen also O;, als Element unserer endlichen Teiliiberdeckung, damit haben
wir schon “fast alle” (alle bis auf endlich viele) Folgenglieder abgedeckt. Fiir die
verbleibenden endlich vielen Folgeglieder x4, ...,z x wihlen wir endlich viele
offene Mengen O;, mit x;, € O;, wie im ersten Beispiel aus und haben damit
unsere endliche Teiliiberdeckung gefunden.

a) Zeigen Sie, dass (0,1) C R nicht kompakt ist. Tipp: Verwenden Sie eine offene Uberde-

ckung, die dhnlich wie in dem zweiten Beispiel in 9.4 definiert ist.

b) Zeigen Sie, dass R C R nicht kompakt ist. Tipp: Verwenden Sie eine offene Uberdeckung
aus “kleinen” offenen Mengen, so dass endlich viele nicht zur Uberdeckung von ganz R
ausreichen. Zum Beispiel ((n,n + 2))pnez.

Es kann insbesondere passieren, dass in einem metrischen Raum (X, d) die Menge X selbst
kompaket ist. In diesem Fall sprechen wir von einem kompakten metrischen Raum.

9.2 Eigenschaften kompakter Mengen

Wir machen uns nun daran, den Begriff der Kompaktheit besser zu verstehen, indem wir ihn
mit vertrauteren Begriffen vergleichen.

Satz 9.5. Jede kompakte Teilmenge M eines metrischen Raumes X ist abgeschlossen und
beschrinkt.

Beweis. Falls M = () ist die Aussage richtig. Wir diirfen also M # () annehmen.

Beschriinktheit: Sei M C X kompakt. Wir beginnen mit der folgenden offenen Uberdeckung
von M: Wir wihlen einen Punkt m € M und betrachten die offene Mengen U,.(m) mit
beliebigem Radius > 0. Da jeder Punkt m’ € M endlichen Abstand d(m,m’) < oo zu
m hat, liegt m’ € U,(m) fir r > d(m,m’). Also ist (U,(m)),o eine offene Uberdeckung
von M. Da M kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung U,., (m), ..., U,, (m), d.h.
M c U, (m)U...uU,, (m).Seir := max{ry,...,r,}. Dann gile M C U,(m) und damit
diamM < 2r < oo. Also ist M beschrinkt.

Abgeschlossenheit: Wir zeigen, dass M kompakt impliziert, dass M = X\ M offen ist.

Sei also M kompakt und 2 &€ M (so ein z gibt es, falls M # X. Falls M = X ist die
Abgeschlossenheit von M klar). Wir betrachten die offenen “Ring”-Mengen R, = {z €
X : d(x,z) > r}.Die Menge (R, )~ tiberdeckt X \{z}, also insbesondere M (da z ¢ M).
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Wegen der Kompaktheit von M gibt es eine endliche Teiliberdeckung M C R, U.. .UR,, .
Sei r := min{ry,...,r,} > 0.Da R, C R, fiira > b, gilt M C R,. Aber dies bedeutet
U,(z) C M°¢ (Beachten Sie U,.(z) N R.(z) = (). Also gibt es fiir jeden Punkt z € M€ eine
ganz in M ¢ liegende offene Umgebung U,.(z), d.h. M€ ist offen. [

Beispiel 9.6. {z € R? : ||z|]; < 1} C R? ist nicht kompakt, da nicht abgeschlossen.
{z € RY: z; > 0} C R? ist nicht kompakt, da nicht beschrinke. {x : ||z]s < 1} C
R ist abgeschlossen und beschrinkt, konnte also kompake sein. Spiter sehen wir, dass
diese Menge tatsichlich kompake ist.

Die Umkehrung des Satzes, also die Aussage “M abgeschlossen und beschrinkt = M kom-
pakt” gilt in allgemeinen metrischen Riumen nichr. Wir werden das spiter explizit sehen.
Immerhin haben wir folgende Vererbungseigenschaft von Kompaktheit auf abgeschlossene
Teilmengen:

Lemma 9.7. Sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums X und A C X eine
abgeschlossene Teilmenge mit A C K. Dann ist auch A kompakt.

Beweis. Sei {O; : i € I} eine offene Uberdeckung von A. Da A abgeschlossen ist, ist das
Komplement A° offen. Wir betrachten nun das vergroflerte System {O; : i € I}U A offener
Mengen. Wegen

KcX=AuAcAul o
i€l
ist {O; : i € I}UAC eine offene Uberdeckung von K. Da K kompake ist, gibt es eine offene
Teiliiberdeckung, d.h.
ACKCAUO;, U...UO,,

fiir geeignete O;;. Also haben wir A C Oy, U ... U O, d.h. wir haben eine endliche Teil-
tiberdeckung von A gefunden. O

Ein entscheidender Schritt zum Verstindnis von Kompaktheit einer Menge K ist der folgen-
de Satz 9.10, der besagt, dass Kompaktheit von K die in der Einleitung zu diesem Kapitel
diskutierte Eigenschaft hat, dass jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge hat, wie wir
es von den abgeschlossenen und beschrinkten Teilmengen von R kennen.

Als Vorbereitung erinnern wir an die Definition eines Hiufungspunktes, die wir aus Analysis 1
bereits fiir Folgen in R und € kennen.

Definition 9.8. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein Punkt x € X heifS¢ Hiufungspunk:
einer Folge (2, )nen C X, falls es eine Teilfolge (,, ) gibt, die gegen x konvergiert.

Diese Definition liest sich identisch zu Def. 3.25, nur der Kontext (allgemeiner metrischer
Raum X vs. K) ist anders. Es verwundert deshalb nicht, dass wir Satz 3.26 a) ganz analog
tibertragen kénnen. Auch der Beweis ist ganz analog zu dem in Analysis 1.
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Lemma 9.9. Sei (X, d) ein metrischer Raum und (x,,), C X eine Folge. Dann ist ein
Punkt x € X ein Hiufungspunkt von (x,,),, genau dann wenn fiir jedes € > 0 die Menge
{n € N: d(z,, ) < e} unendlich ist.

Beweis. Angenommen, x ist Hiufungspunkt der Folge. Dann gibt es eine Teilfolge (2, )i
mit d(x,,,x) — 0 fiir k — oo. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es also K € N, so dass d(z,,,x) < ¢
firalle k > K. Also enthilt {n € N : d(z,,2) < €} alle n; mit k > K, ist also unendlich.

Angenommen, I, := {n € N: d(x,,x) < €} ist unendlich fiir alle ¢ > 0. Wir betrachten
€= % Wir wihlen Indizes ny € Iy, ny € 112, 1y € L1k, 50, dass ngyq > ny fiiralle k. Dies
ist méglich, da die Iy, alle unendlich sind. Die Teilfolge (2, ) erfilllt dann d(z,, ,x) < %,
konvergiert also gegen x. Also ist  ein Haufungspunke. ]

Satz 9.10. Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt, wenn jede
Folge in M eine in M konvergente Teilfolge hat.

Beweis. Wir zeigen zuerst: Gibt es in M eine Folge (x,,) ohne in M konvergente Teilfolge, so
ist M nicht kompakt. Das heif3t also, dass diese Folge keinen Haufungspunke in M hat. Nach
obigem Lemma gibt es also fiir jedes z € M ein (z) > 0 so, dass {n € N: d(z,,z) <
e(x)} endlich ist. (Dies driickt aus, dass kein z Hiufungspunkt der Folge ist.)

Wegen m € U () (m) ist die Familie {U.(;,)(m) : m € M} eine offene Uberdeckung von
M. Wire M kompakt, wiirde es eine endliche Teiliiberdeckung geben, dh

M C Us(ml)(ml) Uu...uU Ug(mr)(mr).

Aber dies fiihrt auf einen Widerspruch, nimlich

N={neN: xneM}C{nelN: anUUs(mk)(mk)}

k=1

k=1

Auf der rechten Seite haben wir eine endliche Vereinigung von endlichen Menge, was endlich
ist. Dies kann nicht die unendliche Menge IN enthalten. Also ist M nicht kompakt.

Nun nehmen wir an, dass jede Folge in M eine in M konvergente Teilfolge besitzt und zeigen,
dass dann M kompake ist. Sei also (O;);cr eine beliebige offene Uberdeckung von M.

Zuerst zeigen wir folgende Aussage:
Ir>0:VeeM: Jiel: Ul(x) CO,.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis, nehmen also die Negation dieser Aussage an: Fiir alle
r > 0 (insbesondere fiir alle » der Form r» = %, n € N) gibtes ein z = x,, € M, so dass
U1/n($n) ¢ O, fiir alle i € I. Dies gibt uns eine Folge (), C M, die per Annahme eine
in M konvergente Teilfolge hat. Sei = der Grenzwert dieser Teilfolge (2, )5 Dax € M und
(O;); eine offene Uberdeckung ist, gibt es ig € I und € > 0 so, dass U.(z) C O;.
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Dies fiihrt auf den gewiinschten Widerspruch: Da z,, — k, gibt es K € N so, dass

d(z,2,,) < €/2 fir k > K. Wihlen wir nun noch & groff genug, so dass ¢+ < /2, so
ergibt sich per Dreiecksungleichung Uy (2,,,) C Uejo(2s,) C Us(z) C Oy, ein Wider-

spruch.

Als nichstes zeigen wir die Aussage: Fiir jedes 7 > 0 gibt es endlich viele Punkte 24, ..., z, €
M mit M C U.(z1) U ...U U, (x,). Wir filhren wieder einen Widerspruchsbeweis und
nehmen deshalb an, dass es einen Radius > 0 gibt, so dass M ¢ U,.(z1)U...UU,(x,) fir
jede endliche Wahl x4, ..., x, von Punkten in M. Dann kénnen wir folgendermaflen eine
Folge (2/,)m definieren: Wir wihlen 2y € M beliebig, und z,, rekursiv gemif§ der Bedingung
Ty € M\ Uj‘;ol U,(z;). Diese Konstruktion ist méglich, da M\ U;n;ol U, (z;) nach obiger

Schlussfolgerung nie leer ist.

Die so konstruierte Folge hat per Konstruktion die Eigenschaft, dass z,,, & U, (x,,) fiir alle
u < m. Also ist (., ), keine Cauchyfolge, und mehr noch, keine Teilfolge von (), ist eine
Cauchyfolge. Aber nach Voraussetzung tiber M hat jede Folge in M eine in M konvergente
Folge, die also insbesondere eine Cauchyfolge ist. Das beendet den zweiten Widerspruchsbe-
weis.

Nun fithren wir beide Argumente zusammen und zeigen, dass M kompakt ist. Wir betrachten
den in Teil 1 des Beweises gefundenen Radius 7 > 0 und wenden darauf Teil 2 an: Es gibt
also endlich viele Punkte x4, . .., z,, so dass M C U,(x1) U...UU,(x,). Nun gibt es nach
Teil 1 zu jedem ;5 ein O;; mit U,(x;) C O;;. Also M C O;; U ... U Oy, ; wir haben eine
endliche Teiltiberdeckung gefunden und folgern, dass M kompakt ist. ]

9.3 Kompakte Teilmengen von K¢

Nachdem wir den Begriff der Kompaktheit fiir allgemeine metrische Riume kennengelernt
haben, wenden wir uns nun der konkreteren Frage nach den kompakten Teilmengen von K%

(wieder mit K € {R, C}) zu.

Wir wissen bereits, dass kompakte Mengen stets abgeschlossen und beschrinkt sind. Fiir die
folgenden Argumente ist es besonders bequem, sogenannte Quader in R? zu betrachten. Per
Definition soll ein Quader eine Menge der Form

Q = [al,bﬂ X ... X [ad,bd]

mita; < b, =1,...,n sein. Fur d = 1 sind die Quader also genau die abgeschlossenen
und beschrinkten Intervalle, fiir d = 2 abgeschlossene und beschrinkte Rechtecke in der
Ebene R?, etc. Offenbar sind Quader in beliebiger Dimension abgeschlossen und beschrinkt.
Beschrinktheit bezieht sich hier auf eine beliebige p-Norm — Beachten Sie, dass es keine Rolle
spielt, welche dieser dquivalenten Normen wir betrachten, da sich der Durchmesser von @)
nur um einen Faktor indern wiirde. Zum Beispiel beziiglich || - ||oc haben wir diam@ =
max{|b; — a1 1 <1< d} < o0.

Die Quader kdnnten also kompakt sein. Um zu sehen, dass das tatsichlich der Fall ist, verall-
gemeinern wir zuerst den Satz von Bolzano-Weierstraf§ auf hohere Dimensionen. Wir gehen
jetzt analog zu Analysis 1 vor, als wir den Satz von Bolzano-Weierstrafy von R nach € ausge-

dehnt haben.
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I Lemma 9.11. Jede beschrinkte Folge (1,,),, C R® hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (), C R? eine beschrinkte Folge, also || ]| < C fiiralle n € N. Dann sind
die Komponentenfolgen z,, ;, (= k-te Komponente von z,,, k = 1, ..., d) ebenfalls beschrinkt,
denn |z, x| < max [z, k] = ||2n]lc < C. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafd fiir R*
hat die Folge der ersten Komponenten, also (2, 1)y, eine konvergente Teilfolge (,, 1)x. Die
Folge (zy, ) hat also die Eigenschaft, dass die Folge ihrer ersten Komponenten konvergiert.
Die Folge der zweiten Komponenten (,,, 2) ist beschrinke, hat also eine konvergente Teil-
folge (xnk, 2);. Fiir die Folge (xnkl )i konvergiert also die erste Komponentenfolge (als Teilfolge
einer konvergenten Folge) und die zweite Komponentenfolge. Nach d Schritten finden wir so
eine Teilfolge von (z,,), fiir die alle d Komponentenfolgen konvergieren. Das ist dquivalent
zur Konvergenz dieser Folge in RY. O

I Korollar 9.12. 7z RY ist jeder Quader Q kompakt.

Beweis. Sei (), C @ eine Folge in Q = [ay,b1] X ... X [ag, bg]. Da Q) beschrinkt ist, ist
diese Folge beschrinkt; hat also eine konvergente Teilfolge. Der Grenzwert g dieser Teilfolge
erfilllt a; < g; < b, firalle j = 1,...,d, da die Komponentenfolgen (z, ;) € @ diese
Eigenschaft haben. Also liegt ¢ in (). Mit Satz 9.10 folgt nun, dass ) kompakt ist. [

Quader sind keine besonderen, sondern nur bequeme Beispiele von kompakten Mengen in
R?. Wir kommen jetzt zum Satz von Heine-Borel, der uns sehr viel mehr kompakte Teilmen-
gen von K% an die Hand gibt.

Satz 9.13 (Heine-Borel (Spezialfall)). Sei d € N und p € [1,00]. Eine Teilmenge K
des normierten Raums (K<, || - ||,) ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrinkt ist.

Beweis. In jedem metrischen Raum sind kompakte Mengen abgeschlossen und beschrinkt.
Wir miissen also nur eine Implikation zeigen.

Ist K C R? abgeschlossen und beschrink, so finden wir einen hinreichend groflen Quader Q
mit K C Q). Dawir wissen, dass () kompakt ist, folgt die Kompaktheit von K mit Lemma 9.9.

Im komplexen Fall K C C% kénnen wir C? =2 R2? identifizieren und erhalten so die gleiche
Aussage. 0]

Der Satz von Heine-Borel konkretisiert die kompakten Mengen in K<, gilt aber nicht in allge-
meinen metrischen Riumen oder allgemeinen Banachriumen. Das Beispiel zu Anfang dieses
Kapitels demonstriert das: Die Menge B := {f € Cy(R): [|f|[rg < 1} ist abgeschlossen
und beschrinkt in (Cy(R), || - ||r)- Sie ist aber nicht kompakt, da sie wie in Beispiel 9.2 gezeigt
eine Folge enthilt, die keine in B konvergente Teilfolge hat.

Beispiel 9.14. Folgende Teilmengen von K¢ sind kompakt: ulle (z)={yeK?: |z—
yll, < €} (da abgeschlossen und beschrinkt) und endliche Vereinigungen dieser Men-
gen.
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Sei K C R kompakt und nicht leer. Zeigen Sie: K besitzt ein Minimum und ein Maximum.
Tipp: Wegen Heine-Borel hat K ein Supremum und Infimum. Argumentieren Sie sup K € K.

Es stellt sich nun die interessante Frage, was iiber die kompakten Teilmengen von typischen
unendlichdimensionalen Banachriumen, insbesondere Funktionenriumen, gesagt werden kann.
Was sind zum Beispiel die kompakten Teilmengen von (C'(Q), ||-||¢), des Raums der stetigen
Funktionen f : @) — K auf einem Quader, bzgl Supremumsnorm || f||q = sup,q [f(2)]2
Der Satz von Arzela-Ascoli beantwortet diese Frage und ist niitzlich, wenn zB gleichmifig

konvergente Teilfolgen einer gegebenen Folge von Funktionen gesucht werden. Sie werden
diesen Satz in der Funktionalanalysis kennenlernen. Weitere Untersuchungen von kompak-
ten Mengen (in einem verallgemeinerten Kontext) werden insbesondere in der Topologie-
Vorlesung besprochen.

9.4 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Wir schlieflen das Kapitel iber Kompaktheit mit einigen Betrachtungen zu stetigen Funk-
tionen auf kompakten Mengen ab. Erinnern wir uns zunichst, was eine stetige Funktion
zwischen zwei metrischen Riumen ist (Analysis 1).

Dazu betrachten wir zwei metrische Riume (X, dx), (Y, dy ). Eine Abbildung f : X — Y
heiflt stetigin einem Punkt zy € X, falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt
ist:

a) Ve >0: 30 >0: dx(z,20) < = dy(f(x), f(z0)) < e.
b) Fiir jede Folge (a,,) in X mit a,, — xo gilt f(a,) = f(zo).
c) Fiir jede offene Menge O C Y ist das Urbild f~1(O) C X offen.

Der Beweis des folgenden Satz demonstriert, wie hilfreich die abstrakten Konzepte von Kom-
paktheit und Stetigkeit sind. Kurz formuliert sagt er “stetige Bilder kompakter Mengen sind
kompakt”.

Satz 9.15. Seien X, Y metrische Riume und [ : X — Y stetig. Dann ist fiir jedes Kom-
paktum K C X auch das Bild f(K) CY kompakt.

Beweis. Sei (O;);e; eine offene Uberdeckung von f(K). Dann sind die Mengen f~1(0;) C
X offen (weil f stetig ist) und bilden eine Uberdeckung von K, da jedes £ € K Urbild
eines f(k) € f(K) ist. Da K kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung K C
YO U...U f7Y0,). Also gilt

FK) C F(FHO)U...UF(fHOn) C O U...UO,.

Damit haben wir eine endliche Teiliiberdeckung gefunden, also ist f (/') kompakt. O

Beispiel 9.16. Kompaktheit tibertrigt sich durch stetige Funktionen von Mengen auf
ihre Bilder, aber nicht anders herum! Nehmen Sie zum Beispiel die Nullfunktion f :

R — R, f(z) = 0. Dann ist {0} C R kompakt, aber das Urbild f~!({0}) = R nicht.
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Eine weitere oft niitzliche Eigenschaft von stetigen Funktionen f : X — R ist, dass sie
auf Kompakta Maximum und Minimum annehmen. Dies ist eine Verallgemeinerung von

Satz 4.27.

Satz 9.17. Sei X ein metrischer Raum, K C X eine nicht leere kompakte Menge, und
[+ K — Rstetig. Dann nimme f Minimum und Maximum an, d.h. es existierena, b € K

mit f(a) = mingeg f(k) und f(b) = maxger f(k).

Beweis. Nach Satz 9.15 ist f(K) C R kompakt, besitzt also ein Maximum und Minimum
nach der Ubung auf Seite 32. O]

Beispiel 9.18. Seci f : [0,1] x [0,1] = R, f(z) = e¥(z? — ) 4 2sin(cos(z>y*)).
Diese Funktion ist stetig (dazu mehr im nichsten Kapitel). Da der Quader [0, 1] x
[0, 1] C R? kompaket ist, hat f ein Minimum und Maximum.

Noch eine Verallgemeinerung von einem Ergebnis der Analysis 1 (versteckt im Beweis von
Lemma 6.7) ist der nichste Satz.

Satz 9.19. Sei K ein kompakter metrischer Raum, Y ein beliebiger metrischer Raum und
[+ K — Y stetig. Dann ist [ sogar gleichmiifSig stetig’, d.h. zu jedem € > 0 gibt es ein
0 > 0, so dass fiir alle v,y € K mitd(z,y) < 0 sters d(f(z), f(y)) < € gilt.

“Der Unterschied zur bloflen Stetigkeit besteht darin, dass 6 unabhingig von z gewihlt werden kann.

Beweis. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Aufgrund der Stetigkeit von f existiert dann fiir jedes © € K
ein 0, > 0 mit d(x,y) < 26, = d(f(z), f(y)) < 5. Die Mengen (U, (2))sex bilden
eine offene Uberdeckung von K. Aufgrund der Kompaktheit von K gibt es also eine endli-
che Teiliberdeckung Us, (1), ...,Us,, (z,) von K. Das gesuchte 0 aus der Definition der
gleichmifligen Stetigkeit wihlen wir nun als § := min{d,,,...,0s,} > 0.

Zum Nachweis der gleichmifligen Stetigkeit seien nun z,y € K mit d(z,y) < 0. Da
Us, (71),...,Us,, (v,) eine Uberdeckung von K ist, liegt v in einer dieser offenen Men-
gen, d.h. d(y,x;) < 9, fireinl € {1,...,n}. Damit erhalten wir

d(z,z;) < d(z,y) +d(y, z;) <0+ 04 < 20y,

und somit
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10 Stetige Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektor-
raumen

Fin Hauptthema der Analysis 2 ist das Studium differenzierbarer Abbildungen f : R — R*.
Was “differenzierbar” hier heifSen soll, muss noch geklirt werden, wird aber ein Begriff sein,
der stirker ist als die uns bereits bekannte Stetigkeit. Wir gehen deshalb in diesem Abschnitt
etwas niher auf stetige Abbildungen R? — R” ein.

10.1 Stetige Funktionen mit mehreren Variablen und mehreren Kom-
ponenten

Im Folgenden betrachten wir eine Teilmenge D C R? und Funktionen f:D— R*, wobei
die beiden Dimensionen d, k beliebige natiirliche Zahlen sind. Eine solche Abbildung hat die

Form

fl(.]?l, e ,.Td)
fQ(SL’l, c. ,]}d)

D>x=(x1,...,2q) — f(z) = : c R”.
fk<1'1,...,l‘d)

Wir bezeichnen die Komponenten f(x); =: f;(x) als die Komponentenfunktionen von f. Jede
Komponentenfunktion f; hingt i.A. von allen Variablen x4, ..., 24 ab. Der Definitionsbe-
reich von f; ist ebenfalls D, d.h. wir haben “skalare” (zahlen- statt vektorwertige) Abbildungen

Beispiel 10.1. f : R? — R3, f(z,y) = (sin(z%y),z — y + 5, —y). Hier ist D = R?
und fi(2,y) = sin(z’y), fo(w,y) = —y +5, fs(z,y) = —.

Unser allgemeiner Begriff von Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Rdumen spe-
zialisiert sich auf Abbildungen f : D C R?Y — R*. Wir versechen dabei sowohl den Defini-
tionsbereich D C R? als auch den Bildbereich R* mit einer der p-Normen || - ||,. Folgendes
Lemma besagt, dass der sich ergebende Stetigkeitsbegriff nicht von der Wahl dieser Normen
abhingt.

Lemma 10.2. Eine Funktion f : D C R? — R” ist stetig bzgl der Normen || - ||, auf D
und || - ||, auf RF (mit p,q € [1, 00]) genau dann wenn alle ihre Komponentenfunktionen
fj+ D — R stetig sind (bzgl der iiblichen Metrik aufR).

Beweis. Die Funktion f ist stetig genau dann, wenn fiir jedes z € D und jede Folge (z,,),, C
D mit x,, — x (bzgl der Norm || - ||,,) auch f(z,,) — f(z) (bzgl der Norm || - ||,) gilt. Nach
Satz 8.14 ist das dquivalent zu f;(x,) — f;(z) firalle j € {1,...,d}. Diese Eigenschaft
wiederum ist dquivalent zur Stetigkeit aller Komponentenfunktionen f;. O]

Dieses Lemma besagt also, dass die Stetigkeit einer vektorwertigen Funktion einfach Kompo-
nente fiir Komponente entschieden werden kann. Anders sieht es allerdings mit den mehre-
ren Variablen x., . . ., x4 aus, wie wir jetzt erklaren (fiir eine skalare Funktion, die wir uns als
Komponente einer vektorwertigen Funktion denken kénnen).
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Iss f: DCR - R stetig, so konnen wir f in Abhingigkeit von nur einer Variable
betrachten. Dazu betrachten wir einen inneren Punkt z € D° (wobei wir D° # () annehmen)
und betrachten die Funktion

t»—>f(x+tej):f(xl,xz,...,xj—l—t,...,xd).

Hier und im Folgenden bezeichnet e; stets den j-ten Basisvektor der Standardbasis von K<,

dh.e; =(1,0,...,0), ez = (0,1,0,...,0), etc.

Da z ein innerer Punkt des Definitionsbereichs ist, liegt eine e-Umgebung von z in D. Wir
wihlen diese e-Umgebung bzgl der Norm || - || . Dann sehen wir, dass obige Funktion ¢
f(x+te;) mindestens fiir —e < t < £ wohldefiniert ist. Weiterhin gilt aufgrund der Stetigkeit
von f

lim f(x + te;) = f(lim(x +te;) = f(2) = f(z +0cy),

also ist ¢ — f(x + te;) auch stetig. Wir nennen den Grenzwert lim; o f(z + te;) den
Grenzwert von f in O entlang der j-ten Koordinatenachse, bzw den Grenzwert von f in 0 in
Richtung von e;.

Andererseits ist die Stetigkeit der ¢t — f(x + te;) nicht ausreichend fiir die Stetigkeit von f:

Beispiel 10.3. Betrachte die Funktion

fiRQ%R, f(x,y):z {1 r=1Y, (l’,y)#(0,0)

0 sonst
Dann ist f nicht stetig in (0, 0) (betrachte die Folge (1/n, 1/n), firdie f(1/n,1/n) =
1, aber f(0,0) = 0 gilt). Nichtdestotrotz existieren die Grenzwerte von f in (0,0) in

Richtung der Koordinatenachsen: Es ist f(¢,0) = 0 und f(0,f) = O firallet € R,
also insbesondere f((0,0) 4 te;) — 0 fiirt — O und j € {1,2}.

Véllig analog kénnen wir statt Grenzwerten von f in einem inneren Punkt 2 € D° entlang
eines Basisvektors e; auch den Grenzwert in Richtung eines beliebigen Vektors v € R4\ {0}
betrachten, also den Richtungsgrenzwert

lg% flx+t-v).
Die Funktion ¢ — f(x+t-v) beschreibt f eingeschrinkt auf die Gerade {z +¢-v : t € R}

bzw. auf den Teil dieser Gerade, der im Definitionsbereich von f liegt.

Fiir stetiges f existiert dieser Grenzwert und stimmt mit f(x) iiberein. Die Existenz aller
Richtungsgrenzwerte lim;_,o f(z +t - v) (fiir alle v # 0, nicht nur fiir die Standardbasisvek-
toren e;) ist aber auch nicht genug, um die Stetigkeit von f in z zu folgern, wie das nichste
Beispiel zeigt.
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Beispiel 10.4. Wir betrachten die drei Funktionen f, g, h: R* = R

3 g(x,y) — {zgchZJy? (Ivy) 7é (0,0)

. ngfy2 (z,
f( 7y)‘ { ( 0 (myy):(ovo)
(
(

z2y
h(xa y) = {w4+y2

Die Frage ist, ob f, g, h bei (0, 0) stetig sind bzw wie ihre Richtungsgrenzwerte aussehen.
Wir betrachten zuerst Richtungsgrenzwerte, d.h. einen Vektor v = (vy,v2) # (0,0)

und (fur ¢ # 0)

2
t V1U2 V1V2

f(t-v) = f(to, tvy) = —

202 4 42992 2 2"
tevi +t°vy vy + ;5

Dies hingt nicht von ¢ ab, ist allerdings meist # 0 und hingt von v ab. Fiir v1v5 # 0
gile limy o f(t - v) # 0 = f(0,0), also ist f nicht stetig.

Fiir g und h ergibt die gleiche Betrachtung

3020y Vv,
t-v) = g(tvy, tvy) = =t —0 firt—0
gt - v) = gltvi, tvs) t20? + t202 v} + v2
3020, V205
h(t-v) = h(tvy, tvy) = ! =t — —0 firt—0.
() (v, tvs) thof + t202 20} + v2

Hier sind alle Richtungsgrenzwerte identisch, und stimmen alle mit g(0, 0) = h(0,0) =
0 iiberein. Trotzdem ist g stetig in (0, 0) aber & nicht.

Zur Nichstetigkeit von h betrachten wir die Folge (£, =), die fiir n — 0o gegen (0, 0)

konvergiert. Aber

n 1
(i ty=__—  _Z
(n7n2) TL_4+’I'L_4 2’

was fiir n — oo nicht gegen h(0,0) = 0 konvergiert. Also ist & in 0 nicht stetig.

Zur Stetigkeit von ¢ in (0, 0) betrachten wir eine belicbige gegen den Ursprung konver-
gente Folge (2, yn) — 0 mit (2, y,,) 7# (0,0). Dann haben wir

o+ Un
5+ Yn

’yn’ -2
— N L
19(T0, Yn)| 2 S Y|

= |yn| — 0,

also ist g im Ursprung stetig.

Es empfiehlt sich, einige 3D-plots von diesen und dhnlichen Funktionen zu betrachten,
um ein Gefiihl fiir die Thematik zu bekommen. Solche Plots lassen sich zB mit geogebra
https://www.geogebra.org/3d einfach erstellen.

Wir merken uns also, dass Existenz von Richtungsgrenzwerten an einem Punkt kein hinrei-
chendes Kriterium fiir Stetigkeit in diesem Punkt ist — auch nicht, wenn die Richtungsgrenz-
werte fur alle Richtungen tibereinstimmen. Dieses Phinomen wird uns spiter im Zusammen-
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hang mit Richtungsableitungen erneut begegnen.

Nun einige Beispiele von stetigen Funktion RY — R.

Beispiel 10.5. Eine Polynomfunktion f : RY — R ist eine Funktion der Art

f(xlv""xd): Z Cpr,..., dezlol"'xfld7

wobei alle p; in Ny liegen und die Summe endlich ist.

Polynomfunktionen sind stetig. Um dies zu beweisen, betrachten wir zunichst die Funk-
tion g;, : RY 3 x +— 27, die cine Komponente z; des Arguments auswihlt und zur
p-ten Potenz erhebt. Mit der Abschitzung [g;,(z)| = [75] < [|2||} sehen wir, dass
gjp stetig ist. Da eine allgemeine Polynomfunktion aus den g, durch Linearkombi-
nationen und Produktbildungen hervorgeht, und diese Operationen Stetigkeit erhalten
(Satz 4.11), folgt, dass Polynomfunktionen stetig sind.

Weitere Beispiele finden sich in den Ubungen.

10.2 Stetigkeit von linearen Abbildungen

In Analysis 1 haben wir Differenzierbarkeit von Funktionen f : R — R unter anderem durch
affine Approximierbarkeit charakterisiert, dh wir haben f in der Nahe eines Punktes x¢ durch
eine Funktion der Form “linear + Konstante” (x — f(x¢) + f'(x¢) - (x — x¢)) genihert.
Dabei war es wichtig, dass die lineare Funktion x — f’(z0) - x stetig ist.

Fiir Funktionen R? — R* werden wir ihnlich vorgehen. Als Vorbereitung gucken wir uns
in diesem Abschnitt die Stetigkeitseigenschaften von linearen Abbildungen an. Wir sind hier
also in engem Kontake zur linearen Algebra. Es gibt dann keinen guten Grund, statt R¢ und
R* nicht gleich zwei beliebige (zumeist endlichdimensionale) normierte Vektorriume V und
W zu betrachten. Dies konnen Vektorriume iiber R oder C sein.

Kurze Erinnerungen an die lineare Algebra:

* Wir schreiben Hom(V, W) :={T : V' — W : T linear} fiir die Menge aller linearen
Abbildungen V' — W (Vektorraumhomomorphismen). Dies ist ein Vektorraum. Fiir
V' = W schreiben wir auch End(V') = Hom(V, V') (Vektorraumendomorphismen).

* Wie auch in der linearen Algebra tiblich, schreiben wir im Falle einer linearen Abbil-
dung T': V' — W statt T'(v) meistens kiirzer Tv.

Wir wollen den Raum aller linearen Abbildungen nun auch zu einem normierten Vektorraum
machen.

Definition 10.6. Seien (V|| - ||v/) und (W, || - ||w) zwei normierte Vektorriume und
T € Hom(V,W). Wir definieren die Operatornorm von T als

IT|| ;== sup =  sup ||Tv|lw € [0, 00].
veV\{0} HUHV veV |lvl|y=1
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Der Raum aller beschrinkten linearen Abbildungen ist

LV, W) :={T € Hom(V, W) : ||T|| < oo}

Die Operatornorm einer linearen Abbildung gibt ihren “maximalen Streckungsfaktor” an,
also um wieviel groSer || T'v||w als |||y sein kann. Die Operatornorm kann endlich (z.B. fiir
V =W und T = idy gilt | T|| = 1, viele weitere Beispiele weiter unten) oder unendlich
sein (Beispiele spiter).

Lineare Abbildungen mit endlicher Operatornorm heifen beschrinkt (s.0.), haben aber unbe-
schrinktes Bild (falls 7" # 0)! Denn falls v € V existiert mit T'v # 0, also || Tv||w # 0, so
wird ||T(Av)|lw = |A|||Tv||w beliebig grof3, wenn A € K nur grof§ genug gewihlt wird. “Be-
schrinkt” fiir lineare Abbildungen heifSt also nur, dass 7" die Norm nicht um beliebig grofie
Faktoren streckt.

Eine gute Ubung ist die folgende:

Zeigen Sie, dass die Operatornorm eine Norm auf £(V, W) ist.

Der Raum Hom(V, W) ist im Allgemeinen kein normierter Vektorraum bzgl der Operator-
norm, da die Operatornorm unendlich sein kann. Nur auf dem Untervektorraum L(V, W)
ist die Operatornorm eine Norm.

Wie Sie in Funktionalanalysis lernen werden, gibt es auf jedem Vektorraum eine Norm, insbe-
sondere auf Hom(V, W) fiir beliebige Vektorriume V, W. Die Idee der Operatornorm ist aber,
nicht eine beliebige Norm auf Hom(V, W) bzw L(V, W) zu definieren, sondern eine spezielle
Norm, die eng mit gegebenen Normen auf V und W verkniipft ist.

Satz 10.7. Seien (V, ||-||v) und (W, ||-||w) zwei normierte Vektorriume undT : V. — W
eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

a) T ist stetig (auf ganz V).
b) T ist stetig in v = 0.
o |7 < oc.

d) Es existiert eine Konstante C' > 0 mit || Tv||\w < Cl|vl||v fiir allev € V.

Beweis. ¢)=>d). Sei v # 0. Dann gilt ||Tv||y = Hf:””‘fv Nollvy < Tl - |lv]lv, wir kénnen
die Konstante also als C' = ||T’|| wihlen.

d)=-a). Fiir v, w € V haben wir ||Tv — Tw||w = || T(v —w)||lw < C||lv —w||y, was sofort
die Stetigkeit von T' zeigt. a)=-b) ist trivial.

b)=-c) Sei ¢ > 0. Aufgrund der Stetigkeit von 7" bei v = 0 gibt es 0 > 0 so, dass ||v]|y <
d = ||Tv|lw < e. Fiir beliebiges v € V\{0} haben wir dann

also ||T']] < & < o0. ]
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Beispiel 10.8. Wir betrachten R? mit Euklidischer Norm || -], und eine Diagonalmatrix

A
A

Ad

mit beliebigen Diagonaleintrigen A1, ..., Ay € R. Diese Matrix definiert eine lineare
Abbildung = + Az (einen Endomorphismus von R%), denn wir mit A identifizieren
koénnen.

Wir behaupten, dass die Operatornorm (bzgl Euklidischer Norm im Definitions- und
Bildbereich)

[A[] = max{[Ad],..., [Aa}
ist. Wegen || Aejl|2 = |[A\ - eill2 = || st [JA|| > max{|A1], ..., |[A\a|} klar. Umgekehrt
gilt
Al = 0323 + .+ X0 < max{ X2, A3} -,
was ||A|| < (max{\?, ... ,)xfi})l/Q = max{|\{|,...,|\q} impliziert.

Was konnen Sie iiber die Operatornorm einer orthonormalen Matrix sagen? Was kénnen Sie
tiber die Operatornorm einer symmetrischen Matrix sagen?

Wir méchten diesen Satz nun noch dazu verwenden, zu zeigen, dass auf endlichdimensionalen
Vektorriumen alle Normen dquivalent sind. Insbesondere sind auf K? #//e Normen (nicht nur
die p-Normen) dquivalent.

I Satz 10.9. Auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V' sind alle Normen dquivalent.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall V' = K¢,

Sei || - || eine beliebige Norm auf K?. Wir zeigen, dass || - || zu || - ||e dquivalent ist. Dies
impliziert die Behauptung, da Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation ist.

Wir miissen also zeigen, dass es Konstante ¢, C' > 0 gibt, so dass ||| < ||z < Cllz||s
firralle z € K¢ gilt. Die eine Ungleichung ist einfach: Bezeichnet (¢;);—1 4 die Standard-Basis
von K%, so haben wir z = 21 - €1 + ... + 24 - ¢4 und damit

d d d d
Yoawral <) lul- el < malal,. . lzaly - Y llel = lelle - Y llell-
=1 =1 =1 =1

Mit C == 30 ||l < oo liefert dies ||z]| < C||2|oo-

2]l =

Die andere Ungleichung (c||z||oc < ||||) ist etwas schwieriger. Zuerst beobachten wir, dass
|| : K — R stetig bzgl der Norm || - || ist: Per umgekehrter Dreiecksungleichung gilt ja

izl =Nyl < llz =yl < Cllzr = yllo-
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Fiir ||z — y||oo < €/C gilt also stets |||z|| — ||y||| < &, d.h. || - || ist stetig.

Wir betrachten nun die Wiirfeloberfliche S := {z € K : ||z||,, = 1}, die mit dem Rand
0U(0) der ¢ = 1 Umgebung von 0 bzgl || - || iibereinstimmt. Also ist S abgeschlossen.

Da S offensichtlich auch beschrinkt ist, ist S kompake. Die stetige Funktion || - || nimmt also
ein Minimum c¢ auf S an. Dieses Minimum ist nicht 0, da ||z|| = 0 nur fiir z = 0 gilt, und
0¢gS.

Nun zu der gesuchten Ungleichung: Fiir beliebiges v # 0 gilt © = |2/~ - = wobei

—2— € S. Also erhalten wir

[[]lo0

[lloo7——

] =
(G410

H > el

Zum Schluss verallgemeinern wir noch von K? auf V. Wie aus linearer Algebra bekannt,
gibt es zu jedem Vektorraum V' iiber K mit d := dim V' < 00 eine invertierbare (bijektive)
lineare Abbildung A : K¢ — V. Seien nun || - || und || - ||" zwei Normen auf V. Dann sind
lz|la = ||Az|| und ||z|’y := ||Az|’ zwei Normen auf K¢ (Ubung: Priifen Sie das nach).
Also gibt es ¢, C' > 0 mit c||z|[4 < ||z||’y < C||z|| 4 fiir alle z € K?. Aber dann gilt auch

cllvll = cl[AA7 ]| = e A7 v]la < [A7 0]l = [loll” < A vla = ClJu]),

was den Beweis abschlief3t. O

Das folgende Korollar besagt, dass wir uns tiber die Stetigkeit von linearen Abbildungen im
Endlichdimensionalen keine Sorgen machen miissen.

Korollar 10.10. Seien (V|| - ||v) und (W, || - ||w) zwei normierte (reelle oder komplexe)
Vektorriume, V endlichdimensional, und T : V' — W linear. Dann ist T stetig.

Beweis. Wir definieren eine neue Norm || - || auf V' durch ||v|| := ||v||v + ||Tv||w. Dies ist
tatsichlich eine Norm (Ubung). Also ist sie nach Satz 10.9 zu || - || dquivalent (hier wird
dim V' < 00 benutzt), d.h. es gibt C' > 0 mit

v = lolly + [Tv]lw < Clvllvy Vv eV
Also haben wir fiir jeden Vektor v € V
|Tvllw < [[vllv + [|Tv|lw < Cllv|lv,

was nach Satz 10.7 die Stetigkeit von 71" zeigt. N

Sie werden sich nun vielleicht fragen, ob es tiberhaupt unstetige lineare Abbildungen gibt.
Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 10.11. Sei I = [0, 1] das kompakte Einheitsintervall, V' = (C*(I), | - ||7)
der normierte Vektorraum aller stetig differenzierbaren Funktionen auf I, und W =
(C(I), |- |l7) der normierte Vektorraum aller stetigen Funktionen auf I. Wir betrachten

die Abbildung

T:V =W, Tf:=/f,
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die einer C'-Funktion ihre Ableitung f € C/(I) zuordnet. Dies ist eine lineare Abbil-
dung, denn T(Af + pug) = (Af + pg) = Af' + pg’ = AT f + uTg gilt nach den
bekannten Ableitungsregeln fiir alle A\, € R und alle f, g € C*(I) (Satz 5.5).

Wir behaupten, dass 7" unstetig ist. Dazu betrachten wir die Funktionen
fn(z) :=sin(nx), n € N,

die alle in V" liegen. Die Supremumsnorm von f, ist || fu || = sup,; | sin(nz)| < 1.

Es gile (T'f,,)(z) = f}(x) = ncos(nx), insbesondere also (7'f,,)(0) = n. Also haben
wir | T f,||1 > n. Wire T stetig, so wiirde es nach Satz 10.7 eine Konstante C' > 0
geben, so dass ||T'f,||r < C|| foll; firallen € N gile. Wegen

ist dies aber unmaoglich. Also ist 7" unstetig.

Noch einmal der Deutlichkeit halber: Lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen
normierten Vektorrdumen sind immer stetig (egal, welche Norm Sie betrachten). Sind V, W
Vektorriume mit d := dimV < oo und k := dim W < o0, so erhalten wir durch Wahl
von Basen — wie aus Linearer Algebra bekannt — Vektorraumisomorphismen (invertierbare

lineare Abbildungen) ¢ : V' — K% und ¢ : W — K¥. Wir kénnen jede lineare Abbildung
T :V — W dann durch eine (k x d)-Matrix A darstellen. Genauer gesagt gilt

A=1poTop K- K" x — Ax.

Da ™1, T, alle stetig sind, ist die Matrixmultiplikationsabbildung x +— Az auch stetig.

Zusammenfassend notieren wir:

Korollar 10.12. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum.”
a) Alle Normen auf'V' sind dquivalent.

b) Alle Normen auf'V' definieren die gleichen Begriffe von Offenheit, Abgeschlossenbeit,
Beschrinktheit und Kompaktheit.

¢) V ist vollstindig bzgl jeder Norm auf' V.
d) Alle Normen auf' V' definieren den gleichen Konvergenzbegriff fiir Folgen in' V.

¢) Satz von Heine-Borel: Eine Teilmenge von V' ist kompakt genau dann, wenn sie

abgeschlossen und beschrinkt bzgl irgendeiner (dann: jeder) Norm auf' V' ist.

f) Sei (X, d) ein metrischer Raum und f -V — X, g : X — V Abbildungen. Dann
ist  (bzw. g) stetig bzgl einer Norm auf'V, wenn f (bzw g) stetig bzgl jeder Norm
auf'V' ist. Der Begriff der Stetigkeit hingt also nicht von der gewdihlten Norm auf'V/
ab (wenn die Metrik auf X fixiert ist).

“Hier, wie tiberall in diesem Skript, ist V' ein Vektorraum iiber R oder C. Die unten stehenden Aussagen
stimmen nicht fiir alle anderen Korper, wir interessieren uns nur fiir reelle oder komplexe Vektorriu-
me.
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Noch einmal zur Betonung; Fiir all diese Aussagen ist es wesentlich, dass V" endlichdimensio-
nal ist. Fiir unendlichdimensionales V' sind i.A. alle Aussagen a)—f) falsch.

10.3 Skalarprodukte

In diesem Abschnitt nehmen wir auf ein weiteres Konzept aus der Linearen Algebra Bezug,

namlich auf Skalarprodukte.

Definition 10.13. Sei V' ein Vektorraum iiber K € {R, C}. Ein Skalarprodukt ist eine
Abbildung

(-, ): VXV oK,
so dass

a) Firallev € VistV — K, w — (v, w) linear (Linearitit im zweiten Argument).

b) Firallev,w € V gilt (w,v) = (v, w). Also ist (-, - ) im ersten Argument linear
(fir K = R, d.h. (-, -) ist eine Bilinearform) bzw antilinear (fiir K = C, d.h.
(-, -) ist eine Sesquilinearform).

o) (v,v) € [0,00) fiirallev € V, und (v, v) = 0 genau dann wenn v = 0 (positive
Definitheit).

Die Konventionen bzgl komplexen Skalarprodukten sind nicht ganz einheitlich; manchmal
wird das Skalarprodukt auch im ersten statt im zweiten Argument als linear gewihlt. Zur
Ubersetzung zwischen beiden Konventionen miissen Sie einfach alle Skalarprodukte komplex
konjugieren.

Beispiel 10.14.
a) Das Standardskalarprodukr auf K¢ ist

d
<‘ruy> = ZI_I Y-
=1

Dies ist tatsichlich ein Skalarprodukt (leichte Ubung). Es gilt die Abschitzung

[z, )] < llzllpllyllq:
wobei p, ¢ € [1, 00| mit % + % = 1 (Holder-Ungleichung).

b) Skalarprodukte gibt es auch auf unendlichdimensionalen Vektorriumen: Auf V' =
C(I), I =10,1] ist durch

(f.9) ::/0 f(@)g(z) dz

ein Skalarprodukt gegeben (Ubung).
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Wie aus Linearer Algebra bekannt, induziert jedes Skalarprodukt eine Norm via

[l == v/ (v, v),

und es gilt die Cauchy-Schwarz Ungleichung

[{v, W) < lv][[Jw]-

1/2
Das Standardskalarprodukt auf K? induziert die Euklidische Norm ||z ||, = <Zld:1 |z |2> .

* Ein Vektorraum mit Skalarprodukt, der bzgl der induzierten Norm ein Banachraum
(also vollstindig) ist, heil$t Hilbertraum. Hilbertraume spielen in der Funktionalanalysis
und Quantenphysik eine herausragende Rolle.

* Ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt heifSt Enklidischer Vektorraum. In einem Eu-
klidischen Vektorraum kann man den Winkel zwischen zwei Vektoren v, w # 0 defi-
nieren als

(v, w)

a(v,w) := arccos
7 [vllfwll”

wobei arccos : [—1,1] — [0, 7] die Umkehrfunktion von cos : [0, 7] — [—1, 1] ist.
Zu jedem Skalarproduke gibt es eine zugehérige (induzierte) Norm. Gibt es auch zu jeder Norm
|| - || ein Skalarprodukt, so dass ||v]| = /(v,v) gile? Die Antwort auf diese Frage ist Nein.

Man iiberlegt sich das folgendermaflen: Ist || - || eine von einem Skalarprodukt (-, - ) induzierte
Norm, so gilt die Parallelogrammgleichung

I+ wl® + [lv — wl® = 2([v]* + [|lw]*).

Malen Sie ein Parallelogramm in R? mit zwei durch v, w € R? gegebene Seiten, um den Na-
men dieser Gleichung zu verstehen. Das Uberpriifen der Parallelogrammgleichung erfolgt durch
Einsetzen der Definition ||v||? = (v, v) und Ausmultiplizieren.

Andererseits gilt auch: Ist || - || eine Norm, die die Parallelogrammgleichung erfiillt, so ist sie von
einem Skalarprodukt induziert, und zwar von

ooy — {3 (Il = =) K = R
T (4wl = o —wl?) + & (lo+iwl]?— Jo—iw|?) K=C
1 v w v w 1 v 7w v )

Eine schwierigere Ubung ist es, zu zeigen, dass dies tatsichlich ein Skalarproduket ist.

Eine Norm ist also von einem Skalarprodukt induziert genau dann wenn die Parallelogramm-
gleichung gilt.

Unter den p-Normen auf K¢ ist nur die Euklidische Norm || - ||2 durch ein Skalarprodukt indu-

ziert.

Wir erginzen unsere Betrachtungen zu Skalarprodukten um die Bemerkung, dass ein Skalar-
produke (-, - ) stetig in der zugehérigen Norm ist. Dazu miissen wir zuerst V' X V' zu einem
metrischen Raum machen: Wir definieren fiir Paare (v, w) € V x V

(0, w)] == max{]|v]], [[w][}.

Dies ist eine Norm auf V' x V' (Ubung).
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Lemma 10.15. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, - ) und sei || -|| die von (-, -)
induzierte Norm auf' V. Dann ist

(-, ):VxV =K

stetig.

Beweis. Sei (v, w,) € V x V eine Folge, die gegen (v, w) konvergiert. Wir schitzen ab per
Cauchy-Schwarzscher Ungleichung

|<Umwn> - <U7w>| = |<Un _ann> - <U7w _wn>|

< v = vllffwnll + [Jo][[[wn — wl|

Im Limes n — oo gilt v, — v und w,, — w in V. Aufgrund der Stetigkeit von || - ||
gilt weiterhin ||w,|| — ||w]|. So sehen wir (v,,, w,) — (v, w), d.h. das Skalarprodukt ist
stetig. ]
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11 Kurven

In diesem Kapitel beginnen wir unsere Diskussion von mehrdimensionaler Differentialrech-
nung. Im Allgemeinen betrachten wir dazu Funktionen f : G C RY — R* mitd, k € N.
In diesem einfithrenden Kapitel beschrinken wir uns zunichst auf d = 1, also Abbildungen
I C R — R¥ von Zahlen t € I zu Vektoren v(t) € RF.

Eine niitzliche geometrische Anschauung ist, dass (¢) die Position eines Teilchens im k-
dimensionalen Raum R¥ zu einem Zeitpunkt ¢ beschreibt. Die Position +(¢) kann sich mit
der Zeit t dndern, dann haben wir es mit einer Kurve im Raum zu tun.

11.1 Stetige und differenzierbare Kurven

Definition 11.1. Eine Kurve ist eine stetige Abbildung 7 : [a,b] — R¥ (mit a,b € R,
a < bund k € N). Der Anfangspunkt von v ist y(a), der Endpunkt von v ist v(b).
Falls y(a) = (b)), so heildt y geschlossen. Das Bild 7([a, b]) C R* von ~ heiflt Spur der

Kurve.

Wie im vorigen Kapitel besprochen, kénnen wir eine Kurve in ihre Komponentenfunktionen

() = (), w(t))

aufteilen und die Stetigkeit von 7 (bzgl irgendeiner Norm auf R¥) ist gleichbedeutend mit
der Stetigkeit aller Komponentenfunktionen v;, j = 1,... k.

Beispiel 11.2.

a) Eine Gerade ist eine Kurve der Form v : R — R¥, ~(¢) = x + t - v. Der Vektor
v gibt die Richtung der Geraden an.

b) Eine geschlossene Kreiskurve in R? ist durch
v:[0,27] — R?, ~(t) = r(cost,sint)

gegeben. Hierbei bezeichnet 7 > 0 den Radius des Kreises. Beachten Sie, dass die
Spur dieser Kurve mit der Spur der anderen Kurve

7 :10,27] — R, v(t) = r(cos(2t), sin(2t))

tibereinstimmt. Anschaulich durchliuft 7 den Kreis mit der doppelten Geschwin-
digkeit, fuhrt also zwei Umdrehungen aus, wihrend 7 nur eine Umdrehung aus-

fiihre.

Fiir differenzierbare Abbildungen f : [a, b] — R gibt die Ableitung f’(x) die Steigung (Rich-
tung) der Tangenten an den Graphen von f im Punkte (z, f(z)) an. Wir wollen nun auch
fur Kurven im mehrdimensionalen Raum Tangenten und ein Konzept von Differenzierbarkeit
definieren. Tatsichlich tibertragt sich die Definition aus Analysis 1 ohne groflere Probleme:
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Definition 11.3. Eine Kurve 7 : [a,b] — R* heiflt int € [a, b] differenzierbar, falls der
Grenzwert

/ 1 '7(t + h) - V(t)
() = Jim h

existiert. Der Grenzwert wird dann Ableitung von v in t genannt. Ist 7y fiir alle ¢ dif-
ferenzierbar, so heiflt v differenzierbar. Ist ' : [a,b] — R” stetig, so heifSt 7 stetig
differenzierbar.

Bemerken Sie, dass der 7/(t) definierende Grenzwert ein Grenzwert in R” ist. Wegen

Yt +h) =) (vl(Hh) —n)  wt+h) —%(ﬂ)
. . .

heif3t das, dass 7' genau dann differenzierbar ist, wenn alle Komponentenfunktionen ; dif-
ferenzierbar sind. In diesem Falle gilt

V(1) = (@), (b))

Es ist hier wichtig, dass 7y eine zahlenwertige (skalare) Variable hat, fiir einen Vektor h wire
das  in der Definition der Ableitung bedeutungslos.

Die geometrische Anschauung der Ableitung ist, dass der Vektor 7/(¢) € R* die Richtung der
Kurve 7 in ¢ angibt (also die Richtung, in der der Punkt v(¢) die Spur der Kurve durchliuft,
wenn t von a nach b wichst) und die (Euklidische) Norm ||/(¢)||2 die Geschwindigkeit von
7 in t angibt.

Beispiel 11.4.

a) Die gerade Kurve v : R — R*, () = x + ¢ - v ist differenzierbar mit Ablei-
tung 7'(t) = v fir alle ¢ € R. Hier sind also sowohl die Richtung als auch die
Geschwindigkeit der Kurve konstant.

b) Die Kreiskurve v : [0,27] — R?, v(t) = (rcost,rsint) ist differenzierbar mit

Ableitung
—sint
’y'(t) -7 < cost ) ’

Also gilt ||/ (t)]|2 =  fiir alle ¢ und mit dem Euklidischen Skalarprodukt

(v(t),7'(1)) = 0.

Die Geschwindigkeit ist also konstant, und der Geschwindigkeitsvektor ~/(t)
steht immer genau senkrecht zur Kurve 7(t) (Skalarprodukt = 0).

Der Weg t — (7 cost, —7 sint) beschreibt auch einen Kreis, der aber im Gegen-
satz zu vy im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

c) Welchen Weg beschreibt ein Punkt auf Ihrem Fahrradreifen, wenn Sie fahren?
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Eine sogenannte Zykloide:

7v:R— R? ~(t) ::T<t—s1nt>‘

1 — cost

Skizzieren Sie die Spur dieses Weges. Trotz der “Spitzen” im Weg ist v differen-

zierbar mit
1 —cost
Iy
,y(t)_r< sint >

Wie sehen, dass der Punkt genau dann in Ruhe ist (also 7/(t) = 0), wenn cos(t) =
1 gilt (dann gilt auch automatisch sin(t) = 0). Dies ist genau bei t = 27n,
n € Z, der Fall, was wiederum zu 7(t); = 0 (y-Koordinate gleich Null, der
Punkt befindet sich am Boden) dquivalent ist. Die Spur der Kurve hat in diesen
Punkten eine Spitze und ist nur deshalb dort differenzierbar, weil sich der Punkt
dort in Ruhe (Geschwindigkeitsvektor=0) befindet.

Fiir eine stetig differenzierbare Kurve v ist die Ableitung 7" wieder eine Kurve, die wieder
differenzierbar sein kann. Die zweite Ableitung 7" hat die Bedeutung der Beschleunigung (An-
derung der Geschwindigkeit).

11.2 Bogenlange

Wir betrachten nun die (Euklidische) Linge einer Kurve.

Definition 11.5. Sei 7y : [a,b] — RF eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist die
Léinge von vy

1) = [ IW@lhdi= [\ gera

Diese Definition ist mathematisch sinnvoll, da v’ : [a,b] — R¥ und || - || : R* - R
stetig sind. Also ist der Integrand stetig, das Riemann-Integral existiert also.

Man kann die Lange auch definieren, wenn 7y nur stiickweise stetig differenzierbar ist,
dh.wennesa =& < ... <§, = bgibt,sodass v, ¢ firalle j € {0,...,n—1}
stetig differenzierbar ist. In diesem Fall definiert man L(+y) als die Summe der Lingen
dieser Einschrinkungen.

Die Definition von L(+y) enspricht unserer geometrischen/physikalischen Anschauung:
Die Linge des Weges erhilt man, indem man die Geschwindigkeit tiber den Weg auf-
summiert/integriert.

Statt der Euklidischen Norm kénnte man auch eine andere Norm zur Definition der
Linge heranziehen, aber || - ||2 passt zu unserem alltiglichen Lingenbegriff.

Wir testen diesen Begriff an einigen Beispielen.
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Beispiel 11.6.

a) Linge eines Kreises. Fiir vy : [0, 27r] — R?, y(t) = (r cost, rsint) haben wir

2 o>
L(v) = / Vr2sin?t + r2 cos? t dt = / rdt = 2.
0 0

b) Linge einer Zykloide tiber eine Umdrehung: Der schon vorher betrachtete Weg
v i [0,27] — RZ% () := r(t —sint, 1 — cost) hat die Geschwindigkeit
17/ ()l2 = ry/(1 — cost)2 +sin®t = /2 — 2 cost Linge

27
L(7) :7“/ V2 —2costdt = 8.
0

Die Berechnung des obigen Integrals wird als Ubung iiberlassen.

Unsere geometrische Anschauung ordnet die Linge einer (einfach durchlaufenen) Kurve der
Spur der Kurve zu, wihrend unsere mathematische Definition die Linge der Kurve selbst,
also der Abbildung 7 : [a,b] — R¥ zuordnet. Wir erwarten also, dass Kurven mit derselben
(einfach durchlaufenen) Bahn die gleiche Linge haben.

Beispiel 11.7. Wir betrachten die drei Kurven 7, 7,¢ : [0,1] — R?,
[ cos(2mt) _ (cos(2mt?) [ cos(6mt)
V() = (sin(27rt)) )= (sin(27rt2) o SO = Gn(or) )
Die Kurve 7y beschreibt einen Kreis mit Radius 1, der einmal im Gegenuhrzeigersinn

mit konstanter Geschwindigkeit ||7/(¢)||2 = 27 durchlaufen wird. Also L(vy) = 2.

Die Kurve 7 hat die gleiche Spur wie 7, durchlduft den Kreis ebenfalls einmal im Ge-
genuhrzeigersinn: Wenn ¢ das Intervall [0, 1] durchliuft, durchliuft t? auch das Intervall
[0, 1], “ohne Umzukehren”. Das liegt daran, dass [0,1] 3 ¢ — ¢? € [0, 1] bijektiv und
streng monoton wachsend ist. Die Geschwindigkeit von 7 ist aber nicht konstant, son-
dern wichst linear mit der Zeit: ||1)’(t)||2 = 4nt. Die Linge von 7 ist

1

1
L(n) = / Artdt = 47 [%] = 2m,
0 0

was mit der Linge von +y tibereinstimmt.

Die Kurve £ hingegen durchliuft den Kreis dreimal im Gegenuhrzeigersinn, mit kon-
stanter Geschwindigkeit ||£'(t)||o = 6. Thre Linge ist also L(£) = 67 = 3 L().

Wir formalisieren diese Beobachtungen in der folgenden Definition.

Definition 11.8. Sei~ : [a, b] — R” eine stetig differenzierbare Kurve und ¢ : [c, d] —
[a, b] bijektiv, streng monoton wachsend, und stetig differenzierbar. Dann istauch yoy :
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[c,d] — RF eine stetig differenzierbare Kurve, die wir eine Umparametrisierung von -y
nennen.

Beachten Sie, dass eine Umparametrisierung insbesondere ¢(c¢) = a und ¢(d) = b erfiillt.
Wir zeigen nun, dass sich — wie erwartet — die Linge einer Kurve unter Umparametrisierung
nicht dndert.

Satz 11.9 (Parametrisierungsinvarianz der Linge einer Kurve). Sei v : [a,b] — R*
eine stetig differenzierbare Kurve undy o ¢ : [c,d] — RF eine Umparametrisierung. Dann
gilt

L(yop) = L(v).

Beweis. Da die Ableitung einer Kurve komponentenweise gebildet wird, erhalten wir mit der
Kettenregel aus Analysis 1 die Beziechung

(Yo ) (t) = (@ O(e®), ... @ O(e(t)) = (1) -7 (0(t))-
Da ¢ streng monoton wachsend ist, gilt ¢’ () > 0 und damit || (yop) (t)|l2 = ¢’ (1)]|7 (¢(t))]]2-

Die Linge der umparametrisierten Kurve ist also

Loog) = [ GO e) e

Mit Hilfe der Substitutionsregel (Satz 6.20) erhalten wir nun wegen ¢(¢) = a und p(d) = b

©71(b) b
L(’yos@):/l so’(t)Hv’(sO(t))szt=/ 1/ ()2 dt = L(7).

“Ha)
]

Wir zeigen noch, dass C''-Kurven stets so umparametrisiert werden konnen, dass die umpa-
rametrisierte Kurve 7y := y o ¢

15" (®)ll2 =1

erfiille. Dies nennt man Parametrisierung durch die Bogenlinge. Diese Parametrisierung ist geo-
metrisch natiirlich und fithrt mitunter zu einfacheren Formeln.

Lemma 11.10. Sei 7y : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Kurve mit ~'(t) # 0 fiir
allet € [a,b]). Dann kann ~ durch die Bogenlinge parametrisiert werden, d.h. es gibt eine
Umparametrisierung ¢ : [c,d] — [a,b], so dass ||(y o @) (t)||2 = 1 fiir alle t € [c, d] gilt.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung (Bogenlinge)

() = / I/ (8)]1 .
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Da der Integrand stetig ist, ist ¢ eine stetig differenzierbare streng monoton wachsende Funk-
tion mit ¢(a) = 0, ¢¥(b) = L(y) > 0, und ¥’ (¢) = ||7/(¢)||2- Nach dem Satz iiber die Ablei-
tung der Umkehrfunktion (Satz 5.9) ist ¢ : [a,b] — [0, L(7)] bijektiv mit differenzierbarer
Umbkehrfunktion ¢ := ¢~!. Die Ableitung der Umkehrfunktion ist

Q'(t) = S : :
)~ WO
Also gilt
[0 @) (t)lle = ———— | (p(t)]l> = 1,
I G
d.h. v o ¢ ist nach der Bogenlinge parametrisiert. O

Anschaulich gesprochen bewegt sich der Punkt () entlang der Spur von  mit konstanter
Geschwindigkeit ||7/(t)[]2 = 1 fort, wenn v nach der Bogenlinge parametrisiert ist. Die
Richtung des Geschwindigkeitsvektors v'(t) kann sich trotzdem mit ¢ dndern. Dies ist ein
Ausdruck dafiir, wie sehr die Kurve im Punkt (t) “gekriimmt” ist. Da die Anderung von
7'(t) durch die zweite Ableitung 7" (t) gegeben ist, wird folgende Definition nahegelegt.

Definition 11.11. Sei y : I — R* eine nach der Bogenlinge parametrisierte zweimal
stetig differenzierbare Kurve. Dann ist die (betragsmifSige) Krimmung von y im Punke

()

k() := (7" ()2

Die Parametrisierung auf die Bogenlinge ist nur in wenigen Fillen explizit berechenbar. Hier
sind zwei einfache Beispiele, wo es geht.

Beispiel 11.12.

a) Die Kriimmung einer geraden Kurvey : [a, b] — R*, y(t) = u+t-v ist Null: Die
Bogenlinge ist ¥(t) = f(f llv|lds = ||v|| - t, also @(t) = ﬁ Nach Bogenlinge
parametrisiert haben wir also (yo ) (t) = u+t- To» Was verschwindende zweite

Ableitung hat.

b) Die Kriimmung einer Kreiskurve v(t) = (r coswt, rsinwt) ist konstant: Die
Bogenlinge ist ¢(t) = fat rwds = rw - t, also p(t) = % Nach Bogenlinge
parametrisiert haben wir also (Yo )(t) = (r cos £, 7 sin £). Die zweite Ableitung
des reparametrisierten Weges ist also (— cos £, —1 sin £), mit Linge = fiir alle ¢.

Gemifd des zweiten Beispiel konnen Sie sich die Kriimmung einer C*?-Kurve 7 in einem

Punkt (o) auch als den inversen Radius eines Kreises vorstellen, der die Kurve in y(%y)

tangential berithrt (Schmiegekreis).

Weitere Beispiele finden Sie in den Ubungen.
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Wir werden spiter etwas mehr zu gekriimmten d-dimensionalen Flichen im R¥ sagen (z.B. eine
zweidimensionale Kugeloberfliche im dreidimensionalen Raum), was den Begriff von gekriimm-
ten Kurven (d = 1) verallgemeinert.

Griindlich besprochen werden diese Dinge in einer Vorlesung tiber Differentialgeometrie, in der
analytische Methoden entwickelt werden, um geometrische Objekte (Kurven, Flichen, allgemei-
ne gekriimmte “Mannigfaltigkeiten”) zu studieren. Dies bildet auch die Grundlage des mathe-
matischen Verstidnisses der Allgemeinen Relativititstheorie, die die Raumzeit als eine gekriimmte
vierdimensionale Mannigfaltigkeit beschreibt.
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12 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Wir wenden uns nun einem weiteren Kernthema der Analysis 2 zu, der Differentialrechnung
von vektorwertigen Funktionen von mehreren Variablen. Wir werden also Funktionen der

Art
f:UCRF = R?

betrachten. Genau wie bei unserer Diskussion von Stetigkeit wird es vor allem darauf ankom-
men, mit den mehreren Variablen (also k > 1) umzugehen, wihrend die mehreren Kompo-
nenten von f (also d > 1) keine groferen Schwierigkeiten machen werden.

12.1 Totale Ableitungen, Richtungsableitungen, partielle Ableitungen

Unsere Definition der Differenzierbarkeit von skalaren Funktionen einer Variable, also Funk-
tionen f : I C R — R, beruhte auf der Forderung nach Existenz des Grenzwertes (fir
zel)

o1
lim 1 (£(x + h) — ().
Wias dndert sich nun, wenn wir es mit f : U C R¥ — R? zu tun haben? Dann sollten 2 und
h Vektoren in R und f(z + h), f(x) Vektoren in R? sein. Der Ausdruck f(z + h) — f(x)
macht also Sinn als Vektor in R%, und wir haben auch einen guten Grenzwertbegriff fiir Folgen
in R?,

Schwierig ist allerdings der Vorfaktor %, der fiir einen Vektor h € R*, k > 1, keinen Sinn hat.
Wir brauchen deshalb einen anderen Zugang zur Definition der Ableitung. Dazu erinnern wir
uns an die affine Approximierbarkeit aus Analysis 1 (siche S. 115/116 im Analysis 1 Skript):
Eine Funktion f : I C R — R ist genau dann in x € I differenzierbar, wenn es eine Zahl
a, € R und eine in einer Umgebung von h = 0 definierte Funktion 7, gibt, so dass

Pt h) = J) oy, Jim )

h—0 h =0

Die Zahl a, ist dann eindeutig durch f und x bestimmt und stellt sich als die Ableitung f'(z)
an der Stelle = heraus. Der “Restterm” 7,(h) verschwindet zu mindestens zweiter Ordnung
fir h — 0, d.h. verschwindet auch noch fir ~ — 0, wenn wir ihn durch A teilen.

”}Sh) = 0 dquivalent ist zu limy,_,o ‘TT}(L?)‘ = 0, erdffnet sich hier eine Moglichkeit

zur Verallgemeinerung auf Vektoren h € R¥, wenn wir |h| durch eine Norm ||k|| ersetzen.

Da limj,_,0

Die zweite Verallgemeinerung, die wir durchfiihren miissen, betrifft den linearen Term a,, - h.
Fiir einen Vektor A liegt es nahe, a, durch eine Matrix, also durch eine lineare Abbildung A,
in Hom(R*, RY) zu ersetzen. Das passt auch genau zu unserer geometrischen Vorstellung,
dass zB der Graph einer Funktion R? — R nicht durch eine Tangentengerade an einem Punkt
(x, f(x)) genidhert werden kann, wohl aber durch eine Tangentialebene (— lineare Abbildung
in Hom(IR% R)).

Nach dieser Vorrede konnen wir die Definition von Differenzierbarkeit geben.
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Definition 12.1. Sei U C RF offen, und & € U. Eine Funktion f : U — R? heifdt in =
differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung A, € Hom(R¥, R?) und eine auf einer
Umgebung von 0 definierte Abbildung 7, : U.(0) C RF — R? gibr, so dass

flx+h) = f(x)+ Azh +r:(h), lim ra(h) _ 0.

h—0 ||h|| B

Die lineare Abbildung A, heiflt die Ableitung von f (oder: das Differential von f) in x
und wird auch mit D f(z) (oder df(x), oder auch f’(z)) bezeichnet®.

Eine Funktion f : U — R? heif3t differenzierbar, wenn sie in jedem x € U differen-
zierbar ist.

“Beim Differenzieren gibt es immer eine Menge unterschiedliche Notationen.

Bemerkungen:

* Die Ableitung D f(z) an einem Punke z ist also nicht linger eine Zahl, sondern eine
lineare Abbildung D f (z) € Hom(R*, R?), die wir nach Wahl von Basen in R* und R¢
mit einer (d X k)-Matrix identifizieren kénnen. Wihlen wir jeweils die Standardbasis
des R* bzw RY, wird die darstellende Matrix Jzcobi-Matrix (von f im Punkt x) genannt
und mit J,(f) bezeichnet.

Fiir k = d = 1 erhalten wir eine (1 x 1)-Matrix, also eine Zahl - nimlich die bekannte
skalare Ableitung f'(z) € R.

¢ Im Falle von k = 1, also einer Kurve 7 : R — R, ist die Ableitung v/ (z) = Dv(x)
eine (d x 1)-Matrix, also ein d-dimensionaler (Spalten-)Vektor. Dies passt genau zu
unserer Definition der Ableitung einer Kurve.

¢ Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f : U C RF — R? ist also eine
Abbildung

Df : U — Hom(R* RY).

Nach Wahl von Basen in R* und R¢ kénnen wir D f also als eine matrixwertige Ab-
bildung auffassen.

Da wir Hom(R¥ R?) = R* identifizieren kénnen, haben wir auf dem Zielraum
Hom(R*, R?) Normen zur Verfiigung. Es macht also Sinn, iiber stetig differenzierbare
Funktionen zu sprechen - das sind die differenzierbaren Funktionen, firdie Df : U —
Hom(R*, R?) stetig ist.

Es spielt dabei aufgrund der Aquivalenz aller Normen in endlichdimensionalen Vek-
torriumen keine Rolle, welche Norm wir zur Definition der Stetigkeit heranziehen.
Ebenfalls spielt es keine Rolle, welche Normen auf R* und R? in Definition 12.1 zu-

grundegelegt werden.

* Wir wissen aus Lemma 10.2, dass Stetigkeit von D f dquivalent zur komponenten-
weisen Stetigkeit ist. Also: Eine differenzierbare Funktion f : U — R ist stetig dif-
ferenzierbar genau dann, wenn alle Komponentenfunktionen J,(f);;, 1 < i < k,
1 < j < d, der Jacobimatrix stetige Funktionen sind.
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¢ Die Menge aller stetig differenzierbaren Funktion U — R? bezeichnen wir mit C* (U, R?).

* In Definition 12.1 haben wir uns auf offene Definitionsbereiche U beschrinkt, im Un-
terschied zu unserem Vorgehen im eindimensionalen Fall in Analysis 1. Das liegt daran,
dass Rinder von Mengen in R" viel komplizierter sein konnen als in R. Wir definieren
hier also nur Differenzierbarkeit in inneren Punkten.

Beispiel 12.2.

a) Ohne Schwierigkeiten sehen wir, dass konstante Funktionen f : R* — R9 diffe-
renzierbar sind mit D f(z) = 0.

b) Ist f : R¥ — R? linear, so ist f differenzierbar, und es gilt die auf den ersten
Blick komisch aussehende Gleichung

Df(z) = f, z € RF.

Beachten Sie, dass f hier eine lineare Abbildung (Matrix) ist, f(z) ein Vektor,
aber D f(x) ebenfalls eine lineare Abbildung (Matrix). Zum Beweis dieser Glei-
chung miissen wir nur v, = 0 und A, = f(2) in die definierende Gleichung
der Differenzierbarkeit einsetzen; wegen der Linearitit von f ergibt sich dann

flx+h)= f(z)+ f(h) = f(x) + Ayh + 0, genau wie gefordert.

Eine einfache Bemerkung zur Differenzierbarkeit ist, dass diese Eigenschaft komponenten-
weise gepriift werden kann:

Lemma 12.3. Sei U C RF offen, v € U, und f : U — R? eine Funktion mit Kom-
ponentenfunktionen (fi1, ..., fa) = f. Dann ist [ differenzierbar in x genau dann, wenn
alle f1, ..., fa: U = R in x differenzierbar sind.

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass f in « differenzierbar ist, d.h. dass f(z+h) = f(x)+
Ayh + 1, (h) wie in Def. 12.1 beschrieben gilt. Durch Skalarproduktbildung mit dem j-ten
Standardbasisvektor e; erhalten wir die j-te Komponente dieser Gleichung (merke f;(z) =

(ej, f(2))), nimlich
fi(@ +h) = fi(z) + (¢j, Ach) + (¢, 72 (h)).
Nun ist h + (ej, A,h) = (ATe;, h) eine lineare Abbildung R* — R, und fiir den Restterm

gilt {es ]T;|(\h)> = (ej, Tré?) — 0 fiir b — 0 aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts. Also

ist f; in  differenzierbar.

Nehmen wir nun an, dass fi,. .., f; alle in  differenzierbar sind. Dann gibt es lineare Ab-
bildungen AP € Hom(R*, R) und “Restterme” r) U.(0) — R, so dass

=0.

i+ 1) = 5(a) + ADh4r D), lim
(x = fi(x r

: R S
Wir definieren nun 4, € Hom(R*, RY) durch A, h = (A;l)h, ., A% und re(h) ==
(rMh, . ,Tg(gd)h). Dann gile f(x + h) = f(z) + Azh + 7,(h), und da Konvergenz ei-
ner Vektorfolge dquivalent zur Konvergenz aller ihrer Komponenten ist (Satz 8.14), folgt die
Differenzierbarkeit von f in x. ]
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An dieser Stelle wire es noch miihselig, die Differenzierbarkeit von komplizierteren Funk-
tionen wie zB f(x1,22) = (23, €™ + z9, 1 + sin(x122) zu priifen und D f(z1,22) zu
bestimmen. Dazu miissen wir erst die Theorie weiter entwickeln. Als ersten Schritt definie-
ren wir nun Richtungsableitungen, ganz analog zu den bei unserer Diskussion von Stetigkeit
definierten Richtungsgrenzwerten.

Definition 12.4. Sei U C R* offen, x € U, h € R* und f : U — R? eine Funktion.
Die Richtungsableitung von f im Punkt x in Richtung von h ist der Grenzwert (falls er
existiert)

(@) (@) = lim = (F( + 1h) — /().

—0

Ist speziell i = e; ein Standardbasisvektor in R¥, so heif3t die entsprechende Richtungs-
ableitung die j-te partielle Ableitung von f in x, und wird mit (0;f)(x) (oder ngj(m)
oder (0, f)()) statt (0., f)(x) bezeichnet.

Eine Funktion, fiir die alle partiellen Ableitungen (0; f)(x) an einem Punkt z existieren,
heiflt in x partiell differenzierbar.

Die Limiten in dieser Definition sind genau analog zu unserer Definition der Ableitung einer
Kurve. Beachten Sie, dass ¢ hier eine Zahl (kein Vektor) ist.

Beispiel 12.5. Berechnen wir einige partielle Ableitungen. Wir beschrinken uns zu-
nichst auf skalare Funktionen f : U — R (also nur eine Komponente, aber mehrere
Variable © = (x4, ..., xy)). Die Formel fiir die partielle Ableitung besagt

@), 5) = lim = (fo + 1) — f(@))

1
=lim —(f(x1,22,...,2;+t,...,2x) — f(21,...,T8)).

t—0 ¢

Dies ist genau die Ableitung von f nach der j-ten Komponente von x, d.h. Sie fixieren
alle Variablen x;, [ # j, betrachten f(x) nur in Abhingigkeit von x;, und differenzieren
nach ;.

a) f:R? =R, f(x1,25) = x2¢73. Dann gilt

(Orf) (21, 22) = 21’16715, (0o f) (@1, 22) = —Qx%xze’x%.,

b) g:R*— R, g(z1,72,73) = x3 + 1. Dann gilt

(alg)(iﬂ'hxz,%) = (329)(1'1756’27563) =0, (839)(56173627373) =1

Warnung: Partiell differenzierbare Funktionen sind nicht notwendigerweise differenzierbar!
Um diesen Unterschied sprachlich deutlich zu machen, spricht man auch manchmal von
totaler Differenzierbarkeit (= Differenzierbarkeit) im Gegensatz zu blofler partieller Differen-
zierbarkeit. Wir werden diesen Unterschied spiter genau kliren.
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Satz 12.6. Sei U C RF offen, v € U, und f - U — R? eine in x differenzierbare Funk-
tion mit den Komponentenfunktionen f(x) = (fi(x),..., fa(x)), f; : U = R. Dann
existieren alle Richtungsableitungen von f in x (insbesondere alle partiellen Ableitungen),
und die Jacobimatrix von | ist

(gj_;(x) g—;(x) %—%(z)

(@) 32(z) ... (=)
TL(f) = | ™ on “

g—ﬁ(x) g—g’:‘;(a:) . g—ﬁ(x)

Die Richtungsableitung von f am Punkt in Richtung h € RF ist
(Onf)(x) = D f(z)h.

Beweis. Da f in x differenzierbar ist, ist der Grenzwert

S+ th) = f(2)) = S (DF@)th + re(th))
— Df(x)h + %rx(th) L Df()h firt — 0.

Dies zeigt die Existenz aller Richtungsableitungen in x als Konsequenz der Differenzierbarkeit
in  und, dass die Richtungsableitung in x in Richtung h mit D f(z)h iibereinstimmt.

Kommen wir zur Jacobimatrix. Die j-te Spalte der Jacobimatrix erhalten wir durch Anwen-
dung auf den j-ten Basisvektor €; der Standardbasis, also J,(f)e; = 0, f(z). Der Eintrag in
der i-ten Zeile dieser j-ten Spalte ist (e;, J,(f)e;) = 0, fi(z) = Jo(f)ij- O

Bemerkung: Dieser Satz riumt insbesondere eine kleine Schwierigkeit der Definition 12.1
des Differentials aus, die wir bisher tibergangen haben: In Def. 12.1 nannten wir die lineare
Abbildung A, das Differential von f an der Stelle z und nicht ez Differential von f bei x.
Das ist nur gerechtfertigt, wenn A, durch f und x eindeutig festgelegt ist. Satz 12.6 sagt
uns, dass fiir alle & € R” die Bezichung A,h = (), f)(x) gilt. Da die Richtungsableitungen
(Onf)(x) per Definition eindeutig durch f und x festgelegt sind, gilt dies auch fiir A,, und
unsere Definition des Differentials hat keine Probleme.

Explizit durch Matrixmultiplikation sehen Jacobimatrizen und Richtungsableitungen so aus:
Firj € {1,...,d} ist (Df)(z)e; die j-te Spalte der Jacobimatrix J,(f). Einen Richtungs-
vektor h € R¥ entwickeln wir in die Standardbasis, b = 3% | h; - ¢;, und erhalten so mit

dem Standardskalarprodukt auf R¢ =t
d d
(en (D) @)h) =3 (e (D) @)eg) by = 3 JalFig by = (Jel F)D)i

Beispiel 12.7.

a) Die Funktion f : R? — R3, f(a1, 29, 23) = (sin(x122), x5?, x2) hat die Jaco-
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bimatrix

) COS($1I2) T COS($1$2> 0
Jo(f) = 0 log(xs)as®  wpws® ™
0 1 0

Beachten Sie, dass die Existenz der Jacobimatrix (partielle Differenzierbarkeit)
noch kein Beweis der Differenzierbarkeit von f ist. Aktuell kénnen wir nur sagen:
Falls diese Funktion f differenzierbar ist, so ist ihr Differential in den Standard-
basen durch die obenstehende Jacobimatrix gegeben.

b) Die Funktion k : R? — R, k(x1,13) = (23 —23, |x9|+sin(zy)) ist nicht partiell
differenzierbar, da ihre zweite Komponente ko (21, z3) = |22|+sin(z1) inzy = 0
nicht nach x, differenzierbar ist. Also ist k erst recht nicht total differenzierbar.

Zum anschaulichen Verstindnis der eingefiihrten Begriffe betrachten wir eine skalare Funk-
tion f : U C R* — R, deren Graph Sie sich als gekriimmte Fliche (“Gebirge”) iiber U
vorstellen kénnen (besonders anschaulich fiir & = 2). Die eindimensionale Ableitung aus
Analysis 1 gibt die Steigung eines Funktionsgraphen an. In der hier betrachteten mehrdi-
mensionalen Situation kann man nicht einfach von “der” Steigung sprechen - die Steigung
an einem Punkt 2 € U wird im Allgemeinen davon abhingen, in welche Richtung A Sie
schauen. Die Steigung am Punkt 2 in Richtung / ist genau D f(x)h. Das Differential D f(z)
informiert also tiber die Steigungen in alle Richtungen.

12.2 Ableitungsregeln

Aus Analysis 1 sind uns einige Ableitungsregeln geliufig: Linearitit der Ableitung, Produkt-
regel, Kettenregel, Quotientenregel, Ableitung der Umkehrfunktion.

Wir wollen jetzt einige dieser Regeln auf die mehrdimensionale Situation iibertragen. Be-
weistechnisch ist es dabei bequem, eine mehrdimensionale Version unseres Lemmas 5.4 zur
affinen Approximierbarkeit zu haben.

Lemma 12.8. Sei U C R* offen und x € U. Eine Funktion f : U — R ist genau dann
in x differenzierbar, wenn es eine offene Umgebung U.(0) C RF von 0 und eine in 0 stetige
Abbildung ® : U.(0) — Hom(R*, R?) gibs, so dass

f(x+h) = f(z)+ P(h)h, h € U(0).

In diesem Fall gilt ©(0) = (D f)(x).

Bemerkung: Genau wie in Lemma 5.4 ist @ offenbar von = abhingig. Wir unterdriicken diese
Abhingigkeit aber in unserer Notation, wenn z fest ist.

Beweis. Angenommen, eine Funktion ® mit den angegebenen Eigenschaften existiert. Wir

definieren A := ®(0) und

r(h) == (®(h) — ®(0)) h = ®(h)h — Ah.
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Dann gilt ®(h)h = Ah + r(h), also
flx+h)= f(x)+ Ah +r(h),

und

r(h) || _ [[(2(h) — 2(0)A] B
IMH_ 4] < [[®(h) = 2(0)]];

wobei die Norm auf der rechten Seite die Operatornorm auf Hom(R¥, R?) bezeichnet (siche
Abschnitt 10.2). Da ® stetig ist (in einer beliebigen Norm auf Hom(R*, R?)), gilt ||®(h) —
®(0)|| — 0, also % — 0 fiir h — 0. Also ist f in z differenzierbar, und es gilt (D f)(z) =
A= 9(0).

Angenommen, f ist in z differenzierbar, d.h. f(x + h) = f(x) + (Df)(x)h + r(h) mit
"5 0 fiir h — 0. Wir definieren ®(h) € Hom(R*, R?) gemify

(IRl
- (Df)(z)v h=0
Pw= {(Df)(fv)v F ) h A0

Diese Definition ist das Analogon unserer im Beweis von Lemma 5.4 gemachten Definition.

Wir haben fiir h # 0

r(h)

®(h)h = (Df)(@)h + (h, h) RE

= (Df)(@)h+r(h) = f(x+h) = f(z).

Um zu priifen, dass ® in i = 0 stetig ist, betrachten wir zuerst den Normabstand von Bildern

(h # 0):

r(h)

_ Ir
]

— Al

[®(h)o — B(0)0]] = H<h,v> el

wobei wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung verwendet haben. Da diese Ungleichung fiir alle
Vektoren v € R¥ gilt, erhalten wir fiir die Operatornorm

|@W—®@H§%%“%0MhﬁQ

was die Stetigkeit von ® in 0 zeigt. ]

Mit dieser Vorbereitung betrachten wir noch einmal die aus Analysis 1 bekannten Ableitungs-
regeln. Da Funktionen f : U C R* — R linear kombiniert werden kénnen, erwarten wir
eine Ableitungsregel iiber Linearkombinationen. Falls die Definitionsbereiche (insbesondere
die Dimensionen) passen, kénnen wir auch Kompositionen g o f betrachten; in diesem Fall
erwarten wir auch eine Kettenregel.

Was eine Produktregel oder Quotientenregel sein soll, ist im mehrdimensionalen Kontext
nicht ohne Weiteres klar, da R? keine Produktstrukeur hat. Wir beginnen deshalb erstmal mit
der Linearitit und Kettenregel.
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Satz 12.9.

a) Seil CR” offen, v € U, und f,g : U — R? in x differenzierbar. Dann sind fiir
alle \, jv € R auch die Funktionen \f + g in x differenzierbar, und die Ableitung

st
(DAf + 1g))(x) = A(Df)(x) + u(Dg)(x).

b) SeienU C R¥ undV C R offen und f : U — R%, g : V. — R™ Funktionen mit
fU) Cc V. It finx € U differenzierbar und g in f(x) € V differenzierbar, so
istauch go f : U — R™ in x differenzierbar, mit Ableitung

(D(g o f))(z) = (Dg)(f(x)) o (Df)(x).

Das Symbol o auf der rechten Seite der Kettenregel ist eine Komposition von linearen Abbil-
dungen (= Matrixmultiplikation nach Wahl von Basen), das meistens in der Notation unter-
driickt wird, hier aber der Deutlichkeit halber ausgeschrieben wurde. Ausgedriickt in Jacobi-
matrizen haben wir (merke: f : U CR* = R%, ¢g:V C R = R™, gof : U C RF - R™)

Ja(g 0 f) = Jpa(9) Jo(f) -
N’ Vv
(mxk) (mxd) (dxk)

In der umgekehrten Reihenfolge ist das Produkt der Jacobimatrizen im Allgemeinen nicht
wohldefiniert, weil die Spalten/Zeilenzahl der Matrizen nicht passt.

Beweis. a) Wir verwenden die Charakterisierung von Differenzierbarkeit aus Lemma 12.8.
Nach Voraussetzung gibt es also in 0 stetige Funktionen ®, ¥ : U.(0) — R¢ mit f(x +h) =
f(z) + ®(h)h und g(x + h) = g(z) + ¥(h)h. Dann ist auch =(h) := A®(h) + pU(h) in
0 stetig, und es gilt

(Af + pg)(@ +h) = (Af + pg)(x) = A@(h)h + p¥(h)h = Z(h)h.
Also ist \f 4 p1g in z differenzierbar, mit Ableitung

(DS + ng))(x) = Z(0) = AR(0) + p¥(0) = A(Df)(2) + u(Dg)(x)-

b) Wir verwenden wieder Lemma 12.8. Es gibt also zwei auf Umgebungen von 0 definierte
in 0 stetige Abbildungen ® : U.(0) — Hom(R* R%) und ¥ : V.(0) — Hom(R?¢, R™), so
dass f(z +h) = f(z) + ®(h)h und g(f(z) +u) = g(f(z)) + ¥(u)u.

Fiir die Verkettung von g und f haben wir also
(9o f)(@+h)=g(f(z)+ (f(x+h) - f(z)))

g
g(f (@) + W (f(x+h) = f(@)(f(z+h) - f(z))
g(f(x)) + W (@(h)h)@(h)h.

Hierbei ist U(®(h)h)®(h) ein Element von Hom(R¥, R™), und wir definieren die Abbil-
dung = : U.(0) — Hom(R* R™), Z(h) := ¥(P(h)h)D(h).
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Da ® und V¥ in 0 stetig sind und die Komposition
Hom(R* RY) x Hom(R?% R™) — Hom(R*,R™), (A,B)+— Ao B

stetig ist (Ubung, hier braucht man die Operatornormabschitzung || Ao B|| < ||A||| B|)), ist
auch = in 0 stetig. Die Ableitung von g o f in z ist also

(D(g o f))(x) = lim E(h) = lim W(®(h)h)®(h) = W (0)®(0) = (Dg)(f(x))(Df) ().

h—0 h—0

]

Beispiel 12.10. Wir betrachten die Funktionen f : R? — R3 und g : R?® — R?,

2
T
f(z1,29) = | cos(zy — 1) |, g1, Y2, y3) = ny2ys
x Yo+ 1
2

Dies sind differenzierbare Funktionen (kein Beweis hier, das sehen wir im nichsten Ab-
schnitt), mit Jacobimatrizen

Jo(f) = | sin(xe —x1) —sin(zy — 1) |, J,(g) = (yzoyzs yllyS y10y2) .

Die Komposition von g und f ist die Abbildung g o f : R? — R?,
(g0 )(x) = (fﬂx)f?(@f%@) _ (a: cos(zs m)

fo(z) +1 cos(xg —xy) + 1
mit Jacobimatrix

Jo(go f) = 22139 cos(Tg — 1) + Tiwysin(xe — 1) 2% cos(xe — 1) — wixysin(zy — 1)
=\9 o Si[l(l’g — (El) — Sin(ﬂfg — $1) '

Dies stimmt mit dem Matrixproduket

2.T1 0
f2($)f3($) fl(x)f?)(x) fl(@fﬂx) . .
T (9)Je(f) = sin(zg — 1) —sin(zy — 1)
f@9 ( 0 1 0 ) . h
_ (2961f2(95)f3($) +sin(zy — 21) fi(2) f3(x)  —sin(zy — 21) f1(2) f3(7) + fl(ﬁ)f2(90))
Sin(ﬂfz — 1’1) — Sin({lfg — $1)

21179 cos(Tg — 1) + X3Tosin(Ty — 1) 2% cos(wy — 1) — X2T9sin(To — T1)
SiIl(iL‘Q — 1’1) — SiIl(iL’Q — 1’1)

tiberein, genau wie von der Kettenregel behauptet.
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Sei f : R? — R differenzierbar. Wie hiingt die Ableitung von R > ¢ + f(#2, e?) mit den
partiellen Ableitungen von f zusammen?

Beispiel 12.11. Ein wichtiger Spezialfall der Kettenregel ergibt sich fiir Funktionen ei-
ner Variablen. Sind f : I C R — Rfund g : V C R* — RY, mit f(I) C V,
differenzierbar bei t € I bzw f(t) € V, sosind f und g o f Kurven, und die Ableitung
ist

(90 ) (&) = Ty (9)Je(f) = D_(0;9)(F(£))f;(2).

J=1

Was Produktregeln angeht, so kennen wir bereits die Produktregel fiir Ableitungen von diffe-
renzierbaren Kurven 7,7 : I C R — R® Die Funktion f : I — R, f(t) := (y(t),n(t)) ist
differenzierbar mit Ableitung

F1(8) = (' (8, m(0) + (@), ' (1))

Allgemeinere Produktregeln erhilt man, wenn man eine bilineare Abbildung b : R x R%2 —
R™ und differenzierbare Funktionen f : R* — R%, g : R — R% und das “Produkt”
R x R*2 5 (z,y) — b(f(x),g(y)) betrachtet. Die Details werden als Ubung iiberlassen.

Seien f : U C R¥ — R%und ¢ : U — R differenzierbar. Da ¢ skalar ist, ist hier das Produkt
¢ - f definiert. Zeigen Sie, dass ¢ - f differenzierbar ist, und beweisen Sie eine Produktregel.

Die Diskussion von Umkehrfunktionen und ihren Differentialen ist ein wichtiger Gegenstand
der Vorlesung, auf den wir in einem spiteren Kapitel eingehen werden.

Wir schliefSen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zu Gradienten und Hohenlinien.

Definition 12.12 (Gradient). Sei U C R¥ offen und f : U — R in 2 € U differen-
zierbar. Der Gradient von f am Punkt x ist der Zeilenvektor”
gradf(z) := Vf(z) := Jo(f) = ((Ouf)(2), ..., (O f)()).

“Das Symbol V wird als “Nabla” ausgesprochen. Die PhysikerInnen unter Ihnen werden diesen “Nab-
laoperator” sicher schon gut kennen.

Der Gradient ist also nichts anderes als die Jacobimatrix von f im Spezialfall einer skalaren
Funktion. Der Gradient hat eine geometrisch anschauliche Bedeutung: Er zeigt an der Stelle

z in die Richtung des stirksten Anstiegs des Graphen {(z, f(z)) : = € U}.

Lemma 12.13. Sei f : U C R* = R inx € U differenzierbar.

a) Die Richtungsableitung von f in Richtung h € RY ist
(Onf) (@) = (Vf(2)h = ((Vf)(2)", h).
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b) Fir (Vf)(z) # 0 gilt

e (D@ = @)@, 9= G,

Beweis. a) Das ergibt sich sofort als Spezialfall von Satz 12.6.

b) Nach Teil a) haben wir (8, f)(z) = <% (VH)(x)T) = [[(V)(x)]|2, und fiir alle

Einheitsvektoren i € R* durch Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung

(Onf) (@) < [Onf) (@) < [[Vf(2)ll2 = (9pf) ().
O

Von Karten bergiger Gebiete kennen Sie Hohenlinien, also Linien konstanter Hohe. Dieses
Konzept verallgemeinert sich auf skalare Funktionen f : U C R* — R, indem wir die
Hoibhenlinie der Hohe c € R als

H(f)=f"({c}) ={z €U f(x) =c}

definieren. Dies sind nur “Linien” fiir £ = 2, und kdnnen auch in diesem Fall aus mehreren
Komponenten bestehen, leer sein, oder z.B. ein Punkt sein. Im Falle einer echten Hohenlinie
steht diese stets senkrecht auf dem Gradienten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 12.14. Sei f : U C R? — R differenzierbar und v : I — U ein Weg
konstanter Hohe (ein Hohenweg), d.h. es gibt ¢ € R, so dass y(t) € H.(f) furallet €
I. Dann ist die Komposition f(7y(t)) = ¢ konstant, hat also verschwindende Ableitung.
Per Kettenregel erhalten wir (vgl. Beispiel 12.11)

0= S F6(0) = (TGO A ().

Das heif$t, dass der Gradient (steilster Anstieg) stets senkrecht auf den Hohenlinien (kein
Anstieg) steht.

Gradienten spielen in unterschiedlichen Bereichen eine wichtige Rolle. In der Physik modellieren
sie konservative Kraftfelder: Gegeben eine skalare differenzierbare Funktion V' : R3 — R (das
Potential), so ist das Kraftfeld F : R? — R3, F(z) := —gradV () ein sogenanntes konservati-
ves Kraftfeld, d.h. es gilt ein Energieerhaltungssatz. Das Vorzeichen in der Definition von F' ist
hier dadurch motiviert, dass die Kraft in die Richtung des stirksten Abstiegs des Potentials zeigt
(ein Ball rollt den Berg unter Einfluss der Gravitationskraft hinab, nicht hinauf). Diese Dinge
lernen Sie in Vorlesungen iiber Differentialgleichungen oder Theoretische Physik.

In der Optimierung ist man daran interessiert, eine Funktion f : R"” — R zu maximie-
ren/minimieren, zB den Gewinn einer Firma in Abhingigkeit von (vielen) Parametern. Die
Grundidee des numerischen Gradientenverfahrens ist es, ausgehend von einem Startpunke © €
R™ eine gewisse Schrittweite A in Richtung des Gradienten von f zu « + Agradf(z) zu gehen
und dieses Verfahren zu iterieren, um ein Maximum von f zu finden. Diese Dinge lernen Sie in
Vorlesungen tiber Optimierung.

62



12.3 Vergleich von Differenzierbarkeitsbegriffen und Mittelwertsatz

Nachdem wir etwas Erfahrung mit totaler und partieller Differenzierbarkeit gesammelt haben,
kommen wir nun zu einem systematischen Vergleich dieser Begriffe. Zuerst zeigen wir, dass
totale Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert.

Lemma 12.15. Sei U C R offen und f : U — R4 inx € U differenzierbar. Dann ist f
in X stetig.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine auf einer Umgebung von A = 0 definierte Funktion

T, mit T"‘”(ﬁ) — 0 fir h — 0 und

[l +h (Df)(@)h +r2(h).

) — f(z) =
Die lineare Abbildung (D f)(x) € Hom(R RY) ist stetig, da R* endlichdimensional ist
(Korollar 10.10). Also gilt (Df)(z)h — (Df)(x)0 = 0 fiir h — 0. Weiterhin haben wir
re(h) = HhH”(h — 0 fiir h — 0. Also gilt f(x+ h) — f(x) — 0 fiir h — 0, dh f ist stetig

in z. ]

flx

Dieses Lemma ist uns als Lemma 5.3 bereits aus der eindimensionalen Situation bekannt.
Beachten Sie, dass blofle partielle Differenzierbarkeit nichr Stetigkeit impliziert! Ein Beispiel
ist die Funktion f aus Beispiel 10.4, siche auch Aufgabe P7.3.

Insbesondere sehen wir an diesem Beispiel, dass partielle Differenzierbarkeit nicht totale Dif-
ferenzierbarkeit impliziert. (Die andere Implikation “total=-partiell” gilt nach Satz 12.6).

Verlangt man allerdings, dass alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind (eine solche
Funktion heifSt stetig partiell differenzierbar), ergibt sich Differenzierbarkeit als Konsequenz.

Satz 12.16. Sei U C R* offen, v € U, f : U — RY partiell differenzierbar, und alle par-
tiellen Ableitungen O; f; : U — R seien in x stetig. Dann ist f in x (stetig) differenzierbar.

Beweis. Da Differenzierbarkeit komponentenweise gepriift werden kann (Lemma 12.3), diir-
fen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit d = 1 annehmen.

Seie > 0o, dass U.(z) C U (mit der e-Umgebung in 1-Norm), und sei h € R*, ||h]]; < e.
Mit Hilfe der Entwicklung h = Z§=1 hje; definieren wir die Vektoren

J
yj::x—i—Zhiei, 7=0,1,... k.
=1
Insbesondere gilt Yo = x und y, = = + h, und wir haben die Abschitzung in 1-Norm

||93 - yj”l =

J
< Z |hil < ||l <e,
i=1

1
aus der wir y; € U(x) C U schlieffen. Wir kénnen also die Teleskopsumme

k

flx+h) = f(z) = fy) — flyo) = Z(f(yz-_l + hie;) — f(yie1))
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betrachten. Die Funktionen g;(t) := f(y;_1 +te;) sind auft € (—0, 0) fiir hinreichend klei-
nes 0 > 0 definiert. Da f partiell differenzierbar ist, sind die ¢; differenzierbar, mit Ableitung

9i(t) = (0if ) (yi—1 + te;).

Wir verwenden nun den Mittelwertsatz 5.16, um (von = und h abhingige) Zwischenstellen

7; € (0, h;) zu finden, so dass

k k

fla+h)— flz) = Z(Qz( i) — gi(0 thgl Ti —Zhi<aif)(yi—l+7_iei)-

i=1 =1

Jetzt kommen wir zum Beweis der totalen Differenzierbarkeit von f in z. Wir wissen bereits:

Falls f in z differenzierbar ist, so muss die Ableitung (Gradient) von f in = durch die partiellen
Ableitungen (9; f)(x) gegeben sein. Wir definieren deshalb ®(h) € Hom(R*, R) via

k

®(h)v = Z(aif)(yi—l + Ti€;)vi

=1

Dieses ®(h) ist offenbar eine lineare Abbildung R* — R und erfiillt f(z + h) — f(z) =
®(h)h. Gemify Lemma 12.8 miissen wir nur zeigen, dass ¢ in O stetig ist. Hier geht die
angenommene Stetigkeit der partiellen Ableitungen ein: Im Limes h — 0 haben wir y; — =
per Definition von y;, und 7; — 0, da 7; € (0, h;). Da auch die partiellen Ableitungen stetig
sind, erhalten wir so

k k
lim & (1) Zj (0:) (i1 + i) = 2;<aif><x> = ®(0).
Also ist @ in O stetig, was den Beweis abschlief3t. ]

Bemerkung: Eine partiell differenzierbare Funktion f : U — R?, fiir die alle partiellen
Ableitungen stetig sind, wird auch stetig partiell differenzierbare Funktion genannt. Wie eben
gezeigt, sind solche Funktionen auch total differenzierbar. Da die Ableitung (D f)(x) durch
die Jacobimatrix gegeben ist, deren Eintrige die partiellen Ableitungen sind, ergibt sich, dass
(Df)(z) in diesem Fall stetig von x abhingt. Kurz gesagt: Stetig partiell differenzierbar und
stetig total differenzierbar sind ein und derselbe Begriff.

Als Uberblick noch einmal die verschiedenen Differenzierbarkeitsbegriffe als Diagramm:

stetig differenzierbar

I

stetig partiell differenzierbar = differenzierbar = stetig
Y 4
partiell differenzierbar < alle Richtungsableitungen existieren

Alle in diesem Diagramm nicht eingetragenen Implikationen sind im Allgemeinen falsch. Es
gibt also partiell differenzierbare aber nicht differenzierbare Funktionen, oder nicht differen-
zierbare Funktionen, fiir die alle Richtungsableitungen existieren. Beispiele dazu finden sich
in den Ubungen.
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Beispiel 12.17. Die Funktionen in Beispiel 12.7 a) und 12.10 sind stetig differenzierbar,
da wir sie als stetig differenzierbar erkennen.

Wir wenden uns nun dem Mittelwertsatz zu. In Analysis 1 hatten wir gelernt, dass fiir diffe-
renzierbares f : (a,0) — Rein { € (a,b) existiert, so dass f(b) — f(a) = f'(§) - (b — a)
(Satz 5.16 b)).

Wir werden zwei Versionen dieses Satzes im Mehrdimensionalen geben. Die erste Version ist
eine direkte Verallgemeinerung, die aber nur fiir skalare Funktionen gilt.

Satz 12.18 (Mittelwertsatz fiir skalare Funktionen). Sei U C R¥ offen und f : U — R
differenzierbar. Sei x € U und h € R* so, dass die gerade Verbindungsstrecke x + [0, 1]h =
{z+th: 0<t <1} komplett in U liegt. Dann existiert ein T € (0, 1), so dass

flx+h)— f(x) = (Df)(x+ Th)h.

Beweis. Die Funktion g : [0,1] — R, g(t) := f(x + th) ist differenzierbar (Kettenregel),
und hat die Ableitung ¢'(t) = (D f)(z + 7h)h. Nach dem Mittelwertsatz der Analysis 1 gibt
es also ein 7 € (0, 1) mit
(Df) (@ +7h) = g'(r) = 9(1) = 9(0) = f(x + h) = f(x).
O

Dieser Satz ist im Allgemeinen fiir vektorwertige Funktionen f : U — R? d > 1, falsch!
Wir illustrieren dies an einem Beispiel.

Beispiel 12.19. Sei v : R — R? der Kreisweg v(¢) = (cost, sint). Dann gilt v(0) =
v(27). Die Ableitung ist 7/(t) = (—sint,cost), insbesondere ||7/(t)]]2 = 1, also
7' (t) # 0 fiir alle ¢. Also kann (0 4+ 27) — v(0) = 0 nie mit 7/(727)27 iiberein-
stimmen.

Der Mittelwertsatz wird allerdings in den meisten Fillen nur dazu verwendet, um Abschitzun-
gen herzuleiten. Sehr oft geht das in der Form: Schreibe eine Differenz von Funktionswerten
f(z+h) — f(x) als Integral iiber die Ableitung, schitze dann durch Linge des Integrations-
intervalls mal Supremum des Betrags der Ableitung ab.

Dieses Vorgehen funktioniert auch in héheren Dimensionen.

Satz 12.20. Sei U C R¥ offen und f : U — R? stetig differenzierbar.

a) Seixw € U und h € RF so, dass die gerade Verbindungsstrecke © + [0,1]h =
{4+ th: 0<t <1} komplett in U liegt. Dann gilt

1
fa+1) = 1(a) = [ (D +thhdt
0
wobei das Integral iiber die vektorwertige Funktion komponentenweise zu verstehen ist,

d.h. die j-te Komponente von |, 01 (Df)(x+th)h dt des R -Vektors ist per Definition
gleich [ (ej, (Df)(x + th)h) dt.
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b) (Schrankensatz) Gibt es weiterhin eine Konstante L > 0, so dass ||(D f)(z+th)|| <
L (mit irgendeiner Norm auf Hom(RF, R?)) fiir alle 0 < t < 1, so gibt es C > 0,
so dass die Abschitzung

If(z +h) = f(@)]| < CL-[[R]]

gilt (mit beliebigen Normen auf R* und R%; die Konstante C' hiingt von der Wahl
der Normen ab). Sind alle Normen Euklidisch bzw die auf den Euklidischen Normen
basierende Operatornorm, so gilt C' = 1.

Beweis. a) Wir betrachten einen Einheitsvektor u € R?, ||u|l2 = 1, und die Hilfsfunktion
g(t) :== (f(x + th),u), die differenzierbar ist mit Ableitung ¢'(¢) = (u, (Df)(z + th)h).
Es gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

<%ﬂ$+@—f@»=MU—9@%iAgﬁﬁﬁ=A<%Uﬁﬂ$+mMMt

Setzen wir u = e;, so erhalten wir genau die j-te Komponente der behaupteten Gleichung.

b) Da alle Normen dquivalent sind, ist klar, dass es geniigt, die Aussage fiir eine spezielle Wahl
von Normen zu zeigen. Wir nehmen nun Betrige und schitzen nacheinander per Dreiecks-
ungleichung fiir Integrale (Satz 6.11), Cauchy-Schwarz Ungleichung, und der Annahme ab.
Dies ergibt

|@J@+%%<ﬂ@H§AIWADﬁ@+MMHﬁ

s/’mDﬁu~¢MMbﬁ
0
< L-[h]l.

Um den Beweis abzuschlieffen, bemerken wir, dass fiir f(z 4+ h) = f(z) nichts zu zeigen ist.
Fir f(x 4+ h) # f(x) betrachten wir den Einheitsvektor u := % Eingesetzt in
die obige Abschitzung ergibt sich

f(x+h) = f(x)
1f(z 4+ h) = F(@)]l2

I+ - sl = |{ S+) - 1) < Ll

]

Wenn Sie statt der Euklidischen eine andere Norm erhalten, so bekommen Sie das gleiche
Ergebnis, nur mit einer méglicherweise anderen Konstante C' - L statt L in der Abschitzung.

Uberzeugen Sie sich, dass das Beispiel 12.19 keinen Widerspruch zu diesem Satz bildet.

Der Beweis von Teil b) dieses Satzes enthielt einen guten Abschitzungstrick, den wir hier fiir
spitere Verwendung notieren.
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Korollar 12.21. Sei U C R*, z € U, h € R* und la, b] ein kompaktes Intervall so, dass
{z+1th: t €la,b]} CU. Dann gilt fiir das (komponentenweise definierte) Integral iiber
eine stetige Funktion f : U — RF

/ f(z +th)dt

/ | f (z + th)]||2 dt. (12.1)

abschitzung und Cauchy-Schwarz-Ungleichung mit dem Euklidischen Skalarprodukt

<u,/abf(x+th)dt>‘: /| o+ th)| dt

< / G+ th)]la de.

Zf] (x +th)u;dt| <

Ist fab f(xz + th)dt = 0, so ist nichts zu zeigen. Fiir fab f(z + th)dt # 0 setzen wir den

Einheitsvektor u := || fab f(x + th)dt|| ™! ff f(z 4 th)dt in die obige Abschitzung ein.
Da die linke Seite dann gleich ’<u, fab flz+ th)dt>’ = || fab f(x + th)dt]|s ist, folgt die
Behauptung. O]

Beispiel 12.22. Die Euklidischen Normen sind geometrisch am natiirlichsten. Fiir Ab-
schitzungen konnen auch andere Normen, zB co-Normen, hilfreich sein. Wir illustrie-
ren das hier an einem Beispiel. Dazu verwenden wir die sogenannte Zeilensummennorm

auf Hom (R, R?) = R¥*4, die durch
k
| Allzs := gﬁflz | Aijl,
j=1
definiert ist (Ubung: Dies ist eine Norm). Dann gilt der vorherige Satz ebenfalls mit
C =1 (Ubung).
Als konkretes Beispiel betrachten wir nun
) ) arctan(z+1)
. — siny+3)2
f:R* = R?, flz,y) = iésin%/mt—;)/i% :

Durch Ableiten und Abschitzen kdnnen Sie zeigen, dass die Jacobimatrix von f

3
[ Sy (F)llzs < 2

erfiille. Damit sagt uns Satz 12.20 || f(z,y) — f (2", y/) |0 < 3||(z,y) — (2, 9/)|| o fiir
alle (z,y), (¢/,y') € R?, d.h. f ist eine strikte Kontraktion.
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Mit dem Banachschen Fixpunktsatz schlieffen wir nun, dass es ein eindeutiges (z,y) €
R? mit f(z,y) = (z,y) gibt, also eine eindeutige Losung der Gleichung

arctan(x + 1) = z(siny + 3)* e @ HN/3 — gy

Das ist durch direktes Betrachten dieses Gleichungssystems wohl nicht offensichtlich!

12.4 Hobhere Ableitungen und Vektor-/Gradientenfelder

Nachdem wir ein gutes Verstindnis des Differentials einer differenzierbaren Funktion f :
U C RF — R erlangt haben, wenden wir uns nun der Diskussion von hoheren Ableitungen
zu. Wir beginnen mit einer Diskussion von héheren partiellen Ableitungen.

Definition 12.23. Sei f : U C R* — R eine partiell differenzierbare Funktion.

a) Wenn die partiellen Ableitungen 9; f : R* — R? wieder partiell differenzierbar
sind, so nennen wir ihre partiellen Ableitungen

02 f

(0:0; ) (x) = (0:(0;1))(x) =: 95.0z;

()

die partiellen Ableitungen 2. Ordnung von f.

b) Induktiv definieren wir eine n-mal (stetig) partiell differenzierbare Funktion f :
U C R* — R? als eine Funktion, die (n — 1)-mal partiell differenzierbar ist,
so dass alle partiellen Ableitungen (n — 1)ter Ordnung wieder (stetig) partiell
differenzierbar sind, dh dass die partiellen Ableitungen n-ter Ordnung

(04,01, - - i, f)(2)
firalledy,... i, € {1,...,k} existieren (und stetig sind).

) Die Menge aller n-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen f : U — R¢
wird mit C"(U, R?) bezeichner.

d) Die Menge aller glatten Funktionen ist

C>(U,R%) := () C*(U,RY).

neN

Es gibt also oft eine grofle Menge an partiellen Ableitungen.
Beispiel 12.24. Wir betrachten f : R* — R, f(z,y) := ze¥ + x*. Dann gilt

(O )@, y) =€’ +2z,  (Of)(z,y) = e,
@i ) (a,y) =2, (95f)(x,y) = xe?,
(0102 )(z,y) = e’ = (0a01 f)(, y).

In diesem Beispiel existieren sogar alle partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung (zB
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I (0508 f)(x,y) = 0 und (93°°0,05 f)(z, ) = €¥), das heifdt f € C°°(R? R).

An dem Beispiel fillt auf, dass die beiden gemischten partiellen Ableitungen 2. Ordnung, also
010 f und 0,0, f, tibereinstimmen.

Der Satz von Schwarz besagt, dass dies oft der Fall ist.

Satz 12.25 (Satz von Schwarz). Sei U C R” offen und [ € C*(U,R?) (zweimal stetig
partiell differenzierbar). Dann gilt fiir alle i, j € {1,... k}

Beweis. Die behauptete Gleichung kann komponentenweise gepriift werden. Wir diirfen also
annehmen, dass f : U — R skalar ist.

Sei z € U. Da U offen ist, gibt es eine 0-Umgebung Us®(x) in der Norm || - ||oo, die ganz
in U liegt. Das impliziert © + te; + se; € U fiiralle s, € (=9, ). (Wie immer bezeichnen
e;, e; die Standardbasisvektoren im R*.) Wir betrachten die auf einem Quadrat definierte
Funktion

Y (—6,6) = RY, Y(t,s) == fx +te; + sej).

Dann ist ¢ zweimal stetig partiell differenzierbar, mit (0,02%)(0,0) = (0;0;f)(x) und
(02011)(0,0) = (0;0;f)(z). Wir kdénnen uns also ganz auf die Funktion 1 konzentrieren
und behaupten, dass es einen Punkt (o, 7) € (=6, §)? gibt, so dass

@Z)(S? t) - 1/](07 t) - ¢(S’ 0) + ?/)(07 O) =t1s- (81821/])(07 T) (*)

gilt. Diese Behauptung folgt aus dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Variablen aus Ana-
lysis 1 (Satz 5.16 b)): Setzen wir (s(t) := (s, t) — (0, t), so ist ist linke Seite von (x) gleich
(s(t) — ¢5(0). Dies ist eine in ¢ differenzierbare Funktion, wir finden also ein (von s und ¢
abhingiges) T zwischen 0 und ¢, so dass (s(t) — (5(0) = tC.(7) = t(02 (s, 7) — D20(0, 7)).
Diese Funktion ist in s differenzierbar, dh wir finden durch nochmalige Anwendung des Mit-
telwertsatzes ein o zwischen 0 und s, so dass (x) gleich ts - (010:¢) (o, T) ist.

Andererseits kdnnen wir auch & (s) := ¢(s,t) — 1(s,0) definieren. Dann ist die linke Seite
von (%) gleich &(s) — &(0), und wir kdnnen wieder zweimal den Mittelwertsatz anwenden:
Zuerst finden wir ¢’ zwischen 0 und s, so dass &(s) — &(0) = s&(0') = s(O(o’,t) —
011(0’,0)), und eine zweite Anwendung des MWS ergibt ein 7/ zwischen 0 und ¢, so dass
die linke Seite von (x) gleich ts - (0201%) (o', 7') ist.

Wir erhalten also zwei Punkte (o, 7), (¢/,7') € (=0, )?, so dass
(3182¢) (Ua T) = (82811/})(0'/, T/)'

Nun benutzen wir die Voraussetzung, dass 01021 und 0,0, stetig sind, da f als zweimal
stetig partiell differenzierbar vorausgesetzt wurde. Zu jedem € > 0 konnen wir also unser den
Definitionsbereich von 1 bestimmendes 6 > 0 so klein wihlen, dass

|81821/1<0', T) — 8182770(0, 0)| < €, |8281¢(0',, 7'/) — 62811/)(0, O)l < €.
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Das ergibt

|8162¢(07 0) - 8261¢(07 0)| S |3162¢(0, 0) - 8182¢(Ua T)|
+ |82811/}<0-/7 Tl) - 8231¢<07 O)’ < 267

und damit 8281w(0, 0) = 8182w(0, O) ]

Mit einer Beweisvariante ldsst sich auch zeigen, dass die Existenz der partiellen Ableitungen
0;f, 0;f und 9,0, f sowie die Stetigkeit von 0;0; f bereits die Existenz von 0;0; f und die
Identitit 0,0, f = 0;0; f impliziert.

Es gibt allerdings zweimal partiell differenzierbare (aber nicht zweimal stetig partiell differen-

zierbare) Funktionen f mit 9,0; f # 0;0; f. Die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen
ist also eine wesentliche Annahme im Satz von Schwarz.

Der Satz von Schwarz findet in der Vektoranalysis vielfiltige Anwendung, siche die Differen-
tialoperatoren div, grad, rot, die in Aufgabe H8.1 definiert sind.

Definition 12.26. Ein Vektorfeld ist eine Funktion f : U C R* — R*. Ein Gradi-
entenfeld ist ein Vektorfeld der Form f = gradV = (0,V,...,0,V) fiir eine partiell
differenzierbare Funktion V : U C R¥F — R.

Ein Potential eines Gradientenfeldes f spielt in gewissem Sinne die Rolle einer Stammfunk-
tion von f. Die folgenden Beispiele belegen, dass dieser Begriff in mehreren Dimensionen
komplizierter ist als in einer Dimension; nicht alle Vektorfelder haben Stammfunktionen (Po-
tentiale).

Beispiel 12.27.
a) Sei V : RFM\{0} — R, V(x) := % (mit der Euklidischen Norm). Dann gilt

[l
Ot = (x4 ...+ 23) V2 = —gy(2? + ..+ 22) 732, also

REd

T

gradV(x) = —W

Potentiale dieser Form spielen in der klassischen Gravitationstheorie und in der
Elektrostatik eine grofie Rolle, hier modelliert gradV" (bis auf einen Vorfaktor) die
Gravitationskraft bzw elektrostatische Kraft.

b) Jedes Gradientenfeld ist ein Vektorfeld, aber fiir Dimension & > 1 ist nicht je-
des Vektorfeld ein Gradientenfeld. Angenommen, f : R* — R* ist ein C1-
Gradientenfeld, d.h. es gibt V € C?(R* R), so dass f;(z) = 9;V (z). Dann gilt
firallei,j € {1,..., k} nach dem Satz von Schwarz

0 fi(x) = 0,0,V (x) = 9;0;V (x) = 0, f;(x).
Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Potentials ist also
0if; = 0; fs, i,j €4{1,...,k}. (%)

Ist diese Bedingung auch hinreichend? Im Allgemeinen nicht, wie folgendes Bei-
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spiel zeigt. Wir betrachten das auf R?\{0} definierte C'*-Vektorfeld

- sz 2
flay, x0) = méj% .
x%+x%

Eine kleine Recheniibung zeigt (0, f2)(x1, 22) = ﬁ = (0o f1) (71, x2), die

Bedingung (xx) ist also erfillt.

Angenommen, [ = gradV fiir eine partiell differenzierbare Funktion (Potential)

VR {0} - R, dh.

) X1

(81‘/)(&31,332) = — <82V>(5171,.T2) =

z3 + a3’ z3 + a3
Erinnern wir uns daran, dass der Arcustangens arctan’(u) = 1 erfiillt. Wegen
der fur z; # 0 giltigen Gleichung (0oV) (21, m9) = L 1+ (wa/11)%) 7! folgt
dann V(21,22) = arctan 22 + ¢(x1) fiir 21 # 0 mit “ciner beliebigen differen-
zierbaren Funktion ¢, die nur von x; abhingt.

Bilden wir nun die partielle Ableitung nach x1, so erhalten wir

) — / /
OV ) (w1, 12) = h (14 (zo/z1)*) "+ d (1) = i + ' (21),

T2

d.h. wir miissen ¢ konstant wihlen (dann ¢/(x) = 0). Das sieht erstmal gut aus,
aber das Problem ist, dass V' (x1, 23) fiir z; = 0 nicht definiert ist. Das Lisst sich
auch nicht “reparieren”, d.h. V kann nicht stetig auf R?\ {0} fortgesetzt werden,
wie man sich leicht anhand der Grenzwerte von V' (1, x5) fiir 1 — 0 tiberlegt.

Also hat f kein Potential. Allerdings hat f ein Potential, wenn wir f auf den
kleineren Definitionsbereich {(z1,z2) : 21 # 0} einschrinken.

Sei f = gradV : U C R¥ — R* ein Gradientenfeld und z,y € U so, dass die gerade

Verbindungsstrecke von z nach y ganz in U liegt. Dann wissen wir aus Satz 12.20 a)
1
Vie) = Vi) = [ gradV(y+tle =)o~ ) di
0
1
= / (fly +t(x —y)),z—y)dt
0

Gegeben ein Vekrorfeld f ist deshalb V' (z) := fo (y + t(x — y)),x — y) dt (fiir festes
y € U) ein Kandidat fiir ein Potential von f Um dies genauer zu untersuchen, miissen wir
die partiellen Ableitungen dieser Funktion betrachten. Wir stehen also vor der Aufgabe, eine

Funktion der Art  +— f: g(t, x)dt zu differenzieren.

Da dies eine oft auftretende Frage ist, beweisen wir einen Satz zu diesem Sachverhalt.

Satz 12.28 (Differentiation unter dem Integral). Sei U C R* offen, [a,b] C R ein
kompaktes Intervall, und g - [a,b] x U — R stetig.
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a) Die Funktion
b
G:U —R% G(x) :=/ g(t,x)dt
ist stetig. Hierbei ist das Integral wieder komponentenweise zu verstehen, d.h. wir

haben G(x); = fab g;(t, z)dt.

b) Wir nebhmen nun zusétzlich an, dass die partielle Ableitung g—i : a,b] x U — R?
fiireini € {1,...,k} existiert und stetig ist. Dann ist auch G stetig partiell nach x;
differenzierbar, und die Ableitung kann unter das Integral gezogen werden, d.h.

b b
aa / g(t,z)dt = g—g(t,x) dt.
Ti Ja a OFi

Beweis. a) Um zu zeigen, dass G in einem (beliebigen) Punkt x € U stetig ist, wihlen wir
zunichst § > 0 so, dass Us(x) C U. Eingeschrinke auf die abgeschlossene und beschrinkte
(also kompakte) Menge [a, b] x Us(x) ist g gleichmiflig stetig (Satz 9.19). Gegeben € > 0
finden wir deshalb ¢’ > 0so, dass ||h]| < &' = ||g(t,z+h) —g(t,z)|| < ¢ firallet € [a, b]
gilt.

Ist also ||| < &', so erhalten wir mit der Integralabschitzung aus Korollar 12.21

b
IG( + 1) - Ga)]l = / (g(t,x + 1) — g(t, 2))dt

2
b b
< [lgttz ) = glto)lydt < [ edt= - a)e
Da ¢ beliebig war, folgern wir G(x + h) — G(z) fir h — 0, dh G ist stetig in .

b) Sei x € U. Fiir die partielle Differenzierbarkeit von G nach x; und die behauptete Formel
fur die partielle Ableitung miissen wir zeigen, dass

b
! (G(x + se;)) — G(x)) — / 99 (t,z)dt (%)

s 0x;

fur s — 0 gegen 0 konvergiert. Da (partielle) Differenzierbarkeit komponentenweise gepriift
werden kann, diirfen wir annehmen, dass ¢ skalar sind, d.h. nach R abbildet.

Nach dem Mittelwertsatz der Analysis 1 gibt es eine Zahl o zwischen 0 und s (abhingig von
x,t,1), so dass (x) identisch zu

/ab (é (g(t, z + se;) — g(t, z)) — gi (t,:p)) dt = /ab (g—i(t,x +oe;) — g—i(t,x)) dt

ist. Wir konnen nun wie in Teil a) mit der Integralabschitzung aus Korollar 12.21 abschit-
zen (hier wird verwendet, dass die partielle Ableitung 0,, ¢ stetig, also gleichmifig stetig auf
Kompaketa, ist) und folgern, dass (x) fiir s — 0 gegen O geht.

Exakt wie in Teil a) folgt dann auch die Stetigkeit der partiellen Ableitung von G. O

Ausgeriistet mit diesem sehr oft hilfreichen Satz konnen wir nun die Existenz eines Potentials
auf geeigneten Definitionsbereichen beweisen.
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Definition 12.29. Eine Menge U C R* heif3t sternformig bzgl eines Punktes 2* € U,
falls fiir jedes x € U die gerade Verbindungsstrecke von 2* nach = ganz in U liegt.

Beispiel 12.30.

a) Konvexe Mengen U C R* sind sternformig bzgl jedes Punktes 2* € U nach der
Definition von Konvexitit.

b) Seip € [1,00], 2* € R*,undr > 0. Dann st Uq‘«“”p(x*) konvex, also sternformig,.

¢) Eine Teilmenge U C R? der Form * ist sternférmig bzgl ihres Mittelpunketes,
aber nicht konvex.

d) R¥\{0} ist nicht sternformig, da fiir jedes z* € R¥\ {0} die gerade Verbindungs-
strecke zu —x* den Ursprung 0 enthilt, also nicht ganz in R*\{0} enthalten ist.

Satz 12.31. Sei U C RF sternformig bzgl x* € U und offen. Ein stetig differenzierbares
Vektorfeld f : U — R” ist ein Gradientenfeld genau dann, wenn 0;f; = 0; f; fiir alle
i,j €{Ll,...,k} gilt.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass die Symmetriebedingung 0; f; = 0; f; notwendig fiir
die Existenz eines Potentials ist. Um zu zeigen, dass sie in der hier beschriebenen Situation
auch hinreichend ist, betrachten wir unseren Kandidaten fiir ein Potential von f, nimlich

VUSSR, V()= /0 P+t — 27)), 2 — 2°)dt.

Aufgrund der Sternformigkeit von U bzgl. 2* liegen die Punkte 2*+t(z—2*) firalle t € [0, 1]
im Definitionsbereich U von f. Aufgrund der Stetigkeit von f und des Skalarproduktes ist
der Integrand stetig, das Integral existiert also.

Wir zeigen nun, dass V' partiell differenzierbar mit gradV' = f ist. Dazu bemerken wir zu-
nichst, dass

G0 xU=R,  glt,a) = (fa + U — 1)),z — o)
nach allen z; stetig partiell differenzierbar ist, mit partiellen Ableitungen

dg
(9:131-

(t,x) =

alefJx +t(x —2%))(z; — z})

Zt (0uf)) (@ +t(x — 27))(2; — 23) + filz" +t(z — 2™)).

Der wesentliche Schritt des Beweises ist nun, diesen Ausdruck mit Hilfe der Symmetriebe-

73



dingung 0, f; = 0, f; als eine Ableitung nach ¢ umzuschreiben. Es gilt

% (tfi(z* +t(x —2%))) = fi(z" +t(x — ")) + (D fi)(«* + t(x — ")) (z — z¥)

= fila" +i(w —a7)) +1 Z(ajfi)(:r* + Uz — 27))(z; — )

k
= fila" +t(x — ")+t (0:f;) (@ + ta — 27))(x; — 7)
j=1
dg
= —(t .
2 (1,0
Nach dieser Einsicht lsst sich der Beweis ohne grofiere Schwierigkeiten fithren. Nach Satz 12.28
ist V' partiell differenzierbar, mit partiellen Ableitungen

g:;(x):/o g_i(t’x) dt:/o %(tfi(x*—i-t(l‘—x*))) dt

=1-fi(z"+1(z—2"))+0- fi(z*+0(x —z")) = fi(x).

Wir haben also gradV' = f, d.h. V ist ein Potential fiir f und damit ist f ein Gradientenfeld.
N

Beispiel 12.32. Wir betrachten noch einmal Beispiel 12.27 b). Das dort betrachtete
Vektorfeld f war auf dem nicht sternformigen Gebiet R?\ {0} definiert. Die Vorausset-
zungen von Satz 12.31 sind also nicht erfiillt und die Tatsache, dass f kein Potential hat,
steht deshalb nicht im Widerspruch zu Satz 12.31.

Schrinken wir f aber auf ein sternformiges Gebiet ein, z.B. auf die Halbebene U =
{(z1,22) : 1 > 0}, so sind die Voraussetzungen von Satz 12.31 erfiill, und f|y hat
ein Potential — wie in Beispiel 12.27 b) berechnet, ist V' (21, 72) = arctan 2 ein auf U
wohldefiniertes Potential von f.

Ist f = gradV : U — R” ein Gradientenvektorfeld mit Potential V/, so erinnert die Formel

/0 (Fly +te — )z — gt = V(z) — V(y)

an den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Einerseits konnen wir das Integral
als Auswertung des Potentials am Endpunkt des Weges (2) minus das Potential am Anfangs-
punke des Weges (y) schreiben. Andererseits kdnnen wir V' (z) durch seine “Ableitung” (Gra-
dienten gradV' = f) und den Wert V' (y) an einem festen Punkt y ausdriicken, also bis auf
Konstante aus seiner Anderungsrate rekonstruieren.

Aus diesem Grund werden Potentiale manchmal auch “Stammfunktionen” genannt. Aller-
dings ist es wichtig, zu betonen, dass der Hauptsatz der Differentialrechnung nicht in dqui-
valenter Form in mehreren Dimensionen gilt: Wir haben bereits gesehen, dass die Existenz
eines Potentials nur unter bestimmten Bedingungen (Symmetriebedingung 0; f; = 0; f; und
zB Sternférmigkeit des Definitionsbereiches) gilt.
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a) An dieser Stelle kdnnte man noch sehr viel mehr tiber Potentiale und die damit eng ver-
bundenen Wegintegrale sagen, was wir hier aber aus Zeitgriinden nicht tun kénnen. Nur
soviel: Es gibt einen Begriff ecines Wegintegrals f,y f, in dem ein Vektorfeld entlang eines
Weges integriert wird. Ist f ein Gradientenfeld, so stellt sich heraus, dass dieses Integral
nur von dem Anfangs- und Endpunkt des Weges «y, nicht aber von dem genauen Verlauf
von 7y abhingt. Dieses Thema werden Sie in Vorlesungen iiber Differentialgleichungen
und Funktionentheorie griindlich kennenlernen.

b) Die Voraussetzung in Satz 12.31, dass der Definitionsbereich sternférmig sein soll, kann
abgeschwicht werden. Es gibt den Begriff eines einfach zusammenhingenden Gebietes U,
der schwicher als sternformig ist, aber immer noch fiir den Beweis von Satz 12.31 aus-
reicht. Anschaulich gesproch ist ein einfach zusammenhingendes Gebiet ein Gebiet “ohne
Locher”. Sie werden diesen Begriff in der Topologie kennenlernen.

12.5 Der Satz von Taylor fiir mehrere Variablen

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine mehrdimensionale Version der Taylorentwicklung anzuge-
ben.

Sie erinneren sich sicher gerne an Taylorentwicklungen in einer Variablen: Ist f : I C R —+ R
eine auf einem Intervall I definierte beliebig oft differenzierbare Funktion, so ist T’ 5, » () =
Siso /Y (xo) (# — x0)" das Taylorpolynom n-ten Grades von f mit Entwicklungspunke
xo € I, das unter geeigneten Bedingungen eine gute Niherung von f(z) darstellt. Nach dem
Satz 5.24 von Taylor gilt

fE)

(n+1)! ™

f(@) = Thzon(2) +

(x — xg

mit einem (von x, ¥y abhingigen) £ zwischen x und . Der “Fehlerterm” ! ((7;:11))(,5) (x—z0)" !
der Entwicklung wird das Lagrangesche Restglied genannt.

Wenn wir an eine analoge Taylorentwicklung in mehreren Variablen denken, werden wir es
sicher mit h6heren partiellen Ableitungen zu tun haben, von denen es jede Menge gibt. Fiir
eine glatte Funktion f € C°°(R*, R) zum Beispiel 9,0205070s f, was, nach dem Satz von
Schwarz, mit 930503 f iibereinstimmt. Es lohnt sich, zuerst eine kompakte Notation einzu-
fuhren, die das Zihlen der Ordnungen der partiellen Ableitungen erleichtert.

Definition 12.33 (Multiindexnotation). Sei k& € N.
a) Ein Multiindex ist ein k-Tupel = (uy, . .., pus,) € NE.
b) |p| == p1 + ... + pr € No heiflt Ordnung von pu.
c) Die Fakultit eines Multiindex ist pi! := pq! - pa! - oo+ gl

d) Fiir u € N ist das Monom mit Exponent . die Funktion

RESz ot =o€ R
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e) Sei U C R” offen und f € C™(U, R?). Dann setzen wir fiir € N& mit || < n
aﬂf = a{“@]ijkf7 a(O ,,,,, O)f o— f

Alternative ebenfalls verbreitete Notation fiir diese hoheren partiellen Ableitungen
sind aal% oder D" f.

H1
xy * 0Ty

Beispiel 12.34. Sei 1 = (0,3,1,2). Dann ist |u| = 6 und u! = 0!3!112! = 12.
Fir z € R* gile 2 = z32323, und fir f : R* — R konnen wir die Ableitung

oM f = 930303 f betrachten.

Fiir n-mal stetig partiell differenzierbares f : U — R? kann jede gemischte partielle Ableitung
der Ordnung n in eine partielle Ableitung der Form 0" f mit |1| = n umgeschrieben werden,
da die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nach dem Satz von Schwarz keine Rolle spielt.

Um uns etwas an den Umgang mit Multiindices zu gewShnen, besprechen wir eine Multino-
mialformel, d.h. eine Binomialformel fiir mehrere Variablen.

Lemma 12.35. Sei x € R undn € N. Dann gilt

T

(14 ...+ )" =nl Z m
lul=n

Die Summe ZI ul=n bedeutet, dass iiber alle Multiindices i € NE mit || = n summiert
wird.

Der Beweis dieses Lemmas wird in den Ubungen gefiihrt. Machen Sie sich klar, dass die Aussa-
ge fiir k = 1 trivial ist, und fir £ = 2 die aus Analysis 1 bekannte binomische Formel(Satz 2.9)
ergibt. Fiir allgemeines £ bietet sich ein Beweis per Induktion an.

Beispiel 12.36. Dieses Beispiel sollte Ihnen vor Augen fithren, wie tibersichtlich und
schon Multiindexnotation im Vergleich zu ausgeschriebenen Summen ist.

(z1 4+ 29 + 13)° = 23 + 32325 + 3wlws + 31125 + 37105 + 6717073

+ 32523 + 3wow3 + a3 + 23,

Als weitere Ubung mit Multiindices betrachten wir Ableitungen von Monomen. Dazu verab-
reden wir noch zwei weitere Notationen fiir Multiindices p, v € N§.

* Wir schreiben pp < v falls pi; < v; furallei € {1,...,k}.

* u—v:= (U —V,..., g — V). Dies ist ein Multiindex, falls 1 > v.

I Lemma 12.37. Sei i € NE ein Multiindex und p, - R* — R, p,(z) := 1" das Monom
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mit Exponent v € INIS. Dann gilt

v! v <y
O p,(z) = § v~ =
0 sonst
Beweis. In einer Variablen wissen wir Z-2™ = m(m — 1)---(m — (n — 1))a™™" =

(m%!n)!a:m_" fir m > 0 (und = 0 fir m < n). Die behauptete Version mit mehreren Varia-

blen ergibt sich vollig analog: Fiir y¢ < v haben wir

vyl _ _
aﬂpy x) = aitlxlll .. a;thlfk — xl/l B 'ka Mk
(@) e R =) (e — )t ¢
v!
_ v—p
w—m"
und 0¥p,(z) = 0, falls u; > v; fiirein ¢, d.h. falls p £ v., ]

Ausgeriistet mit Multiindices konnen wir nun Taylorpolynome in mehreren Variablen defi-
nieren.

Definition 12.38. Sei U C RF offen, f € C*(U,R), und xy € U. Das Taylorpolynom
der Ordnung n von [ mit Entwicklungspunkt x ist das Polynom

Tyun(®) = 32 —(01)(@0) - (& = zo)"

lul<n

Die Summe erstrecke sich hier tiber alle Multiindices yt der Ordnungen || = 0,1, ..., n.

Wir haben uns hier auf skalare Funktionen f beschrinke. Ist man an vektorwertigen Funktio-
nen f : U — R? interessiert, so kann man Taylorentwicklungen fiir jede Komponente von
f betrachten.

Es lohnt sich, Taylorpolynome niedriger Ordnung genauer anzusehen. Fiir n = 0 haben wir
natiirlich das konstante Polynom T, o(x) = f(z0), und fiir n = 1 ergibt sich

Tt o1 () = f(20) + (O1f)(20) - (1 — (T0)1) + .- + (Onf)(w0) - (z1 — (o)1)
= f(wo) + (gradf(x0), z — o).

Bemerkung zur Notation: 2y € R ist ein Vektor (der Entwicklungspunkt), (x9); € R seine
J-te Komponente.

Fiirn = 2 haben wir zusitzlich Multiindices zweiter Ordnung, also von der Form (1,0, ..1,0, .., 0)

und (0, ..., 2, ...0). Das ergibt

Tpao2() = Traoa () + % Z(aiajf)(mo)(% — (20)i)(x; — (w0);) + ‘ (95 ) (o) (25 — (w0);)”
= Tyaoa(n) + 5 D2 (00,1) (o) — (2} 5 — (o))

ij=1

N | =
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Der erste Faktor 1 in der ersten Zeile rithrt daher, dass wir zB den Multiindex (1, 1,0, ..., 0)
nicht doppelt (i =1, =2 und i = 2, 7 = 1) zihlen diirfen.

Um die Struktur des Taylorpolynoms zweiter Ordnung zu verstehen, machen wir einen Aus-
flug in die Lineare Algebra und betrachten eine (k x k)-Matrix M und einen Vektor v € RF.
Dann gilt mit dem Euklidischen Skalarproduke (v, Mv) = S v, (Mv); = Zf i1
Definieren wir also fiir eine zweimal partiell differenzierbare Funktion f : U C R? mit Ent-
wicklungspunkt ¢ € U die Hesse-Matrix als

(03 f) (o) (0102f)(w0) ... (010kf)(w0)
(0201 f)(wo)  (D5f)(wo) ... (O20kf)(x0)

UiMijUj-

Hy(xg) == ;

(01 f)(r0) (Dkdaf)(w0) ... (ORf)(x0)

so nimmt das Taylorpolynom zweiter Ordnung die tibersichtliche Form

Ttuo2(z) = f(w0) + (Vf(20), 2 — T0) + %(55 — o, Hy (o) (x — x0))

an. Noch kiirzer schreibt es sich, wenn wir den Auswertungspunkt x in der Form z = 29+ h
ausdriicken:

Ty + ) = Fw) + (9 f(z0), 1) + 500, Hy{zo)h).

Dies ist die wichtigste Form der Taylorentwicklung in mehreren Variablen.

Die Hessematrix versammelt alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung. Wenn f sogar C?,
also zweimal stetig partiell differenzierbar ist, so ist Hf(x() nach dem Satz von Schwarz eine
symmetrische Matrix,

Hi(z0)ij = (0,05 f)(w0) = (0;0:f)(x0) = Hp(x0)ji-

Beispiel 12.39. Sei f : R? — R, f(x) = z; sin(z3). Dies ist eine glatte skalare Funk-
tion mit Gradient und Hessematrix

V()T = ( sin(wy) ) | Hy(r) = ( 0 cos(3) ) .

x1 cos(xg) cos(xg) —xy sin(z2)

Das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f mit Entwicklungspunkt 2y = 0 ist also
(die Terme nullter und erster Ordnung verschwinden hier, f(0) = 0, V f(0) = 0)

1 0 1
Tf,O,Q(fE) = 5 <.CL', (1 0) :1:> = T129.

Wie im Eindimensionalen ist das Taylorpolynom 7% ,, ,, eindeutig dadurch bestimmt, dass es
von Ordnung héchstens 7 ist und alle partiellen Ableitungen bis Ordnung n an der Stelle x
mit den partiellen Ableitungen von f tibereinstimmen.
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Lemma 12.40. Sei f € C™(U,R) und xo € U. Dann ist Ty, ,, das eindeutige Polynom
R* — R der Ordnung hichstens n mit der Eigenschaft

(0" Tpaon)(x0) = (0“f)(w0),  |pu| <m.

Beweis. Sei i € N§ ein Multiindex der Ordnung |;z] < n. Wir bestimmen die partielle
Ableitung 0" des Taylorpolynoms mittels Lemma 12.37. Da 0" (z — x()" ausgewertet bei
x = xo mit 0,,,v/! iibereinstimmt, erhalten wir

1
(O Tragn) (@0) = D — (0 Flwo) - (@ —0)"| = (9"F) (o).
lv|<n ’ T=T0
Ist andererseits p(z) = >_,|<,, ¢ (2 — Z9)" ein beliebiges Polynom vom Grad hdchstens n
mit der Eigenschaft (0"p)(x¢) = (0" f)(x¢) fiir alle 4o mit |p| < n, so erhalten wir durch
Ableiten und Auswerten bei © = x die Identitit vlc, = (0"p)(x¢) = (0" f)(z0). Also gilt
in diesem Fall p = T 5 . O

Wir kommen nun zum Satz von Taylor. Er sieht hier fast genau wie in einer Dimension aus.

Satz 12.41 (Satz von Taylor in mehreren Variablen). Sei U C R” offen, f € C"™(U, R),
und sei h € R” so, dass die gerade Verbindungsstrecke zwischen vy € U und v = xo + h
ganz in U enthalten ist. Dann existiert 0 € (0, 1), so dass

F(&) = Tpaan(@) + 3 = (0" F)(z0 + 8z — 20)) - (& — o)~

lul=n+1""

Beweis. Die Idee des Beweises ist es, den Satz von Taylor fiir eine Variable zu verwenden
(Satz 5.24). Wir betrachten deshalb als Hilfsfunktion g : [0, 1] — R, g(t) := f(zo + ¢ - h),
wobei wir i := x — z als Abkiirzung schreiben. Diese Funktion liegt in C™*1([0, 1], R).
Wir haben g(0) = f(z¢), und die Ableitungen von ¢ sind durch Richtungsableitungen von
f in Richtung h gegeben:
!
gV (t) = % (xo +th) = (O)f)(wo+th), I=1,.,n+L

Nach dem Satz von Taylor fiir eine Variable gibt es 6 € (0, 1), so dass

no() (n+1)
flx) =9(1) = Zg 51(0)1l+!€n+§§!)'

Wir wollen nun einschen, wie die mehrfachen Richtungsableitungen durch Taylorpolynome
ausgedriickt werden koénnen. Dazu bemerken wir, dass die Richtungsableitung in Richtung
h durch 9y, f = 2?21 h;O; f gegeben ist. Die zweite Ableitung in Richtung h ist also 92 f =

(25:1 h;0;)%f, und allgemein 9}, f = (ZJ h;0;) f.
Unter Verwendung von Lemma 12.35 ergibt sich deshalb

k

9O(t) = (3 hdy) o + th) = 1S (09 ) (o + th)h-

i=1 =t 7
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Eingesetzt in die obige Taylorentwicklung fiir g(1) haben wir also

ZZ (@) b+ D i L (@) (o + Oh) "

I=0 |pu|= l |u|=n+1

= Tfaon(T) + Z (9“]‘ (xo+ 0(x — x0)) - (z — x0)",

= 1 P

wie behauptet. O]

Wie in einer Dimension nennen wir

Rpmn(®) = 30 (0" ) (w0 +8(x — m0)) - (& — 7o)

lul=n+1

das Lagrangesche Restglied der Taylorentwicklung. Dieses Restglied gibt die Giite der Nihe-
rung von f(x) durch T, () an. Man ist deshalb interessiert, es abzuschitzen. In dieser
Richtung haben wir das folgende Resultat.

Satz 12.42 (Restgliedabschitzung der Taylorentwicklung). Sei U C R” offen, f €
C" (U, R) und xo € U. Dann gilt

lim |f(l') — Tf,wo,n+1(l‘)| = 0.

w0l — ol

Beweis. Nach dem Satz von Taylor gibt es 6 € (0, 1), so dass

(&) = Trapnra(2)] 1 |(z — z0)"|
T = 1@ F)(@o + 0(z = 20)) = (8" f) (o) T-———57
lz — o[+ |,u|=Zn:+1 ! [ = o[+
Wir verwenden hier die Euklidische Norm. Dann gilt
(2 = a0)!| = (& = o) |-+ [(& = wo)i*] < [l = o[ 7% = [l — o™,

d.h. wir kénnen H'f:% < 1 abschitzen.

Aufgrund er Stetigkeit der partiellen Ableitungen 9" f geht | (0" f) (xo+0(z—x0))— (0" f ) (x0)]
fur x — x¢ gegen Null. [

Beispiel 12.43. Fiir die glatte Funktion f : R? — R, f(x1,x9) := sin(xxs), ist das
Taylorpolynom dritter Ordnung um x5 = 0 (Ubung)

Tros(x) = 21200 — 6 Tatind

Wir haben also den Fehler

5 71|

|sin(x1x2) — 1Ty — 6

(x% I J}%)3/2 — 0 fir XT1,Ty — 0.
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Analog zu unserem Vorgehen in Analysis 1 konnten wir nun hinreichende Bedingungen an f
identifizieren, die uns erlauben, die Konvergenz der Taylorreihe ) , i(@“ f)(xo) (x — xo)H
(Summation iiber Multiindices beliebiger Ordnung) zu folgern. Dies wird im Folgenden al-
lerdings nicht Schwerpunkt unserer Untersuchungen sein, so dass wir von einer Ausfithrung
absehen.

12.6 Lokale Extrema

In der Analysis 1 haben wir lokale Extrema diskutiert und hinreichende/notwendige Bedin-
gungen fiir lokale Extrema durch Ableitungen der betrachteten Funktion hergeleitet. Wir
verallgemeinern diese Analyse jetzt auf Funktionen mehrerer Variable, wobei sich Taylorent-
wicklungen als sehr hilfreich herausstellen werden. Die ersten Schritte sind sehr dhnlich zu
unserem Vorgehen im letzten Semester:

Definition 12.44. Sei U C R* und f : U — R eine Funktion.

a) Ein Punkt x € U heil3t lokales Maximum (Minimum) von f, falls es eine Umge-
bung V' C U von z gibt, so dass f(z) > f(y) (f(z) < f(y)) firalley € V
gilt. Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder Minimum. Ein lokales
Extremum x heif3t isoliert, wenn sogar f(x) > f(y) bzw. f(x) < f(y) fiir alle
y € Vgile.

b) Ein Punkt x € U heil$t globales Maximum (Minimum), wenn f(z) > f(y)
(f(z) < f(y)) firalley € U gile.

Wir haben uns hier auf skalare Funktionen beschrinkt, da die Ungleichungen f(z) < f(y)

fir vektorwertige Funktionen nicht definiert sind.

Definition 12.45. Sei U C R” offen und f € CY(U,R). Ein Punkt z € U heif3t
kritischer Punktvon f, falls (D f)(z) = 0.

Ein kritischer Punkt ist also ein Punkt z, an dem der Gradient von f verschwindet, d.h.
(0;f)(xz) = O firalles € {1,...,k}. Mehr noch, alle Richtungsableitungen (9, f)(x) =
(Df)(z)v = 0 verschwinden an einem kritischen Punkt. Anschaulich gesprochen sieht der
Graph von f bei x also in jede Richtung flach aus (Steigung Null). Das passt gut zu unserer
intuitiven Vorstellung von lokalen Extrema (Denken Sie an einen Berggipfel).

I Lemma 12.46. Jedes lokale Extremum einer Funktion [ € CY(U,R) ist ein kritischer
Punket.

Beweis. Seix € U ein lokales Extremum von f (hier ist U als offen vorausgesetzt). Sei v € R”
ein Richtungsvektor, und g : (—¢,¢) = R, g : t — f(z + tv) (diese Funktion ist fiir klein
genug gewihltes € > 0 wohldefiniert, da  ein innerer Punkt ist). Da x ein lokales Extremum
von f ist, ist O ein lokales Extremum von g. Weiterhin ist g differenzierbar. Aus Analysis 1
wissen wir also ¢’(0) = 0. Aber 0 = ¢'(0) = (Df)(x)v; d.h. das Differential (D f)(x)
verschwindet auf jedem Vektor v € R”* und ist deshalb 0. Also ist « ein kritischer Punkt
von f. O
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Beispiel 12.47.

a) Sei f:R® = R, f(x1,29,23) = 2% + 23 + 25 = ||z||3. Dann ist 0 offenbar ein
isoliertes lokales (sogar globales) Minimum von f, denn f(0) = O und f(z) > 0
fir alle z # 0. Der Gradient von f ist

(Vf)<l'1, X, .Tg) — (2I1, 2%27 23’,‘3) = 2x’

was genau dann verschwindet, wenn © = 0 gilt. Also hat f genau einen kritischen
Punkt, nimlich 0.

b) f:R* = R, f(x1, 22,73, 74) = 2% hat an jedem Punke (0, 2, 73, 74) ein nicht
isoliertes lokales Minimum.

o) Sei f:R? 5 R, f(z,y) := zy> — yx?. Dann gilt

(V) (x,y) = (¥ — 2y, 3zy® — 2?).

Was sind die kritischen Punkte von f? Nullsetzen des Gradienten gibt das Glei-
chungssystem

y(y* —22) =0,  3x(y® —i2) =0.

Die linke Gleichung ist fiir y = 0 erfiillt, und fiir y = 0 ist die rechte Gleichung
genau dann erfiillt, wenn z = 0. Andererseits ist die rechte Gleichung fiir x = 0
erfiillt, in diesem Fall erzwingt die linke Gleichung auch y = 0. Fiirx # 0,y # 0
erhalten wir 22 = y® = £, ein Widerspruch.

Also hat f genau einen kritischen Punke, nimlich (0,0). Der Wert von f an
diesem kritischen Punkt ist f(0,0) = 0.

Allerdings ist dieser kritische Punkt kein lokales Extremum: Betrachten wir zB die
Einschrinkung von f auf die Diagonale x = y, so haben wir f(x, z) = 2*(z—1),
was das Vorzeichen bei x = 0 wechselt. Also nimmt f in jeder e-Umgebung von
(0,0) sowohl positive als auch negative Funktionswerte an, hat also kein lokales
Extremum bei (0, 0).

Das zweite Beispiel fiihrt uns deutlich vor Augen, dass Lemma 12.46 nur eine notwendige,
aber keine hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema ist. So etwas kennen wir schon aus
Analysis 1, z.B. hat z — 23 bei z = 0 verschwindende Ableitung, aber kein lokales Extre-
mum. Kritische Punkte, die keine lokalen Extrema sind, nennt man auch Saztelpunkte.

Wir sind jetzt daran interessiert, auch hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema zu fin-
den. In der Analyis 1 ist ein solches hinreichendes Kriterium: “(z kritischer Punktund f”(x) >
0 (f"(x) < 0)) = z lokales Minimum (Maximum).*

Auch fiir mehrere Variablen werden wir ein dhnliches Kriterium haben. Erinnern wir uns an
das Taylorpolynom zweiten Grades einer zweimal differenzierbaren Funktion f, nimlich

Tyaal + ) = £(2) + V(@) B) + 5 (b Hy()h),
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so liegt es nahe, dass dieses Kriterium die Hessematrix von f involvieren wird. An einem
kritischen Punke z gilt (Vf(z),h) = 0, also Ty o(x + h) — f(z) = 3(h, H(x)h). Da
Tfu2(x + h) im Sinne von Satz 12.41 und Satz 12.42 fiir kleines ||h|| eine gute Niherung
von f(z + h) darstellt, erwarten wir ein lokales Minimum bei z, falls (h, H¢(x)h) > 0
fir alle h # 0 (denn dann gilt T}, 2(z + k) > f(z)) und ein lokales Maximum, falls
(h,H¢(x)h) <0 fiir alle b # 0.

Dies ist noch kein Beweis, sondern nur eine Motivation der folgenden Untersuchung. Um
lokale Extrema genau zu verstehen, erinnern an das Konzept von definiten Matrizen, das
TIhnen aus der Linearen Algebra bekannt ist (Kapitel 17 im Skript Lineare Algebra 2):

Definition 12.48. Sei A = AT € M}, (R) eine symmetrische reelle (k x k)-Matrix.
a) A heiflt positiv definit, wenn (v, Av) > 0 fiir alle v € R*\ {0} gilt.
b) A heiflt negativ definit, wenn (v, Av) < 0 fiir alle v € R*\{0} gilr.

) A heiflt indefinit, wenn es v, w € R” gibr, so dass (v, Av) > 0 und (w, Aw) < 0
gilt.

Die Hessematrix H;(z) einer C*-Funktion f hingt von dem Auswertungspunke z ab, d.h.
wir haben es mit einer matrixwertigen Funktion zu tun. Unsere Vermutung ist, dass positive
Definitheit von Hy(x() an einem kritischen Punket 2 ein lokales Minimum von f bei z
impliziert. Wenn wir das per Taylorentwicklung beweisen méchten, werden wir aber mit der
Hessematrix an einem nach Satz 12.41 nicht niher bekannten Punkt z¢ + 0(z — x¢) in der
Nihe von z( arbeiten miissen und wollen dann gerne sicherstellen, dass die Hessematrix an
diesem Punkt ebenfalls positiv definit ist. Dazu betrachten wir zunichst die Menge der positiv
definiten Matrizen.

Lemma 12.49. Sei Mj(R)ym C My (R) die Menge aller symmetrischen reellen (k x k)-
Matrizen, und sei Mi,(R)+ C My (R) gy, die Teilmenge aller postiv (M}, (R) 1) bzw. negativ
(My(R)_) definiten Matrizen. Dann ist My, (R)+ C M (R)gym offen.

Offenheit bezieht sich hier auf eine beliebige Norm auf dem endlichdimensionalen Vektor-
raum M (R).

Beweis. Wir fihren den Bewetis fiir positive Definitheit, der Bewetis fiir negative Definitheit ist
analog (oder durch die Abbildung A — — A zu verstehen). Wir verwenden in diesem Beweis
die Euklidische Norm auf R¥ und die zugehérige Operatornorm auf My (R).

Sei A € My(R), positiv definit. Wir miissen € > 0 finden, so dass die Operatornorm-
Umgebung U.(A) C My(R); ganz in der Menge der positiv definiten Matrizen liegt. Dazu
betrachten wir zunichst die Einheitssphire S := {v € R¥ : ||v|| = 1}, die abgeschlossen und
beschrinkt, also kompakt ist (Korollar 10.12). Die Funktion f : S — R, f(v) := (v, Av)
ist stetig, da A stetig ist (lineare Abbildung auf endlichdimensionalem Vektorraum) und das
Skalarprodukt stetig ist. Nach Satz 9.17 nimmt f also ein Minimum an. Da A positiv definit
ist, gilt m := min,cg(v, Av) > 0.

Wir setzen € := m > 0 und zeigen nun U.(A) C My(R),. Seialso B € U.(A) beliebig, d.h.
|A — B|| < e. Durch Abschitzung per Cauchy-Schwarz-Ungleichung und ||(B — A)v|| <
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||B — Al|||v|| (siehe Def. der Operatornorm) erhalten wir fiir alle v € S
(v, Bv) = (v, Av) — (v, (A — B)v)
>m—|[(A=Bp||>m—||JA=B||>m—e=0.
Also gilt fiir alle Vektoren w # 0 per Skalierung (w, Bw) = ||w|*(:%:, B4) > 0, d.h. B

lfwll”> ™ {lw]]

ist positiv definit. L

Nun kénnen wir den Beweis unseres vermuteten Kriteriums leicht fiihren.

Satz 12.50 (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema.). Sei U C RF offen, f €
C*(U,R) und xg € U ein kritischer Punkt von f. Dann gilt:

a) Ist Hy (o) positiv definit, so hat f in xq ein isoliertes lokales Minimum.
b) Ist Hy(xo) negativ definit, so hat f in xo ein isoliertes lokales Maximum.

¢) Ist Hy(x) indefinit, so hat f in x kein lokales Extremum (sondern einen Sattel-
punkt).

Beweis. Wir machen eine Taylorentwicklung zweiter Ordnung von f um 2. Dazu wihlen
wir h € R” so klein, dass die gerade Verbindungsstrecke zwischen x¢ und zo + h ganz in U
enthalten ist. Nach Satz 12.41 existiert § € (0, 1), so dass

o+ h) = f(w0) + 5 {h, Hylzo + 1))

gilt. Hier haben wir bereits V f(z¢) = 0 (kritischer Punkt) benutzt.

a) Die Matrix H () ist positiv definit, und U 3 © +— Hy(z) € Mg(R) ist stetig, da f €
C?(U,R) (stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung). Da Urbilder offener Mengen unter
stetigen Abbildungen offen sind, ist H ]?1 (My(R)+) C U offen. Es gibtalso € > 0, so dass die
Hessematrix H(x) fiir alle  mit ||z — x¢|| < € positiv definit ist. Wihlen wir & geniigend
klein, so ist die in dem Restglied der Taylorentwicklung auftretende Hessematrix H ¢ (xo+6h)
also positiv definit. Damit erhalten wir f(zo + k) — f(x0) = 5(h, Hy(zo + 0h)h) > 0, also
f(xo+h) > f(xo) fir alle h in einer e-Umgebung von z. Damit ist x als isoliertes lokales
Minimum identifiziert.

b) ergibt sich sofort aus a), wenn man — f statt f betrachtet.

c) Sei H (o) indefinit. Dann gibt es zwei Vektoren v, w € R*\{0}, so dass (v, H(xo)v) >
0 und (w, H¢(zo)w) < 0. Wir betrachten unsere Funktion f in der Nihe von x( in Richtung
von v bzw. w. Da U offen ist, finden wir e > 0 so, dass z9+tv und zg+tw firallet € (—¢,¢)
stets in U liegen. Die Funktionen g, (t) := f(zo + tv) und ¢, (t) := f(x¢ + tw) sind dann
auf (—¢, ¢) wohldefiniert und C?. Die ersten Ableitungen sind

9o(t) = (0uf)(wo + tv) = ((V.f) (20 + tv), v),
Gu(t) = (Ouwf) (o + tw) = (V) (w0 + tw), w).
Da 1z ein kritischer Punkt von f ist, haben wir (V f)(x¢) = 0 und deshalb ¢, (0) = 0 und
g.,(0) = 0. Fiir die zweiten Ableitungen haben wir
k

k
9u(t) = diz 9 f)(wo + tv)v Z (0;0; f) (o + tv)vjv; = (v, Hy(xo + tv)v)

j=1 ij=1
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und fiir t = 0 insbesondere g, (0) = (v, H(xo)v) > 0. Vollig analog erhalten wir ¢/, (0) =
(w, H¢(zo)w) < 0.Also hat g, beit = 0 ein isoliertes lokales Minimum und g,, hatbeit = 0
ein isoliertes lokales Maximum. Da g, bzw. g,, die Einschrinkung von f auf die Gerade durch
x¢ in Richtung v bzw. w ist, kann f in z( kein lokales Extremum haben. Il

Wir haben nun ein hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema, und es wire wohl Zeit fiir
ein Beispiel. In einem Beispiel werden wir dann vor der Aufgabe stehen, zu entscheiden, ob
eine Matrix (die Hessematrix einer Beispielfunktion an einem Punkt) positiv definit, negativ
definit, oder indefinit ist. Das priift man nur selten durch Verifikation der definierenden Un-

gleichung, so dass wir lieber erst ein Ergebnis aus der linearen Algebra in Erinnerung rufen
(siehe Sitze 17.15 und 17.22 aus LA2).

Satz 12.51. Sei A eine symmetrische reelle (k X k)-Matrix. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

a) A ist positiv definit.

b) Alle Eigenwerte \ von A erfiillen X > 0.

¢) Alle Hauptminoren det(A;) > 0 sind positiv, | = 1, ..., k (Hurwitz-Kriterium).

Erinnerung: Der Hauptminor det 4; ist die Determinante der linken oberen (I x1)-Untermatrix
von A.

Um eine symmetrische Matrix A auf negative Definitheit zu priifen, priifen Sie einfach —A
auf positive Definitheit. Insbesondere ist A negativ definit genau dann, wenn alle Eigenwer-
te negativ sind. Eine symmetrische Matrix ist indefinit, wenn Sie sowohl positive als auch
negative Eigenwerte hat (siche Lineare Algebra).

Sie haben also stets mehrere Moglichkeiten zum Uberpriifen einer Matrix auf positive Definit-
heit. Die Eigenwerte einer (k X k)-Matrix werden Sie nur selten explizit berechnen kénnen,
weil Sie dafiir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms bendtigen. Die anderen bei-
den Maglichkeiten (Priifen von (v, Av) > 0 und Hurwitz-Kriterium) kommen ohne die
Kenntnis der Eigenwerte aus.

Beispiel 12.52. Wir mochten die lokalen Extrema der Funktion
f:R?* 5 R, f(z,y) = (2* + 2y2)e’m2’y2

bestimmen. Dazu bestimmen wir zunichst alle kritischen Punkte, da dies die Kandidaten
fiir lokale Extrema sind. Der Gradient von f ist

£L'(1 — :L'2 — 2y2)) 2.2
Vi x,y) = s2e” VY
e = (U s ol
Nullsetzen des Gradienten liefert die Lésungen (0,0), (0, 1), (0, —1) fir x = 0. Fiir
x # 0 ergibt die erste Gleichung 22 + 2y? = 1, was eingesetzt in die zweite Gleichung

y = 0 impliziert. Das fithrt dann auf die zwei weiteren Losungen (1, 0) und (—1,0). Es
gibt also genau fiinf kritische Punkte, nimlich (0, 0), (0, 1), (0, —1), (1,0), (—1,0).
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Nun betrachten wir die Hessematrix von f, die sich als

2 2 4 2.2 2 2
_ o a2z (1 —0a® =2y + 220 + day —2zy(3 — x* — 2y%)
Hy(w,y) =2¢ < —2xy(3 — 2% — 2y?) 2 — 2% — 10y° + 22%y? + 4y*

berechnet (Priifen Sie es nach). An den fiinf kritischen Punkten haben wir

0.0 =2(y 5). o =o-n=2(3 0.

H(1,0) = Hf(—1,0) = g (_02 (1)) :

In diesem Beispiel sind alle Hessematrizen diagonal, so dass wir die Eigenwerte als Dia-
gonaleintrige bequem ablesen kénnen: H (0, 0) ist positiv definit, also hat f in (0, 0)
ein lokales Minimum. H (0, 1) ist negativ definit, in (0, 1) und (0, —1) liegen also lo-
kale Maxima vor. Hy(=£1, 0) ist indefinit (je ein positiver und ein negativer Eigenwert),
also liegen an diesen Stellen keine lokalen Extrema vor.

Im Allgemeinen sind Hessematrizen aber nicht diagonal, siche Ubungen fiir weitere Beispiele.

Um unsere Diskussion von lokalen Extrema abzuschlief3en, betrachten wir noch einmal Satz 12.50.

Machen Sie sich klar, dass die dort aufgefiihrten drei Fille a)—c) nichz alle Méglichkeiten aus-
schopfen: Es gibt symmetrische Matrizen, die weder positiv noch negativ definit und auch
nicht indefinit sind. Dies sind die semidefiniten aber nicht definiten Matrizen.

Definition 12.53. Eine reelle symmetrische (k x k)-Matrix A heiflt positiv (negativ)
semidefinit, falls (v, Av) > 0 (bzw. (v, Av) < 0) fiir alle v € R gilt.

Aus der Linearen Algebra wissen Sie (Satz 17.15):

Lemma 12.54. Eine symmetrische reelle (k X k)-Matrix ist genau dann positiv (negativ)
semidefinit, wenn ihre Eigenwerte \ alle X > 0 (bzw. X < 0) erfiillen.

Das Hurwitzkriterium verallgemeinert sich nicht direkt auf ein Kriterium fiir positive Semi-

definitheit.

In Satz 12.50 brauchen Sie positive/negative Definitheit, nicht nur Semidefinitheit! Das fol-
gende Beispiel macht das klar.

Beispiel 12.55. Die drei Funktionen f,g,h : R? = R, f(z,y) = 22 + y*, g(x,y) =

22, h(z,y) = 2* + y® haben alle (0, 0) als kritischen Punkt und haben dort die gleiche
Hessematrix

H(0.0) = 1,0.0) = 10,0 = ().

die positiv semidefinit ist (ein Eigenwert 2 > 0, ein Eigenwert 0). Aber f hat in (0, 0)
ein lokales isoliertes Minimum, ¢ hat in (0, 0) ein nicht isoliertes Minimum, und A hat
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I in (0, 0) einen Sattelpunkt.
I Zeigen Sie: Hat f € C?(U,R) in 2 ein lokales Minimum, so ist H () positiv semidefinit.

Beispiel 12.56. Sei Q : R?* — R, Q(z,y) = 1 — 2% — y? + 23¢y% Dann ist Q €
C>(R?,R), mit Gradient

_ (3% (=147
v = (5 5T
Wir bestimmen die kritischen Punkte von @): Fiir x = 0 verschwindet die erste Kompo-
nente des Gradienten, und dann zeigt Betrachtung der zweiten Komponente, dassy = 0
gelten muss. Ein kritischer Punket ist also (0, 0). Ist y = 0, so verschwindet die zweite

Komponente, und Betrachtung der ersten Komponente fithrt dann wieder auf x = 0.
Fir z # 0, y # 0 sehen wir leicht die Losungen y = £1 und x = 1.

Wir haben also die drei kritischen Punkte (0,0), (1,1), (1, —1). Die Hessematrix ist

_ (6x(=1+y?) 6%y
Ho(z,y) = ( 622y 2(—1+2%) )"

Fiir x = y = 0 haben wir also

Hg(0,0) = <8 _02) ,

eine negativ semidefinite Hessematrix (ein Eigenwert 0, ein Eigenwert —2 < 0). Mit der
Ubung oben auf dieser Seite folgt, dass (0, 0) kein lokales Minimum ist. Aber wir erfah-
ren aus unseren Kriterien nicht, ob es ein lokales Maximum oder ein Sattelpunkt ist und
miissen “per Hand” nachsehen. Dazu gibt es kein allgemeines Rezept. Hier betrachten
wir Q(0,0) = 1 und Q(z,0) = 1 — 2. Wir sehen, dass (0, 0) kein lokales Extremum
ist: Fiir beliebig kleines © > 0 gilt Q(z,0) < 1 = ((0,0), und fiir (betragsmiflig)
beliebig kleines x < 0 gilt Q(z,0) > (Q(0,0).

An dem kritischen Punkt (1, 1) haben wir die Hessematrix

Ho(1,1) = (g g)

Der obere linke Eintrag von H(1,1) (Hauptminor Hg(1, 1)) ist 0, also ist Hg(1,1)
nicht positiv definit. Natiirlich ist auch der obere linke Eintrag von —H(1,1) gleich
0, also ist H(1,1) auch nicht negativ definit. Das hat also noch nicht viel gebracht.
Gucken wir die Eigenwerte an: Das charakteristische Polynom ist x(\) = A? — 36, mit
den Nullstellen A = +6. Es gibt also einen positiven und einen negativen Eigenwert,

d.h. Hg(1,1) ist indefinit und damit ist (1, 1) ein Sattelpunkt.

Die Untersuchung von (1, —1) wird als Ubung iiberlassen. Auch dies ist ein Sattelpunkt.
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13 Umkehrfunktionen, implizite Funktionen, Untermannig-
faltigkeiten

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der recht allgemeinen Frage der Losbarkeit von
Gleichungssystemen. Wir werden mehrere Variable 1, . .., 2, € R (bzwz = (21, ..., 2%) €
U C R¥) und mehrere Gleichungen fi(x) = y1, ..., fa(z) = ya betrachten, die wir in einer
Vektorgleichung f(z) = y € RY zusammenfassen.

Typische Fragen sind: Gibt es Losungen? Was konnen wir tiber die Menge der Losungen
aussagen? Wie hingen Eigenschaften der Losungsmenge {x € R* : f(z) = y} von Eigen-
schaften von f ab? Konnen wir eventuell f invertieren und etwas iiber die Umkehrfunktion
/71 (y) = x aussagen?

Zuerst studieren wir Umkehrfunktionen und ihre Differenzierbarkeitseigenschaften. Ausge-
riistet mit dem michtigen Satz tiber die Umkehrfunktion leiten wir dann den Satz tiber im-
plizite Funktionen her, der sich mit unterbestimmten Gleichungssystemen (mehr Variable
als Gleichungen) befasst und die Losungsmenge durch eine implizit definiert Funktion be-
schreibt. Solche Lésungsmengen sind oft sogenannte Untermannigfaltigkeiten des R4, die Sie
sich als glatte Linien, Flichen und héherdimensionale Verallgemeinerungen davon vorstellen
konnen. Wir werden sehen, wie Untermannigfaltigkeiten durch Funktionen beschrieben wer-
den kénnen. Eine wichtige praktische Anwendung stellt der Abschnitt tiber Extreme unter
Nebenbedingungen dar, in dem Extrema von Einschrinkungen von Funktionen f : U — R
auf Untermannigfaltigkeiten M C U diskutiert werden.

13.1 Umkehrfunktionen linearer Abbildungen

Wir beginnen unsere Betrachtungen zu Losungen von Gleichungssystemen und Umkehr-
funktionen mit dem vergleichsweise einfachen Fall von /inearen Gleichungssystemen, die Sie
gut aus der Linearen Algebra kennen.

Sei also f : R¥ — RY linear und y € R? Nach Wahl von Basen diirfen wir f mit einer
(d x k)-Matrix A identifizieren, f(z) = Ax. Wir betrachten die Gleichung

Ax =y.

Ist d > k, so ist das Gleichungssystem iiberbestimmt (mehr Gleichungen als Variable).
Im Allgemeinen gibt es in diesem Fall keine Losung, da das Bild von A ein hochstens k-
dimensionaler Unterraum von R ist, und y nicht in diesem Unterraum liegen muss.

Im Fall d = k (und nur in diesem Fall) kann die Matrix A invertierbar sein. Dies ist genau
dann der Fall, wenn det(A) # O gilt (siche Lineare Algebra). Ist A invertierbar, so hat das
Gleichungssystem eine eindeutige Losung, nimlich v = Ay,

Im Fall d < Fk ist das Gleichungssystem unterbestimmt (weniger Gleichungen als Variable)
und deshalb dimker A > 0. Wenn es eine Losung x gibt, ist auch jeder Vektor der Form
x + u mit Au = 0 eine Losung,.

Wir haben also Grund, uns etwas an invertierbare Matrizen zu erinnern. Wir identifizieren
hier und im Folgenden oft lineare Abbildungen mit Matrizen, was durch Wahl von Basen
gerechtfertigt ist.
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Definition 13.1. Sei k € N. Die allgemeine lineare Gruppe ist

GLi(R) := {A € Mi(R) : A invertierbar} = {A € Mi(R) : det A # 0}.

Die Determinante det : M (R) — R wird also eine wichtige Rolle spielen. Wir hatten bereits
gesechen (Hausaufgabe H5.2):

* det ist stetig.
o GLk(R) C Mk(R) ist offen.

Der Grund fiir die Stetigkeit von det ist, dass det(A) ein Polynom in den Eintrigen von A
ist. Damit ist det nicht nur stetig, sondern sogar beliebig oft stetig differenzierbar (glatt).

Wir fiigen hier noch zwei weitere Beobachtungen zu invertierbaren Matrizen hinzu. Diese
sind zum einen Werkzeuge fiir den Beweis des Satzes tiber die Umkehrfunktion, zum anderen
fir sich genommen interessante und wichtige Resultate.

Satz 13.2. Die Inversion

ist eine glatte Funktion.
Beweis. Wir wissen, dass Differenzierbarkeit komponentenweise gepriift werden kann. Nach
der Cramer’schen Regel aus der linearen Algebra gilt
(_1 i+J
det A

Hierbei bezeichnet Apj;) die (k — 1) x (k — 1)-Matrix, die durch Streichung der j-ten Zeile
und i-ten Spalte aus A hervorgeht.

(A_l)ij = dCt(A[ﬂ])

Wir wissen bereits, dass A — (—1)""7 det(Aj;;)) und det glatte Funktionen (Polynome in den
Eintrigen von A) sind. Weiterhin hat det keine Nullstellen auf GL(R). Also ist A > -

det A
als Verkettung der glatten Funktionen det und R\{0} > z — % glatt. Per Produktregel sehen
wir nun, dass A — (A™1);; glact ist. ]

Der nichste Satz ist eine Verallgemeinerung der geometrischen Reihe auf Matrizen. Erinnern
wir uns an die geometrische Reihe: Fiir a € R mit |a| < 1 konvergiert die Reihe Y ; a”
absolut, und zwar gegen Y o ja" = (1 —a)™ .

Fiir Matrizen (und allgemein lineare Abbildungen) heifdt die geometrische Reihe auch New-
mannreipe. Die in diesem Satz auftretende Norm ist die Operatornorm bzgl einer beliebigen
Norm auf R*, zB der Euklidischen Norm. Da quadratische Matrizen A potenziert werden
koénnen, ist A" = A---A (n Faktoren) fiir n € N wohldefiniert. Fiir n = 0 setzen wir
A® := 1, die (n x n)-Einheitsmatrix.

I Satz 13.3. Sei A € My(R) mit ||A|| < 1. Dann ist 1 — A invertierbar und die Neu-
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mannreihe
> oAr=(1-4)"
n=0

konvergiert gegen die zu (1 — A) inverse Matrix.

Beweis. Erinnern Sie sich, dass fiir zwei (k X k)-Matrizen A, B
[AB] < [[AllIB]
gilt. Beweis: Fiir beliebiges v € R gilt
[ABo|| < [|A[l|Bol| < [|A]]IBIl{|v]

also [ AB]| = sup, ., ‘i < 141 B].

[0

Induktiv erhalten wir so ||A"|] < ||A]|". Die Folge der Partialsummen Sy := Zivzo A"
erfiillt also (mit M > N)

M M M 00
1Sar =Sl =1 o A" < D lIAMI< Yo llAIM< Yo Al
n=N+1 n=N+1 n=N+1 n=N+1
S =
1Al & ’

d.h. (Sn)n ist eine Cauchyfolge in My (R) bzgl Operatornorm. Als endlichdimensiona-
ler normierter Vektorraum ist My (R) vollstindig (ein Banachraum). Also konvergiert die
Cauchyfolge (Sy)n, d.h. ihr Limes S := " ° | A™ existiert als wohldefinierte Matrix in
M (R).

Wir wollen nun S = (1 — A) ™! zeigen. Dazu betrachten wir

N+1

N
(1—A)Sy =D A"=> A"=1- A,
n=0 n=1

also ||(1 — A)Sy — 1] < ||A]¥* — 0. Das zeigt (1 — A)S = 1, was S = (1 — A)~!
impliziert (Erinnerung an LA: Determinantenbildung ergibt 1 = det((1 — A)S) = det(1 —
A) det(S), also det(1 — A) # 0. Also ist (I — A) invertierbar, und Multiplikation von links
mit (1 — A)~! liefert dann S = (1 — A)7Y), O

1/0 1
A_§(1 0)‘
2

Dann gilt A (;j) = % <Z), also in Euklidischer Norm (| A (;) — i(ﬁ +y?),

d.h. ||Av|| = L|jv]| fiir alle v € R?. Insbesondere ist die von der Euklidischen Norm
definierte Operatornorm || A|| = 1.

Beispiel 13.4. Sei
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Um die Neumannreihe zu bestimmen, beachten wir A? = }l (mit der (2 x 2)-

1
Einheitsmatrix 1), und deshalb A?" = (}l)”ﬂ und A?" = (1)"A. So erhalten wir

n=0 n=0 n=0
1 4(1 1L
- 1—%“”“”:5(% 1)

1
Um die Behauptung des Satzes zu priifen, bemerken wir, dass 1 — A = (_1 1 12>
2

Determinante det(1 — A) = 2 # 0 hat, also invertierbar ist. Die inverse Matrix ist
1 —3 . . .
(siche LA) (1 —A)~' = 15 ( 1 12 , was mit der Berechnung via Neumannreihe
T2
tibereinstimmt.

13.2 Der Satz uber die Umkehrfunktion

Wir wenden uns jetzt allgemeinen (also tiblicherweise nicht linearen) Gleichungssystemen
zu, d.h. wir betrachten Gleichungen der Form f(x) = y, wobei f : U C R* — R stetig
differenzierbar sein soll. Beachten Sie, dass selbst wenn f : U — f(U) invertierbar (d.h.
bijektiv) ist, die Umkehrfunktion f~' : f(U) — U nicht differenzierbar sein muss. Ein
eindimensionales Beispiel belegt das:

Beispiel 13.5. Die Funktion f : R — R, f(z) = x? ist glatt (klar, da Polynom) und
bijektiv, aber ihre Umkehrfunktion f=! : R — R ist in y = 0 nicht differenzierbar.
Beweis: Wire f~! differenzierbar, so hitten wir wegen y = f(f~*(y)) durch Ableiten

die Formel 1 = f'(f~1(y))-(f~1)'(y), also insbesondere f'(f~'(y)) # 0. Aber f'(0) =
3-0%=0.

Wir fihren deshalb einen Begriff fur invertierbare stetig differenzierbare Funktionen mit stetig
differenzierbarer Umkehrfunktion ein.

Definition 13.6. Seien U C R¥ und V' C R? offen. Eine Funktion f : U — V heif3t
Diffeomorphismus, falls

a) [ stetig differenzierbar ist,
b) f bijektiv ist, und

o) f71:V — U ebenfalls stetig differenzierbar ist.

In der Analysis 1 haben wir gelernt (Satz 5.9), dass eine auf einem Intervall I definierte bi-
jektive stetig differenzierbare Funktion f, deren Ableitung keine Nullstellen hat, eine stetig
differenzierbare Umkehrfunktion hat, also ein Diffeomorphismus ist. Die Ableitung der Um-
kehrfunktion berechnet sich dann als (f~!)'(f(z)) = 7 (x) Die Verallgemeinerung dieser
Aussage auf mehrere Variablen ist deutlich komplizierter und wird uns im Folgenden be-
schiftigen.

Zuerst zeigen wir, dass die richtige Verallegemeinerung von “nichtverschwindende Ableitung”
g g g g g
“invertierbares Differential” ist.

91



Lemma 13.7. Seien U C R* und V. C R offen und f : U — 'V ein Diffeomorphismus.
Dann gilt k = d sowie det(D f)(x) # 0 und (Df)(x)™' = (Df 1) (f()) fiir alle
x e U.

Beweis. Da f invertierbar ist, gilt f~'o f = idy, d.h. f71(f(x)) = z fiirallex € U. Sowohl
f als auch f~! sind differenzierbar. Also kénnen wir die Kettenregel anwenden (Satz 12.9 b))
und erhalten

idge = (Df1)(f(2)) o (Df)(x).

Dies impliziert, dass (D f)(x) injektiv und (D f~1)(f(z)) surjektiv ist. Betrachten wir auch

y = f(f7(y)), ergibtsich analogidzs = (D f)(f~'(y))o(Df~1)(y). Alsoist (D f)(f (1))
auch surjektiv. Fiir y = f(x) erkennen wir also, dass (D f)(x) bijektiv, d.h. invertierbar ist.

Da (D f)(z) eine lineare Abbildung R¥ — R? ist, folgt k = d (siche Lineare Algebra) und
(D)) = (D) (f(2). B

Dieses Lemma zeigt insbesondere, dass Invertierbarkeit des Differentials eine notwendige Ei-
genschaft eines Diffeomorphismus ist. Das nichste Lemma studiert die Situation, in der die
Stetigkeit der Umkehrfunktion bekannt ist und (stetige) Differenzierbarkeit der Umkehrfunk-

tion etabliert werden soll.

Lemma 13.8. Seien U,V C R? offen, [ U — 'V bijektiv und differenzierbar, und
f7' V' = U stetig". Dann gilt:

a) Ist (D f)(z) fiir ein x € U invertierbar, so ist {1 in f(x) differenzierbar.
b) It (Df)(x) fiir alle x € U invertierbar, so ist [~ stetig differenzierbar, d.h. [ ist

ein Diffeomorphismus.

“Eine stetige bijektive Funktion mit stetiger Umkehrfunktion heiflt auch Homéomorphismus.

Beweis. a) Wir verwenden die Charakterisierung von Differenzierbarkeit aus Lemma 12.8.
Es gibt also eine offene Umgebung U.(0) C R? von 0 und eine in 0 stetige Funktion ® :
U.(0) — Hom(R? R?), so dass

flx+h) = f(x)+D(h)h

und ®(0) = (D f)(z). Eine solche Darstellung méchten wir nun auch fiir f~! bekommen.

Da ®(0) invertierbar ist (also ®(0) € GL;(R)), ist auch ®(h) € GLy4(R) fiir hinreichend
kleines i (d.h. ||h|| < ¢ fiir geeignetes & > 0). Hier haben wir die Offenheit von GL4(RR)

und die Stetigkeit von ® benutzt.

Fiir ||| < & konnen wir dann die Umkehrfunktion f~! benutzen, um
P fa+n) = (f@) =a+h—x=h=2R)"(f(x+h) - f(z))

zu erhalten. Setzen wir y := f(z) und y 4+ h := f(x + h), so erhalten wir

FHy+h) = ') =V(h)h,  W(h):=o(f(y+h) —2)".
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Da f~ als stetig vorausgesetzt wird, ist his f(y+h) — x stetig. Da die Inversion einer
Matrix nach Satz 13.2 ebenfalls stetig ist, erkennen wir ¥ bei & = 0 als stetig. Also ist f ~Lin
y = f(x) differenzierbar, mit (D f~1)(f(z)) = ¥(0) = ®(0)~' = (Df)(z)~".

b) Wir wissen aus Teil a) bereits, dass f~! an jedem Punkt y € V differenzierbar ist mit
Differential (Df~1)(y) = (Df)(f '(y))~'. Da die drei Abbildungen f~! : V — U,
Df : U — GL4(R) und die Inversion GL;(R) — GL,4(R) alle stetig sind, ist auch D f~!
stetig. [

In einer Variablen gilt, dass eine stetig differenzierbare surjektive Funktion f mit nichtver-
schwindender Ableitung auch injektiv ist. Denn dann gilt nach dem Zwischenwertsatz ent-
weder f' > 0 oder f/ < 0, und f ist streng monoton, also injektiv. In mehreren Variablen
gilt diese Aussage allerdings nicht mehr, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 13.9. Wir betrachten den Koordinatenwechsel auf Polarkoordinaten, d.h. die
Funktion

JiRy xRS RA(0,0)),  flrg) = ( S”) .

rsin

Diese Funktion ist stetig differenzierbar, mit Jacobimatrix

cos —rsin

sinp T cosp

Wegen det Ji; ,)(f) = r # 0 ist das Differential von [ tiberall invertierbar. f ist zwar
surjektiv, aber wegen der 27-Periodizitit der Winkelfunktionen nicht injektiv, es gilt

f(r,0) = f(r,2m). Insbesondere ist f kein Diffeomorphismus.

Allerdings konnen wir invertieren, wenn wir f nur “lokal betachten”, d.h. den Definiti-
onsbereich auf eine geeignete Umgebung eines Punktes (70, ¢ ) einschrinken. In diesem
Beispiel betrachten wir den einen beliebigen Radius 79 > 0 und Winkel — < ¢o < 5
enthaltenden offenen Definitionsbereich

U:=R, x (—I,1).

Eingeschrinkt auf U ist f|y : U — f(U) natiirlich immer noch stetig differenzier-
bar, per Definition des Bildbereiches surjektiv, und auflerdem injektiv (siecht man am
Einfachsten durch die Eindeutigkeit der Polardarstellung, siche Satz 4.48).

Das Bild von fy ist die rechte Halbebene f(U) = {(z,y) : > 0}, die wegen der
echten Ungleichung x > 0 offen ist. Die Umkehrfunktion (fi;)™' : f(U) — U der
Einschrinkung ist also auf einer offenen Menge definiert. Durch Umrechnung der Po-
larkoordinaten auf kartesische Koordinaten erhalten wir

(f’U)_l(I,y) = (\/xQ + 2, arctan %) )

Beachten Sie, dass wegen der Einschrinkung auf > 0 der Arcustangens wohldefiniert
ist und die Wurzel nicht an dem problematischen Punkt 0 ausgewertet wird. (f]7) ™" ist
also stetig differenzierbar, d.h. f|y ist ein Diffeomorphismus.
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In diesem sehr instruktiven Beispiel haben wir gelernt:

* Fiir Dimension & > 1 garantiert ein invertierbares Differential (D f)(x) nicht, dass
eine C''-Funktion injektiv ist. Der Grund ist, dass man von einem Punkt z € R* {iber
einen Weg zu x zuriickkehren kann, “ohne Umzukehren”. In obigem Beispiel kénnen
wir einen Kreisweg wihlen, der die Periodizitit der Winkelfunktionen ausnutzt.

* Immerhin ist wegen Lemma 13.7 die Invertierbarkeit des Differentials eine notwendige
Eigenschaft eines Diffeomorphismus.

* Im Beispiel haben wir gesehen, dass wir die Nicht-Injektivitit von f durch Einschrin-
kung auf einen kleineren Definitionsbereich beseitigen kénnen.

Der Satz iiber die Umkehrfunktion besagt, dass die im letzten Punkt erwihnte “lokale In-
vertierbarkeit” fiir Funktionen mit invertierbarem Differential immer gilt. Er ist ein zentrales
Ergebnis der Analysis, das in vielen Gebieten Anwendung findet.

Fiir eine knappere Sprechweise machen wir zunichst folgende Definition.
Definition 13.10. Eine C'-Funktion f : U C R% — R? heiflt lokal um xy € U
invertierbar, wenn es offene Umgebungen U; C U und V} C R4 gibt, so dass die

Einschrinkung f|¢, : Uy — Vi ein Diffeomorphismus ist. Die Umkehrfunktion der
Einschrinkung?, also

(flo)) ™ + Vi = Uy,

heillt dann lokale Umkehrfunktion von f. Ist f sogar in jedem Punkt 2y € U lokal
invertierbar, so heilt f lokaler Diffeomorphismus.

“Genaugenommen handelt es sich nicht um die Einschrinkung von f, d.h. die Funktion f|y, : U1 —
R<, sondern um die koeingeschrinkte Einschrinkung, nimlich f : U; — V3, die auch im Bildbereich
eingeschrinkt ist. Im Folgenden werden wir trotzdem einfach von “Einschrinkung” sprechen.

Satz 13.11 (Satz von der Umkehrfunktion).
Sei U C R offen, xg € U, und f : U — R eine C*-Abbildung. Dann ist f lokal um x
invertierbar genau dann wenn (D f)(xo) invertierbar ist.

Bevor wir uns an den Beweis machen, einige Bemerkungen:
* Punkte x¢ mit invertierbarem (D f)(x() heiflen auch regulire Punkte von f.

e Sei f: U — RY stetig differenzierbar, zy € U regulir, und yo = f((). Dann besagt
der Satz iiber die Umkehrfunktion, dass das Gleichungssystem f(z) = y lokal eine
eindeutige Losung hat: Zu jedem y nahe 7, gibt es ein eindeutiges = nahe z, so dass

flz)=y.

o Uber globale Invertierbarkeit, also Invertierbarkeit von f ohne Einschrinkung auf ein
kleineres Gebiet, wird keine Aussage gemacht. Wir haben bereits gesehen, dass globale
Invertierbarkeit im Allgemeinen nicht zu erwarten ist. Es wird auch keine Aussage tiber
alle Lésungen der Gleichung f(z) = y gemacht, sondern nur iiber Losungen in der
Nihe von einem reguliren Punkt.
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* Es wird keine Methode zur Berechnung der Losung geliefert. Das ist auch nicht zu
erwarten, zB ist es schon fiir Polynome gentigend hohen Grades nicht méglich, die
Nullstellen analytisch zu bestimmen.

* Die Voraussetzung (o regulirer Punkt) bringt die lokale Invertierbarkeit von f mit
der Invertierbarkeit der linearen Abbildung (D f)(z) in Verbindung. Die Aussage iiber
Existenz einer eindeutigen Losung erinnert uns weiterhin an den Banach’schen Fix-
punktsatz, den wir im Beweis verwenden werden.

Beispiel 13.12. Wir betrachten das Gleichungssystem
x1e12 =y, wycos(z] + 1) = yo.

Gegeben (y1, y2), gibt es eine (eindeutige?) Losung (1, 22)? Fiir y; = y2 = 0 sehen
wir ohne grofle Schwierigkeiten, dass z1 = 2 = 0 die eindeutige Losung ist, aber wie

sieht es fiir (y1,y2) # (0,0) aus?
Mit der Funktion

Te172
f:R2_>R27 f(xlamZ):( ' )7

Ty cos(x? + 1)

die wir routinemifig als C"! (sogar glatt) erkennen, ist das Gleichungssystem f(z) = y.
Die Jacobimatrix von f ist

i — [ (Fmaens  afene
ST\ —2myxgsin(z? + 1) cos(x?+1) )7

beiz = Oalso Jy(f) = 1 (Einheitsmatrix). Also ist 0 ein regulirer Punkt von f. Der Satz
tiber die Umkehrfunktion besagt nun, dass es eine offene Umgebung U; von = 0 und
eine offene Umgebung V; von y = f(0) = 0 gibt, so dass fiir y € V] eine eindeutige
Losung x € U; der Gleichung f(z) = y existiert, und dass die lokale Umkehrfunktion

von f stetig differenzierbar ist.

Nach diesen Bemerkungen und Beispielen machen wir uns nun an den Beweis des Satzes tiber

die Umkehrfunktion.

Beweis. Wir haben schon in Lemma 13.7 gesehen, dass Invertierbarkeit von (D f)(zo) not-
wendig fiir die lokale Invertierbarkeit von f ist, miissen aber noch die umgekehrte Implikation
zeigen.

(1) Transformation auf vereinfachte Situation. Zuerst wollen wir die Situation etwas verein-
fachen, indem wir die auftretenden Daten xq, f(x¢), (Df)(x¢) auf die spezielle Situation
o =0, f(xo) =0, (Df)(z9) = 1 transformieren. Wieso geniigt es, diesen speziellen Fall zu

betrachten? Angenommen, wir haben den Satz in diesem Spezialfall bewiesen. Fiir allgemeines
zo, f(x0), (Df)(xg) betrachten wir dann

g(x) == (D f) (o) (f(x + x0) — f(0)).

Diese Funktion erfiillt g(0) = 0, und per Kettenregel erkennen wir g als differenzierbar mit
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Differential

(Dg)(x) = (Df)(xo) " (Df)(x + z0) = (Dg)(0) = 1.

Die Funktion g erfiillt also die Voraussetzungen des Spezialfalls, und per Annahme finden wir
offene Umgebungen U7 von 0, Vi’ von 0, so dass § := g[ys : U{ — V{’ ein Diffeomorphis-
mus ist. Nun gilt

f(@) = (Df)(x0)g(x — o) + f (o).

Mit den offenen Mengen Uy := U} + xg und Vi := (D f)(z)V{ + f(x0) ist dann f :
Uy — Vi bijektiv und C !, Weiterhin haben wir eine lokale C''-Umkehrfunktion von § :
U} — V¢, d.h. firy € VY gibt es ein eindeutiges © = g~ '(y) € U{. Das ergibt die lokale
Umbkehrfunktion (f|y,) ! von f : U — V4,

v =(flu) ™ (W) = 57 (Df)(wo) ™ (y = f(wo)) + o,
an der wir erkennen, dass (f|y,) ™" stetig differenzierbar ist.
Es geniigt also, den Satz fiir xg = 0, f(z9) =0, (Df)(z¢) = 1 zu beweisen.

(2) Verwendung des Banachschen Fixpunktsatzes. Wir nehmen nun zy = 0, f(0) = 0,
(Df)(0) = 1 an und wollen fiir “kleine” y (in einer offenen Umgebung von y = 0) die
Gleichung f(z) = y nach x auflssen. Um den Fixpunktsatz verwenden zu kénnen, schreiben
wir dieses Problem etwas um: Mit der Funktion

F,:U—R% F,(x) :=y+z— f(z)

haben wir f(z) = y genau dann wenn Fj(x) = z. Wir miissen also Fixpunkte von F,
untersuchen. Dazu miissen wir insbesondere die im Fixpunktsatz vorausgesetzte strikte Kon-
traktionseigenschaft auf einem geeigneten Definitionsbereich nachweisen.

Wegen f(0) = 0 hat Fyy den Fixpunkt 0. Das Differential von Fy(z) = = — f(x) ist
(DFy)(x) = 1 — (Df)(x), also (DFp)(0) = 1 — 1 = 0. Da Fj stetig differenzierbar
ist, ist DF} stetig und es gibt folglich ein ¢ > 0, so dass Us.(0) C U und [|[(DFp)(x)|| < %
fiir alle  mit ||z|| < e. Wir kénnen also den Schrankensatz (Satz 12.20 b)) anwenden und
folgern

1
| Fo(z) — Fo(2)]] < §||:L‘ — 2| firalle z, 2" mit ||z, ||| < e. (%)

Hier haben wir uns auf Euklidische Normen spezialisiert, um die Konstante C' in Satz 12.20 b)
zu vermeiden.

Nun betrachten wir die Menge X := {z € R? : ||z|| < e} und, fiir [|y|| < %, die Abbildung
F,. Wir behaupten, dass wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden konnen. Zuerst priifen
wir, dass £}, die Menge X in sich selbst abbildet. Dazu bemerken wir F (z) = Fy(x)+y und
die Abschitzung || Fy(z)|| < §, die wir aus (x) durch Einsetzen von 2" = 0 erhalten. Damit

folgt firz € X

€

5 — ©

9
15y ()| = N[ Fo(2) +yll < [IEo(@)] + llyll < 5 +
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also F,(x) € X. Weiterhin ist X ein vollstindiger metrischer Raum mit der Euklidischen
Norm, da R? vollstindig und X abgeschlossen ist. Nun zur Kontraktionseigenschaft: Fiir
z,x" € X gilt aufgrund von (%)

1Fy(x) = Fy ()| = [1Fo(2) +y — (Fo() + 9| = |Fo(z) — Fo(2)]| < %Hw — .

Also ist F, eine strikte Kontraktion, und wir kénnen den Fixpunktsatz anwenden. Als we-
sentlichen Schritt in unserem Beweis sehen wir also, dass es genau ein € X mit F(z) =z

(dquivalent: f(z) = y) gibt.

(3) Konstruktion der offenen Mengen Uy, V4 und Diffeomorphismus-Eigenschaft. Wir de-
finieren nun die offenen Umgebungen Uy, V] von 0, so dass f|y, : Uy — V; ein Diffeomor-
phismus ist. Wir setzen

15 _
U= Az ol <e |f@)ll < 5} =U0)N f H(U5(0));
dies ist eine offene Menge, da endliche Schnitte offener Mengen und Urbilder offener Mengen

unter stetigen Funktionen (wie f) offen sind.

Da U; C X, wissen wir bereits, dass f : U; — f(U;) bijektiv ist (injektiv nach Teil (2) des
Beweises, surjektiv durch Wahl des Bildbereiches). Aber wir miissen noch zeigen, dass f(U;)
offen ist. Dazu betrachten wir z, 2’ € X und schitzen mit Hilfe von = Fyy(z) + f(x) ab:

e — 'l = | Fo(a) + £(x) — Fola’) — £
< [|Fo(e) = Fofa)| + 1/(2) = £
& Slle =N+ 7@~ £
Durch Umstellen ergibt dies die wichtige Ungleichung
e~ /)| < 20 £ () — f)]| ()

Setzen wir ' = 0 und beachten f(0) = 0, so sehen wir, dass ||z|| < € eine Konsequenz von

| f(x)| < § ist. Also ist das Bild f(U1)
Vii=f(Uh) ={f(2) : llzll <&, [[f@)l <5} ={f(2): If ()| <3} =Usp(0)

offen.

Wir haben nun eine Bijektion f|¢, : Uy — V} zwischen offenen Umgebungen von 0, und
betrachten die Umkehrfunktion (f|y,) ™" : Vi — U;. Aufgrund von (%) gilt

1(Flo) ™ (@) = (flo) ™ @) < 2]z = 2.
Dies impliziert direke, dass (f|r,) ™" stetig ist.

Wie sieht es mit der stetigen Differenzierbarkeit von (f]y;,) ™" aus? Wir erinnern uns, dass
wir gegen Anfang des Beweises unser ¢ durch die Bedingung || (D Fp)(z)|| < % fiir alle x mit
||z|| < e gewihlt haben. Wegen (D f)(x) = 1—(DFp)(z) kdnnen wir Satz 13.3 verwenden,
um die Invertierbarkeit von (D Fp)(x) zu folgern.

Nun sind alle Voraussetzungen von Lemma 13.8 b) gegeben, und wir kénnen schlieffen, dass
(f]Ul)_1 ein Diffeomorphismus ist. o
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Wir schlieffen an diesen Beweis zwei unmittelbare Folgerungen an.

Die erste Folgerung betrifft die Offenheit von Bildern. Beachten Sie, dass eine stetige (oder
sogar glatte) auf einer offenen Menge U C R¢ definierte Funktion im Allgemeinen kein
offenes Bild f(U) hat; ein extremes Gegenbeispiel sind konstante Funktionen mit Bild {c}.

Korollar 13.13. Sei U C R? offen und f € CY(U,RY) so, dass (D f)(x) fiir alle v € U
invertierbar ist. Dann ist f(U) C R? offen.

Beweis. Seiy € f(U) und x € U ein Urbild, d.h. f(x) = y. Nach dem Satz iiber die
Umkehrfunktion gibt es offene Umgebungen U; C U von x und V; von v, so dass f|y, :
U; — V) ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere V) C f(U). Also ist f(U) offen. [

Der Satz tiber die Umkehrfunktion besagt nur die Existenz von lokalen Umkehrfunktionen.
Ist f allerdings injektiv, so erhalten wir einen Diffeomorphismus auf dem ganzen Definiti-
onsbereich:

Korollar 13.14. Sei U C R? offen und f € C1(U,R%). Lt f injektiv und (D f)(z) fiir
alle v € U invertierbar, so ist f - U — f(U) ein Diffeomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung ist f : U — f(U) bijektiv. Die stetige Differenzierbarkeit kann
lokal (in der Nihe eines Punktes x € U) gepriift werden und folgt deshalb aus dem Satz tiber
die Umkehrfunktion. O

Weitere Beispiele zum Satz iiber die Umkehrfunktion finden Sie in den Ubungen.

13.3 Implizite Funktionen

Wir werden uns nun mit impliziten Funktionen befassen. Grob gesprochen ist die Idee, die
Nullstellenmenge einer Funktion F' von zwei Variablen lokal als Graphen einer Funktion zu
schreiben. Die Frage ist: Gibt es eine “implizit definierte” Funktion f, so dass F'(z,y) = 0
zuy = f(x) dquivalent ist?

Bevor wir das prizisieren, besprechen wir ein einfaches aber instruktives Beispiel.
Beispiel 13.15. Wir betrachten die Funktion
F:R?> >R, F(r,y) =2 +y*—1
und ihre Nullstellenmenge
N :={(z,y) : F(z,y) =0} =F(0).

Diese Menge besteht genau aus den Punkten (z, y) mit 22 +y* = 1, d.h. N ist der Ein-
heitskreis in der Ebene. Der Einheitskreis ist nicht Graph einer Funktion f : [—-1,1] —
R, dh. N # I'(f) = {(z, f(z)): = € [-1,1]}, dazB. (0,1) und (0,—1) in N
liegen, in einem Funktionsgraphen es aber zu jedem z ein eindeutiges y = f(z) gibt,

so dass (z,y) € I'(f).
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Wir kénnen dieses Problem aber beheben, wenn wir N nur lokal, d.h. in der Nihe
eines Punktes (z0,y0) € N betrachten: Sei —1 < zyp < 1 und yg = y/1 — 23. Dann
haben wir (29, o) € N, und der Graph von f : (—1,1) — R, f(z) = 1 — 22, ist
eine (offene) Teilmenge von N. Eingeschrinkt auf Umgebungen von xy und o kénnen
wir N also durchaus als Graphen einer Funktion schreiben, die (zumindest in diesem
Beispiel) eindeutig festgelegt ist. Dieses f nennen wir dann “implizite Funktion”.

Probleme gibt es aber an dem Punkt (1,0) € N. Hier gibt es keine offenen Umgebungen
Uvonzy = 1und V von yy = 0, so dass N lokal Graph einer Funktion ist, denn
fir alle ¢ > 0 liegen die zwei Punkte (1 — e, £4/1 — (1 —¢)2) in N, was in einem
Funktionsgraphen nicht passieren kann. Das gleiche Problem tritt fiir (—1, 0) auf.

Wias ist an diesen Punkten besonders? Die partielle Ableitung von F' nach y,
(0,F)(z,y) = 0,(2* +y* = 1) = 2y

verschwindet genau dann, wenn y = 0. Anders formuliert: Fiir alle Punkte (x0, y9) € N
mit (0, F)(x0,yo) # 0 gibt es offene Umgebungen U von z und V' von ¥ und eine
eindeutige Funktion f : U — V, so dass

Flo.y) =0 < f(x) = .

Der Satz tiber implizite Funktionen verallgemeinert die im Beispiel besprochene Situation.
Wir betrachten zwei vektorwertige Variable z, y. Seien dazu U C R¥ und V' C R? offen und

F:UxV =R (z,y) — F(z,y)

stetig differenzierbar. Das Gleichungssystem F'(z,y) = 0 ist also unterbestimmt (k + d Va-
riable (z,y) = (x1,..., %k, Y1, . .., Ya), aber nur d Gleichungen). Das Differential von F ist
also eine lineare Abbildung (DF)(z,y) € Hom(R*"4 R9), d.h. in Basen eine d x (k + d)
Matrix.

Wir teilen das Differential in zwei Teile auf, die zu den Ableitungen nach = bzw y gehéren:

(DF)(x,y) = (D1 F)(z,y), (D2F) (2, y))

(gm?)(w,y) (gxk?)(ﬂf,y) (gylgl)(%y) (gyd?)(x,y)
(DF)(x,y): (931 25)(:15,3/) (Ik 25)(x,y) (y1 25)($’y) (yd 25)@773/)
Oz Fa)(@,y) - On Fa)(z,y) (O Fa)(z,y) ... (Oy,Fa)(z,y)

Hier ist (D1 F')(x, y) die (d x k)-Matrix, die die partiellen Ableitungen nach den x; enthilt
und (D2 F)(z,y) die (d x d)-Matrix, die die partiellen Ableitungen nach den y; enthilt.
Beachten Sie, dass die Aufteilung der Variablen so gemacht ist, dass letztere Matrix quadratisch
ist.

Bevor wir den Satz tiber implizite Funktionen formulieren, motivieren wir die dort gemachten
Voraussetzungen durch Betrachtung des Spezialfalls, dass F' /inear ist. Ist die Abbildung RF x
R? > (z,y) = F(x,y) € R? linear, so muss sie die Form F(z,y) = Fi(x) + Fy(y)
mit linearen Abbildungen F; : R¥ — R? und F, : RY — R? haben (denn (z,y) =
(2,0) + (0,)).
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Wir fragen, wann die Gleichung F'(z,y) = Fi(z) + F2(y) = 0 eindeutig nach y aufgeldst
werden kann. Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn F; invertierbar ist, und in diesem

Fall gilt
F(z,y) =0 < y=—F; ' (Fi(x)).

Wie passt das mit Beispiel 13.15 zusammen? Da F' linear ist, ist das Differential hier (D F')(z,y) =
F = (F, F), also (DoF)(x,y) = F. Die Invertierbarkeit von F ist also dquivalent zur
Invertierbarkeit des Differentials (Do F')(x, y).

Satz 13.16 (Satz iiber implizite Funktionen). Seien U C R* und V. C R? offen und
F : U x V — RY stetig differenzierbar, und (xo,yo) € U x V. Falls

F(z,y0) =0 und (Do F')(x0,Y0) invertierbar ist

(mit der zuvor eingefiibrten Aufspaltung (DF)(x,y) = ((D1F)(x,y), (D2 F)(x,y)) des
Differentials), so gibt es offene Umgebungen Uy C U von xo und Vi C 'V von yo und eine
eindeutige stetig differenzierbare Funktion f : Uy — VA, fiir die

F(z,y) =0 <= y = f(x) fiirallex €Uy, y €V}

gilt". Insbesondere gilt f(xo) = yo.

“Anders formuliert: Die Nullstellenmenge N = {(z,y) : F(z,y) = 0} erfiille NN(Uy x V1) = T'(f).

Die Funktion f wird dann implizite Funktion genannt.

Beweis. Der Beweis beruht ganz wesentlich auf dem Satz iiber die Umkehrfunktion. Um den
benutzen zu konnen, brauchen wir eine Abbildung zwischen offenen Mengen in Riumen der
gleichen Dimension. Um das zu erreichen, erweitern wir F' zu der Abbildung

G:UxV — R xR G(z,y) == (z, F(x,y)).

Das Differential von G ist

1 0
(DG)(x,y) = ((DlF)(x,y) (DzF)(x,y)) ’

wobei 1y, die (kK x k)-Einheitsmatrix bezeichnet, die von den partiellen Ableitungen von x
nach den z; stammt. Um die Determinante von (DG)(z,y) zu bestimmen, entwickeln wir
nach der ersten Zeile (1,0, . ..,0), dann nach der zweiten Zeile, etc. bis zur k-ten Zeile. Dies
ergibt an dem Punkt (0, o)

det(DG) (mo, yo) = det(DgF) (.1'0, yo) 7é O,

da (D2 F)(z0, yo) als invertierbar vorausgesetzt wurde. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunk-
tion ist G also lokal um (g, yo) invertierbar: Es gibt eine offene Umgebung W C U x V'
von (Zg, Yo), so dass

Glw : W — G(W), G(z,y) = (z, F(z,y))
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ein Diffeomorphismus ist. Fiir (x,y) € W und (a,b) € G(W) gilt dann (a,b) = G(z,y)
genau dann, wenn (z,y) = (Glw) (a,b). Wegen G(x,y) = (x, F(z,y)) impliziert das
a = z, d.h. die lokale Umkehrfunktion (G|y)~" wirke auf den ersten k Variablen wie die
Identitdt:

(Glw) Ya,b) = (a,7(a,b)) miteiner C'-Funktion v : G(W) — R%.

Dawiran F(z,y) = 0 interessiert sind, betrachten wir b = 0. Wir haben Gy (x, y) = (a,0)
genau dann wenn (x,y) = (G|w) "' (a,0) = (a,%(a,0)), also genau dann wenn = = a und
y = ¢(x,0). Unsere gesuchte implizite Funktion sollte also durch

f:Uy:={zeR": (£,0) € GW)} = R, f(x) :=¢(z,0)

gegeben sein. Der Definitionsbereich Uy ist offen, da G(IV) offen ist, und es gilt wie ge-

wiinscht

Gilt andererseits F'(z,y) = 0 firein (z,y) € W, soist G(x,y) = (z, F(x,y)) = (x,0)
und deshalb (x,y) = (Glw) ! (x,0) = (z, f(z)), also y = f(z).

Wir haben also
{(z,y) e W: F(x,y) =0} ={(z, f(z)) e W: z € Up}

gezeigt. Es verbleibt, die gewiinschten offenen Umgebungen U; C U von xgund V4 C V von
Yo zu finden. Zunichst wihlen wir klein geniigende offene Umgebungen U7 von x¢ und V;
von o, so dass U] x V; C W gilt. Wegen der Stetigkeit von f finden wir weiterhin eine offene
Umgebung U; C Uj von zg mit f(U;) C Vi. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion
haben wir |y, € C'(Up, R?). Wegen

{(z,y) e Uy x Vi : Fla,y) =0} ={(z, f(x)) e Uy x V1 : x € Up}
={(z, f(x)): x € Ui}

sind nun alle Behauptungen gezeigt, und der Bewetis ist abgeschlossen. OJ

Beispiel 13.17. Wir betrachten das Gleichungssystem

Pyt =7,
Ty +yz+xz = -2,
das wir gerne nach (y, z) auflésen wiirden. Global oder explizit geht das meistens nicht,
aber der Satz tiber implizite Funktionen liefert trotzdem wichtige Informationen tiber
lokale Losbarkeit. Wir sehen, dass (xo, 0, 20) = (2, —1,0) eine Losung ist. Um die

Losungsmenge in der Nihe dieses Punktes zu parametrisieren, benutzen wir den Satz
tiber implizite Funktionen.

Dazu schreiben wir unser Gleichungssystem zunichst als Nullstellenmenge um, indem
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wir die Funktion

3. .34 .3 _
F:R® = R?, F(:U,y,z):(:E Tyt 7>

Ty +yz +axz+2

betrachten. Wir gruppieren die Variablen als z und (y, z), denn die zweite Variable sollte
aus dem Raum mit der gleichen Dimension wie der Bildbereich sein (hier 2). Lassen Sie
sich nicht von den Variablennamen x, y, die wir in der Formulierung des Satzes tiber
implizite Funktionen verwendet haben, verwirren!

Das Differential (Jacobimatrix) von F' ist in aufgeteilter Form

(32 3yr 327
o= (2, W),

o =(5.) G = ()

Y+ z rT+z v+vy

An dem Punkt (2, —1, 0) ist das Differential bzgl (v, 2) also

(DyF)(2, -1,0) = <‘;’ ?) .

Diese Matrix hat Determinante 3 und ist damit invertierbar.

Nach dem Satz iber implizite Funktionen gibt es also eine offene Umgebung U C R
von 7o = 2 und eine offene Umgebung V' C R? von (yo,20) = (—1,0) und eine
C'-Funktion f : U — V mit f(2) = (—1,0), so dass unser Gleichungssystem nahe
(20, Yo, 20) genau durch f(z) = (y, z) geldst wird.

Betrachten Sie das Beispiel 13.17 noch einmal. Kénnen Sie das gegebene Gleichungssystem nach
(x,y) statt nach (y, z) auflésen?

Zeigen Sie: Fiir hinreichend kleine u, v € R ldsst sich die Gleichung esin(uv) 442 — 99 41
nach v auflosen.

Beispiel 13.18. Wir betrachten die Funktion F' : R? — R, F(x,y) := (v — y)°.
Die Nullstellen von F' sind offenbar genau die Punkte (z, ) mit y = 2. Das Diffe-
rential (DF)(z,y) = (2(z — y),2(y — x)) verschwindet fiir z = y. Insbesondere
gilt (DoF)(z,2) = (0,F)(x,2) = 0; die Invertierbarkeitsbedingung aus dem Satz
tiber implizite Funktionen ist also verletzt. Trotzdem ldsst sich die Nullstellenmenge
N = {(z,y): F(z,y) = 0} = {(z,x): x € R} als Graph einer C'-Funktion
schreiben (sogar ohne Einschrinkung auf kleine Umgebungen), nimlich als Graph von

f(z) = =.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Voraussetzungen im Satz {iber implizite Funktionen hin-
reichend, aber nicht notwendig sind.
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Der Satz iiber implizite Funktionen informiert uns tiber die Existenz und stetige Differenzier-
barkeit der impliziten Funktion f. Etwas mehr ldsst sich noch sagen: Wir kénnen eine Formel
fur das Differential von f angeben.

Lemma 13.19 (Implizites Differenzieren). Mit der gleichen Notation und den gleichen
Voraussetzungen wie in Satz 13.16 gilt: Das Differential der impliziten Funktion f ist,
z € Uy,

(Df)(@) = —(D2F)(z, f()) " (DLF)(z, f(2)).

Beweis. Per Konstruktion erfiillt die implizite Funktion F'(x, f(x)) = 0, 2 € U;. Differen-
tiation per Kettenregel ergibt

0= (DF)(x, f(x)) o (( D}’;m) = (DyF)(z. f(2)) + (DaF)(x. f(2))(Df) (@)

Da (Do F)(x, f(x)) invertierbar ist (das kommt von unserem lokalen Diffeomorphismus G
im Beweis des Satzes tiber implizite Funktionen), kénnen wir diese Gleichung leicht nach
(D f)(x) umstellen, was die behauptete Formel zeigt. ]

Beispiel 13.20.
a) Wir betrachten noch einmal Beispiel 13.17. Die Ableitung von f bei ¢ = 2 ist

f/(Q) = _<D2F)<27 -1, O)_I(DIF)(za -1, 0)
(3 0\ 12\ _ 1/1 0\[12)_[-4
N 2 1 -1/ 3\-2 3 -1/  \9 )"

b) Wir betrachten noch einmal unser einfiihrendes Beispiel 13.15 mit dem Kreis,
also F'(x,y) = 2>+y?—1. Hier konnen wir die implizite Funktion zB fiir zo = 0,
yo = 1 explizit bestimmen, nimlich f : (—1,1) — R, f(z) = v/1 — 22. Aber
selbst wenn wir sie nicht explizit bestimmt hitten, lernen wir aus dem Lemma
tiber implizite Differentiation wegen (DF)(z,y) = (2, 2y) doch

1
2= ———.

2f(x) f(z)
Man sieht leicht, dass f(xz) = +/1 — 22 tatsichlich diese Differentialgleichung

16st. Auflerdem konnen Sie f bestimmen (ohne die Losung vorher zu kennen),
indem Sie die Gleichung f'(x) = i) 16sen. Wie man so etwas systematisch

J@) = -

macht, lernen Sie in einer Vorlesung iiber Differentialgleichungen.
Fiir die vorliegende Situation kénnen wir so vorgehen: Unsere Gleichung ist

1d

—x = f(x)f'(z) = §%(f($)2>-

Durch Stammfunktionbildung erhalten wir f(z)? = —2%+ ¢ mit einer Konstan-
ten c. Einsetzen von zg = 0 soll f(z9) = yo = 1 liefern, was die Konstante als
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¢ = 1 identifiziert. Nun sehen wir, dass wir = auf das Intervall (—1, 1) beschrin-
ken miissen, so dass f(x)? = 1 — 2% positiv ist. Wir erhalten dann die implizite

Funktion f(z) = V1 — 22

13.4 Untermannigfaltigkeiten des R?

Wir haben uns bereits mit Kurven im R beschiftigt und wollen nun allgemeiner (gekriimm-
te) Flichen bzw. hoherdimensionale Hyperflichen im R? betrachten. Diese Objekte wer-
den wir als sogenannte Untermannigfaltigkeiten definieren. Die Idee ist, dass wir Teilmengen
M C R? betrachten werden, die “lokal wie ein Stiick verbogener R (mit k& < d) ausse-
hen”. In diesem Kapitel werden wir also Methoden der Analysis benutzen, um geometrische
Objekte zu studieren. Wir konnen dabei nur einige Begriffe und als wichtige Anwendung
die Diskussion von Extrema unter Nebenbedingungen diskutieren. In einer Vorlesung tiber
Differentialgeometrie werden diese Themen viel detaillierter ausgefiihrt.

Definition 13.21. Es seien k,d € N mit k < d. Eine k-dimensionale (differenzierbare)
Untermannigfaltigkeit des R ist eine nicht leere Teilmenge M C R? mit der folgenden
Eigenschaft: Fiir jeden Punkt 2 € M gibt es eine offene Umgebung U C R¢ von x und
eine offene Teilmenge V' C R? und einen Diffeomorphismus ¢ : U — V' mit

(M NU)=Vn (R x{0}).

Hier ist {0} als Teilmenge von RY~* aufzufassen.

Dies sollte Ihnen als merkwiirdige Definition vorkommen. Sie haben schon mehrfach “Unterob-
jekte” kennengelernt: Zum Beispiel gibt es Vektorrdume und Untervektorriume, Gruppen und
Untergruppen, Algebren und Unteralgebren, etc. Man definiert immer zunichst ein Objekt O
mit gewissen Eigenschaften und nennt dann eine Teilmenge von O Unterobjekt, wenn es die
gleichen Eigenschaften wie O hat bzw. all diese Eigenschaften von O erbt. Aber hier definie-
ren wir, was eine Untermannigfaltigkeit ist, ohne zu sagen, was eine Mannigfaltigkeit ist. Die
Sprechweise legt nahe, dass R? eine Mannigfaltigkeit sein sollte, aber wir geben keine Definition
einer Mannigfaltigkeit. Das liegt einzig und allein daran, dass uns das hier zu weit fithren wiir-
de. Aber seien Sie unbesorgt: Es gibt eine gute Definition einer Mannigfaltigkeit, die Sie in der
Differentialgeometrie kennenlernen kénnen. Im Sinne sind alle Untermannigfaltigkeiten auch
Mannigfaltigkeiten.

Der Diffeomorphismus ¢ wird Umgebungskarte genannt. Wir erliutern den Begriff anhand
einiger Beispiele.
Beispiel 13.22.
a) Sei G C R¥offen und f : G — R" eine C''-Funktion. Dann ist der Graph von f

M =T(f) = {(x, f(x)) : = € G}
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R d =k + n.

Um das zu beweisen, wihlen wir U := G'xR" (eine M enthaltene offene Menge).
Als Umgebungskarte betrachten wir ¢ : U — R%, o(z,y) = (2,y — f(x)).
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b)

Diese Funktion ist sicher C''. Es gilt ¢(U) C U, denn fiir alle (z,y) € U =
G x R"ist p(z,y) = (z,y — f(x)) € G x R* = U. Wir behaupten, dass
¢ bijektiv ist mit Umkehrfunktion ¢! (x,y) = (z,y + f(z)) (Uberpriifen als
leichte Ubung). An der Form von (o' sehen wir direkt, dass ! ebenfalls C"* ist,
dh. ¢ : U = V := U ist ein Diffeomorphismus.

Es gilt

e(MNU)={p(z, f(x): € G} ={(z,0): x € G} =G x {0}
= (G xR") N (R* x {0}) =V N (R* x {0})

Also ist T'( f) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY.

Das untypische Feature an diesem Beispiel ist, dass wir mit einer einzigen Karte
(offene Menge U) die ganze Untermannigfaltigkeit abdecken konnen.

Als konkretes typischeres Beispiel betrachten wir die n-Sphire
St ={xr e R ||lz|, =1}

und behaupten, dass S™ eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™** ist.
Wie schon am Kreisbeispiel (S*) gesehen, ist S™ nicht Graph einer Funktion.

Wir kénnten diese Behauptung hier direkt auf Grundlage von Definition 13.21
beweisen. Stattdessen betrachten wir der Ubersichtlichkeit halber nur den Fall
n = 1, also S' C R?. Wir werden spiter sehen, dass die Behauptung auch fiir
allgemeines n stimmt.

Der obere/untere Halbkreis ST := S N {(z1,72) € R?: 4 x5 > 0} ist der
Graph der Funktion fiy : (—=1,1) — R, fi(z1) := £+4/1 — 2%. Nach dem
vorigen Beispiel sind S} also eindimensionale Untermannigfaltigkeiten von R?,
d.h. die Bedingungen aus Def. 13.21 sind fiir Punkte z = (21, 72) € S’ mit
x9 # 0 erfiillt.

Dieses Argument greift aber nicht fiir die beiden Punkte (£1,0). Wir betrachten
deshalb auch den linken/rechten Halbkreis S := S* N {(z1,29) : + 21 > 0}.

Betrachten wir die Funktionen fu : (—=1,1) = R, fi(z2) := £+/1 — 22, so
sehen wir

P(fe) ={(z2, fe(z2)) 1 —1<ay <1} ={(z2,71) €R*: (21,2) € S} },

dh gflc = {(]Ei(xz),.flfg) : — 1 < 9 < 1} ist gleich dem Graphen einer C'-
Abbildung bis auf Vertauschung der Koordinaten. Ganz analog zum ersten Bei-
spiel ldsst sich nun zeigen, dass die Bedingungen aus Def. 13.21 erfiillt sind.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass S' C R? eine eindimensionale Unterman-
nigfaltigkeit ist. In diesem Fall haben wir mehrere Kartengebiete benétigt, um die
Mannigfaltigkeit abzudecken.
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¢) Die Dimension k einer Untermannigfaltigkeit des R? ist per Definition eine Zahl
in {1,...,d} (man kénnte auch 0-dimensionale Untermannigfaltigkeiten be-
trachten, aber das ist nicht sehr interessant). Betrachten wir den Fall £ = d und
behaupten, dass M C R genau dann eine d-dimensionale Untermannigfaltig-
keit ist, wenn M offen ist.
Beweis: Sei M C R? offen und x € M. Wir wihlen (siche Def. 13.21) U :=
V := M und ¢ := id);. Dies ist offenbar ein Diffeomorphismus, und

o(MNU)=M=MNR

(beachten Sie, dass die {0} C R?* in Def. 13.21 hier wegen k = d entfillt).

Also ist M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Sei andersherum M C R? eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit und = €
M. Dann gibt es offene Mengen # € U C R? und V' C R? und einen Dif-
feomorphismus ¢ : U — V mit (U N M) = VNRY =V = p(U). Also
UN M = U, dh wir haben U C M. Also haben wir eine offene Umgebung U
von x gefunden, die ganz in M liegt, dh M ist offen.

Sie kénnen sich den Diffeomorphismus ¢ : U — V als Beschreibung “lokaler Koordinaten”
fiir M vorstellen, indem Sie die kartesischen Koordinaten in V' N (R* x {0}) (Linien [, auf
denen alle z; bis auf eines konstant sind) zu den Urbildern ¢! () auf M zuriickziehen.

Zeigen Sie, dass jeder affine Unterraum M des RY eine Untermannigfaltigkeit des R4 ist. Die
Dimension von M als Untermannigfaltigkeit ist gleich der Dimension von M als affiner Unter-
raum.

Es ist auch instruktiv, Beispiele von Mengen zu sehen, die keine Untermannigfaltigkeiten sind.

Beispiel 13.23.
a) Die Gerade G := {(z,z — 10,0) : x € R} ist als Graph einer C"'-Funktion

R — R? eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R3, und S? ist eine
zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R?. Die Vereinigung M := G'U S?
ist keine Untermannigfaltigkeit von R3. Beachten Sie, dass die Dimension k von
einer Untermannigfaltigkeit M fiir alle Punkte x € M gleich sein muss.

b) Die Menge M := ({0} x R)N(R x {0}) (Vereinigung der z-Achse und y-Achse)
ist keine Untermannigfaltigkeit des R?. Das Problem ist hier der Schnittpunkt
(0,0).

Durch Betrachtung von Punkten ungleich (0, 0) sehen wir, dass M/ hochstens eine
eindimensionale Untermannigfaltigkeit sein kann. Wire das so, so gibe es eine
(0,0) enthaltende offene Menge U C R?, eine weitere offene Menge V' C R?
und einen Diffeomorphismus ¢ : U — V mit (M NU) =V N (R x {0}).
Dann enthilt U Punkte der Form (x,0), (0,y) mit z,y # 0. Wir haben also
¢o(x,0) = (a,0), ¢(0,y) = (b,0) mit a,b # 0. Dies ergibt einen Widerspruch
zur Bijektivitit von .
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Im Folgenden sind wir vor allem an Niveaumengen von C*'-Funktionen f : G C RY — R"
interessiert. Damit sind Urbilder der Form f~*({y}) gemeint, die die bereits vorher betrach-
teten Hohenlinien verallgemeinern.

Wir betrachten zunichst kurz den einfachen Fall, dass f : R? — R™ linear ist. Sei y € R".
Dannist f'({y}) = {z € R?: f(x) = y} die Losungsmenge des linearen Gleichungssys-
tems f(x) = y. Falls f surjektiv ist (d.h. falls rang f = n), so ist diese Menge sicher nicht
leer, und in diesem Fall ist f~!({y}) ein affiner Unterraum der Dimension d — n, also eine
(d — n)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?.

Fiir nicht lineare C'*-Abbildungen erwarten wir, dass das Differential (D f)(x) zu einem ge-
wissen Grad die Rolle der linearen Abbildung tibernehmen wird. Wir werden deshalb an
surjektiven Differentialen (= Differentialen mit vollem Rang) interessiert sein und machen

die folgende Definition.

Definition 13.24. Sei G C R? offen und f € C1(G,R").

a) Ein regulirer Punkt von f ist ein Punkt * € G mit rang(Df)(z) = n. Ein
kritischer Punkt von [ ist hingegen ein Punkt © € G, der nicht regulir ist (also
rang(D f)(x) < n erfiille).

b) Ein regulirer Wert von f ist ein Punkt y € R™ mit rang(Df)(x) = n fiir alle
z € [ ({y})-

Bemerkungen:

* Beachten Sie, dass alle y € R", die nicht im Bild von f liegen, regulir sind. In diesem

Fall ist f~*({y}) = 0 leer, enthilt also keine kritischen Punkte.
¢ Da die lineare Abbildung (D f)(z) € Hom(R? R") Rang in {0, ...,d} hat, gibt es

fir d < n keine reguliren Punkte.

* Im Zusammenhang mit lokalen Extrema hatten wir in Kapitel 12 differenzierbare Funk-
tionen f : G — R betrachtet und einen Punkt x € G kritischen Punkt genannt, falls
(Df)(x) = 0 (Def. 12.45). In diesem Fall gilt natiirlich rang(D f)(z) = 0, der Punkt
ist also auch kritisch im Sinne von Definition 13.24. Da das Differential einer skalaren
Funktion f : G — R an einem Punkt 2 nur Rang 0 oder Rang 1 haben kann, und
rang(D f)(x) = 0 genau dann wenn (D f)(x) = 0, passen beide Definitionen zusam-
men. Definition 13.24 ist aber allgemeiner, da sie sich nicht auf skalare Funktionen
beschrinkt.

Wir zeigen nun, dass die Niveaumengen regulirer Werte von C L_Funktionen Untermannig-
faltigkeiten sind. Der Beweis ist eine weitere Anwendung des Satzes iiber die Umkehrfunktion.

Satz 13.25 (Satz vom reguliren Wert). Sei G C R? offen, f € CY(G,R"), und
y € f(QG) ein regulirer Wert. Dann ist f~*({y}) eine (d — n)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R

Beweis. Sei a € f~'({y}). Da y ein regulirer Wert ist, hat (D f)(a) vollen Rang, also
rang(D f)(a) = n. Die (n X d)-Jacobimatrix hat demnach n linear unabhingige Spalten.
Da ein Permutieren von Koordinaten die Untermannigfaltigkeits-Eigenschaft nicht dndert,
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diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die hinteren (rechts ste-
henden) n Spalten von J,(f) linear unabhingig sind. Wenn wir J,(f) = (A B) mit einer
(n x (d — n))-Matrix A und einer (n x n)-Matrix B schreiben, so ist

detB:det(gg(a)) L #0.

j=d—n+1,....d

Wir betrachten die C''-Funktion
@ G — Rd? 90(37) = (xla v 7xdfn7f1(x) — Y1y .. 7fn(x) - yn)

An der Stelle x = a ist die (d X d)-Jacobimatrix von ¢

:I]‘ —n Oan
Ju(p) = ( B )

Die Determinante der Jacobimatrix ist also det(.J,(¢)) = det B # 0. Also diirfen wir den
Satz von der Umkehrfunktion (Satz 13.11) verwenden und schlieflen, dass ¢ um a lokal
invertierbar ist. Es gibt also eine offene Umgebung U von a, so dass p|y : U — ¢(U) ein
Diffeomorphismus ist. Das ist unsere lokale Karte, denn bei = a verschwinden die letzten
n Komponenten von ¢(a), also

o(f "y NU) ={(z1,...,24-0,0,...,0): 2 € U} = (R*"™ x {0}) N (V).

Daa € f~*({y}) beliebig war, folgt, dass f~*({y}) eine (d — n)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R ist. ]

Fiir die Belange von Analysis 2 ist dieser Satz unsere beste Quelle von Untermannigfaltig-
keiten des R?. Wir verdeutlichen dies an einigen Beispielen (und weiteren Beispielen in den
Ubungen).

Beispiel 13.26.

a) Wir hatten schon behauptet, dass die n-Sphire S™ eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R" " ist. Fiir allgemeines n steht ein Beweis noch aus. Aber
mit dem Satz vom reguldren Wert ist es sehr einfach: Wir betrachten die Funk-
tion” w : R"™™ — R, w(z) = ||z|| = 23 + ... + 22, die offenbar glatt
ist (Polynom). Das Differential von w ist (Dw)(z) = 2x (als lineare Abbildung
heif$t das (Dw)(z) : v — 2(x,v)), was nur fiir = 0 nicht surjektiv ist.

Betrachten wir r > 0, so enthilt das Urbild w™!({r}) nicht den Punkt 0. Also ist
jedes > 0 ein regulirer Wert von w. Da S™ = w™!({1}), folgt mit dem Satz vom
reguliren Wert, dass S™ eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ " ist.

b) Sei f : R? — R, f(z,y) := 2* — y. Dann ist das Differential (Gradient)
(Df)(z,y) = (42%,—4y?) genau dann 0, wenn (z,y) = (0,0). Fiir ¢ # 0
sehen wir wegen (0,0) € f~'({c}), dass c ein regulirer Wert ist. Nach dem Satz
vom reguldren Wert ist

M, = {(z,y) : :L’4—y4:c}, c#0,
eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R2.

Wie sieht es fiir ¢ = 0 aus? Wir haben My, = f~1({0}) = {(z,2): = €
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R} U {(z,—z): x € R}. Wie in einem vorigen Beispiel besteht diese Menge
aus zwei sich schneidenden Geraden und ist deshalb keine Untermannigfaltigkeit
von R2,

“Dieser Name sei deshalb gewihlt, weil der schone Buchstabe omega w (Grofbuchstabe: ) bisher leider
noch nicht in der Analysis-Vorlesung eingesetzt wurde.

Wir haben nun ein grundlegendes Verstindnis von Untermannigfaltigkeiten des R?. Grob
gesprochen sind dies “differenzierbare” Kurven, Flichen, Hyperflichen im R?. Differenzier-
barkeit hat immer mit affiner Approximierbarkeit zu tun. Insofern wird es nicht verwundern,
dass wir Tangentialriume an Untermannigfaltigkeiten legen konnen.

Wir betrachten hier stets C*-Diffeomorphismen und C 1—(Unter—)mannigfaltigkeiten. Allgemei-
ner kann man fiir n € N U {00} ganz analog C"™-Diffeomorphismen und C"-(Unter-)Mannig-
faltigkeiten definieren. Je héher n, desto hoher die Reguldritit dieser Objekte. Das natiirlichste
Setting ist das der glatten Mannigfaltigkeiten (C°°), auf die wir hier aber nicht weiter eingehen.

Definition 13.27. Sei M C R? eine Untermannigfaltigkeit von R und x € M. Ein
Vektor v € R? heifdt Tangentialvektor von M in x, falls es ein € > 0 und eine stetig
differenzierbare Kurve v : (—¢,¢) — M mity(0) = x und 7/(0) = v gibt. Die Menge
T, (M) aller Tangentialvektoren von M in x heifSt Tangentialraum von M in x.

Die geometrische Anschaung ist, dass der affine Unterraum x + 7', (M) eine Tangente/ Tan-
gentialebene/ hoherdimensionale Verallgemeinerung einer Tangente an die Mannigfaltigkeit
M im Punkt x € M ist. Die Situation ist analog zu der des Graphen M := I'(f) einer
Funktion f : R — R: Fiir z := (zo, f(20)) € I(f) ist 2 + To.(M) = {(a, f'(x¢)a) +
(2o, f(xo)) : a € R} die I'(f) in 2 tangential berithrende Gerade, und

T,(M) ={(a, f'(z0)a) : a € R}
die Gerade, die parallel zur Tangente und durch den Ursprung (0, 0) verlduft.

Zuerst zeigen wir, dass T, (M) tatsichlich ein Vektorraum ist.

Satz 13.28. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?, und v € M.
a) Ty(M) ist ein k-dimensionaler Untervektorraum von R,

b) It o : U =V eine Umgebungskarte bei x € U, so gilt

T:(M) = (Dg)(z) " (R x {0}).

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass (Dy)(x) invertierbar ist, da ¢ ein Diffeomorphismus ist
(siche Lemma 13.7). Die in b) behauptete Gleichung T,(M) = (Dy)(z) ' (R* x {0})
impliziert insbesondere, dass T},(M) ein k-dimensionaler Untervektorraum von R? ist, also
Aussage a).

Sei nun vy : (—e,g) — M N U eine C'-Kurve mit y(0) = z, und v := 7/(0) € R% Nach
Definition von 7T, (M) bedeutet das v € T,(M ). Fiir den transformierten Weg

pov:(—ge) = pMNnU)=Vn(R*x{0})
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haben wir

(0.07)(0) = lim ~ (p(1(1)) — p(7(0))) € R* x {0}.

t—0 t

Andererseits gilt nach Kettenregel

(¢ 07)'(0) = (Dg)(7(0))7'(0) = (Dg)(x)v.

Da (Dy)(x) invertierbar ist, folgt v € (D) (z) ! (R* x {0}). In der Gleichung in b) haben
wir also die Inklusion “C” gezeigt.

Fiir die umgekehrte Inklusion “2” betrachten wir v € (Dy)(x) ' (R* x {0}) und die Kurve
t— @(x)+t- (Dp)(z)v. Dap(U) offen ist, gibt es € > 0, so dass p(x) +t - (Dyp)(z)v €
o(U) fiir alle t € R mit |t| < e. Wir kénnen also die Kurve

vi(=ee) > M, () =97 (e(z) + T (Dp)(x)v)

betrachten. Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist 7 eine C*-Kurve. Die Ableitung von 7 bei
t = 0 ist (mit Ableitung der Umkehrfunktion, (D¢)(z)™' = (Do) (p(x)))

7(0) = (De™ ") (p(x) + 0+ (Dp)(x)v) o (Dep)(z)v = (D)~ (z)(Dep) (x)v = v.
Das zeigt v € T, (M) und schliefSt den Beweis ab. O]

Wir interessieren uns in den nachfolgenden Anwendungen vor allem fiir Untermannigfaltig-
keiten, die Urbilder von reguliren Werten von C L_Funktionen sind. Deshalb bestimmen wir
die Tangentialrdume in diesem Fall noch expliziter.

Lemma 13.29. Sei G C R? offen, f € CH(G,R"), undy € f(Q) ein regulirer Wert
von f. Fiirx € M := f~*({y}) ist der Tangentialraum

T.(M) = kex(Df) ()

der Kern des Differentials von f am Punkt x.
Beweis. Seiv € T,(M) und ~y : (—¢,e) — M eine Kurve mit v(0) = 2 und 7/(0) = v. Da
M = f~'({y}), haben wir dann f(v(t)) = y fiir alle ¢. Differenzieren dieser Gleichung nach

t ergibt 0 = (D f)(y(t))7'(t), und durch Einsetzen von ¢ = 0 erhalten wir (D f)(x)v = 0,
d.h. v € ker(Df)(z). Dies zeigt T,.(M) C ker(Df)(z).

Wir wissen, dass T, (M) C ker(D f)(z) ein Untervektorraum der Dimension (d—n) ist. Dax
ein regulirer Punket von f ist, ist (D f)(z) : R? — R™ surjektiv. Nach der Dimensionsformel
gilt also

dim(ker(Df)(z)) = d — rang(Df)(z) = d — n = dim(T,(M)).

Das impliziert T, (M) = ker(D f)(z). O
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Beispiel 13.30.

a) Wir bestimmen den Tangentialraum an die n-Sphire M = S™ C R™*! in einem
Punkt x € S™. Da S" = f~1({1}) mit f : R"™ — R, f(x) = ||z|? mit
(Df)(x)v = 2(x,v), erhalten wir

T,(S") = ker(Df)(z) = {v € R"™ : (x,v) =0} = {2}~

Der Tangentialraum ist das orthogonale Komplement des Vektors =, was genau
zu unseren geometrischen Anschauung einer Sphire passt.

b) Im Beispiel 13.26 b) hatten wir M = f~!({c}) fiirc # Ound f(z,y) = z* —y*
betrachtet. Das Differential ist (D f)(x,y) = 4(2?, —y?), mit Kern

Tiway(M) = ker(D f)(z,y) = {(u,v) € R* : 2°u—y’v =0}

Dies ist eine Gerade (z, y sind fest, u, v sind die Koordinaten des Punktes auf der
Gerade).

13.5 Extrema unter Nebenbedingungen

In diesem letzten Abschnitt wollen wir eine wichtige Anwendung von Untermannigfaltigkei-
ten auf die Frage von Extrema unter Nebenbedingungen besprechen. In Abschnitt 12.6 hatten
wir uns bereits lokale Extrema von differenzierbaren skalaren Funktionen f : U — R angese-
hen, die auf offenen Teilmengen U C R? definiert sind. Hiufig méchte man aber nicht lokal
extremale Funktionswerte f(z) bestimmen, wenn das Argument x € U beliebig ist, sondern
gleichzeitig eine Nebenbedingung an x fordern. Die Form der Nebenbedingung ergibt sich
aus der Aufgabenstellung, wird aber jeweils eine Gleichung sein, die x zu erfiillen hat.

Beispiel 13.31. Wir mochten die lokalen Extrema von f : R? — R, f(zy,13) =
x3 — 3 unter der Nebenbedingung 2 + 23 = 4 bestimmen. Das heiflt, wir schrinken
f auf die Menge aller (1, 7o) ein, die 72 +x3 = 4 erfiillen (nach dem Satz vom reguliren
Wert bilden diese (1, z2) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit A/ des R?) und

fragen nach den lokalen Extrema von f|y.

Fiir besonders einfache Nebenbedingungen, zum Beispiel fiir z1 + 23 = 4 (statt 27 +

x3 = 4) lisst sich die Nebenbedingung nach einer der Variablen auflésen, in diesem

Fall als 21 (22) = 4 — 3. Dann miissen wir nur die Nebenbedingung in die Funktion
einsetzen und die lokalen Extrema der Funktion

g(w2) == fla1(x2), 22) = (4 — 23)° — a3
mit den Kriterien aus Abschnitt 12.6 bestimmen.

In den meisten Fillen ist eine solche Auflosung der Nebenbedingung aber nicht méglich.

Nach diesem motivierenden Beispiel definieren wir genau, was wir unter Extrema unter Ne-
benbedingungen verstehen.
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Definition 13.32. Sei G C R? offen, f € C*(G,R) und M eine G schneidende Un-
termannigfaltigkeit des RY. Ein Punkt v € M NG heiflt lokales Maximum (Minimum)

von f unter der Nebenbedingung M, wenn ein § > 0 existiert, so dass f(z) < f(xo)
(f(z) > f(xg)) furallex € M NG mit ||z — x| < I gile.

Zuerst geben wir ein notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema unter allgemeinen Nebenbe-
dingungen an.

Lemma 13.33. Sei M eine Untermannigfaltigkeit des R¢, G C R offen, G N M # 0,
und [ € CY(G,R). Hat f inxq € G N M ein lokales Extremum, so steht der Gradient
(V) (o) senkrecht auf dem Tangentialraum T, (M ).

Beweis. Fiir beliebiges v € T,,,(M) miissen wir zeigen, dass ((V f)(xo),v) = 0 gilt.

Sei v € Ty, (M), dh es gibt eine C*-Kurve v : (—¢,e) — M N G mit v(0) = z¢ und
~'(0) = v. Da y nach M N G abbildet und f in z ein lokales Extremum hat, hat auch
fovy:(—e,e) = Rein lokales Extremum bei t = 0. Also verschwindet dort die Ableitung,

0= (f2)(0) = ((V/)(7(0)),7(0)) = ((Vf)(x0),v).
O

Ein sehr praktisches Resultat erhalten wir, wenn wir annehmen, dass die Nebenbedingung M
eine Niveaufliche eines reguliren Wertes einer C''-Funktion ist.

Satz 13.34 (Methode der Lagrange-Multiplikatoren). Sei G C R? offen, f € C*(G,R)
und g € CY(G,R") sowiey € g(G) ein regulirer Wert von g. Falls f in vy € M :=
9 ({y}) ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung M hat, so gibt es \y, ..., \, €
R mit

(V) (o) = Z Ai(Vg;) (o).

Die Zahlen \; heiflen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Aus Lemma 13.33 wissen wir, dass der Gradient (V f)(z¢) senkrecht auf 77, (M)
steht. Betrachten wir das orthogonale Komplement 7}, (M)* = {v € R?: v L T, (M)}.
Dies ist, genau wie T}, (M), ein Unterraum von R%. Die Dimension des orthogonalen Kom-
plements ist (siche Lineare Algebra)

dim T}, (M) =d — dim T,,,(M) = d — (d —n) = n,
wobeiwirdim 7, (M) = dim M = d—n verwendet haben (siche Satz 13.25 und Satz 13.28).

Wir zeigen nun, dass die Vektoren (Vg;)(z0), j = 1,. .., n, eine Basis von T}, (M) bilden;
dann folgt die Behauptung direkt als Basisentwicklung von (V f)(zg) € Ty, (M)=.
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Aus Lemma 13.29 wissen wir Ty,(M) = ker(Dg)(xq). Also liegt ein Vektor v € R? in
T, (M) genau dann, wenn

(Vgi)(zo)\ [ (V1) (o)™, v)
0= (Dg)(zo)v = : = : )
(Vgn)(z0) ) \vn ((Vgn)(z0)",v)

hier haben wir verwendet, dass der Gradient (Vg;)(x¢) der j-ten Komponente von ¢ die j-te
Zeile der Jacobimatrix von g ist.

An dieser Rechnung erkennen wir, dass v in T}, (M) liegt genau dann, wenn ((Vg;)(zo)", v) =
0 firalle j € {1,...,n} gilt. Also haben wir (Vg;)(xo) € Ty (M)* fiir alle j. Da x ein
regulirer Punkt von g ist, hat (Dg)(z) vollen Rang n. Das bedeutet (siche Lineare Algebra),
dass die Jacobimatrix J,,(g) genau n linear unabhingige Zeilen hat. Diese Zeilen sind die
(Vg;)(x0). Dasie alle in T}, (M )™ liegen, bilden sie eine Basis von 7}, (M )* und der Beweis
ist abgeschlossen. ]

Wir erldutern die Methode an zwei Beispielen.

Beispiel 13.35. Wir betrachten die Funktion f : R? — R, f(x,y) = x - y, und fragen
nach den Extrema von f auf dem Kreis S* = {(z,y) € R* : z* + y* = 1}.

Die Mannigfaltigkeit M := S* ist Urbild des reguliren Wertes 1 der Funktion g(z,y) :=
x? + y%. Wir kénnen also Satz 13.34 verwenden und wissen, dass an jedem lokalen Ex-
tremum (Zo, Yo) von f unter der Nebenbedingung S* ein A € R existiert, so dass

(V) (xo,y0) = MVg)(xo,yo) (in diesem Fall hat g = g; nur eine Komponente). Das
heifSt konkret

2 \x
() ) = () = AT ) = (G0
Wir erhalten also die drei Gleichungen

Yo = 2/\1‘07
To = 2)\?/07
:133 + yg =1 (die Nebenbedingung).

Setzen wir die ersten beiden Gleichungen in die Nebenbedingung ein, so erhalten wir
1= x% + yg = (2/\yo)2 + (2/\x0)2 = 4)\2(30(2) + yg) = 4)\?,

was A = :t% impliziert. Nun ergeben die ersten beiden Gleichungen z¢ = £y, einge-
setzt in die Nebenbedingung 1 = 2 + y2 = 222, also |zo| = |yo| = \/Li
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Die Losungen sind also die vier Punkte

1
$0:?/0:—2,
1
xozyoz—ﬁ,
1
370:—3/0:%7

1
Lo = —Yo = —ﬁ'

An diesen vier Punkten kénnten lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung S*
vorliegen (miissen aber im Allgemeinen nicht). Die Funktionswerte an diesen Punkten
sind

Wir wissen, dass 51 C R? kompakt ist (also abgeschlossen und beschrinkt. Beweis zur
Erinnerung: Die Punkte p = (z,y) € S! etfiillen ||p|l2 = 1, also ist S offenbar
beschrinkt. Ist (p,) C S* eine in R? konvergente Folge, so gilt ||p,||2 = 1 fiir alle n,
wegen der Stetigkeit der Norm also auch || lim,, p, ||2 = lim,, ||p,||2 = 1, d.h. lim,, p,, €
S*. Also ist S abgeschlossen.)

Da f stetig ist (sogar C'), nimmt f|s1 ein Minimum und Maximum an (Satz 9.17).

Also hat f|s1 mindestens ein lokales (sogar globales) Maximum, und mindestens ein

lokales (sogar globales) Minimum. Diese miissen nach der obigen Argumentation an

einigen der vier berechneten Punkte angenommen werden. Da die Funktionswerte dort
1 1

+1 sind, folgt, dass bei (\/Li, \/Li) und (_\/Li’ —\/Li) lokale Maxima und bei (75, —75)

und (—\%, \%) lokale Minima vorliegen.

Praktische Anwendung des Lagrange-Verfahrens: Dieses Verfahren ldsst sich am besten so
merken: Gegeben eine skalare C'-Funktion f : G C R? — R (mit G offen), so schreiben
wir die Nebenbedingung als System von Gleichungen g;(z) = 0,. .., g,(2) = 0 (mit C*-
Funktionen gy, ..., gn : G — R, so dass 0 ein regulirer Wert von g = (g1, ...,9,) : G = R")
ist. Dann betrachten wir die von den Variablen und den Lagrange-Multiplikatoren abhingige

Hilfsfunktion? JL : G x R" — R,
JL(z1, .o Zas My ey A) = (21, mg) + Mgi (2, .o ) + oo+ Angn (T, - -0, 24)

und bilden die partiellen Ableitungen %Li, it =1,...,d und %’ 7 = 1,...,n. Sie setzen

dann alle diesen partiellen Ableitungen = 0 (Uberzeugen Sie sich, dass dies genau die Be-
dingung aus Satz 13.34 ist!) und bestimmen die Losungen dieses Gleichungssystems. Nur an

#JL” zu Ehren von Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), dem wir nicht nur den Satz iiber die Lagrange-
Multiplikatoren, sondern noch sehr viel mehr Ergebnisse verdanken, zB das Lagrangesche Restglied der
Taylorentwicklung, die Euler-Lagrange-Gleichungen, die Lagrangesche Mechanik, den Satz von Lagrange
aus der Gruppentheorie, und die Lagrange-Punkte der Himmelsmechanik.
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den sich ergebenden Losungen (1, ..., 24) (die Lagrange-Multiplikatoren interessieren dann
nicht mehr) kénnen lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung g vorliegen. Durch
weitere Argumente (zB stetige Funktion auf Kompaktum nimmt Maximum/Minimum an)
konnen Sie dann ggf. priifen, ob dies tatsichlich lokale Extrema sind.

Beispiel 13.36. Wir fragen uns nach dem Maximum und Minimum (falls es existiert)

der Funktion f : R® — R, f(x,9,2) = 5x + y — 3z auf dem Schnitt der Ebene
r + y + z = 0 mit der Kugeloberfliche 22 + y* + 2% = 1.
In diesem Fall haben wir die Nebenbedingungsfunktion

. 3 2 . r+y+=z
gR _)R7 g(xay7z)_(x2+y2+22_1>a

die so formuliert ist, dass die Nebenbedingung g(z, y, z) = 0 entspricht. Zuerst priifen
wir, ob 0 ein regulirer Wert von g ist: Die Jacobimatrix von g ist

D)= (5, 5, 5.)-

Diese Matrix ist surjektiv, dh hat Rang 2, falls es zwei linear unabhingige Spalten (oder
Zeilen) gibt. Wir sehen, dass genau fiir ¥ = y = 2 die Zeilen linear abhingig sind, dies
sind also die nicht reguliren Punkte. Aber im Urbild von 0 gilt x + y 4+ 2 = 0 (erste
Nebenbedingung), was fiir # = y = 2z einfach © = y = z = 0 impliziert. In diesem
Fall ist die zweite Nebenbedingung 2 + y* 4+ 22 — 1 = 0 aber verletzt. Deshalb enthilt
g1 ({0}) nur regulire Punkte, d.h. 0 ist ein regulirer Wert.

Damit ist die Methode von Lagrange anwendbar. Wir betrachten also die Hilfsfunktion
JL(z,y,2, A, ) =52 +y =3z + Mz +y+2)+ Xa(z2? +y2 + 22— 1)

und suchen die Losungen von

%(:ﬁ,y,z,)\l,kg) =54+ + 2\ =0,
%(w,y,z,/\l,AQ) =14+ +2)\y =0,
%(m,y, 2,1, A0) = =3+ AL+ 202 =0,
gi)\li(x,y,z,)\l,)\g)zﬂi+y+z =0,
%(m,y,z,/\l,/\g):x2+y2+22—1 =0.

Addition der ersten drei Gleichungen gibt in Verbindung mit der vierten Gleichung

3+3>\1:0 = )\1:—1.
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Eingesetzt in die ersten beiden Gleichungen gibt das
4 + 2)\2[E = 0, 2)\2y =0.
Also haben wir Ay # 0, x # 0, und y = 0. Nun besagen die letzten beiden Gleichungen

1
r=-z 2?=1 = z=+—.
V2
Setzt man diese Werte in die Gleichungen ein, bestitigt sich, dass dies wirklich Lésun-
gen sind. Die Punkte (\%, 0, ——%) und (—-,0, L) stehen also im Verdacht, lokale

V2 V22T V2
Extrema von f unter der Nebenbedingung” ¢ zu sein.

An diesen Stellen sind die Funktionswerte
f(\/iia(h_\%i) :4\/5? f(_

Da g~ !({0}) kompaket ist (diese Menge ist ja der Schnitt der kompakten Sphire S? mit
der durch 4+y+ 2z = 0 beschriebenen abgeschlossenen Ebene), nimmt f ein Maximum

und Minimum unter der Nebenbedingung g an. Also sind die oben bestimmten Werte
die Extrema, d.h.

1 _
0, 55) = —4V2.

Sl

max  f(z,y,2) = 42, min  f(z,y,2) = —4/2.

(z,y,2)€9~ {0} (z,y,2)eg~ {0}

“Die Sprechweise variiert hier etwas: Man spricht sowohl von einer Nebenbedingung M (mit einer
Untermannigfaltigkeit M C R%) als auch von Nebenbedingung g (oder g(x) = 0) falls M =

g~ '({0})

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren hat viele wichtige Anwendungen, die Sie zB in
Vorlesungen tiber Optimierung erlernen konnen. Zum Abschluss der Analysis-2-Vorlesung
wollen wir aber nicht iiber Optimierung sprechen, sondern noch einmal die Briicke zur
Schwestervorlesung tiber Lineare Algebra schlagen. Dazu geben wir einen Beweis des Thnen
bekannten Spektralsatzes fiir symmetrische Matrizen (“symmetrische Matrizen sind diagona-
lisierbar”) mit Methoden der Analysis.

Satz 13.37. Sei A € My(R) eine reelle symmetrische (d x d)-Matrix.

a) Das Maximum

A= max (z, Ax)

zeSd-1

existiert und ist ein Eigenwert von A. Jedes v € S' mit (v, Ax) = ) ist ein
zugehiriger Eigenvektor.

b) Es gibt eine aus Eigenvektoren von A bestehende Orthonormalbasis von R
Bemerkungen:

* Wir konnten das Maximum auch als max{(x, Az) : x € R, |z||y = 1} formulieren,
heben hier aber den Zusammenhang mit der Untermannigfaltigkeit S d=1 — R? hervor.
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* Schon das Ergebnis von Teil a) dieses Lemmas ist bemerkenswert: Die Eigenwerte ei-
ner Matrix sind die Nullstellen des charakeeristischen Polynoms, und iiber R muss ein
allgemeines Polynom p keine Nullstellen haben (zB p(x) = z2 + 7).

Beweis. a) Wir betrachten die Funktion f : R — R, f(z) := (x, Ax). Eingeschrinkt auf
die kompakte Untermannigfaltigkeit S?~! C R? hat f ein Maximum, d.h. das im Lemma
definierte \ existiert in R: Es gibt 7y € R? mit A = (xg, Azg). Nach dem Satz von La-
grange gilt fiir jede solche Maximalstelle zy die Gleichung (V f)(xo) = u(Vg)(xo), wobei
g(z) = ||z||3 — 1 die Nebenbedingung beschreibt und der Lagrangemultiplikator hier s
statt A genannt wird, um Verwechslungen mit dem Eigenwert A auszuschlieflen. Wir haben
(Vg)(zo) = 2x¢ und nach Aufgabe H13.2 a) (V f)(zo) = 2Ax(. Also existiert € R mit

Hxoy = Axo:

d.h. z ist ein Eigenvektor von A mit Eigenwert 1 (Lagrangemultiplikator). Nun zeigen wir
noch A = pu:

A= max f(z)= f(zo) = (z0, Azo) = p{z0, T0) = p.

xeSd—1

b) Diesen Teil beweisen wir einfach wie in Linearer Algebra: Wir schrinken die lineare Abbil-
dung A auf das orthogonale Komplement Ey des Eigenraums £\ = {z € R?Y: Az = \z}
ein. Das ist moglich, da fiir v € Fy- auch Av € Ej- gile: Fiir jedes x mit Az = Az haben wir
ja unter Verwendung der Symmetrie von A

(Av,z) = (v, Ax) = Mv,x) = 0.

Auf dem orthogonalen Komplement F;- kénnen wir nun erneut das Argument aus a) ver-
wenden. Wir finden also einen zu F) senkrecht stehenden Eigenraum E,. Da dim Ey <
dimR? = d und d endlich ist, kommen wir nach endlich vielen Schritten bei einem leeren
orthogonalen Komplement an. Nun miissen wir nur noch Orthonormalbasen der Eigenriu-

me wihlen (beliebig) und sind fertig. O

Diese Bemerkungen eignen sich fiir einen kleinen Ausblick auf weitere Vorlesungen: In obigem
Argument war es wichtig, dass die Einheitssphire in R4 kompake ist (Teil a)), und dass die
Induktion terminiert (Teil b)). Diese beiden Tatsachen liegen in der endlichen Dimension d
begriindet und stimmen fiir unendlichdimensionale Vektorriume nicht mehr. Schauen Sie sich
Beispiel 9.2 an: Die Einheitssphire in Cp,(R) ist nicht kompakt.

Wenn wir also tiber Eigenwerte von linearen Abbildungen auf unendlichdimensionalen Vektor-
riumen sprechen mochten (und es gibt sehr viele gute Griinde, das zu tun (um nur zwei Griinde
zu nennen: Losungen von Differentialgleichungen, Anwendungen in der Quantenphysik), so
werden wir uns auf einige Anderungen einstellen miissen. Diese Themen werden in Vorlesungen
tiber Funktionalanalysis und Spektraltheorie besprochen und stiitzen sich sehr auf Maf3theorie,
was ein wesentlicher Teil von Analysis 3 ist.
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