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Einleitung

Das vorliegende Skript begleitet die Veranstaltung ,,Diskretisierung und numerische Op-
timierung® im Sommersemster 2023 an der FAU Erlangen-Niirnberg. Das Skript basiert
hauptséchlich auf einem Vorlesungsskript, welches ich im Sommersemester 2019 gemein-
sam mit Prof. Dr. Martin Burger (Universitdt Hamburg) in einer ersten Version erstellt
habe und in den darauffolgenden Jahren weiter angepasst und verbessert habe.

In dieser Vorlesung werden wir einige weiterfithrende Aspekte der numerischen Math-
ematik diskutieren, ndmlich numerische Verfahren zur Loésung von Optimierungsprob-
lemen und von (gewohnlichen) Differentialgleichungen. Im ersten Teil der Vorlesung
beschéftigen wir uns mit Optimierungsproblemen, welche in vielen mathematischen
Anwendungsbereichen auftreten, von klassischen 6konomischen Problemen {iber Ma-
terialoptimierung bis hin zu modernen Problemen in der mathematischen Bildverar-
beitung und im maschinellen Lernen. Hierbei konzentrieren wir uns auf hauptsichlich
auf unbeschrankte Minimierungsprobleme der Form

min F(z),

wobei F' eine gegebene, zu minimierende Funktion ist und Q C R eine geeignete Menge
von moglichen Eingabevektoren. Methodisch kniipfen wir im Teil zur Optimierung an
die iterativen Methoden zur Lésung von Gleichungssystemen an, allerdings kommen hi-
er noch einige Aspekte dazu: Mit einem Optimierungsproblem im Hintergrund kénnen
wir die Iterationsverfahren geeignet anpassen um tatsdchlich mit jeder Iteration die
Werte einer gegebenen Funktion zu verkleinern. Dariiber hinaus werden wir geeignete
Wahlen der Schrittweite der Iterationsverfahren kennenzulernen, um die Konvergenz
gegen Minimierer oder zumindest stationdre Punkte gewahrleisten zu kénnen. Ein weit-
erer Aspekt ist die Optimierung unter Nebenbedingung und die Minimierung konvexrer
nicht-differenzierbarer Probleme, die in vielen modernen Anwendungen auftreten. Dazu
werden wir exemplarisch ein spezielles Verfahren kennenlernen.

Der zweite Teil der Vorlesung beschaftigt sich mit Losungen von gewShnlichen Dif-
ferentialgleichungen. Wir beginnen mit einfachen Anfangswertproblemen der Form

u'(t) = F(u(t),t),  u(0) = uo,



Kapitel 1 Einleitung

fiir eine unbekannte Funktion w: [0,7] — R™ und die nur fir spezielle Formen von
F:R™x[0,T] — R™ gelost werden kénnen. In einer Vielzahl von Anwendungen treten
jedoch allgemeinere Funktionen F auf, fiir die eine analytische Loésung nicht mehr
moglich ist, wie zum Beispiel bei den Newtonschen Gesetzen fiir die Dynamik von
mehr als N > 2 Teilchen (siehe das N-Kdorper-Problem [N-Korper]). Die entstehenden
Gleichungssysteme konnen dann auch beliebig grofl werden, z.B. in der Molekulardy-
namik, wo u(t) die rdumlichen Koordinaten k& € IN verschiedener Teilchen im Zeitverlauf
beschreibt und man somit Gleichungssysteme der Gréfle n = 3k erhélt. Andere klassis-
che Anwendungsgebiete gewohnlicher Differentialgleichungen sind die Modellierung von
Populationsdynamiken oder auch von Aktienmérkten, wo meist noch eine zuféllige Kom-
ponente hinzugefiigt wird und man somit stochastische Differentialgleichungen erhélt.
Fiir solche Anwendungen lassen sich im Allgemeinen nur Lésungen mittels numerischer
Verfahren approximieren, die wir in dieser Vorlesung herleiten wollen.

Die numerischen Verfahren zur Lésung von Anfangswertproblemen lassen sich unter-
schiedlich gestalten. Sie sind einerseits &hnlich zu bereits bekannten Iterationsverfahren,
nédmlich dann wenn die Ableitung durch Differenzenquotienten auf einem Gitter approx-
imiert wird. Andererseits ldsst sich ein Bezug zur numerischen Integration herstellen,
wenn man die dquivalente Formulierung als Volterra-Integralgleichung

u(t) = u0+/0tF(u(s),s) ds

benutzt und anschliefend numerische Quadraturformeln auf das Integral anwendet. Ein
wichtiger Aspekt ist in beiden Fallen die Diskretisierung, d.h. wir approximieren das
Problem in einem endlich-dimensionalen Lésungsraum, z.B. durch Werte auf einem Git-
ter. Mathematisch stellt sich dann natiirlich die Frage ob und in welchem Sinne das
diskretisierte Problem gegen das urspriingliche Problem konvergiert.

Weiterhin werden wir auch Randwertprobleme betrachten, die in spéteren Vorlesun-
gen zu partiellen Differentialgleichungen fithren werden. Ein einfaches Beispiel ist die
numerische Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung der Form

—(a(2)d(2))" + c(x)u(z) = f(z), =€(0,1),

mit vorgegebenen Randwerten u(0) = u(1) = 0. Hier miissen wir die Diskretisierung fiir
das gesamte Intervall (0,1) auf einmal durchfiihren und nicht von einem Schritt zum
Néchsten wie bei den oben beschriebenen Anfangswertproblemen. Diese Diskretisierung
liefert uns ein lineares Gleichungssystem, das wir anschlieBend mit bekannten Metho-
den der Numerik l6sen miissen. Die Abschitzung des Diskretisierungsfehlers erfordert
weiterfiithrende Methoden, welche wir im Laufe der Vorlesung kennenlernen werden.

Sollten Thnen beim Studium dieses Skripts inhaltliche oder sprachliche Fehler auffallen,
so wiirde ich mich {iber einen Hinweis per Email an daniel.tenbrinck@fau.de freuen.
Ich wiinsche Thnen viel Erfolg und viel Spafl in der Vorlesung!

Prof. Dr. Daniel Tenbrinck FErlangen, 27.10.2023



Numerische Optimierung

Optimierung ist ein omniprasentes Phdnomen, dass nicht nur in der abstrakten Welt der
Mathematik existiert. Viel mehr stellt es ein naturgegebenes Prinzip dar, welches iiberall
um uns herum zur Anwendung kommt. In der Physik beispielsweise spielt Optimierung
eine wesentliche Rolle bei der Modellierung von Energiezustdnden auf unterschiedlichen
Skalen: Molekiile formieren sich in einer Art, die die Gesamtenergie des Teilchensys-
tems unter Beriicksichtigung aller wechselseitigen Krafte minimiert. Gleichzeitig strebt
das Universum mit all seinen Planeten, Sternen und Galaxien nach einem Zustand von
maximaler Verteilung, beschrieben durch die thermodynamische Gréfle der Entropie.
Auch hier folgt die Zunahme der Entropie dem Prinzip der Energieminimierung des
Gesamtsystems. Menschen betreiben seit jeher Optimierung in den verschiedensten An-
wendungen, oft mit unterschiedlichen Motivationen. Flugzeuge werden von Ingenieuren
so entworfen und gebaut, dass sie moglichst stromlinienférmig aussehen, um damit den
Reibungswiderstand in der Luft zu minimieren und gleichzeitig den nétigen Auftrieb fiir
einen sicheren Flug zu erzeugen. Fondmanager streben danach Portfolios zu erstellen,
deren Gewinn moglichst maximal ist und dennoch Spekulationsrisiken vermeiden. Die
gesamte Automatisierung der Industrie, angefangen bei den ersten Manufakturen hin zu
modernen vollautomatischen Roboterfabriken, dient lediglich dem Prinzip der Gewinn-
maximierung durch Minimierung der Produktionskosten.

Es ist also nicht wirklich tiberraschend, dass sich ein gesamtes Teilgebiet der Ange-
wandten Mathematik mit der Theorie der Optimierung befasst und somit dazu beitragt
viele Optimierungsprobleme besser zu verstehen und zu 16sen. Im folgenden Abschnitt
wollen wir uns hauptséchlich mit der unbeschrénkten (oder: unrestringierten) Opti-
mierung beschéftigen und uns niitzliche Werkzeuge zum Loésen von numerischen Prob-
lemstellungen herleiten. Nach einer allgemeinen mathematischen FEinfihrung in Ab-
schnitt 2.1 beginnen wir in Kapitel Abschnitt 2.2 mit einer Klasse von Algorithmen,
die einer einfachen Idee folgen: die numerischen Abstiegsverfahren. In Abschnitt 2.3
behandeln wir insbesondere das Verfahren der konjugierten Gradienten, welches zur it-
erativen Losung von groflen, linearen Gleichungssystemen mit besonderen Eigenschaften
genutzt werden kann. Zum Schluss untersuchen wir in Abschnitt 2.5 zwei moderne Op-
timierungsalgorithmen zur Losung von konvexen, nicht-differenzierbaren Problemen.
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2.1 Mathematische Grundlagen

Im Folgenden wollen wir die mathematischen Grundlagen zur Untersuchung von all-
gemeinen Optimierungsproblemen einfithren. Wir folgen hierbei zu grofien Teilen der
Notation von Nocedal und Wright in [NW99]. Wir beginnen mit der Definition des
allgemeinen Optimierungsproblems, welches wir im Verlauf der Vorlesung noch weiter
konkretisieren werden.

S DEFINITION 2.1: Allgemeines Optimierungsproblem.

Sei 2 C R™ ein offenes, zusammenhéngendes Gebiet und sei F': 2 — R eine
reellwertige Funktion, welche wir Zielfunktion nennen. Unser Ziel ist es einen
unbekannten Vektor x € 2, auch Parametervektor genannt, zu finden, welcher
das folgende allgemeine Optimierungsproblem lost:

; =0 € &
min F(z) mit () ’ Z ’ (2.1)
zEQ ci(x) > 0, el
Die reellwertigen Funktionen ¢;: Q@ — R,i = 1,...,m bilden einen Vektor von

Nebenbedingungen, welcher das Optimierungsproblem restringiert. Die Indexmen-
gen £ und 7 legen hierbei fest, ob es ich bei der jeweiligen Nebenbedingung um
eine Gleichung oder eine Ungleichung handelt.

Zur Veranschaulichung betrachten wir ein zweidimensionales Beispiel fiir ein beschrank-
tes, nichtlineares Optimierungsproblem.

e BEISPIEL 2.2: Beschranktes Optimierungsproblem.

Wir betrachten das folgende mathematische Problem:

i —2)? —-1)?

min (a1 = 22 + (a2 1)
unter den Nebenbedingungen x% — 29 < 0 und x1 + 22 < 2. Wir konnen dieses
Problem in die allgemeine Form des Optimierungsproblems (2.1) umschreiben als:

min F(z) = min(m - 2%+ (2 — 12, it {0 =7t 20
zeR? z€R?2 co(z) = —x1 — 20 +2 > 0.

Hierbei gilt fiir die Indexmengen Z = {1,2} und & = (). Visualisiert man die
Niveaulinien der Zielfunktion F’ zusammen mit den Nebenbedingungen, so erkennt
man direkt, dass der globale Minimierer der quadratischen Zielfunktion F', ndmlich
r = (x1,22)7 = (2,1)7, nicht in der erlaubten Menge der Parameter liegt, welche
durch die Nebenbedingungen beschrieben ist. Trotzdem existiert ein eindeutiges
globales Minimum des beschrinkten Optimierungsproblems wie man in Abb. 2.1
sehen kann, ndmlich F(x*) =1 fiir den Minimierer z* = (2%, 23)7 = (1,1)7.
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ToDo!

Abbildung 2.1: Visualisierung der Niveaumengen der Zielfunktion F' und den Nebenbe-
dingungen c¢; und ¢z des restringierten Optimierungsproblems in
Beispiel 2.2.

Im Rahmen dieser Vorlesung wollen wir uns zunéchst auf eine bestimmte Klasse
von allgemeinen Optimierungsproblemen konzentrieren, den wunbeschrinkten oder un-
restringierten Optimierungsproblemen.

= DEFINITION 2.3: Unbeschriankte Optimierung.

Liegt ein allgemeines Optimierungsproblem der Form (2.1) ohne Nebenbedingun-
gen vor, d.h., fir die Indexmengen gilt £ = Z = (), so sprechen wir von einem
unbeschriankten oder unrestringierten Optimierungsproblem.

BEMERKUNG 2.4 (Relaxation). Haufig lassen sich restringierte Opti-
mierungsprobleme in unrestringierte Optimierungsprobleme iiberfithren, indem
man zuséatzliche Strafterme zur Zielfunktion hinzufiigt, die eine Verletzung der ur-
spriinglichen Nebenbedingungen zwar mit Kosten belegt, diese jedoch grundsatzlich
erlaubt. Hierbei spricht man auch von relaxierten Optimierungsproblemen.

Hat man beispielsweise das folgende restringierte Optimierungsproblem vorliegen

min {F(z) := e} mit c(x) =z >0,
z€R

so lasst sich stattdessen auch folgendes relaxiertes Optimierungsproblem ohne Nebenbe-
dingungen betrachten:

;réiIrRl {G(x) =e" + A (min(O,SL’))Q} )

wobei A € RT den Strafterm zur Einhaltung der Nebenbedingung gewichtet. A

Daher gehen wir fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung immer (wenn nicht anders
beschrieben) von einem unrestringierten Optimierungsproblem aus.

Neben der Unterscheidung von Optimierungsproblemen in beschrénkte und unbeschrank-
te Formulierungen, lassen sich noch weitere Kriterien zur Charakterisierung eines Opti-
mierungsproblems heran ziehen:

e Anzahl der unbekannten Parameter, z.B. grof oder klein

e Eigenschaften der Zielfunktion, z.B. Linearitat, Beschranktheit, Konvexitéat,
Stetigkeit, Differenzierbarkeit

e Charakteristik des Optimums, z.B. Sattelpunkt, lokales oder globales Opti-
mum

« Modelleigenschaften, z.B. stochastisch oder deterministisch
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Da wir uns intensiv mit der Bestimmung und numerischen Approximation von Optima
beschéftigen werden, macht es Sinn diese zuerst formal zu beschreiben.

DEFINITION 2.5: Lokales und globales Minimum.

Sei €2 C R” ein offenes, zusammenhéngendes Gebiet und sei F': () — R eine reell-
wertige Zielfunktion. Wir nennen einen Punkt z* € {2 einen lokalen Minimierer
der Zielfunktion F', falls es eine lokale Umgebung U C €2 von z* € U gibt, so dass
fiir alle x € U gilt:

F(z*) < F(z), VYxeUl. (2.2)

Den Funktionswert F(z*) € R nennen wir in diesem Fall ein lokales Minimum
der Zielfunktion F'.
Wir nennen z* € () einen globalen Minimierer von F, falls die Ungleichung
(2.2) fiir jede beliebige Umgebung U C Q gilt und somit insbesondere fir U = .
Den Funktionswert F'(z*) € R nennen wir in diesem Fall ein globales Minimum
der Zielfunktion F'.

DEFINITION 2.6: Striktes Minimum.

Sei 2 C R” ein offenes, zusammenhédngendes Gebiet und sei F': @ — R eine
reellwertige Zielfunktion. Sei €€ ein lokaler Minimierer der Zielfunktion F in
einer offenen Umgebung U C €.

Wir nennen F'(z*) ein striktes Minimum von F, falls gilt

F(z*) < F(z) VeeU\{z"}.

BEMERKUNG 2.7 (Aquivalenz von Minimierung und Maximierung). In
obiger Definition sprechen wir nur von Minima, jedoch ist klar, dass sich jedes Max-
imierungsproblem durch einen Vorzeichenwechsel leicht in ein Minimierungsproblem um-
formulieren lasst, d.h.,

max F(z) < min—F(z) =: minG(z).
e e zef)

Formal lassen sich folgende Gleichungen zeigen:

F(z) = —min—F
Be ) = SR,
argmax,co F'(x) = argmingcq —F(z).

YA

Da wir nun eine Charakterisierung von lokalen Minima haben, kénnen wir mit folgen-
dem Satz die notwendigen Bedingungen fiir solch ein lokales Minimum angeben.

10
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THEOREM 2.8: Notwendige Optimalitidtsbedingungen 1. Ordnung.

Sei 2 C R" ein offenes, zusammenhidngendes Gebiet und sei F': 2 — R eine
reellwertige Zielfunktion. Sei z* € 2 ein lokaler Minimierer von F in €2 und die
Zielfunktion F sei stetig differenzierbar in einer lokalen, offenen Umgebung U C €2
des Punkts z*.

Dann gilt VF(z*) = 0.

Beweis. Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Nehmen wir also an, dass z* €
R ein lokaler Minimierer von F' sei, jedoch aber VF(xz*) # 0 gelte. Wir wéhlen den
Richtungsvektor p € R™ mit p := —VF(z*) # 0. Es ist somit klar, dass

(p, VF(z")) = —(VF(a"),VF(a")) = ~[|[VF(")[ < 0.

Da VF nach Vorraussetzung stetig in einer lokalen Umgebung U C €2 von x* ist existiert
ein T > 0, so dass auch gilt:

(p, VF(z* +tp)) < 0, fiir alle ¢t € [0,T].
Nach dem Satz von Taylor gilt aber auch fiir jedes £ € (0, T):
F(z* +1tp) = F(z*)+ #{p,VF(z* +tp)), fiireinte (0,7).

<0

Somit gilt also F(z* + tp) < F(z*) fiir alle £ € (0,7] und wir haben offenbar eine
Richtung p € R"/{0} gefunden in der die Funktionswerte von F' abnehmen. Also ist
x* € Q kein lokaler Minimierer von F.

Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme und somit ist die Behauptung bewiesen.
O

Die fiir die Optimierung interessanten Punkte x* € €, die die notwendigen Optimal-
itdtsbedingungen aus Theorem 2.8 erfiillen, nennen wir stationdre Punkte.

DEFINITION 2.9: Stationarer Punkt.

Sei Q C R” ein offenes, zusammenhéngendes Gebiet und sei F': 2 — R eine reell-
wertige Zielfunktion. Wir nennen einen Punkt z* € () stationidren Punkt von
F . falls F' in einer lokalen, offenen Umgebung U C €2 von x* stetig differenzierbar
ist und der Punkt z* die Bedingung VF'(z*) = 0 erfillt.

Mit der Definition von stationdren Punkten lasst sich folgendes Korollar direkt ableit-
en.

KOROLLAR 2.10.

Jeder lokale Minimierer z* € Q einer Zielfunktion F': ) — R ist ein stationarer
Punkt.

11
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BEMERKUNG 2.11 (Sattelpunkte). Die Umkehrung der Aussage in Theorem 2.8
gilt im Allgemeinen nicht. Man betrachte zum Beispiel die Zielfunktion F(z) := —a3.
Diese besitzt einen stationdren Punkt in z* = 0, d.h., es gilt VF(0) = 0. Dennoch
handelt es sich hierbei nicht um einen lokales Minimierer, sondern lediglich um einen
Sattelpunkt. Aus diesem Grund handelt es sich nur um notwendige und nicht hinre-

ichende Bedingungen. YAN

Bei der Suche nach lokalen Minima einer Zielfunktion F' ldsst sich ein weiteres Kri-
terium anwenden, welches die zweite Ableitung der Funktion verwendet.

THEOREM 2.12: Notwendige Optimalitatsbedingungen 2. Ordnung.

Sei 2 C R” ein offenes, zusammenhédngendes Gebiet und sei F': @ — R eine
reellwertige Zielfunktion. Sei z* € Q ein lokaler Minimierer von F' in £ und F’ sei
zweimal stetig differenzierbar in einer lokalen Umgebung U C 2 von z*, d.h., die
Hessematrix V2F von F ist stetig in der offenen Umgebung U C  von z*.
Dann gilt VF(2*) = 0 und V2F(z*) ist positiv semidefinit, d.h., es gilt

(p,V?F(z")p) > 0  VpeR™

Beweis. In den Ubungsaufgaben zu zeigen. O

Schlussendlich wollen wir auch eine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines
lokalen Minimums angeben.

THEOREM 2.13: Hinreichende Optimalitatsbedingungen 2. Ordnung.

Sei 2 C R” ein offenes, zusammenhédngendes Gebiet und sei F': @ — R eine
reellwertige Zielfunktion. Sei z* € Q ein lokaler Minimierer von F' in {2 und F’ sei
zweimal stetig differenzierbar in einer lokalen Umgebung U C €2 des Punkts z*,
d.h., die Hessematrix V2F von F sei stetig in einer offenen Umgebung U C € von
x*. Auflerdem gelte

(i) VF(z*) = 0,
(ii) V2F(z*) ist positiv definit.

Dann ist F'(z*) ein striktes lokales Minimum von F'.

Beweis. Da die Hessematrix V2F von F stetig und positiv definit in z* € € ist nach
Voraussetzung konnen wir einen Radius 7 > 0 finden, so dass V2F(z) positiv definit ist
fir alle x € B,(z*). Fiir jeden Vektor p € R"/{0} mit ||p|| < r gilt dann nach dem Satz
von Taylor:

1
F(a* +p) = Fa")+ (p,VF(x")+=(p, V2F(z" +tp)p), firr ein ¢ € (0, 1).
NS IS/
=0
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Da ||tp|| < r ist nach Konstruktion wissen wir, dass
(p,V*F(z* +tp)p) > 0

gilt und somit schon F(z* + p) > F(z*) gelten muss. Da p € R"/{0} mit ||p||] < r
beliebig gewéhlt war handelt es sich bei F(z*) um ein striktes lokales Minimum der
Zielfunktion F. O

BEMERKUNG 2.14 (Definitheit der Hessematrix). Die in Theorem 2.13 genan-
nten Bedingungen sind hinreichend, jedoch nicht notwendig fir das Vorliegen eines strik-
ten lokalen Minimums. Dies sieht man ein, wenn man beispielsweise die Zielfunktion

F(z) := 2* betrachtet. F' besitzt ein striktes lokales Minimum in z* = 0 und es gilt
VF(0) = 0, jedoch verschwindet die zweite Ableitung V2F(0) = 0 und ist somit nicht
positiv definit. A

Eine duflerst wertvolle Eigenschaft bei der Optimierung ist die Konvexitéit einer Ziel-
funktion, da jedes lokale Optimum einer konvexen Funktion bereits ein globales Opti-
mum ist.

DEFINITION 2.15: Konvexitét.

Sei (2 C R” ein offenes, zusammenhéngendes Gebiet und sei F': () — R eine reell-
wertige Zielfunktion. Wir nennen F' konvex wenn fiir beliebige Vektoren x,y € 2
die folgende Ungleichung fiir alle 0 < o < 1 gilt:

Flaz+ (1 —a)y) < aF(x)+ (1 —a)F(y).

Anschaulich bedeutet Konvexitit einer Funktion F', dass jede Verbindungsgerade
zwischen zwei Punkten F'(z) und F(y) in diesem Intervall oberhalb des Graphen
der Funktion F' verlduft.

2.2 Abstiegsverfahren

Zu Anfang dieser Vorlesung moéchten wir eine Klasse von Algorithmen zur Optimierung
von Funktionen besprechen, die einer simplen und anschaulichen Idee folgen: die soge-
nannten Abstiegsverfahren oder auch Liniensuchverfahren (im Englischen: line search
methods). Diese wurden bereits kurz im Zusammenhang mit dem Gauss-Newton Ver-
fahren in der Vorlesung ,,Einfiihrung in die Numerik“ in [Numerik 1, Kapitel 4.5] erwahnt,
jedoch nicht ausfihrlich diskutiert. Dies wollen wir im Folgenden nachholen.

Sei im Folgenden 2 C R"™ ein offenes, zusammenhéngendes Gebiet und sei F': 2 — R
eine differenzierbare, reellwertige Zielfunktion. Die allgemeine Idee der Abstiegsverfahren
ist es nun ausgehend von einem aktuellen Punkt xj € ) einen Schritt in eine Richtung
pr € R™ zu machen, so dass der Funktionswert von F' in dem neuen Punkt x4 1 abnimmt.
Das bedeutet wir versuchen ein allgemeines Abstiegsverfahren der Form

Tpy1 = Tp +agpr, o € RT, (2.3)

13
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zu konstruieren, das in jedem Schritt den Funktionswert F'(zj) verringert bis keine
Verbesserung mehr moglich ist. Die Schrittweite ap > 0 in Richtung pr € R"™ wird
héufig in jedem Schritt des Abstiegsverfahrens neu gewahlt.

2.2.1 Gradientenabstiegsverfahren

Zuerst beschiftigen wir uns mit dem wohl bekanntesten Abstiegsverfahren, dem Gradi-
entenabstiegsverfahren (im Englischen: gradient descent (GD)). Dieses wird wegen seiner
Einfachheit fiir viele numerische Optimierungsprobleme verwendet.

Da F differenzierbar ist konnen wir dessen Gradienten in jedem Punkt z € € be-
trachten. Wir gehen im Folgenden immer davon aus, dass wir den Gradienten VF' der
Zielfunktion F' analytisch bestimmen kénnen und eine Auswertung V F'(zy,) fiir eine Folge
von Punkten (z;);eny C € numerisch durchfiithrbar ist. Wir werden also nicht versuchen
den Gradienten mit Hilfe von finiten Differenzenverfahren numerisch zu approximieren.

Der Gradient VF'(z) beschreibt bekanntlich eine Richtung des stérksten Anstiegs der
Funktion F' im Punkt z und dementsprechend zeigt der negative Gradient —VF(x) in
die Richtung des stérksten Abstiegs. Das lésst sich auch formal zeigen indem wir uns
die Taylorapproximation erster Ordnung der Funktion F' in allgemeine Richtung p mit
Schrittweite o > 0 fiir den k-ten Schritt des Abstiegsverfahren nadher anschauen. Hier
gilt ndmlich

F(xr+ap) = F(xy) +a(VF(z1),p) + O(V?F(zp)),

wobei V2F die Hesse-Matrix der Zielfunktion F' bezeichnet. Fiir kleine Schrittweiten o
wird klar, dass die Anderung der Funktionswerte von F im Wesentlichen von der Grofe
des Terms (VF(x),p) bestimmt wird. Wir kénnen also fiir eine maximale Verringerung
der Funktion F' nach derjenigen Richtung mit Einheitslinge suchen, die das folgende
Minimierungsproblem 16st:

min (VF(z),p)  mit  lpl] = 1. (2.4)
peER™
Da auflerdem gilt
(VE(zi),p) = [[VE(p)]| - llpl| - cos(6), (2.5)

wobei § der Winkel zwischen den Vektoren VF'(zy) und p bildet, konnen wir das Problem
(2.4) umschreiben zu
i VF : 0).
pmin IVE(zk)]| - cos(8)
Der Kosinus nimmt sein Minimum von cos(f) = —1 in # = 7 an. Eingesetzt in (2.5)
erhalten wir damit, dass die optimale Richtung p € R" folgenden Zusammenhang erfiillen
muss:

P @)

Da die unbekannte Richtung p € R™ aber normiert sein soll, folgt damit aber auch schon,
dass gilt

) = -1

_ VF(xk)
P = TINF@) (26)

14
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Das bedeutet, dass der Funktionswert von F' am starksten in Richtung des negativen
Gradienten abnimmt.

Da wir daran interessiert sind die Zielfunktion F' schnellstmoéglich zu minimieren,
macht es Sinn in eben dieser Richtung nach einem lokalen Minimum zu suchen. Aus
dieser Idee heraus l&sst sich bereits ein sehr simpler Algorithmus zur Minimierung von
F formulieren. Sei zg € 2 ein beliebiger Startwert. Dann kénnen wir iterativ eine Folge
von Punkten x1, xo, ... in {2 bestimmen, so dass die entsprechenden Funktionswerte von
F monoton fallen sollten:

Tp+1 = xp — VE(zp). (2.7)

Intuitiv stoppt man das Iterationsschema (2.7) sobald die Folge der Funktionswerte
F(xr) nicht mehr kleiner wird. Man sieht leicht ein, dass das simple Iterationsschema
(2.7) ein Spezialfall des allgemeinen Abstiegsverfahrens (2.3) mit einer festen Schrittweite
aj = 1 und Richtungsvektor py = —V F(zy) ist. Diese einfache Methode ldsst sich durch
folgenden Algorithmus implementieren.

—_— ALGORITHMUS 2.16: Simples Gradientenabstiegsverfahren.

function [z*, F(z*)] =gradientDescentSimple(F, VF,zg)

# Initialisierung
T = 2o
F(zg41) = —Inf

while F(zp4+1) — F(zx) <0 do
# Update in Richtung des gréfiten Gradientenabstiegs
Tpr1 = ¢ — VF (k)

end while

# Ausgabe des letzten Punktes
¥ =xp

F(a*) = F(ax)

Ungliicklicherweise ist Algorithmus 2.16 in dieser Form praktisch nicht anwendbar.
Warum dies so ist sieht man leicht an folgendem Beispiel.

s BEISPIEL 2.17: Simpler Gradientenabstieg.

Sei = R und sei F(z) := |z|. Man beachte, dass F' iiberall differenzierbar
ist, auler an der Stelle z = 0. Das eindeutig bestimmte, globale Minimum der
konvexen, nichtlinearen Funktion F' wird ebenfalls in z* = 0 angenommen.
Definiert man VF(0) := 0 in der Singularitit, so erhdlt man das Minimum z* =
0 durch Algorithmus 2.16 nur fiir Startwerte o € Z. Wéhle zum Beispiel den
Startwert zp = 0.5, so terminiert das Gradientenabstiegsverfahren bereits nach
dem ersten Schritt ohne eine gute Naherung an x* = 0 zu liefern.

15



Kapitel 2 Numerische Optimierung

Wie das Beispiel 2.17 zeigt, besteht bei dem Gradientenabstiegsverfahren in Algorith-
mus 2.16 die Gefahr einen stationdren Punkt und somit ein potentielles Minimum zu
iiberspringen. Aus diesem Grund kommt man auf die Idee die Schrittweite oz > 0 in
(2.3) geniigend klein zu wéhlen. Damit diese feste Schrittweite unabhéngig von der
Magnitude des Gradienten VF ist, normiert man in der Regel die Richtung des steilsten
Gradientenabstiegs durch die Norm des Gradienten, d.h., wir erhalten eine steuerbare
Version des Gradientenabstiegsverfahrens in (2.7) durch:

VF (x)

TiHVF(xk)H’ 7> 0. (2.8)

Tp+1 = Tk —
Das Iterationsschema (2.9) ist wiederum ein Spezialfall des allgemeinen Abstiegsver-
fahrens in (2.3) fur eine feste Schritteweite ap = 7 > 0 und den Richtungsvektor
Pk = —VF()/|[VF ()]

Es ist klar, dass durch eine kleinere Schrittweite 7 > 0 ein stationdrer Punkt z* € Q
der Zielfunktion F' immer besser angendhert werden kann. Leider erhoht sich aber
gleichzeit die benétigte Iterationszahl zur Erreichung einer erwiinschten Genauigkeit
|F'(z*)— F(xr)| < € je kleiner man die Schrittweite 7 wéhlt. Man muss also bei der Wahl
der Schrittweite einen Kompromiss zwischen Genauigkeit der numerischen Approxima-
tion und der Laufzeit des Verfahrens eingehen.

Eine weiterfithrende Idee ist es die Schrittweiten adaptiv zu wéahlen, dass heifit man
passt sie innerhalb des Iterationsschemas an die Funktionswerte von F' geeignet an. Ein
Iterationsschema, dass eine immer kleiner werdende Schrittweite oy, > 0 verwendet, lasst
sich fiir einen fest gewdhlten Reduktionsfaktor 0 < ¢ < 1 wie folgt angeben:

A g, falls F( Tk _O‘kHVFE ;H) < F(zy),
ooy, sonst. 7 (2.9)
Tk+1 = Tk — akHW-

Das adaptive Gradientenabstiegsverfahren in (2.9) ldsst sich mit folgendem Algorithmus
umsetzen.

e ALGORITHMUS 2.18: Adaptives Gradientenabstiegsverfahren. ===

function [z*, F(z*)] =gradientDescentAdaptive(F, VF, zg, g, 0,€)

# Initialisierung
Q= Qg
T = X
F(xgy1) = +1Inf

# Iteriere bis gewiinschte Genauigkeit erreicht ist
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while |F(zy1) — F(xg)| > € do
while F(x — apyVF(xr)/||VF(z1)||) > F(x) do
# Verringere Schrittweite um Faktor o
ap = oy
end while
# Update in Richtung des gréfften Gradientenabstiegs
Thp1 = 2 — gV F () /[[VF ()|
end while

# Ausgabe des letzten Punktes
¥ =
F(z*) = F(xk)

BEMERKUNG 2.19 (Zuriicksetzen der Schrittweite). In manchen Anwendungs-
fallen macht es Sinn die Schrittweite ajy1 in (2.9) in jedem Schritt wieder auf den ini-
tialen Wert ap > 0 zuriickzusetzen, um eine verbesserte Konvergenzgeschwindigkeit zu
erhalten. Dies macht vor allem dann SInn, wenn eine Auswertung der Zielfunktion F'
und ihres Gradienten VF' numerisch giinstig zu realisieren ist. A

IS
N
~

.
4,
(=}

Abbildung 2.2: Approximation des Minimierers einer Funktion F' in zwei Variablen mit
Hilfe des adaptiven Gradientenverfahrens (2.9).
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In Abb. 2.2 ist ein typischer Verlauf des adaptiven Gradientenverfahrens in Algorith-
mus 2.18 bei der Minimierung einer konvexen Zielfunktion F: R? — R zu sehen. Man
erkennt, dass die Schrittweiten immer kleiner werden, je ndher man sich dem lokalen
Minimum x, néhert. Aulerdem sieht man, dass die Richtung des steilsten Gradienten-
abstiegs immer orthogonal zu den Niveaulinien der zu minimierenden Funktion steht.

BEMERKUNG 2.20. Das in diesem Abschnitt beschriebene Gradientenabstiegsver-
fahren mit adaptiver Schrittweite o > 0 ist ein géngiger Algorithmus zur Minimierung
einer Funktion F', wenn deren Ableitung V F' bekannt und numerisch giinstig zu berech-
nen ist. Dennoch gibt es Situationen in denen es ratsam ist alternative Optimierungsalgo-
rithmen zu verwenden. Zum Beispiel ist ein hdufiges Problem des Gradientenverfahrens
die starke Verlangsamung in der Néhe eines Sattelpunktes, was zu sehr langen Laufzeit-
en des Algorithmus fiihrt. Auflerdem passiert die Minimierung einer Funktion F mit
Hilfe des Gradientenabstiegsverfahrens in der Regel entlang eines Zickzack-Pfades (siehe
Abb. 2.2), welcher in den meisten Féllen offensichtlich suboptimal ist. Aus diesen Griin-
den wollen wir uns in den néchsten Abschnitten mit alternativen Minimierungsmethoden
beschéftigen. A

2.2.2 Koordinatenabstiegsverfahren

Fine weitere Variante des in Abschnitt 2.2.1 behandelten Gradientenabstiegsverfahrens
ist das Koordinatenabstiegsverfahren (im Englischen: coordinate descent (CD)).

Die grundlegende Idee des Koordinatenabstiegsverfahrens ist es in jedem Schritt des
Iterationsschemas eine Koordinatenrichtung auszuwéhlen und einen Abstieg in diese
Richtung durchzufithren. Damit ldsst sich ein méglicherweise kompliziertes multivariates
Optimierungsproblem durch eine Reihe von einfachen univariaten Optimierungsproble-
men behandeln. Die Auswahl der Koordinatenrichtung kann entweder mit Hilfe einer
Auswahlregel, z.B. mit einem Rundlaufverfahren, oder aber zufdllig geschehen.

Wir wollen im Folgenden den Fall einer zufdlligen Wahl der Koordinatenrichtung
diskutieren. Fiir einen zufélligen Index j € {1,...,n} und den entsprechenden zufélligen
Einheitsvektor e; € R™ lasst sich das Koordinatenabstiegsverfahren schreiben als:

oF
i1 = ok — ol VE(ar),¢j)e; = zp — anz 5 (zr)e). (2.10)

Das bedeutet, dass man in jeder Iteration nur eine Koordinate des aktuellen Param-
etervektors zj € ) verandern muss. Die Schrittweite o, > 0 in (2.10) kann hierbei
dhnlich wie in Abschnitt 2.2.1 fest oder adaptiv gewdhlt werden. Das Koordinatenab-
stiegsverfahren in (2.10) mit adaptiver Schrittweite ldsst sich mit folgendem Algorithmus
umsetzen.
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= ALGORITHMUS 2.21: Koordinatenabstiegsverfahren.

function [z*, F(z*)] =coordinateDescentStochastic(F, VF, zg, ap, 0, €)

# Initialisierung
aE = O
T = X0
F(xgy1) = +Inf

# Iteriere bis gewiinschte Genauigkeit erreicht ist
while |F(z;41) — F(zg)| > € do

# Waihle zufillige Koordinatenrichtung
i = randomDraw([1 : n|)

# Berechne Ableitung in Koordinatenrichtung
pr = 52 Flaw) - e
k

while F(z; — agpi) > F(xy) do
# Verringere Schrittweite um Faktor o
ap = ooy

end while

# Update in Richtung des gréfiten Gradientenabstiegs

Tkt+1 = Tk — OkPk
end while

# Ausgabe des letzten Punktes
¥ =z

Das Koordinatenabstiegsverfahren benotigt in der Regel deutlich mehr Iterationen
als das normale Gradientenabstiegsverfahren und beschreibt hdufig noch mehr einen
Zickzack-Pfad bei der Minimierung. Dennoch bietet das Verfahren Vorteile gegeniiber
dem Gradientenabstiegsverfahren gerade in Optimierungsproblemen mit vielen Variablen
(z.B. fiir das Training eines kiinstlichen neuronalen Netzes), da jedes eindimensionale
Optimierungsproblem wesentlich leichter zu losen ist als die Berechnung des gesamten
Gradienten in jedem Schritt.

BEMERKUNG 2.22 (Blockkoordinatenabstiegsverfahren). Um den Zufallsef-
fekten und den damit verbundenen Zickzack Pfad bei der Minimierung der Funk-
tion F' durch das Koordinatenabstiegsverfahren entgegen zu wirken, kann man einen
Kompromiss zwischen der Verwendung einer einzelnen Koordinatenrichtung und dem
gesamten Gradienten eingehen. Hierbei spricht man von den sogenannten Blockkoordi-
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natenabtiegsverfahren (im Englischen block coordinate descent (BCD)). Hierbei wéhlt
man zuerst die Grofie s € {1,...,n} der Koordinatenblocke, d.h., die Grofle der Teil-
menge der verwendeten Richtungsableitungen des Gradienten VF'. Anschlieend wird
in jedem Schritt ein Block an Koordinatenrichtungen deterministisch oder zuféllig aus-
gewéhlt und in dessen Richtung minimiert. Fiir eine zufillige Wahl der Koordinaten-
blécke ergibt sich somit:

S
Thy1 = T — o Y _(VF(21), €(i))€a(i)- (2.11)
i=1
Hierbeiist o: {1,...,n} — {1,...,n} eine zufillige Permutation der Indizes 1,...,n. Es

ist klar, dass das Koordinatenabstiegsverfahren in (2.10) und das normale Gradienten-
abstiegsverfahren in (2.9) Spezialfélle des Blockkoordinatenabstiegsverfahrens in (2.11)
fiir Blockgrélen s = 1 und s = n sind. JAN

2.2.3 Stochastisches Gradientenabstiegsverfahren

Eine aktuell weit verbreitete Variante des Gradientenabstiegsverfahrens in (2.9) ist das
stochastische Gradientenabstiegsverfahren (im Englischen: stochastic gradient descent
(SGD)). Wie der Name schon verrdt handelt es sich hierbei nicht um einen deterministis-
chen Algorithmus. Das bedeutet, dass man bei mehrmaliger Anwendung des Verfahrens
bei gleichbleibenden Startbedingungen in der Regel unterschiedliche Ergebnisse in un-
terschiedlichen Laufzeiten erhélt. Was auf den ersten Blick wie ein Nachteil wirkt, kann
in manchen Fillen jedoch praktische Eigenschaften mit sich bringen. So kann die Zu-
fallsnatur des stochastischen Gradientenverfahrens dazu fithren, dass Sattelpunkte und
ungewollte, lokale Minima der Funktion durch die Folge der Punkte vermieden wer-
den. Das Verfahren findet aktuell vor allem beim Training von neuronalen Netzen bei
der sogenannten Backpropagation in verschiedenen Variationen Anwendung, da man hi-
erdurch dem bekannten Problem des Ubertrainierens des neuronalen Netzes entgegen
wirken kann.

Beim stochastischen Gradientenverfahren geht man davon aus, dass sich die zu min-
imierende Zielfunktion F': 2 — R als eine Summe der folgenden Gestalt schreiben lasst:

F(z) = Y Fi(z), firallezecQ. (2.12)
=1

Solche Zielfunktionen treten natiirlicherweise in vielen Problemstellungen auf, zum Beispiel
bei Maximimum-Likelihood Ansitzen oder der Methode der kleinsten Quadrate. Im
Bereich des maschinellen Lernens lasst sich der Trainingsfehler {iber alle Trainingsdat-
en in der Regel als eine solche Summe schreiben. In diesem Fall 14sst sich das normale
Gradientenabstiegsverfahren in (2.9) umschreiben zu:

VF(x) >oity VFi(xy)

iy = T — Okt T — Tp—Q )
T TR NI E )] BRI VE ()|

Die Idee des stochastischen Gradientenverfahrens ist es nun einen zufilligen Sum-
manden aus (2.12) zu wéhlen und nur den Gradienten beziiglich dieses Summanden zu

ag > 0. (2.13)
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betrachten. Durch diese starke Vereinfachung von (2.13) fithrt man mit einem zuféllig

ausgewdahlten Index j € {1,...,m} nun einen Gradientenabstieg der Form
VEj(x)
Thyl = Th— Qhrm—mr—, O >0 (2.14)
IV Ej ()|
durch.

BEMERKUNG 2.23. Ahnlich wie im Fall des Koordinatenabstiegsverfahrens in Kapi-
tel 2.2.2, gibt es auch beim stochastischen Gradientenverfahren die Moglichkeit einen
Kompromiss zwischen dem normalen Gradientenabstieg in (2.8) und dem auf einen Sum-
manden beschrankten Gradientenabstieg (2.14) einzugehen. Indem man eine zufillige
Untermenge von fester Grofie s € {1,...,m} von Summanden von F auswéhlt, ldsst
sich das sogenannte stochastische Minibatch-Gradientenabstiegsverfahren formulieren:

-1 vFa(z‘) (zk)

x =T —Q , o > 0.
M N IS Vo @]

Hierbei ist o: {1,...,m} — {1,...,m} eine zufillige Permutation der Indizes 1,...,m.

A

2.2.4 Newton Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns das bereits bekannte Newton-Verfahren in Erin-
nerung rufen und dieses geeignet zur Optimierung von nichtlinearen Funktionen verall-
gemeinern. In [Numerik 1, Kapitel 4.2] haben wir das Newton Verfahren zur Approxi-
mation von Nullstellen nichtlinearer Gleichungssysteme hergeleitet. Wir haben zunéchst
die Taylorapproximation einer nichtlinearen Nullstellengleichung F'(z*) = 0 von der fol-
genden Form betrachtet

0 = F(2") =~ F(z)+ F'(z)(z* — 2),

wobei F’ die als reguldr angenommene Jacobi-Matrix der differenzierbaren Funktion
F: R™ — R"™ bezeichnet. Hierauf basierend haben wir die folgende Fixpunktfunktion
als Approximation erster Ordnung angegeben:

G(zr) = z— (F'(z))"'F(z), fiir F'(x) regulir. (2.15)

Hierbei haben wir die Fixpunktgleichung als erfiillt gesehen, wenn wir ein z* € Q) ge-
funden haben, so dass fiir die Fixpunktgleichung (2.15) gilt * = G(x*). Unter dieser
Beobachtung haben wir das Newton- Verfahren als iteratives Schema zur Bestimmung
eines solchen Fixpunktes x* € ) hergeleitet:

Tp1 = xp — (F'(g)) ' F(xy),, fiir F'(xy) regulir. (2.16)

Hierfiir bendtigten wir einen geeigneten Startwert xg € €2 in einer lokalen Umgebung
U C Q des Fixpunktes z* € U.

Der folgende Satz formuliert Bedingungen fiir die lokale Konvergenz des Newton-
Verfahrens.
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THEOREM 2.24: Lokale Konvergenz des Newton Verfahrens.

Sei F': R™ — R" in einer Umgebung von T € R” stetig differenzierbar und =
sei eine Nullstelle von F' mit F(Z) = 0. Sei aulerdem die Jacobi-Matrix F’ lokal
Lipschitz-stetig und F’(Z) regulédr in der Nullstelle.

Dann existiert eine lokale Umgebung Bg(T), so dass das Newton-Verfahren fiir
jeden Startwert zp € Bpg(T) gegen die Nullstelle T konvergiert, d.h. es gilt
lim, oo T = 7.

Beweis. Siehe [Numerik 1, Satz 4.9]. O

Anstatt nun eine Nullstelle der Funktion F' zu suchen, wollen wir das Newton- Verfahren
nutzen, um eine Nullstelle des Gradienten VF' (d.h einen stationidren Punkt von F') zu
approximieren und damit die notwendigen Optimalitdtsbedingungen in Theorem 2.8
zu erfillen. Im Folgenden sei €2 C R" ein offenes, zusammenhingendes Gebiet und
F: ) — R eine differenzierbare, reellwertige Funktion. Wir betrachten wieder die Tay-
lorapproximation der Funktion F' in eine Abstiegsrichtung xp + p € Q des allgemeinen
Iterationsschemas (2.3), aber beriicksichtigen diesmal auch Terme von zweiter Ordnung:

Flap+p) = )+ (0, VF@) + 5 (0 VF@p) = mlp). (217

Unter gewissen Bedingungen an die Hessematrix V2F(x}), ldsst sich ein eindeutiges
Minimum der Modellfunktion my(p) in (2.17) bestimmen, wie folgendes Theorem besagt.

THEOREM 2.25: Newton-Abstiegsrichtung.

Sei 2 C R” ein offenes, zusammenhéngendes Gebiet. Sei aulerdem F': Q@ — R eine
in einer lokalen Umgebung eines Punktes x; € ) zweimal stetig differenzierbare
Zielfunktion, deren Hessematrix V2F(x) im Punkt x, positiv definit ist.
Dann ist der Newton-Abstiegsrichtung benannte Vektor piv € R™ mit

pr = —(V2F(x3)) 'V F () (2.18)

das eindeutige Minimum der Modellfunktion my(p) in (2.17).

Beweis. In den Ubungsaufgaben zu zeigen. O

Mit der Newton-Abstiegsrichtung in (2.18) lasst sich ein iteratives Abstiegsverfahren
fiir einen initialen Punkt xg € €0, welcher geeignet in der Néhe des stationdren Punktes
x* € Q gewahlt wird, wie folgt konstruieren:

Thpr = we+py = ap — (VPF(xx) "' VF (). (2.19)

Damit das Newton-Abstiegsverfahren in (2.19) tiberhaupt sinnvoll ist, miissen wir fordern,
dass die Hessematrix in jedem Punkt z; €  der Iterationsfolge reguldr und somit in-
vertierbar ist. Um sicher zu gehen, dass es sich tatséchlich um eine Abstiegsrichtung
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handelt miissen wir fordern, dass die Hessematrix V2F(x) nicht nur invertierbar fiir
alle x € Q der Iterationsfolge ist, sondern auch positiv definit in jedem Punkt xj ist.
Denn dann ergibt eine Taylorapproximation zweiter Ordnung die folgende Abschétzung:

F(tp1) = Flag+p)) = F<a:k>+<in,VF<mk>>+§<pév,v2F<xk>p£V>
= Flw) ~ o, P F@pl) + 5o, VE @)
= Fla) — 5 ol VEGn).

>0

Wir sehen also, dass wir einen echten Abstieg der Funktionswerte erhalten, wenn die
Hessematrix V2F(x,) positiv definit ist fiir alle 2 € Q der Iterationsfolge. Sollte die
Hessematrix nicht positiv definit in einem Punkt x; der Iterationsfolge sein, so muss
zumindest eine Abnahme der Funktionswerte vorliegen, d.h., es muss fiir die Newton-
Abstiegsrichtung gelten:

(V2F(21)) 'V F(zy), VF(z)) > 0.

Sollte dies nicht der Fall sein, so existieren Methoden um dennoch einen Abstieg zu
erzwingen, siche zum Beispiel [NW99, Kapitel 6]. Auf diese werden wir jedoch im weiteren
Verlauf der Vorlesung nicht ndher eingehen.

BEMERKUNG 2.26 (Schrittweite = und  Konvergenz). Das  Newton-
Abstiegsverfahren in (2.19) ist ein Abstiegsverfahren der Art (2.3) dessen Schrittweite
ap > 0 implizit durch die lokale Kriimmung und die Ableitung der Funktion F
bestimmt ist. In diesem Fall kénnen wir ap = 1 fiir alle & € N setzen. Das Newton-
Abstiegsverfahren konvergiert in der Regel quadratisch gegen einen stationdren Punkt
x* € Q mit VF(z*) = 0, d.h. man erreicht sehr schnell eine hohe Genauigkeit bei der
Approximation von x*. A

2.2.5 Quasi-Newton Verfahren

Im Abschnitt 2.2.4 haben wir das Newton Verfahren zur iterativen Approximation eines
stationdren Punktes z* € Q einer Funktion F' mit VF (2*) = 0 hergeleitet. Hierbei haben
wir im Gegensatz zu den vorherigen numerischen Verfahren auch Ableitungen héherer
Ordnung hinzugezogen. Dies fiihrt in der Regel zu einem verbesserten Konvergenzver-
halten im Vergleich zu den Verfahren, die nur die lokale Ableitung VF' der Zielfunktion
F verwenden.

Dennoch ist das Newton Verfahren aus numerischer Sicht noch nicht ideal, da es einige
Probleme mit sich bringt. Zuerst mussten wir fordern, dass die Hessematrix V2F(x},) in
jedem Punkt des Iterationsverfahrens positiv definit ist, da ansonsten kein Abstieg der
Funktionswerte garantiert werden kann. Zweitens muss fiir die Berechnung der Newton-
Richtung in (2.18) zuerst die Hessematrix bestimmt und anschlieend invertiert werden.
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Dies ist aus Effizienzgrinden unerwiinscht, da die Inversion einer n x n-Matrix bekan-
ntlich in O(n?) Rechenoperationen liegt (siehe [Numerik 1, Kapitel 1.1]. Da die Bestim-
mung und die Inversion der Hessematrix in jedem Iterationsschritt passieren miissen,
ist das Newton Verfahren nur eingeschrinkt empfehlenswert fiir die numerische Opti-
mierung.

Eine naheliegende Idee ist es nun die echte Hessematrix in jedem Iterationsschritt
durch eine geeignete Matrix zu approximieren, so dass der numerische Aufwand geringer
wird, d.h., wir suchen nach einer Matrix B € R"*"

By, ~ V?F(x3,). (2.20)

Damit kénnen wir die Modellfunktion my(p) in (2.17) schreiben als:

mi(p) = Fla) + (p, VE(er)) + 5 (7, B

das heifit, wir approximieren die Zielfunktion F' im k-ten Iterationsschritt entlang der
Richtung p € R” lokal durch eine quadratische Funktion. Fiir sehr kleine Schrittweiten
kénnen wir davon ausgehen, dass der Fehler dieser Approximation gering ist, da wir
davon ausgehen, dass F' stetig differenzierbar in einer lokalen Umgebung U C 2 des
stationdren Punktes z* € Q ist und fiir p = 0 die Approximation exakt ist, da gilt

m(0) = F(z).

Wenn wir fordern, dass By in (2.20) eine positiv definite Matrix ist, so lasst sich ein
Abstiegsschritt des Iterationsverfahrens (2.3) analog zur Herleitung des Newton Ab-
stiegsverfahrens in Abschnitt 2.2.4 angeben als:

Tkl = Tk + kD, pk = —By'VEF(xy). (2.21)
Die sogenannten Quasi-Newton Verfahren verfolgen diesen Ansatz.

BEMERKUNG 2.27 (Konvergenzgeschwindigkeit Quasi-Newton Ver-
fahren). Durch die Approximation der echten Hessematrix verlieren Quasi-Newton
Verfahren an Genauigkeit, wodurch ihre Konvergenzgeschwindigkeit superlinear anstatt
quadratisch ist. Dafiir gewinnen sie zusétzliche Geschwindigkeit durch die Vermei-
dung der Bestimmung und Inversion von V2F(zj). Der Vorteil der Quasi-Newton
Methoden ist es, dass man nur den Gradienten VF fiir einen Schritt des numerischen
Optimierungsverfahrens benétigt und keine expliziten Informationen iiber die zweiten
Ableitungen. Dadurch werden sie in bestimmten Problemen sogar effizienter bei

der Approximation eines stationdren Punktes als das Newton Abstiegsverfahren in
Abschnitt 2.2.4. A

Sekantengleichung und Kriimmungsbedingung

Die entscheidende Frage bei der Konstruktion eines Quasi-Newton Abstiegsverfahrens
der Form (2.21) ist es, wie die positiv definite Matrix By in jedem Schritt moglichst
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effizient bestimmt werden kann. Anstatt die Niherung By, der Hessematrix V2F(zy)
in jedem Schritt von Grund auf neu zu berechnen, wére es wiinschenswert ein initiales
By zu bestimmen, das in jedem Schritt des Iterationsverfahrens nur aktualisiert werden
muss. Hierbei ist es moglich die durch den Iterationsschritt erhaltenen Informationen
iiber den Gradienten VF zu Hilfe zu nehmen.

Wir nehmen an, wir haben bereits einen Abstiegsschritt durchgefithrt und so einen
neuen Punkt xx41 = 2 + agp erhalten. Unsere quadratische Approximation in diesem
neuen Punkt fiir eine neue Richtung p € R™ sieht dementsprechend wie folgt aus:

M+1(p) = F(r1) + (VF(Tr41),p) + %@U, By11p)- (2.22)

Es ist leicht einzusehen, dass die Modellfunktion m; im Punkt x5, € R™ zentriert ist
und fiir p = 0 mit dem Funktionswert der Zielfunktion im Punkt xj,q ibereinstimmt,
d.h., es gilt my41(0) = F(xg41).

Da wir uns bei der Wahl der positiv definiten Matrix Bj,1 noch nicht festgelegt haben,
wird durch (2.22) eine Funktionenschar beschrieben. Eine Forderung, die man nun die
Modellfunktion myg1 stellen kann, um eine sinnvolle Matrix By zu bestimmen, ist,
dass ihre Ableitung Vmy, 1 mit der Ableitung der Zielfunktion F' in den letzten beiden
Punkten z; und xy41 iibereinstimmt. Dies bedeutet, dass man die Matrix By, versucht
so zu bestimmen, dass die Modellfunktion my; die Kriimmung der Zielfunktion F' gut
approximiert. Da bereits gilt

Vmy41(0) = VEF(2p41),

ist eine der beiden Forderungen automatisch erfiillt. Fiir die zweite Forderung kénnen
wir nutzen, dass xp = Tr+1 — aipg gilt und wir erhalten somit:

VF(11) = Vimggr(—oupr) = VF(2pi1) — Braionpr. (2.23)

Durch Umstellen von (2.23) erhalten wir die Bedingung

!
VF(xps1) — VF(zp) = Brriogpe = Birg1(Tpg1 — 2p).

Eine verntinftige Wahl der Matrix By in (2.20) sollte diese Eigenschaft, auch bekannt
als Sekantengleichung, versuchen zu imitieren. Im eindimensionalen Fall mit F': Q C
R — R bedeutet die Sekantengleichung nichts anderes, als dass der Faktor By4; eine
Approximation des zweiten Ableitung von F' im Sinne eines Differenzenquotienten ist,
d.h., im Fall n =1 soll gelten:

Fiir unser allgemeines Quasi-Newton Verfahren in (2.21) suchen wir also einen Weg die
bereits bekannte Approximation der Hessematrix By ~ V2F(x}) zu einer Matrix By 1
zu aktualisieren, so dass der folgende Zusammenhang fiir den néchsten Punkt x5 € Q
erfullt wird:

Bri1sk = Yk, (2.24)
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wobei
Sk = Tk+1 — Tk, yp = VF(xp41) — VF(zp).

Es wird klar, dass diese Forderung alleine nicht geniigt fiir die Konstruktion eines Ab-
stiegsverfahrens, da die Sekantengleichung in (2.24) fiir n > 1 unterbestimmt ist, d.h.,
dass es mehr unbekannte Eintrédge der Matrix Biy; € R™*™ gibt als durch die n Gle-
ichungen festgelegt werden. Daher versuchen wir im Folgenden weitere Forderungen an
die Matrix By41 zu stellen.

Um die positive Definitheit der Matrix By, in Schrittrichtung zp1 — 2 = api €
R™ zu gewéhrleisten miissen wir fordern, dass die Vektoren y; und s; die sogenannte
Kriimmungsbedingung erfiillen:

<sk,yk> > 0. (2.25)

Dies ist eine hinreichende Bedingung fiir die positive Definitheit von By beziiglich der
Richtung axpg, da wir einfach die Sekantengleichung (2.24) von links mit dem Vektor
s1 multiplizieren kénnen und so erhalten wir mit der Forderung (2.25) schon:

(Sks Br+15k) = (sk,yk) > O.

BEMERKUNG 2.28 (Kriimmungsbedingung und Konvexitit). Falls die
Zielunktion F strikt konvex ist, so ist die Kriimmungsbedingung (2.25) fir alle
Punktepaare xp,xpr1 € € erfillt und die Matrix Bgyq wird damit positiv definit.
Fiir nichtkonvexe Funktionen hingegen muss man die Kriimmungsbedingung explizit
forcieren, um ein Abstiegsverfahren zu erhalten. A

Falls die Krimmungsbedingung (2.25) erfiillt ist, so existiert mindestens eine Losung
By41 der Sekantengleichung (2.24). Man sieht ein, dass es in der Tat sogar unendlich
viele Losungen By gibt, da eine symmetrische n x n Matrix n(n + 1)/2 Freiheitsgrade
besitzt und die Sekantengleichung (2.24) nur n Bedingungen an By stellt. Zusétzlich
erhilt man n Bedingungen an By durch die Forderung von positiver Definitheit, da
alle n Hauptminoren von Bjy; positiv sein miissen. Dies reicht jedoch nicht fiir die
eindeutige Bestimmung der Matrix By41. Hierfiir miissen wir zusétzlich fordern, dass
die Matrix By diejenige Matrix unter allen moglichen Losungen ist, die der vorherigen
Matrix By am néchsten beziiglich eines geeigneten Mafes ist. Das heifit wir suchen eine
Loésung des folgenden Optimierungsproblems:

min ||B — Bg||, unter den Nebenbedingungen:
BERnxn (2.26)

B = BT» Bsk = Yk, <pa Bp> > O,Vp € Rn/{o}’

wobei s, und yj, definiert sind wie in der Sekantengleichung (2.24). Man beachte, dass
man eine unterschiedliche Losung By41 des Optimierungsproblems (2.26) in Abhéngigkeit
der gewédhlten Matrixnorm erhélt und somit auch ein unterschiedliches Quasi-Newton
Verfahren herleiten kann.
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Das Davidon-Fletcher-Powell Verfahren

Im urspriinglich im Jahr 1959 von Davidon vorgeschlagenen Verfahren [Dav59] (das
im Ubrigen bei der Erstbegutachtung abgelehnt wurde) wihlt man fiir die Norm im
Optimierungsproblem (2.26) eine gewichtete Frobeniusnorm der Form

|Allw = |[W2AW 3 ||p.

Die Gewichtungsmatrix W dient dazu, dass das implizierte Quasi-Newton Verfahren
zur Approximation eines stationdren Punktes x* € ) skalierungs-invariant wird. Hierzu
wéahlt man eine beliebige Matrix fir die die Relation Wy, = s, gilt, d.h., eine Matrix W,
die sich wie die Inverse der Matrix B in (2.26) verhélt. Ein konkretes Beispiel fiir solch
eine Gewichtungsmatrix wiare W := G,;l, wobei G}, die durchschnittliche Hessematrix
von F' entlang des letzten Abstiegsschritts von x; — xg1 ist mit

1
Gy = / VZF(JZk + tagpy) dt.
0

Mit der konkreten Wahl dieser Gewichtungsmatrix W = G;l wird die gewichtete Frobe-
niusnorm dimensionslos und man erhélt eine eindeutige Losung des Optimierungsprob-
lems (2.26) wie folgt:

1

Bry1 = (I —vykst)Be(I — veskyl) + meyryl,  mit 9 = PRPAE (2.27)

Die Gleichung (2.27) wird auch DFP-Schritt genannt, da sie zuerst von Davidon
vorgeschlagen und spéter von Fletcher und Powell untersucht und verbreitet wurde.

Obwohl wir die explizite Berechnung der Hessematrix V2F(z}) vermieden haben und
die Aktualisierung der Matrix By zu By lediglich auf den Gradienteninformationen von
F basiert ist der numerische Aufwand bei direkter Verwendung von By in (2.27) noch
zu hoch. Das liegt daran, dass wir fiir einen Schritt des Quasi-Newton Verfahrens in (2.21)
die Inverse der Matrix B benétigen und die Inversion einen numerischen Aufwand von
O(n3) besitzt. Gliicklicherweise gibt es einen Trick, wie wir die Inverse von By, in jedem
Schritt des Iterationsverfahrens numerisch giinstig erhalten kénnen. Sei Hy, := Bk_l, dann
konnen wir die sogenannte Sherman-Morrison-Woodbury Formel (siehe [SMW Formel])
auf Gleichung (2.27) anwenden um die neue Inverse Hy1 durch eine Aktualisierung der
Matrix H}, zu berechnen:

_ Hyyryi Hy, SkSt

Hyoy = H, .
+1 (W, Heyr) (Yo Sk)

(2.28)

Wie man einssieht liegt der numerische Rechenaufwand fiir das Update von Hy,q in
(2.28) in O(n?). Es fillt auerdem auf, dass Hy nur durch die Addition zweier Matrizen
mit Rang 1 verdndert wird, also insgesamt eine Anderung von héchstes Rang 2 erfihrt.
Das passt gut zu der Forderung, dass wir erwarten, dass sich die Approximation der
Hessematrix V2F in einer lokalen Umgebung nur wenig éndert.
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Das Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno Verfahren

Das Davidon—Fletcher—Powell Verfahren wurde trotz seiner Effektivitat bald schon durch
ein Verfahren abgel6st, das noch besser war und bis heute zu den effizientesten Quasi-
Newton Verfahren gehort: das Broyden—Fletcher-Goldfard—Shanno (BFGS) Verfahren in
[BFGS70]. Die Idee des BFGS Verfahrens leitet sich unmittelbar aus der Idee des DFP
Verfahren ab. Anstatt das Optimierungsproblem (2.26) mit bestimmten Bedingungen
an die Approximation By,; der Hessematrix V2F(x;) zu stellen, versucht man direkt
die Inverse der Hessematrix (V2F(z;))~! geeignet zu approximieren. Hierfiir nehmen
wir an, dass wir eine Matrix Hy 1 als geringfiigige Aktualisierung einer bereits vorher
bestimmten Matrix Hj suchen, die gleichzeitig symmetrisch und positiv definit ist und
zusétzlich die Sekantenbedingung in umgeschriebener Form erfiillt:

Hiiye = g
Hierzu formuliert man ein analoges Optimierungsproblem zu (2.26) von der Form:

min ||[H — Hg||, unter den Nebenbedingungen:
H (2.29)
H = HT) Hy, = sg, <p7 Hp> >0,Vp e Rn/{o}

Unter der Verwendung der gewichteten Frobeniusnorm und einer beliebigen Gewichts-
funktion, die die Sekantengleichung Wsy = yi erfiillt, erhédlt man wiederum die ein-
deutige Losung des Minimierungsproblems (2.29) als:

Hk+1 = (I — pkskyg)Hk(I — pkyksf) + pksks{, mit Pk = (230)

(YK, s1)
Das Update der Matrix Hj, in (2.30) kann numerisch in O(n?) durchgefiihrt werden, was
man schnell einsieht, wenn man das Produkt ausschreibt:

Hy1 = Hy — Hypeyest — prskyi He + prseyt Hepeyest + prsist,-

In dieser Schreibweise sieht man gut, dass man lediglich Skalarprodukte in O(n), Matrix-
Vektor Multiplikationen in O(n?) und dyadische Produkte in O(n?) berechnen muss. Im
Gegensatz hierzu wiirde eine naive Implementierung des BFGS-Updates in (2.30) zu
einem numerischen Aufwand von O(n?) fiihren.

Abschlieflend bleibt die Frage was eine gute Initialisierung der Matrix Hj ist. Idealer-
weise hat man bereits Informationen iiber die Inverse der Hessematrix (V2F(z0))~! im
Initialisierungspunkt zg € €2, zum Beispiel durch eine numerische Approximation mittels
finiter Differenzen (spéter in der Vorlesung!). Andererseits erwarten wir, dass die Aktu-
alisierung von Hj, im k-ten Schritt des Iterationsverfahrens (2.30) zu Hy4q die aktuellen
Informationen tiber den Verlauf der Gradienten VF(zy) und VF(zyy1) berticksichtigt.
Darum ist eine hdufige Wahl von Hy die Initialisierung als Einheitsmatrix I,, oder ein
Vielfaches der Einheitsmatrix, wobei die Vorfaktoren der Diagonaleintrage entsprechend
der Skalierung der Variablen gewéhlt werden.
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2.3 Verfahren der konjugierten Gradienten

Im Folgenden wollen wir uns mit einem besonders eleganten Verfahren der Optimierung
beschéftigen: dem Verfahren der konjugierten Gradienten. Urspriinglich wurde das Ver-
fahren von Hestenes und Stiefel in [HS52] im Jahr 1952 vorgeschlagen. Obwohl das
Verfahren im Allgemeinen fiir die nichtlineare Optimierung eingesetzt werden kann,
wird es insbesondere zur Lésung von grofien linearen Gleichungssystemen Az = b mit
symmetrischer, diinn besetzter, positiv definiter Matrix A € R™*" eingesetzt. Solche
Gleichungssysteme treten zum Beispiel bei der numerischen Modellierung und Loésung
partieller Differentialgleichungen auf. Das Verfahren lédsst sich in diesem Fall besonders
anschaulich motivieren und herleiten. Darum wollen wir uns im Folgenden zunéchst auf
das Losen von grofen linearen Gleichungssystemen Ax = b konzentrieren. Wir folgen bei
der Herleitung des Verfahren der konjugierten Gradienten der didaktisch sehr gelungenen
Arbeit von Jonathan Shewchuk in [She94]. Fiir eine ansprechende, interaktive Visual-
isierung des Verfahren der konjugierten Gradienten empfehlen wir den Mathematik Blog
von Philipp Wacker [Wacker].

2.3.1 Problemstellung

Sei im Folgenden also A € R™"*™ eine sehr grole Matrix und b € R" ein reeller Vektor.
Wir suchen einen unbekannten Vektor x € R", der das lineare Gleichungssystem

Az = b (2.31)

16st. Wir suchen also nach denjenigen Koeflizienten, mit denen sich der Vektor b als Lin-
earkombination aus Spaltenvektoren der Matrix A darstellen ldsst. Diese Koeffizienten
entsprechen den Eintrdgen des unbekannten Vektors x.

Aus der Vorlesung , Einfithrung in die Numerik“ in [Numerik 1, Kapitel 2] ist bekannt,
dass es genau dann eine eindeutige Losung x € R™ fiir die Gleichung (2.31) gibt, falls
die Determinante det(A) # 0 ist. Eine hinreichende Bedingung fiir die Eindeutigkeit des
Losungsvektors z € R™ ist es also zu fordern, dass die Matrix A symmetrisch und positiv
definit ist.

Wir gehen aus diesem Grund im Folgenden immer davon aus, dass A € R™*™ eine
symmetrische und positiv definite Matrix ist. In diesem Fall ist das Bestimmen einer
Losung von (2.31) ein gut-gestelltes Problem und die Losung lésst sich direkt angeben
als:

z = A7'b.

Wie wir jedoch ebenfalls aus [Numerik 1, Kapitel 2] wissen ist die Inversion einer Matrix
A € R™™ numerisch sehr aufwinding und selbst unter Ausnutzung der Symmetrie l4sst
sich héchstens ein Verfahren mit Rechenaufwand O(gn?) angeben. Sollte die Dimension
des Problems jedoch sehr grof sein (d.h. wir nehmen n >> 1 an), so ist eine direkte
Losung von (2.31) mittels Inversion nicht durchfiihrbar. Gliicklicherweise liefert uns das
Verfahren der konjugierten Gradienten (neben anderen iterativen Losungsalgorithmen)
eine Moglichkeit das lineare Gleichungssystem numerisch zu 16sen. Man beachte, dass
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wir explizit darauf verzichten zu fordern, dass die Matrix A diinnbesetzt ist. In diesem
Fall konnten wir ndmlich ebenfalls die numerischen Iterationsverfahren aus [Numerik 1,
Kapitel 4.6] anwenden.

Wir betrachten zunédchst das folgende konvexe, quadratische Optimierungsproblem

der Form )

min §<CC, Az) — (b,x) + ¢, (2.32)
wobei A und b wie im Fall des linearen Gleichungssystems in (2.31) gewéhlt sind und
¢ € R eine beliebige, reelle Konstante ist. Der folgende Satz liefert uns eine hilfreiche

Aussage zur Losung des urspriinglichen Problems.

BEE THEOREM 2.29: Aquivalenzaussage fiir lineares Gleichungssystem.

Das konvexe, quadratische Minimierungsproblem in (2.32) ist dquivalent zum ur-
spriinglichen linearen Gleichungssystem in (2.31), d.h., jede Losung von (2.32) ist
schon Losung von (2.31) und anders herum.

Beweis. Fiir die erste Richtung des Beweises nehmen wir an, dass z* € R" eine Losung
des linearen Gleichungssystems Ax = b sei. Wir betrachten die hinreichenden Opti-
malitdtsbedingungen zweiter Ordnung aus Theorem 2.13 fiir das Minimierungsproblem
(2.32). Hierzu suchen wir zunachst die stationdren Punkte der Funktion F': R” — R mit

F(z) = %(m,Am) — (b, x) +c.

Der Gradient von F' ldsst sich wegen der Symmetrie von A bestimmen als

VF() — %(AJrAT)x—b — Ar—b Lo

Alle stationdren Punkte z € R™ von F' mit VF(z) = 0 sind also gerade die Losungen
des linearen Gleichungssystems Az = b. Damit ist * nach Vorraussetzung also einziger
stationdrer Punkt von F. Um zu zeigen, dass x* € R™ auch schon ein lokales Minimum
von F'ist miissen wir noch die Hessematrix von I’ betrachten, welche gegeben ist durch:

V3 F(z) = A.

Da A nach Vorraussetzung positiv definit ist, ist auch die Hessematrix V2F(z) = A
positiv definit und somit sind die hinreichenden Kriterien fiir das Vorliegen eines lokalen
Minimums von F' im Punkt x* € R™ erfullt.

Fiir die Riickrichtung des Beweises nehmen wir, dass z* € R” ein lokales Minimum
der Zielfunktion F' ist. Damit folgt direkt, dass ™ ein stationdrer Punkt von F' ist und
somit muss gelten:

VF(z*) = Az —b = 0.

Das bedeutet aber schon, dass z* € R™ Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b
ist. O
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Der Theorem 2.29 erlaubt es uns also ein quadratisches Optimierungsproblem der
Form (2.32) numerisch zu 16sen anstatt einen unbekannten Losungsvektor fir urspriingliche
lineare Gleichungssystem (2.31) zu finden.

Wir interessieren uns nun also fiir ein iteratives Verfahren, welches eine Folge von
Punkten xg,x1,... € R™ konstruiert, die gegen ein Minimum von (2.32) und somit
gegen die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems (2.31) konvergiert. Hierfiir
benétigen wir noch zusétzliche Notation, um das angestrebte Verfahren verniinftig zu
beschreiben.

mmmmm DEFINITION 2.30: Fehler und Residuum.

Sei zx+1 = G(xy) ein Iterationsverfahren, dass gegen ein lokales Minimum z* € R"
der quadratischen Funktion F' in (2.32) konvergiert, d.h., zx — z* fir k — oo.
Dann kénnen wir die beiden folgenden Begriffe definieren:

(i) Wir bezeichnen den Vektor e, € R™ mit
ep = T —x°

als den aktuellen Fehler, den man durch den aktuellen Punkt x; € R™
macht.

(ii) Wir bezeichnen den Vektor ry € R™ mit
rr = b— Axy

als das aktuelle Residuum, das man durch den aktuellen Punkt x; € R”
erhalt.

BEMERKUNG 2.31 (Fehler und Residuum). In Bezug auf Definition 2.30 lassen
sich folgende Aussagen festhalten:

(i) Der Fehler e, € R™ ist eher abstrakter Natur und dient zur besseren Analyse des
Verfahrens der konjugierten Gradienten. Explizit werden wir diesen Vektor jedoch
nie bestimmen kénnen innerhalb des Iterationsverfahrens, da wir dann schon fertig
wéren mit einem einfach Update der Form z* = x — ey.

(ii) Wie wir bereits im Beweis von Theorem 2.29 gesehen haben, lisst sich das Residu-
um 7 € R™ auflerdem wie folgt umschreiben:

ry = b—Axp = Az" — Az = Az —x) = —Aeg.
——
==V F(zy)

Daher lésst sich das Residuum r; auch als die Richtung des stdrksten Abstiegs
interpretieren und es ist klar, dass r; immer orthogonal zu den Niveaulinien der
Funktion F' steht.

A

31



Kapitel 2 Numerische Optimierung

To

Abbildung 2.3: Visualisierung des Fehlers ey € R™ und des Residuums ry € R™ fiir einen
Startpunkt xg € R™.

Abb. 2.3 illustriert anschaulich die geometrische Bedeutung der beiden in Defini-
tion 2.30 eingefiihrten Vektoren. Wie man unschwer erkennt zeigen Fehler und Residuum
im Allgemeinen nicht in die selbe Richtung. Das erklirt auch warum das Gradienten-
abstiegsverfahren in Abschnitt 2.2.1 selbst bei optimaler Schrittweite o > 0 nicht in
einem Schritt die gesuchte Losung x* € R™ erreicht.

2.3.2 Motivation

Um das Vorgehen beim Verfahren der konjugierten Gradienten zu motivieren rufen wir
uns noch einmal das Gradientenabstiegsverfahren aus Abschnitt 2.2.1 in Erinnerung.
Nehmen wir an wir befinden uns im k-Schritt des Gradientenabstiegsverfahrens in Algo-
rithmus 2.18 in einem Punkt x; € R™ und es sei eine Schrittweite aj > 0 gegeben. Dann
erhalten wir den nichsten Punkt xj,1 € R™ der Iterationsfolge durch folgendes Update:

Tyl = Tk — OékVF($k) = T+ ogTk,

wobei 7, € R" das aktuelle Residuum des Punktes xp bezeichnet. Wir machen also
in Richtung des steilsten Gradientenabstiegs einen Schritt der Léinge «p > 0. Da die
Abstiegsrichtung in jedem Schritt ; — 241 orthogonal zu den Niveaulinien von F steht,
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erhélt man typischerweise einen Zickzack-Pfad durch das Gradientenabstiegsverfahren
(vgl. Abb. 2.2).

Um dieses typische Verhalten besser zu verstehen kénnen wir eine Voriiberlegung zur
Schrittweitenwahl fiir das quadratische Optimierungsproblem in (2.32) machen. Hierzu
gehen wir analog zur Bestimmung der optimalen Schrittrichtung in Abschnitt 2.2.1 vor,
nur dass wir diesmal die Schrittrichtung py := —VF(xy) festhalten und beziiglich der
unbekannten Schrittweite optimieren.

Wir gehen davon aus, dass wir das lokale Minimum von F' noch nicht erreicht haben,
denn dann wére aj = 0. Wir suchen also eine Schrittweite o > 0, so dass der Funktion-
swert F(zp41) entlang der Linie xp — aVF(x) minimal wird. Da F' eine quadratische
Funktion ist, wissen wir, dass ein eindeutiges Minimum «y, entlang dieser Linie existieren
muss. Wir nutzen also die notwendigen Optimalitdtsbedingungen aus Theorem 2.8 fiir
das totale Differential, um folgenden Zusammenhang herzustellen:

égfxxku) = <VPXth),¢Z§1> _ <VFK$kH)fﬂxk__zzquxk»>

— (VF(zs1), ~VF(21)) = (VF(zp41),p1) = 0.

(2.33)

Das Ergebnis ist durchaus interessant. Die optimale Schrittweite a > 0 muss so gewéahlt
werden, dass der néchste Punkt z;,1 € R™ der Iterationsfolge an der Stelle liegt an der
unsere Abstiegsrichtung orthognal auf den Gradienten der Funktion V F'(x41) trifft. Das
bedeutet, dass die optimale Abfolge der Abstiegsrichtungen im quadratischen Fall eine
Menge von 90 Grad Zickzack-Linien ergibt, was zu unseren Beobachtungen in Abb. 2.2
passt. Da jedoch der Punkt xx4; € R"™ bislang noch unbekannt ist, konnen wir das
optimale aj nicht in dieser Form angeben. Das folgende Lemma bestimmt die optimale
Schrittweite im Fall der quadratischen Optimierung in (2.32).

sm—_—. LEMMA 2.32: Optimale Schrittweite.

Sei F': R™ — R die quadratische Funktion aus (2.32). Wir betrachten das Gradien-
tenabstiegsverfahren im k-ten Iterationsschritt mit einer unbekannten Schrittweite
ap > 0, die jedoch so gewéhlt werden muss, dass

(VE(zps1), VF(z)) = 0.

Sei auflerdem 7, = b — Az, das Residuum im aktuellen Iterationsschritt. Dann
l&sst sich die optimale Schrittweite oy berechnen als:
(Tks Th)

W= (2.34)
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Beweis. Wir erinnern uns daran, dass r, = —VF(z) = b — Axy, ist und somit kénnen
wir folgern:

0 = (VF(@k41), VF(zg)) = (rrg1,78) = (0 — Azppr, 1)
= (b— A(xp + agry),mi) = (b— Axg,rg) — ap(Arg, i)
= (1, Ti) — (T, Ary)
Da wir A als positiv definit angenommen haben, kénnen wir die Gleichung umstellen
und erhalten so die behauptete Berechnungsformel fir ay in (2.34). O

Obwohl wir die optimale Schrittweite ay, in (2.6) fiir das quadratische Optimierungsprob-
lem (2.32) bestimmen konnten ist das Gradientenabstiegsverfahren weit davon entfernt
optimal zu sein. Trotz optimaler Schrittweiten und optimaler Abstiegsrichtungen erhal-
ten wir eine Folge von Richtungsvektoren, die immer wieder in die gleiche Richtung zeigen
(siche Abb. 2.4). Das ist numerisch gesehen &duflerst ineffizient. Man konnte sich also fra-
gen, warum man nicht einfach nur zwei orthogonale Schritte macht und die Schrittweiten
als Summe der optimalen Schrittweiten der geraden bzw. ungeraden Iterationsschritte
k € N wahlt. In der Tat wiirde man fiir N € N Schritte des Gradientenabstiegsverfahren
im selben Punkt xny € R™ mit nur zwei Iterationen landen, wie in Abb. 2.4 illustriert
ist.

o o

Abbildung 2.4: Vergleich des Gradientenabstiegsverfahrens mit optimaler Schrittweite
ar > 0 aus Lemma 2.32 (links) mit einem idealen Abstiegsverfahren
(rechts), bei dem alle orthogonalen Teilschritte zusammengefasst sind.

Leider konnen wir nicht alle Schrittweiten aufaddieren, da wir zur Berechnung der
optimalen Schrittlinge oy > 0 bereits alle vorangegangen Schritte £ = 0,...,k — 1
kennen miissten. Auflerdem wiirde ein grofler, zusammengefasster Schritt in die erste der
Richtungen eventuell dazu fithren, dass man keinen Abstieg der Funktionswerte von F
mehr realisiert, sondern einen Aufstieg. Diese Beobachtung ist in Abb. 2.5 illustriert.

Die Idealldsung wére natiirlich von einem Startpunkt xg € R™ in nur einem Schritt zum
lokalen Optimum z* € R" zu gelangen. Da wir aber den Punkt z* a-priori nicht kennen
ist das eine unrealistische Forderung. Dennoch ldsst sich zeigen, dass das Gradienten-
abstiegsverfahren mit der optimalen Schrittweite ay in (2.34) im Fall des quadratischen
Optimierungsproblems (2.32) in genau einem Schritt zum lokalen Minimum z* € R"
fiihrt, wenn der Fehler eq = xg — 2* ein Eigenvektor von A ist. Wir wissen namlich aus
Bemerkung 2.31, dass rp, = —Ae; gilt und somit erhalten wir fiir das Gradientenab-
stiegsverfahren im ersten Schritt:

r1 = Tg — OéoVF(ZL‘o) = o+ ogrg = Tg— Oéero = To — Oéo)\eo.
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-2 *
f = X
g 2

-6

Abbildung 2.5: Illustration eines idealen Abstiegsverfahrens mit zwei orthogonalen Rich-
tungen. Man beachte, dass die Schrittweite ag > 0 so gewahlt werden
muss, dass man im ersten Schritt nicht in einem Punkt 21 € R? mit min-
imalen Funktionswert F'(z1) entlang der Richtung z¢ — ooV F'(xg) endet.

Man miisste bei der Wahl des Startpunktes xg € R”™ jedoch viel Gliick haben, um
diese Forderung zu erfiillen. Darum wollen wir uns mit alternativen Ideen beschéftigen.

2.3.3 Orthogonale Abstiegsrichtungen

Wir wiinschen uns einen Algorithmus, der &hnlich dem Gradientenabstiegsverfahren nur
orthogonale Richtungen {dy,...,d,—1} mit d; € R™ fir 0 <i < n — 1 verwendet, jedoch
mit der Einschriankung, dass diese nur ein einziges Mal genutzt werden konnen. Ziel
dieses Verfahrens soll es auflerdem sein durch n Schritte in die jeweils n orthogonalen
Richtungen {do, ..., dn—1} das lokale Minimum der Funktion zu erreichen. Damit hétten
wir ein Itrerationsverfahren der Form

Tkl = T+ oapdy, ap>0, k=0,....,n—1 (2.35)

gewonnen. Wir kénnten dies erzwingen indem wir im k-ten Schritt des Iterationsver-
fahrens fordern, dass ein Schritt in Richtung dp € R" dazu fiihrt, dass der Fehler
exr1 € R™ keinerlei Komponenten dieser Richtung mehr enthélt, d.h. wir fordern

(ert1,dp) = O. (2.36)
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Da wir den zu erwartenden Fehler ex,q in Bezug auf den aktuellen Punkt z; € R"
folgendermaflen umschreiben kénnen:

€htl = Tkl — T = o+ apd, —xF = e + agdy,

konnen wir die Forderung (2.36) umformulieren zu:

|
(er + agdy,dy) = 0.
Hieraus konnen wir die optimale Schrittweite ay > 0 in Richtung di € R™ ableiten als

(e, dy)
(di, die)”

Obwohl wir in (2.37) eine optimale Schrittweite «y, fiir das Verfahren mit orthogonalen
Abstiegsrichtungen in (2.35) bestimmen konnten, hilft und diese nicht in der praktischen
Anwendung des Verfahrens, da sie von dem unbekannten Fehlervektor e, € R™. Dieser
héngt natiirlich von der unbekannten Losung x* € R™ ab und wenn wir diese kennen
wiirden, so miissten wir kein iteratives Verfahren konstruieren. Selbst wenn man den
Fehler e, weiter rekursiv umschreibst, so wiirde man schlussendlich doch bei einer Ab-
héngigkeit des initialen Fehlers ey landen. Wir miissen uns also vorerst von dieser Idee
verabschieden und nach einer alternativen Moéglichkeit suchen.

ap = — (2.37)

2.3.4 Konjugierte Abstiegsrichtungen

Obwohl unsere Idee von orthogonalen Abstiegsrichtungen in Abschnitt 2.3.3 nicht zum
Ziel gefiihrt hat, so war die Idee gar nicht schlecht. Das Hauptproblem an der ur-
spriinglichen Idee liegt in der Forderung (2.36), ndmlich dass der Fehlervektor ey
orthogonal zur aktuellen Richtung dj stehen soll. Diese Forderung fithrt nédmlich dazu,
dass man orthogonale Vektoren erhélt, die nicht an die Geometrie des quadratischen
Minimierungsproblems (2.32) angepasst sind.

Wenn man sich die Niveaulinien der Funktion F' genauer anschaut (siehe zum Beispiel
Abbildung 2.5), so erkennt man, dass es Richtungen gibt entlang derer die Abstiegsrich-
tung zum lokalen Minimum z* € R" steiler verlduft als entlang der anderen Richtungen.
Die geometrischen Eigenschaften des Graphen von F' sind mafigeblich durch die Gestalt
der Matrix A, genauer gesagt durch deren Eigenvektoren bestimmt. Daher wollen wir
diese Eigenschaften bei der Konstruktion eines iterativen Abstiegsverfahren berticksichti-
gen. Hierzu fithren wir folgendes hilfreiche Konzept ein.

s DEFINITION 2.33: Konjugierte Vektoren.

Sei A € R™™ eine symmetrische, positiv definite Matrix und w,v € R"/{0}
zwel Vektoren. Wir nennen v und w konjugiert beziiglich A oder auch A-

orthogonal falls gilt
(v, Aw) = (w,Av) = 0.
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Anstatt nun also die Orthogonalitidt unserer Richtungsvektoren {do,...,d,—1} zu
erzwingen wie in Abschnitt 2.3.3, fordern wir nun, dass diese Vektoren konjugiert beziiglich
der Matrix A und damit besser an das Problem angepasst sind.

BEMERKUNG 2.34. Es ist leicht einzusehen, dass A-orthogonal und orthogonal die
selbe Eigenschaft beschreiben, falls die Matrix A ein Vielfaches der Einheitsmatrix I, €
R™ ™ ist. In diesem Fall ist das quadratische Optimierungsproblem (2.32) symmetrisch
in alle Richtungen. A

Anschaulich lasst sich die Forderung nach A-Orthogonalitédt auch so deuten, dass wir
ein Paar von Vektoren v,w € R"/{0} suchen, welche in einem Winkel so zueinander
stehen, dass wenn man die Niveaulinien der Funktion F' symmetrisch reskaliert, diese
Vektoren anschliefend orthogonal zueinander stehen. Diese Idee ist in Abbildung 2.6
dargestellt.

a
[=2]

| I “~ |
-4 . ) 4
-2 o

Abbildung 2.6: Illustration der Geometrie von konjugierten Vektoren im Referenzsystem
R? (links) und der selben Vektoren in einem symmetrisierten System
beziiglich der Matrix A (rechts).

Anstatt also ein Abstiegsverfahren der Form (2.35) mit orthogonalen Vektoren zu ver-
wenden, wollen wir ein Abstiegsverfahren mit A-orthogonalen Vektoren {dy,...,d,—1}
konstruieren, d.h., wir verwenden das Iterationsschema

Tyl = T+ opdp, ap >0, k=0,...,n—1 (2.38)
wobei fiir die Abstiegsrichtungen dj € R™ gelten soll:
<d7;, Ad]> =0 fiir alle 4 75 j

Wir nehmen fiir den Moment an, dass wir einen numerischen Algorithmus kennen mit
dem wir eine Menge von A-orthogonalen Vektoren {dy, ..., d,—1} konstruieren kénnen.
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Wie man diese Menge konkret erhilt werden wir uns im Anschluss erschlieffen. Sei also
nun im Folgenden {dp,...,d,—1} eine gegebene Menge von A-orthogonalen Vektoren.
Dann stellen wir uns die Frage, wie die optimalen Schrittweiten ay > 0 in (2.38) gewéhlt
werden miissen, um in n Schritten das lokale Minimum z* € R™ der Funktion F' zu
erhalten. Man beachte hierbei, dass wir nicht nur daran interessiert sind den Punkt x*
genligend gut zu approximieren, sondern wir fordern die eindeutige Losung des linearen
Gleichungssystems Az = b in n Schritten zu finden, d.h., wir nehmen explizit x,, = =*
an.

Um das lokale Minimum wirklich in n Schritten zu erreichen miissen wir fordern,
dass wir in jede Richtung dj nur einmal gehen und der entstehende Fehler eg i A-
orthogonal hierzu ist. Das entspricht der Forderung, dass man im entzerrten Problem
auf der rechten Seite von Abb. 2.6 nur orthogonale Richtungen verwendet. Wir wollen
also folgende Eigenschaft erzwingen:

(Aegi1,dg) = 0. (2.39)

Analog zur Idee der orthogonalen Richtungen in Abschnitt 2.3.3 kdnnen wir den Fehler
er+1 in (2.39) wieder entwickeln, um die optimale Schrittweitenlénge oy > 0 zu bestim-
men

0 = (dp, Aepr1) = (dp, A(xpsr — ) = (dp, A(zg + apdyy — %))
= (dk,A(ek—i—akdk» = <dk,—7“k+04k14dk> = Ozk<dk,Adk>—<dk,Tk>.

Da wir A als positiv definit vorausgesetzt haben, kénnen wir die folgende Gleichung
umstellen zu
(dks k)

(di, Ady)’

Im Gegensatz zur Idee der orthogonalen Richtungen in (2.37) lasst sich der Ausdruck
in (2.40) explizit berechnen und héngt nicht von dem unbekannten lokalen Minimum
z* € R™ ab. Zusammenfassend heifit das, dass wir aus der Bedingung, dass die Ab-
stiegsrichtung dj, € R™ A-orthogonal zum Fehlervektor ex1 € R" sein soll, eine Schrit-
tldnge aj > 0 finden konnten, welche diese Bedingung erfiillt.

Andersherum koénnte man fragen, welche Bedingung man aus der Optimalitdt einer
unbekannten Schrittlinge o > 0 folgern kénnte. Dazu betrachen wir wieder die notwendi-
gen Optimalitdtsbedingungen im totalen Differential

a —

(2.40)

d

rod d
0 = @F(mk-‘rl) = <VF({L’]€+1),@CL']€+1> = <_rk+17£(mk+adk)>

= (—Trpt1,dr) = (Aegpr,dy).

Wir erhalten also fiir die Optimalitdt der unbekannten Schrittlinge o > 0, dass die
Abstiegsrichtung di, € R™ und der Fehlervektor ey konjugiert beziiglich der Matrix
A sein miissen. Das ist aber genau die Eigenschaft, die wir bereits in (2.39) gefordert
hatten. Wegen der positiven Definitheit der Matrix A kénnen wir ebenfalls folgern, dass
die Forderung, dass ex1 und dji konjugiert beziiglich A sind, bei optimaler Schrittweite
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ay aus (2.40) in jedem Schritt zu einem Abstieg in Richtung dy, fithrt. Wir erhalten also
fiir eine gegebene Menge von A-orthogonalen Vektoren {dy,...,d,—1} ein Iterationsver-
fahren mit optimalen Schrittlangen ay > 0, die wir in (2.40) angeben kénnen und die
uns einen Abstieg garantieren.

Zunéchst bendtigen wir die Einsicht aus folgendem Lemma, die es uns ermdéglicht eine
Basis aus A-orthogonalen Vektoren des R™ zu betrachten.

m— [ EMMA 2.35: Basis von A-orthogonalen Vektoren.

Sei A € R™ " eine symmetrische, positiv definite Matrix und sei {dp,...,dn_1}
eine Menge von A-orthogonalen Vektoren mit dr € R™\ {0}, d.h., es gilt
<di,Adj> = <Adz,d]> = 0 fir alle ¢ 75 j

Dann bilden die Vektoren dy, ...,d,—1 € R™\ {0} eine Basis des R".

Beweis. In den Ubungsaufgaben zu zeigen. O

Folgender Satz zeigt uns, dass das Verfahren fiir eine gegebene Menge von A-konjugierten
Vektoren in der Tat in n Schritten das lokalen Minimum z* € R™ von F' erreicht.

sm—— THEOREM 2.36: Konvergenz des CG-Verfahrens.

Sei eine Menge von A-konjugierten Vektoren {dp,...,d,—1} mit d € R"/{0}
gegeben. Dann konvergiert das Abstiegsverfahren in konjugierten Richtungen
(rk, di)

Tpy1 = Tk + ogdg, ap = m (2.41)

in genau n Schritten gegen die Losung z* € R"™ des quadratischen Opti-
mierungsproblems (2.32).

Beweis. Fiir den Beweis der Konvergenz des Iterationsverfahrens (2.41) betrachten wir
zunéchst den initialen Fehler eg € R™ durch die Wahl eines beliebigen Startpunktes
xg € R™. Da wir A als positiv definit angenommen haben folgt mit Lemma 2.35, dass
die Menge {dj }x=0,. n—1 eine Basis des R" bildet. Daher kénnen wir den initialen Fehler
ep € R™ als Linearkombination in dieser Basis darstellen als:

n—1
ey = Zékdk (2.42)
k=0

Um die unbekannten Koeffizienten J; € R™ zu bestimmen kénnen wir obige Gleichung
nun jeweils von links mit einem Vektor dZTA,i =0,...,n—1 multiplizieren und erhalten
so fiir jeden Index eine Gleichung

n—1 n—1
(di Aseq) = (di A, Gpdy) = > 0pldi A, di) = 6;(d] A, dy).
k=0 k=0
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Hierbei haben wir die Linearitdt des Skalarproduktes in R™ ausgenutzt und verwendet,
dass die Vektoren {dj}r—o,. n—1 konjugiert beziiglich der Matrix A sind. Damit kénnen
wir nach den unbekannten Koeffizienten J; € R in jeder Gleichung auflésen und erhalten
so einen Ausdruck fiir die unbekannten Koeffizienten:

o <dzTA760>
b <dzTA7di>‘

Man beachte, dass dieser Ausdruck wohldefiniert ist, da wir angenommen haben, dass die
Matrix A positiv definit ist. Wir addieren eine Null hinzu, indem wir Terme hinzufiigen,
die A-konjugiert zur Richtung d; € R sind:

(dF A e0) | (dF A Yy ondi) _ (dT A, eq + Yi_ g andy)
(d] A, d;) (df A, d;) (dT A, dy)

=0

5 =

(2.43)

Wir verwenden wieder den Trick, dass sich der Fehlervektor e;11 € R™ entwickeln lasst
zZu ;41 = €; + a;d; und somit kénnen wir rekursiv herleiten, dass

i—1
e; = eqg+ Z agdy. (2.44)
k=0

Nun kénnen wir die Gleichung (2.44) in die Darstellung der Koeffizienten §; in (2.43)
einsetzen und erhalten:
(d] A, eo + 3o cwdy) (df A, ei) (di, Ae;) (di, rs)

5 = - _ - S
(dT A, d;) (dTAd) — (dTA, dy) (dT A, d;) @

Das bedeutet, dass die Koeffizienten 4; in (2.43) gerade den negativen optimalen Schrit-
tweiten «; in (2.40) entsprechen, d.h., 6; = —a;. Aus der Basisdarstellung des initialen
Fehlers eg = xg — * in (2.42) kénnen wir somit die Behauptung des Satzes folgern:

n—1 n—1
x* :xo—eg:x0—25kdk:mo+2akdk:xn.
k=0 k=0

O]

BEMERKUNG 2.37 (Verdnderung des Fehlers im Iterationsverfahren).
Anstatt im Beweis von Theorem 2.36 zu zeigen, dass sich das lokale Minimum z* €
R™ durch das Iterationsverfahren zerlegen ldsst, hitte man auch zeigen koénnen, dass

der Fehlervektor e; € R™ in jedem Schritt des Iterationsverfahren kleiner wird. Es gilt
nédmlich nach (2.44):

i—1 n—1 i—1 n—1
e; = eg+ Z apdy, = Z Opdy + Z —0pdp = Z Ordy.
k=0 k=0 k=0 k=i
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Man sieht also, dass fiir eine wachsende Anzahl an Iterationen ¢ = 0,...,n — 1 der
Fehlerterm e; € R™ immer weniger Terme hat, bis er schlussendlich ganz verschwindet.
AuBlerdem sagt es uns, dass der Abstieg mit konjugierten Richtungen in dem Sinne
optimal ist, als dass der Fehlerterm e; = ZZ;} Ordyp keine Anteile der Richtungen
{d;};=0.,... k—1 mehr besitzt. Wir miissen also nicht mehr entlang dieser Richtungen gehen,
um zum lokalen Minimum x* € R” von F' zu gelangen. Aus Sicht der Numerik ist das eine
sehr schone Eigenschaft, da wir nicht gezwungenermaflen n Iterationen des Abstiegsver-
fahrens (2.41) durchfithren missen, sondern bereits nach k£ < n abbrechen kénnen, um
eventuell eine gute Approximation des lokalen Minimums x; ~ x* € R™ zu erhalten.
Dies spielt insbesondere bei sehr groflien Dimensionen n >> 1 eine wichtige Rolle. A

BEISPIEL 2.38.

Wir wollen im Folgenden ein Beispiel zur Durchfiihrung eines Abstiegsverfahrens
mit gegebenen konjugierten Richtungen angeben. Seien folgende Werte fiir das
lineare Gleichungssystem Az = b gegeben:

()

Wir nehmen eine Menge von zwei A-orthogonalen Vektoren dg,d; € R?/{0} als

gegeben an mit:
0 3

Wir sehen ein, dass die Vektoren dy und d; konjugiert beziiglich der Matrix A
sind, denn es gilt:

(do, Ady) = (0,1)- <Z’ 2) (_31> — (0,1)- (g) _ 0.

Als Startwert fiir unser Iterationsverfahren wihlen wir zo = (—2,2)7. Fiir den
ersten Schritt des Iterationsverfahren berechnen wir zuerst das aktuelle Residuum

v ()G G) - (4)-() - ()

Nun kénnen wir die optimale Schrittweite cg > 0 fiir den ersten Schritt durch den
Ausdruck (2.40) bestimmen mit:

o — (do,ro) _ 4
O 7 (dy, Ady) 3

Hiermit kénnen wir den ersten Abstieg durchfiihren und erhalten so den néchsten
Iterationspunkt

—2
r1 = x9+apdy = (_2/3>.
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Wir wollen nur den zweiten Schritt des Verfahrens angehen und bendétigen
wiederum das aktuelle Residuum

Wir berechnen wieder die neue optimale Schrittweite mittels (2.40):

o = <d1,1"1> _ 28

(di, Ady) — 21

Mit dieser konnen wir den letzten Abstiegsschritt fiir n = 2 berechnen und erhal-

To = 1+ oqdy = (_22> = z¥.

Der folgende Satz hilft uns zu verstehen, warum ein Abstiegsverfahren mit konjugierten
Richtungen besser funktioniert als das Gradientenabstiegsverfahren in Abschnitt 2.2.1.

THEOREM 2.39: Orthogonalitat des Residuums.

Das Residuum 7,41 = b — Az; 1 des Abstiegsverfahren mit konjugierten Richtun-
gen in (2.41) ist orthogonal zu allen bisherigen Abstiegsrichtungen d;,j =0,...,1,
d.h.

ten somit:

<7"Z'+1, dj> = O, fir alle ] = O, ey 1.

Beweis. Aus Bemerkung 2.37 wissen wir, dass wir den Fehler e;1 nach ¢ Iterationen des
Abstiegsverfahrens angeben kénnen als

n—1

eiv1 = > Opdy.
k=it1

Wir kénnen beide Seiten der Gleichung mit einem Zeilenvektor —d]TA € R" fiir einen
Index 0 < j < ¢ multiplizieren und erhalten damit:

n—1
—<dj,A€Z'+1> = — Z (Skdedk = <dj,7‘i+1) =0 fir alle OSJSZ
k=it1 >

=0
U

Man beachte, dass die Eigenschaft optimal beziiglich aller vorherigen Abstiegsrich-
tungen nur fiir den Fall von konjugierten Richtungen funktioniert und nicht im Fall des
Gradientenabstiegsverfahren, wie wir in Abschnitt 2.3.2 gesehen haben. Hier war man
nur optimal beziiglich der letzten Abstiegsrichtung und nicht beziiglich aller vorheri-
gen Richtungen. Das resultiert in dem typischen Zickzack-Pfad beim Abstieg, wie wir
ihn in Abb. 2.4 gesehen haben.
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2.3.5 Konjugierte Gradienten

Wir haben in Abschnitt 2.3.4 gesehen, dass wir ein iteratives Abstiegsverfahren mit
konjugierten Abstiegsrichtungen {d;};—o, . n—1 verwenden konnen, um in n Iterationen
die eindeutige Losung des quadratischen Minimierungsproblems (2.32) und somit die
Losung des linearen Gleichungssystems Az = b zu erhalten. Bisher sind wir jedoch
davon ausgegangen, dass wir die Menge der konjugierten Vektoren {dy, ..., d,—1} bereits
kennen. Um einen Algorithmus angeben zu kénnen miissen wir also noch ergriinden, wie
sich diese Menge mit moglichst geringen numerischen Aufwand finden léasst.

Eine naheliegende Idee wére es das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsver-
fahren so umzugestalten, dass wir eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren {uq, . .., uy—1}
mit ux € R™, k =0,...,n — 1 konjugieren beziiglich der Matrix A. Hierzu wiirde man
die erste Abstiegsrichtung dy € R™ des Abstiegsverfahrens mit konjugierten Richtun-
gen als den ersten Vektor der Menge wéhlen, d.h., wir setzen dy = ug. Anschlieend
konstruieren wir die néchste Abstiegsrichtung d; indem wir alle Komponenten von wuy
entfernen, die nicht A-orthogonal zu dy sind. Fiir die nichste Abstiegsrichtung do gehen
wir analog vor, nur missen wir darauf achten alle Komponenten von us zu entfernen, die
nicht A-orthogonal zu dy und d; sind. Dieses Vorgehen lésst sich iterativ bis zum Vektor
dp—1 fortfithren und man erhélt eine Menge von konjugierten Vektoren {dy,...,d,—1}.
Diese lassen sich in geschlossener Form angeben als:

1—1
di = ui+» Bigde, i=1,...,n—1 (2.45)
k=0

Wir miissen jedoch die Koeffizienten (; j, so bestimmen, dass die Vektoren d; konjugiert
zu allen vorherigen Richtungsvektoren d; € R"™,0 < j < i sind. Um diese Koeffizienten zu
bestimmen multiplizieren wir (2.45) wieder von links mit einem Zeilenvektor d?A e R"”
fiir ein j € {0,...,7 — 1} und erhalten

i—1
<dj,Adi> = <dj, AUZ> + Z ﬁi,k<dj7 Adk>
k=0
= 0 = (dj, Auy) + B; 5(dj, Ady)
<dj7Aui>
= By = 2
! <dj7Adj>

Der Ausdruck fiir die Koeffizienten f3; ; ist wohldefiniert, da wir angenommen haben, dass
A eine symmetrische, positiv definite Matrix ist. Eigentlich kénnten wir jetzt zufrieden
sein, da wir ein Verfahren angeben konnen mit dem sich ein Abstiegsverfahren mit kon-
jugierten Richtungen konstruieren lasst.

Leider haben wir durch die Verwendung des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsver-
fahrens nichts gewonnen, da der numerische Aufwand zur Berechnung der unbekannten
Koeffizienten im besten Fall in O(n?) liegt, was genau so teuer ist wie eine Invertierung
der Matrix A, zum Beispiel mit dem Eliminationsverfahren von Gauss [Numerik 1, Kapi-
tel 1.1].
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Gliicklicherweise gibt es eine Mdoglichkeit eine Menge von konjugierten Abstiegsrich-
tungen im Laufe des Iterationsverfahren (2.41) zu konstruieren ohne den numerischen
Rechenaufwand des modifizierten Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren zu
benétigen. Hierzu werden wir dhnlich mit einer Menge von initialen Richtungsvektoren
{ug, ..., un—1} beginnen und diese geeignet anpassen. Es stellt sich ndmlich heraus, dass
in jeder Iteration ein Vektor existiert, der bereits A-orthogonal zu allen vorherigen Ab-
stiegsrichtungen ist mit Ausnahme der letzten. Diese Aussage wird durch folgendes Lem-
ma prazisiert.

—— LEMMA 2.40: Eigenschaften des Residuums.

Fir ¢ € {1,...,n — 1} befinden wir uns im (¢ 4+ 1)-ten Schritt des Abstiegsver-
fahrens mit konjugierten Richtungen in (2.41) und {do,...,d;—1} ist eine Menge
von A-orthogonalen Vektoren und u; = r; sei ein initialer Richtungsvektor fiir den
aktuellen Iterationsschritt. Dann gilt fiir ;11 = b — Az, = b — A(z; + ary):

(rig1,7j) = 0, firalle j=0,...,4,
und auflerdem auch

<7”i+1,Adj> = 0, fiir alle jZO,...,i—l.

Beweis. Wir definieren zuerst die lineare Hiille, die durch die A-orthogonalen Vektoren
aufgespannt wird durch:

D; = Span{do,...,di_l} Cc R™

Wir gehen in diesem Beweis konstruktiv vor und wollen in jedem Schritt den unbekan-
nten A-orthogonalen Vektor d; € R™ aus dem aktuellen Residuum r; € R™ und den
vorigen Richtungsvektoren {dy, ...,d;—1} konstruieren.

Wir wihlen als erste Abstiegsrichtung dyp = rg und erhalten damit:

span{rg} = span{dy} = D;.
Aus Theorem 2.39 wissen wir, dass r1 orthogonal zu dy steht und somit folgt auch schon:
(ro,r1) = (do,71) = 0.

Da wir den néchsten A-orthogonalen Richtungsvektor d; € R™ aus dem aktuellen Residu-
um 71 und dem Unterraum D; konstruieren wollen, kénnen wir damit folgern:

Dy = span{Di,d1} = span{Dj,r1} = span{rg,r1}.
Analog kénnen wir nun fiir beliebiges i € {1,...,n — 1} folgern, dass

D; = span{rg,...,ri—1}.
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Aus Theorem 2.39 wissen wir, dass ;41 L D;11 und damit wissen wir schon, dass die
erste Aussage des Satzes gilt:
(rig1,r5) = 0, firalle j=0,...,1.

Fir die zweite Aussage des Lemmas driicken wir nun das Residuum r; durch den
Fehler e; aus und erhalten:

ri = —Ae; = —A(ei—1 +y—1di—1) = rio1 — o1 Adi—q .
~  ——
€D; €AD;

Wir sehen also, dass r; € span{r;_1, Ad;}. AuBBerdem wissen wir durch unsere Folgerun-
gen oben, dass r;_1 € D; und Ad;_1 € AD; gilt. Damit gilt aber schon

D;y1 = span{D;,r;} = span{D;, AD;}.
Wenn wir dies rekursiv entwickeln sehen wir interessanterweise ein, dass
D, = span{dg, Ady, ... ,Aiildo}

Nach Theorem 2.39 wissen wir jedoch auch, dass ;41 L D;y; und somit muss gelten
auch fiir den Unterraum gelten ;41 | AD;. Und damit haben wir die zweite Aussage
des Satzes gezeigt, ndmlich dass r;+1 1 4 D; oder

(rig1,Ad;j), furallej=0,...,1—1.
]

Lemma 2.40 sagt aus, dass das Residuum r; ein guter Ausgangspunkt fiir einen weit-
eren A-orthogonalen Richtungsvektor d; € R™ im Punkt x; ist, da es bereits zu allen
bisherigen A-orthogonalen Richtungen dy,...,d;_s konjugiert beziiglich der Matrix A
ist. Wir miissen also nur noch dafiir sorgen, dass der initiale Richtungsvektor r; € R™ A-
orthogonal zur letzten Suchrichtung d;—; wird. Dies ist numerisch wesentlich giinstiger
als einen beliebig gewéhlten Richtungsvektor u; € R™/{0} A-orthogonal zu machen
beziiglich aller vorigen Richtungsvektoren dy,...,d;—1.

Wir wollen also im Folgenden das vollsténdige Abstiegsverfahren mit konjugierten
Richtungen angeben. Da die initialen Richtungen nun als r; = —VF(z;) fiir alle Iter-
ationen ¢ = 0,...,n — 1 gewéhlt werden, nennt man dieses Verfahren auch das Ab-
stiegsverfahren der konjugierten Gradienten.

s THEOREM 2.41: Konjugation der Residuen beziiglich A.

Wir befinden uns im (i+1)-ten Schritt des Verfahrens der konjugierten Gradienten
fir ¢ = 0,...,n — 1 in einem Punkt z;11 € R"™ und wir wéhlen als initialen
Richtungsvektor das aktuelle Residuum ;11 € R", welches nach Lemma 2.40
bereits A-orthogonal zu fast allen vorherigen Richtungsvektoren {dy,...,d;—1}
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ist. Indem wir den neuen Richtungsvektor d;11 € R™ definieren als

"
diy1 = 7miy1 + Biad;, Biv1 = (Tt Tivn) Z+1>, (2.46)
(i, 73)

erhalten wir die Eigenschaft, dass dieser Richtungsvektor nun A-orthogonal zu
allen bisherigen Richtungsvektoren des Verfahrens ist, d.h.,

dig1 Ladj, j=0,...,i

Beweis. Wir miissen den initialen Richtungsvektor u;4+1 € R"/{0} so modifizieren, dass
der resultierende Vektor d;y; konjugiert zu d; beziiglich der Matrix A ist. Mit dem
modifizierten Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren erhalten wir die Form

(Tig1, Ady)

diy1 = 7ip1+ Biy1d;, Biv1 = “ld Ad

Die neue Abstiegsrichtung d;+1 € R™/{0} ist nach Konstruktion A-orthogonal zu allen
vorherigen Abstiegsrichtungen {dy,...,d;}, jedoch wollen wir den Koeffizienten [;;
noch naher charakterisieren im Folgenden.
Aus dem Beweis von Lemma 2.40 wissen wir, dass wir das aktuelle Residuum aus-
driicken konnen als
Ti+1 = Tj — OziAdi.

Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit dem Zeilenvektor TiTH € R” und erhal-
ten

(Pig1,Tig1) = (Tig1,73) — 0i(rigr, Ady).

Wir wissen aus Lemma 2.40 jedoch auch, dass (riy1,7;) = 0 gilt und damit erhalten wir
den Ausdruck )
—E<Ti+1,7"i+1) = (rit1, Ady).
7

Wenn wir nun die optimale Schrittweite a; = < d-.}lc.li) aus (2.41) einsetzen erhalten wir
fiir den Koeflizienten [;41:

1 d;, Ad;
(rig1, Ad;) = _071-<”H’m+1> = —W<Ti+1a7"i+1>
(rivi,rign) _ (rivn, Adi) 5,
(ri,d;) (d;, Ad;) w

Schlussendlich kénnen wir den Nenner in diesem Ausdruck noch weiter umschreiben,
da der letzte Richtungsvektor d; € R™ mit dem modifizierten Gram-Schmidt Orthogo-
nalisierungsverfahren auch ausgedriickt werden kann als

(risdi) = (ri,ri + Bidi—1) = (ri,ri) + Bi (ri,dic1) = (14, 73).
-0
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Das Skalarprodukt in obiger Gleichung verschwindet auf Grund von der Aussage von
Theorem 2.39 und somit erhalten wir schlussendlich fiir den Koeffizienten ;11 den sim-

plen Ausdruck:
Bit1 = —<Ti+1’ri+1>-
(ri, i)
O

Mit der Herleitung von (2.46) kénnen wir nun einen Algorithmus fiir das Abstiegsver-
fahren mit konjugierten Gradienten zum Losen eines Gleichungssystems Ax = b angeben.

m—_— ALGORITHMUS 2.42: Lineares konjugierte Gradientenverfahren. ==

function z* =conjugateGradient(A,b, xo)

# Initialisierung
d() =70 = b— Amo

# Fiithre genau n Schritte durch
for k=0,...,n—1do

# Berechne Schrittweite
o — <Tk: 7dk>
k {dy., Ady)

# Fiithre Abstiegsschritt durch
Tht1 = Tk + agdy

if k <n—1 then

# Berechne effizient neues Residuum
Tht1 = Tk — apAdy

# Berechne Koeffizienten
(TE+1,7k+1)

Pert = “nrd

# Berechne neue Abstiegsrichung mit Gram-Schmidt
di+1 = Tkt1 + Brr1dg

end if
end for

# Ausgabe des letzten Punktes
T = T
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2.3.6 Verallgemeinerung fiir nichtlineare Optimierung

Wir haben festgestellt, dass das konjugierte Gradientenverfahren in Algorithmus 2.42 als
Minimierung der konvexen quadratischen Funktion F(z) := (z, Az)— (x, b) 4+ ¢ konzipiert
ist, um das dquivalente lineare Gleichungssystem Ax = b zu lésen. Es ist natiirlich zu
fragen, ob wir diesen Ansatz anpassen konnen, um allgemeine konvexe Zielfunktionen
oder sogar allgemeine nichtlineare Zielfunktionen F' zu minimieren.

Um eine nichtlineare Variante des konjugierte Gradientenverfahrens zu erhalten, miissen
wir einige Anpassungen vornehmen. Fletcher und Reeves [Fletcher| zeigten, dass man
anstelle der explizit berechenbaren Schrittweite oy fiir das quadratische Probleme in
(2.40) zunéchst einmal eine Schrittweite wihlen muss, die ein approximatives Minimum
der nichtlinearen Zielfunktion F' entlang der Suchrichtung di € R"™ identifiziert. Dariiber
hinaus muss das bisher verwendete Residuum r, = b — Ax, € R"™ fir den Einsatz in der
nichtlinearen Optimierung durch den Gradienten der Zielfunktion F' ersetzt werden.

Diese beiden Anderungen fiihren zu dem folgenden Algorithmus fiir die nichtlineare
Optimierung.

ALGORITHMUS 2.43: Nichtlineares konjugierte Gradientenverfahren.

function z* =nonlinearConjugateGradient(F, VF,xg, ag, o)

# Initialisierung
d() =—-VF (wo)

while ||[VF(x)||? > € do

while F(a:k -+ Ckkdk) > F(.%'k) do
# Verringere Schrittweite um Faktor o
A — 00

end while

# Fiihre Abstiegsschritt durch
Tpt1 = Tp + agdy

# Berechne Koeffizienten

VF(x ,VF T
Brpr = ! <v(FIE;3,VFEwZ)+>1)>

# Berechne neue Abstiegsrichung mit Gram-Schmidt
diy1 = —VF(zpt1) + Brrrdy

end while

# Ausgabe des letzten Punktes
T* = Ty
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Man beachte, dass man fiir die Implementierung von Algorithmus 2.43 keinerlei Matrix-
Vektor Multiplikationen bendtigt und man lediglich Auswertungen der Zielfunktion F'
und ihres Gradienten VF braucht. Fir den Fall, dass es sich bei der Zielfunktion F' um
eine strikt konvexe, quadratische Funktion handelt und wir in jedem Schritt die optimale
Schrittweite aj > 0 bestimmten koénnen, so entspricht Algorithmus 2.43 dem linearen
konjugierte Gradientenverfahren in Algorithmus 2.42.

In der Literatur hat sich unter Anderem eine Modikation des nichtlinearen konjugierte
Gradientenverfahrens von Fletcher und Reeves etabliert, die sich in numerischen Exper-
imenten haufig als robuster und effizienter herausgestellt hat.

BEMERKUNG 2.44 (Polak-Ribiére Variante). Bei der sogenannten Polak-
Ribiere Variante des Algorithmus 2.43 unterscheidet sich hauptséchlich die Berechnung
des Parameters ;11 € R in (2.46) fiir die Anpassung der néchsten Abstiegsrichtung.
Hierbei wird der Faktor Si,1 ndmlich wie folgt berechnet

pr ._ (\VF(zk41), VF(zy1) — VF(2p))

k41 = (VF (), VF(xy))

Man sieht ein, dass im Falle einer strikt konvexen, quadratischen Zielfunktion F' mit
optimaler Schrittweitenwahl fiir die o > 0 die Orthogonalitdtsbedingung fiir sukzessive
Gradienten aus Lemma 2.32 gilt mit

(VE(2p41), VF (1)) = 0.

In diesem Fall stimmt der Faktor B,f fl mit dem Faktor fri; aus Algorithmus 2.43
iiberein. In allen anderen Féllen hingegen unterscheiden sich die Faktoren im Allgemeinen
und fithren so zu euben signifikant unterschiedlichen Konvergenzverhalten der jeweiligen
Abstiegsverfahren. A

2.4 Wahl der Schrittweite

Wir haben in den vorausgegangenen Abschnitten bereits verschiedene Abstiegsverfahren
der Form
Tp+1 = Tk +agpr, >0, pp €RY,

wie in (2.3) kennen gelernt, die basierend auf verschiedenen Annahmen unterschiedliche
Abstiegsrichtungen p; € R" realisiert haben. Bis auf eine heuristische Wahl von adap-
tiven Schrittweiten in (2.9) und der Wahl einer optimalen Schrittweite im Fall von strikt
konvexen, quadratischen Zielfunktionen in (2.40) haben wir uns bisher noch nicht weiter
mit der Frage einer geeigneten Wahl der Schrittweiten ay > 0 beschéftigt. Dies wollen
wir im Folgenden nachholen.

Wir werden ab jetzt immer annehmen, dass py € R" eine fest gewédhlte Abstiegsrich-
tung ist, d.h. fiir die Richtungsableitung in Richtung p in jedem Iterationsschritt k =
0,1,... gilt

(VF(zy),pr) < 0.
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Nehmen wir an, dass die Zielfunktion F' stetig differenzierbar ist und Ist die gewéhlte
ap > 0 sehr klein, so bleiben wir sicher in einer lokalen Umgebung von x; in der die
folgende Taylor-Approximation erster Ordnung gilt:

F(ap + akpr) ~ F(zg) + on(VE(zk),pr) < F(ak).

Allerdings wiirde das Iterationsverfahren dann in der Regel sehr langsam konvergieren.
Ist andererseits oy zu grof}, dann ist die Abstiegsbedingung nicht mehr garantiert. Es
koénnte zum Beispiel passieren, dass man beim Iterationsschritt 1 = 2+ agpr zu weit
iiber ein lokales Minimum springt. Deshalb benétigen wir intuitiv zwei Bedingungen an
die Schrittweite a > 0, die zu kleine und zu grofle Schritte verhindern sollen.

Zunéchst wollen wir analog zu (2.40) eine theoretische Moglichkeit der optimalen Wahl
der Schrittweite o, > 0 untersuchen, ndmlich jene Schrittweite, die zum gréBtmdoglichen
Abstieg fiihrt:

o = argargIlalgL F(xp + apg).

Um eine optimale Schrittweite «y ausrechnen zu koénnen, miissen wir beliebige eindi-
mensionale Probleme analytisch 16sen konnen, was jedoch im Allgemeinen schwierig ist.
Deshalb fordern wir nicht die analytische Optimalitdt der Schrittweite ag > 0, sondern
versuchen lediglich Bedingungen zu finden, die wir numerisch leicht iiberpriifen kénnen
und fiir die wir Konvergenz des Abstiegverfahrens garantieren kénnen.

Die Idee hierbei ist es fiir eine vorgegebene Schrittweite a > 0 eine Linearisierung
des Problems zu betrachten und den linearisierten Abstieg mit dem echten Abstieg zu
vergleichen. Hierzu machen wir zunéchst folgende Definitionen.

DEFINITION 2.45: Erwarteter und tatsdchlicher Abstieg. | EEEEE———

Sei F': Q — R eine stetig differenzierbare Funktion fiir die wir das Abstiegsver-
fahren zp11 = xp + apg fir z, € Q, pr € R™\ {0} und o > 0 betrachten. Wir
definieren basierend auf der Taylorapproximation erster Ordnung den erwarteten
Abstieg im Punkt z; in Richtung p; mit Schrittweite a als

Er(a) = F(ag)+ (VF(xg),px) — F(zr) = «o(VF(xk),pk)- (2.47)

Dariiber hinaus definieren wir fiir die gleichen Groflien den tatsichlichen Ab-
stieg als
Dk(a) = F({E]C + Oépk) — F(.I‘k) (2.48)

Unsere beiden Bedingungen an eine geeignete Schrittweite o > 0 kénnen wir nun
iiber die Abweichung des erwarteten und tatséchlichen Abstiegs Dy (a) und Eg(a) in
Definition 2.45 formulieren.
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DEFINITION 2.46: Armijo-Goldstein Bedingungen.

Sei ein allgemeines Abstiegsverfahren der Form zp,1 = zr + agpr fiir eine
vorgegebene Abstiegsrichtung p, € R™ gegeben und seien ¢y, co € Rt Konstanten
mit 0 < cp <co < 1.

Dann formuliert man die sogenannten Armijo-Goldstein Bedingungen fiir die
Wahl einer geeigneten Schrittweite ay > 0 des Abstiegsverfahrens als

ClEk(Oék) > Dk(ozk) > CgEk(ak), (2.49)

wobei Ej, und Dy, den erwarteten und tatséachlichen Abstieg aus (2.47) und (2.48)
definieren. Da wir den erwarteten Abstieg flir kleine Schrittweiten aj > 0 als
negativ annehmen, d.h., es gilt Ey(ax) < 0, ist (2.49) sinnvoll definiert.

Die erste Bedingung auf der linken Seite der Armijo-Goldstein Bedingungen in (2.49)
garantiert, dass zumindest ein gewisser Teil des Abstiegs erreicht wird. Die zweite Bedin-
gung auf der rechten Seite verhindert, dass wir uns zu stark dem Fall o = 0 annéhern,
in dem die rechte Seite zu einer Gleichheit mit Konstante gleich eins wird. Eine typische
Wahl der Parameter in Definition 2.46 ist ¢; = 0.1 und co = 0.9.

In der Praxis lassen sich die Armijo-Goldstein Bedingungen wie folgt einsetzen. Man
beginnt mit einer Schrittweite von a, = a1 > 0, die im letzten Iterationsschritt k—1 zu
einem Abstieg gefiihrt hat und testet mit dieser die Armijo-Goldstein Bedingungen aus
Definition 2.46. Ist die erste Ungleichung nicht erfiillt, d.h., fiir den tatsichlichen Abstieg
gilt ¢1 Ey(ag) < Dg(ayg), so verkleinert man die Schrittweite (zum Beispiel durch Hal-
bierung). Ist andererseits die zweite Ungleichung nicht erfiillt, d.h., fiir den tatséchlichen
Abstieg gilt Dy (ag) < coEg(ay), so vergrofert man die Schrittweite entsprechend. Um
nicht in einen periodischen Zyklus zu geraten, sollte man zur VergréfSerung der Schrit-
tweite einen anderen Faktor als zur Verkleinerung wahlen, etwa o = 1.5. Die Wahl
der Schrittweite nach den Armijo-Goldstein Regeln ist also relativ einfach durchfithrbar
und fithrt zu einer beweisbaren Konvergenz eines Abstiegsverfahrens, wie das folgende
Theorem zeigt.

THEOREM 2.47: Konvergenz von Abstiegsverfahren.

Sei ein Abstiegsverfahren der Form xp; = xx + agpr gegeben, mit einer Menge
von Vektoren p, € R”, die fiir jeden Punkt x € €2, der kein stationdrer Punkt ist,
eine uniforme Abstiegsrichung liefern, d.h., es existieren fixe Konstanten 8,y > 0,
so dass gilt

(VE(zi),pr) < =7 [IVF(zp)]|P.

Die Folge der Schrittweiten (ay)ren erfiille die Armijo-Goldstein Bedingungen.
Auflerdem sei ' : R®™ — R eine nach unten beschrinkte, stetig differenzierbare
Zielfunktion, fiir die somit die Niveaumenge K := {x € R" | F(z) < F(zo)}
beschrénkt ist.
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Ist dariiber hinaus die Folge der Abstiegsrichtungen (pg)rew beschriankt, dann
bestitzt die Folge der Iterationsschritte (xj)ren eine konvergente Teilfolge und
jeder Haufungspunkt der Folge ist ein stationdrer Punkt der Zielfunktion F'.

Beweis. Falls fiir ein k € IN gilt, dass der Vektor pp = 0 ist, so haben wir bereits einen
stationdren Punkt erreicht und die Aussage des Theorems ist trivialerweise erfiillt.

Nehmen wir also im Folgenden an, dass pg # 0 fiir alle k € IN gilt und wir damit einen
echten Abstieg vorliegen haben. In diesem Fall impliziert die erste Armijo-Goldstein
Bedingung c¢; Eg (o) > Dy (ax), dass gilt

F(fﬂk-i-l) — F(xk) < c- Ozk<VF($k),pk> < 0.
Induktiv gilt somit ebenfalls
F(xps1) < F(zg) < ... < F(xo). (2.50)

Also liegt die gesamte Folge (x)ren in der nach Voraussetzung beschrinkten Menge
K :={z e R" | F(z) < F(zo)} und hat nach dem Satz von Bolzano- Weierstrass somit
eine konvergente Teilfolge (xy,)sew. Dariiber hinaus sehen wir ein, dass die Menge K
ebenfalls abgeschlossen und somit nach dem Satz von Heine-Borell sogar kompakt ist.
Daher liegt der Grenzwert * € K ebenfalls in der Menge K.

Durch Einsetzen in die folgende Teleskopsumme

k-1
F(x) — F(zo) = Y F(zj41) — F(xy)
j=0
erhalten wir die starkere Bedingung
k—1
F(zp) 4+ a1 Y —aj{(VF(x;),p;) < F(xo). (2.51)
j=0

Mit der nach Voraussetzung geltenden uniformen Schranke folgt dann fiir fixe Konstanten
B,y > 0 und fiir alle £ € IN die Ungleichung

IVE @) < —,1y<VF<xk>,pk>.

Da die Niveaumenge K kompakt ist wissen wir, dass ein Punkt x* € K existiert in der
die Zielfunktion F' ihr Minimum auf K annimmt. Dann gilt wegen (2.50) offensichtlich
fiir alle k € IN

0 < F(xo) — F(zg) < F(xg) — F(z*) =1 M.

Zusammen mit der Ungleichung (2.51) kénnen wir somit folgern, dass gilt

k—1 5 1 k-1 1 M
ai|[VF(z;)|P™ < = —ai(VF(z;),p;)) < —(F(xg) — F(x < —.
S llVF@)IT < 25 oy (VR ) € o)~ Fe) < O
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Damit gilt offensichtlich ag||VF (21)|/**! — 0 und somit gilt ebenfalls ax VF(21) — 0
fiir £k — oo.

Nun miissen wir abschlieflend noch zeigen, dass die Folge der Schrittweiten (ag)ken
selbst nicht gegen Null konvergiert, damit VF(z;) — 0 gilt und somit die Folge der
Iterationsschritte (xy)ren gegen einen stationdren Punkt der Zielfunktion F' konvergiert.
Nehmen wir also das Gegenteil fiir eine Teilfolge (v, )renv an, die gegen Null konvergiert,
so gilt auch oy, pi, — 0. Damit gilt aber schon fiir beliebiges € > 0 mit (1 —¢€) > ¢, dass
flir hinreichend grofle k, € IN die folgende Ungleichung erfillt ist:

F(‘rké + akepke) - F(xkz) < (1 - 6) : ak‘e<VF(xke)7pke> < c2- O‘kz<VF($k‘4)apke>'

Dies ist jedoch nicht moglich, da die Armijo-Goldstein Bedingungen nach Voraussetzung
erfillt sind. O

Fiir das Gradientenabstiegsverfahren bzw. dessen Varianten in Abschnitt 2.2.1 kénnen
wir im folgenden Korollar noch mehr zeigen,, da die Abstiegsvektoren pr € R"™ in direkter
Verbindung zum Gradienten der Zielfunktion —V F'(xy) stehen.

KOROLLAR 2.48: Konvergenz des Gradientenabstiegverfahrens. s

Sei F': R™ — R eine nach unten beschriankte, stetig differenzierbare Funktion, so
dass die Niveaumenge K := {x € R" | F(x) < F(xz0)} beschriankt ist. Gegeben
sei auflerdem eine Wahl an Abstiegsrichtungen der Form

P — —AkVF(.%‘k),

wobei fiir jedes k € IN die Matrix A € R™ ™ symmetrisch positiv definit ist. Der
kleinste und grofite Eigenwert der Matrizen Aj seien dartiber hinaus fiir jedes
k € IN uniform durch A\,az > Amin > 0 nach unten bzw. nach oben beschrankt.
Dann hat die Folge (x)ren eine konvergente Teilfolge und jeder Haufungspunkt
ist ein stationdrer Punkt von F.

Beweis. In den Ubungsaufgaben zu zeigen. O

2.5 Nicht-differenzierbare Optimierung

Im Folgenden widmen wir uns abschliefend der Optimierung von nicht-differenzierbaren
Zielfunktionen, die man héufig in der Datenanalyse und der mathematischen Bildverar-
beitung findet. Hierzu betrachen wir zunéchst das folgende motivierende Beispiel.

BEISPIEL 2.49: LASSO-Problem.

Wir betrachten das sogenannte LASSO-Problem (engl. fiir ,, Least Absolute Shrink-
age and Selection Operator*), das man als Variante eines linearen Ausgleichsprob-
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lem interpretieren kann (siehe [Numerik 1, Kapitel 3.1.1]) mit
1 2
F(z) = Slb— Azl + allz]e.

Hierbei ist A € R"™*™, 2 € R™ und b € R™, wobei typischerweise m < n gilt.

Mit der Losung dieses Problems fiir a — 0 approximiert man eine Losung des
linearen Gleichungssystems Az = b mit minimaler #'-Norm.

Solche Losungen besitzen in der Regel viele Nulleintrage und sind daher besonders
interessant. Das Problem bei der Minimierung der Zielfunktion F ist, dass die £!-

Norm
n
Izllp = |yl
j=1

nicht differenzierbar in allen Punkten x € R™ ist, fiir die mindestens eine Koordi-
nate Null ist, d.h., fiir die z; = 0 gilt fir ein 1 < j < n.

Eine interessante Klasse von Zielfunktion, die wir im Folgenden betrachten wollen, ist
von der Form

F(z) = G(z) + H(z),

mit einer stetig differenzierbaren Funktion G: R™ — R und einer konvexen, nicht
notwendigerweise differenzierbaren Funktion H: R™ — R. In diesem Fall kénnen wir
keins der in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten Gradienten-basierten Opti-
mierungsverfahren verwenden, sondern benotigen einen anderen methodischen Ansatz.

Zunéchst bendtigen wir aber noch einige Definition um konvexe Funktionen analytisch
besser beschreiben zu kénnen.

DEFINITION 2.50: Subdifferential und Subgradient.

Sei H : R® — R eine konvexe Funktion. Dann ist das Subdifferential an der
Stelle x € R™ definiert durch

OH(z) =={peR" | H(z) + (p,y—z) < H(y) VyeR"}

Ein Element des Subdifferentials nennen wir Subgradient.

Man sieht ein, dass ein globales Minimum der konvexen Funktion H durch die Bedin-
gung 0 € OH (z*) charakterisiert wird, denn mit Definition 2.50 erhalten wir in diesem
Fall:

0€0H(z*) & H(z")+(0,y —2*) < H(y) VyeR". (2.52)
=0

Folgendes Beispiel illustriert das Subdifferential einer nicht differenzierbaren, eindi-
mensionalen Funktion.
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e BEISPIEL 2.51: Subdifferential der Betragsfunktion.

Wir betrachten die eindimensionale Betragsfunktion H(z) := |z|. In diesem Fall
ist das Subdifferential von H fiir alle Punkte x # 0 gegeben als

0H(xz) = {sgun(z)}.

Im Punkt z = 0, in dem die Betragsfunktion bekanntlich nicht differenzierbar ist,
gilt fiir das Subdifferential hingegen

OH(0) = [-1,1].

Basierend auf dieser Beobachtung im Eindimensionalen kénnen wir auch das Subdif-
ferential der /!-Norm im R” im folgenden Beispiel ausrechnen.

e BEISPIEL 2.52: Subdifferential der /*-Norm.

Wir betrachten die ¢!-Norm, die durch die konvexe Funktion H(z) = ||z|n
gegeben ist. Dann kénnen wir das Subdifferential der ¢!-Norm fiir alle Punkte
x € R™ angeben als

0H(xz) = {pe[-1,1]" | pi = sgu(z;) fir z; # 0}.

Basierend auf der Optimalitétsbedingung fiir die konvexe Funktion H in (2.52) kénnen
wir eine entsprechende notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum fiir die Summe
einer differenzierbaren Funktion G und einer konvexen Funktion H herleiten, wie das
folgende Lemma besagt.

s—_— LEMMA 2.53: Optimalitidtsbedingung.

Sei F': R™ — R eine Zielfunktion, die sich schreiben lasst als F' = G + H, wobei
G stetig differenzierbar und H konvex ist. Sei auflerdem z* € R™ ein lokaler
Minimierer von F'.

Dann gilt 0 € VG(2*) + 0H (x*), d.h., es existiert ein Subgradient p € 0H (z*)
mit VG(z*) +p = 0.

Beweis. Sei z* € R"™ ein lokaler Minimierer von F. Dann gilt fiir jeden Punkt x €
R"™ in einer lokalen Umgebung des Minimierers #* mit einer Taylor-Entwicklung erster
Ordnung der Funktion G' schon
G(*)+ H(z*) = F(z*) < F(z) = G(z)+ H(x)
= G@") +(VG(z"),z —2%) +r(z)|le — 27| + H(x)
mit einem Fehlerterm r: R” — R fir den gilt r(x) — 0 wenn x — z*. Wéhlen wir nun
den speziellen Vektor p = —VG(z*) und stellen die Gleichung um, so gilt also
H(x* —z*)—H
(z*) + (p,z e ) —H(z) r(z).
[l — 2]
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Dann kénnen wir unter Ausnutzung der Konvexitit von H folgende Abschétzung treffen

H(z") 4+ (p,x — ™) — H(x)

0 = limsupr(z) > limsup
T T—T* ”$ - CU*”

> lim H(z*)+ (p, ANz — 2*)) — H((1 — N)z* + \z)
A5 Nz — 2]

> lim H(z*)+ Xp,z —x*) — (1 = N)H(2*) — AH(x)
= Mo =]

e HHEY) - H@)  (pr o)+ H) - H)
A0 [ — = [ — =

Durch Umstellen erhalten wir schliellich
H(z*)+ (p,x —2*) < H(z).
Dies bedeutet aber schon nach Definition 2.50, dass p € 0H (z*) gilt. O

Basierend auf Lemma 2.53 kénnten wir also von der notwendigen Optimalitdtsbedin-
gung VG(z*) + p = 0 ausgehen und damit ein Analogon zum Gradientenabstiegsver-
fahren aus Abschnitt 2.2.1 aufstellen mit

g1 = o — ax(VG(2g) + i), pr € OH (xp).

Allerdings ist nicht klar welchen Subgradienten py € OH(zj) wir in jeder Iteration
auswahlen sollen (falls mehr als einer existiert) oder ob iiberhaupt ein Subgradient ex-
istiert. Deshalb werden wir im Folgenden eine Variante betrachten bei der automatisch
Iterationsschritte xx41 € R™ mit nichtleerem Subdifferential und ebenso ein ppi1 €
OH (xj41) ausgewahlt werden.

2.5.1 Proximales Splitting

Die Idee des sogenannten proximalen Splitting, auch Forward-Backward Splitting genan-
nt, ist es den differenzierbaren Teil genauso wie beim Gradientenabstiegsverfahren auszuw-
erten, d.h., vorwérts ausgehend vom Punkt z; € R", wihrend der Subgradient hingegen
beziiglich der nachsten Iterierten ausgewertet wird, d.h., riickwarts ausgehend vom Punkt
Tr+1 € R™

Somit ldsst sich die Iterationsvorschrift fiir das proximale Splitting schreiben als

Tpp1 = o — ap(VG(2k) + Pry1), Prt1 € OH (2p41). (2.53)

Diese Gleichung kénnen wir nun selbstverstandlich nicht mehr explizit auswerten, da der
Subgradient pxy1 € OH (k1) vom bisher unbestimmten Iterationsschritt xpiq € R"™
abhéngt.

Dennoch kénnen wir die Iterationsvorschrift (2.53) weiter umschreiben zu

1
OTk(karl — ) + VG (ri) + pry1 = 0.

o6



Kapitel 2 Numerische Optimierung

Die zentrale Idee ist es nun eine Funktion zu finden, deren Ableitung den Ausdruck auf
linken Seite der obigen Gleichung liefert. Man sieht ein, dass die obige Gleichung die
hinreichende Optimalitdtsbedingung fiir die Minimierung der folgenden strikt konvexen
Funktion darstellt

1
Fy(z) = me — x5, + VG (21) || + H(x).

Hierbei stellt die Iterierte z;11 € R™ also einen stationdren Punkt der Zielfunktion Fy(x)
dar, wiahrend pyy; € R™ aus dem Subdifferential 0H (z) stammt.

Wir kénnen das Iterationsverfahren in (2.53) also durchfithren, wenn wir strikt konvexe
Funktionen der Form

o(r) = ol —yl + Hia)

effizient minimieren kénnen.

Bei der Optimierung der Funktion ® versucht man anschaulich einen Kompromiss
einzugehen zwischen dem Ziel die Funktion H zu minimieren und gleichzeitig nahe dem
Punkt y € R"™ beziiglich der Euklidischen Norm zu sein. Der Parameter oo > 0 steuert
hierbei die Gewichtung zwischen diesen beiden Kriterien.

Da es sich bei ® um eine strikt konvexe Funktion handelt existiert ein eindeutiges
Minimum. Dieses lésst sich durch den sogenannten Proximaloperator beschreiben, den
wir im Folgenden definieren wollen.

s—_— DEFINITION 2.54: Proximaloperator.

Sei H: R™ — R eine konvexe, unterhalbstetige Funktion und sei o > 0 ein positiv-
er Parameter. Dann definieren wir den Proximaloperator beziiglich der Funk-
tion H im Punkt y € R" als

. 1
prox,r(y) i= argmin{ o[l — gl + Hiz) |
zER™ (6%

Wir wollen zunéchst das Konzept des Proximaloperators im folgenden Beispiel fiir die
Betragsfunktion bzw. die £!-Norm genauer verstehen.

s BEISPIEL 2.55: Shrinkage-Operator.

Sei H(x) = |z| in diesem Beispiel zunéchst die Betragsfunktion. Dann ist der
Proximaloperator z = prox,;(y) der eindeutige Minimierer der strikt konvexen
Funktion

) = 5w~y +al

mit der notwendigen Optimalitdtsbedingung 1. Ordnung
1
—(y—2z) € 9|z|. (2.54)
o

Aus Beispiel 2.51 wissen wir bereits, dass 0|z| = {sgn(z)} = {—1,1} fiir z # 0 gilt
und 0|0 = [—1, 1] in der Null.
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Betrachten wir zunéchst den Fall z > 0. Dann ist klar, dass d|z| = 1 gilt und
somit wird aus der notwendigen Optimalitédtsbedingung (2.54)

1
—(y—2) =1 & z=y—a
a

Da wir z > 0 angenommen haben, ist dies nur moéglich fiir y > o > 0.
Analog gilt fiir den Fall z < 0, dass 0]z| = —1 ist und somit erhalten wir aus der
notwendigen Optimalitdtsbedingung (2.54)

1
—(y—2)=-1 & z=a+y.
(@

Dies ist aber fiir z < 0 nur moéglich, wenn y < —a < 0 gilt.
Fiir den letzten Fall mit z = 0 lauten die notwendigen Optimalitdtsbedingung

(2.54)
1

Y
E(y—z) = € [—1,1] = 0]0].
Dies ist dquivalent zu der Bedingung —1 < £ < 1, die nur dann erfiillt ist wenn
—a <y < agilt.
Somit lésst sich der Proximaloperator z = prox,py(y) fiir die Betragsfunktion
H(z) := |z|, der auch Shrinkage-Operator genannt wird, wie folgt angeben:

Yy— falls y > «
prox,(y) = shrinks(y) = ¢ 0 falls y € [—a, o]
Y+« falls y < —a.

Die kontrahierende Wirkung des Shrinkage-Operators wird in 77 illustriert.
Analog kénnen wir auch den Proximaloperator fiir die £!-Norm H(z) = ||z||, im
R™ angeben als

prox, g (y) = (shrinka (yi))i=1,...n-

Mit Hilfe des Proximaloperators konnen wir das proximale Splitting in (2.53) schreiben
als
Tpr1 = ProX,, g(wr — axVG(7y)).
Wie wir in Beispiel 2.55 gesehen haben ist der Shrinkage-Operator in gewisser Weise

kontraktiv. Diese Beobachtung gilt im Allgemeinen fiir Proximaloperatoren wie folgendes
Lemma feststellt.

LEMMA 2.56: Kontraktivitat des Proximaloperators.

Sei H eine konvexe, unterhalbstetige Funktion. Dann ist der Proximaloperator
proxy Lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstante 1.

o8



Kapitel 2 Numerische Optimierung

Beweis. Wir betrachten zunéchst die beiden Punkte, die fiir i = 1, 2 gegeben sind durch
x; = proxy(y;). Dann gilt wegen der Optimalitdtsbedingung des Proximaloperators
x;+p; = yi, fir einen Subgradienten p; € OH (x;). Subtrahieren wir die beiden Identitaten
fiir ¢« = 1, 2, so erhalten wir

T —T2+pPL—DpP2 = Y1— Y2

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit dem Zeilenvektor (z1 — 22)”7 € R" so
gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung:

21 = 22||* + (21 — 22, p1 — p2) = (w1 — 22,01 —v2) < [lyn — vl - [le1 — 22| (2.55)
Wegen Definition 2.50 des Subgradienten kénnen wir festhalten, dass gilt

H(x1) — H(z2)
H(zy) — H(x1).

<p17 Ty — $2>

>
(p2, w2 — 1) >

Addieren wir diese beiden Ungleichungen, so erhalten wir insgesamt (p; —p2, 1 —x2) > 0.
Damit kénnen wir die linke Seite der Ungleichung (2.55) weiter abschétzen und erhalten
durch Teilen mit dem Wert ||z1 — x2|| auf beiden Seiten schlieBlich

lz1 =z < llyr = g2,

was genau die gewlinschte Lipschitz-Stetigkeit des Proximaloperators mit Lipschitz-
Konstante L = 1 bedeutet. O

Analog zum Beweis von Theorem 2.47 kénnen wir auch vorgehen um die Konvergenz
des proximalen Splitting Verfahrens im folgenden Theorem zu zeigen.

S THEOREM 2.57: Konvergenz des proximalen Splitting-Verfahrens.

Sei FF := R™ — R eine nach unten beschriankte Zielfunktion, das heift, dass
die Niveaumenge K := {x € R" : F(x) < F(x0)} beschriankt ist. Auerdem
lasse sich F' als Summe zweier Funktionen schreiben mit F(z) = G(x) + H(x)
fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion G: R™ — R und eine konvexe,
unterhalbstetige Funktion H: R™ — R.

Dann konvergiert das proximale Splitting-Verfahren der Form

Tpr1 = prox,, g(or — axrVG(1y)).

Beweis. Wir nutzen zunéchst fiir einen Subgradienten pyy1 € 0H (zx41) die explizite
Iterationsvorschrift (2.53) fiir das proximale Splitting

1
Ozik(karl — CCk) + VG(.’Ek) + Pr+1 = 0.
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Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit dem Zeilenvektor (g1 — a;k)T e R"”,
dann folgt

1

a:WkH — 2k ||® + (@pt1 — 2, VG (1)) + (Th1 — T, prg1) = O. (2.56)

Da die Funktion G nach Voraussetzung zweimal stetig differenzierbar ist folgt mit einer
Taylorapproximation erster Ordnung

(Ths1 — 2k, VG (1)) = Glap1) — Gag) — -

Hierbei ldsst sich der Fehlerterm rj, abschétzen durch

C
rp < k

< Sllowss - ol

wobei C}, eine obere Schranke fiir die Norm der Hesse-Matrix von G in einer Umgebung
von zj mit Radius ||xgy1 — zkl| ist.
Aus Definition 2.50 folgt fiir den Subgradienten pyy1 € OH (zk+1) auerdem

(Pht1, Thr1 — ) > H(xpgr) — H(xyg).

Nutzen wir diese Abschétzungen nun fiir die Identitét (2.56), so erhalten wir insgesamt

1
0 = OTkHIBkH — ap|* 4+ (Tpy1 — 2, VG (21)) + (Thi1 — Tk Prr1)
1 9 Ck 9
> OTkakH —zi|l” + G(opg1) — G(a) — 7H$k+1 = ||” + H(2pq1) — H(wg)

1 C
- ( - k) +1 = @l + F(aper) — F(zy)
o 2

Theoretisch kénnen wir die Schrittweiten o > 0 so klein wéahlen, dass aik — % > e fiir

ein beliebiges € > 0 gilt. Durch Umstellen sehen wir also, dass gilt
F 1 C 2 2
@) = (= ) b = oulP + Flanr) > € lown = aul? + Flonsa).
Damit ist offensichtlich, dass F(zyy1) < F(xg) fir alle & € IN gilt. Damit haben wir
gezeigt, dass das proximale Splitting-Verfahren die Zielfunktion F in jedem Schritt
verkleinert.

Analog zum Beweis von Theorem 2.47 sehen wir ein, dass fiir die Folge der Iterationss-
chritte (zg)rew C K gilt und nach dem Satz von Bolzano- Weierstrass eine konvergente
Teilfolge besitzt, deren Grenzwert in der kompakten Menge K liegen muss.

Es gilt ebenfalls

o

Z lzpe1 — xkl]? < oo.

k=0
Da die Iterierten auf einer beschrankten Menge bleiben und G zweimal stetig differenzier-
bar ist, ist die Norm der Hesse-Matrix von GG ebenfalls uniform fiir alle £ € IN beschrankt
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flir eine Konstante C' > 0 mit 0 < Cp < C und somit kann die Folge der Schrittweiten
(ag)ren ebenfalls uniform nach unten beschriankt werden.
Aus der Konvergenz

. 1 .

0 = lim — (241 — ) = lim VG(zk) + prt1, Pk+1 € OH (xp41)
k—00 Qv k—o0

konnen wir schliefflich folgern, dass jeder Haufungspunkt die Optimalitdtsbedingung aus

Lemma 2.53 erfiillt. O

2.5.2 Primal-Duale Verfahren

In vielen Fallen ldsst sich der Proximaloperator einer beliebigen konvexen, unterhalb-
stetigen Funktion H analytisch nicht gut berechnen und muss gegebenenfalls numerisch
approximiert werden. In solchen Fillen ist das proximale Splitting-Verfahren aus Ab-
schnitt 2.5.1 héufig weniger effizient anzuwenden.

In vielen interessanten Féllen hat die Funktion H die Form H(x) = J(Bx), mit einer
Matrix B € R™*", die nicht diagonal ist, und einer konvexen, unterhalbstetigen Funktion
J, deren Proximaloperator man analytisch gut berechnen kann. Ein typisches Beispiel
flir solch ein Problem ist eine Variante des Lasso-Problems aus Beispiel 2.49, in dem
man folgende Optimierung durchfithren will

. 1 2
min {F(a) = 5o~ b|P + al[Balls |

Obwohl fiir den Spezialfall der Identitdt B = I bereits in Beispiel 2.55 den Proxi-
maloperator analytisch angeben konnten, ldsst sich dieser fir H(z) = ||Bz||p im Fall
beliebiger Matrizen B im Allgemeinen nicht explizit angeben.

Um dieses Problem zu umgehen, ist eine Idee, eine Nebenbedingung mit einer zusét-
zlichen Variable einzufiihren, die wir im Folgenden mit y € R™ bezeichnen. Setzen wir
ndmlich y = Bz, so kénnen wir eine modifizierte Zielfunktion

F(z,y) = G(z)+ J(y)

unter der Nebenbedingung y = Bx minimieren. Um eine Nebenbedingung dieser Form
bei der Minimierung von F einfach zu beriicksichtigen, kénnen wir die Idee der Lagrange
Multiplikatoren verwenden (siehe [Data Science 2, Kapitel 7.2]). Hierzu definieren wir
zundchst das folgende Lagrange-Funktional

L(z,y,z) = F(z,y)+ (2, Bx —y),

wobei der Vektor z € R™ die Lagrange Multiplikatoren fiir die Nebenbedingung Bz =y
darstellt.
Man sieht nun ein, dass gilt

inf F(x = inf sup L(z,y,2).
m,Bg;elR” ( ’ y) z,ycR” Ze]é)n ( Y )
=y
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Dies liegt daran, dass das Supremum iiber L(z,y, z) unendlich wird, sobald Bx # y ist,
das heifit, dass das Infimum von F in solchen Fillen sicher nicht angenéhert wird. Daher
reicht es das Lagrange-Funktional L auf der Menge {(z,y) € R" x R" : Bx = y} zu
betrachten. Auf dieser Menge wird der zweite Term von L jedoch Null und somit stimmt
das Lagrange-Funktional schon mit der modifizierten Zielfunktion iiberein, d.h. es gilt
L(z,y,z) = F(z,y).

Wir sehen also, dass wir im Fall der Optimierung mit Nebenbedingungen eigentlich
ein Sattelpunktproblem der folgenden Form lésen wollen

inf sup (G(z) + J(y) + (2, Bx — y)).
T,yER™ ZeRn

Nehmen wir zunéchst an, dass wir das Infimum und das Supremum vertauschen
konnen (was moglich ist, falls ein Sattelpunkt existiert) und nutzen die Relationen
inf, , —E(z,y) = —sup, , F(z,y) und sup, —F(z) = —inf, F(z) dann 16sen wir

sup inf (G(x)+ J(y) + (z, Bx —y))

z€R"™ CE,yGRn
= sup inf —((z,y) —J(y) +(-B"z2) - G(z))
zeRm™ T,YER™
= — inf sup ((2,9) = J(y) + (~Bz2) - G(z))
Z€R™ g ycRn
= — inf (sup ((z,9) — J()) + sup ((~BTz,2) — G(x)).
zZER™ yeRn zeR™

Bevor wir eine sogenannte primal-duale Formulierungen des urspriinglichen Problems
herleiten, werden wir zunéchst die Konvex-Konjugierte definieren.

—_ DEFINITION 2.58: Legendre-Fenchel-Transformation.

Sei J: R™ — R eine strikt konvexe Funktion. Dann ist die Legendre-Fenchel-
Transformation J* von J (auch Konvex-Konjugierte genannt) definiert als

J(2) = yséu]Pli)n(<z,y>—J(y))-

Mit Definition 2.58 der Konvex-Konjugierten lasst sich das urspriinglichen Problem
dquivalent umformulieren zu

inf sup (J*(2) + (=BT z,z) — G(x)), (2.57)
2ERM™ yecRn
wobei wir bemerken, dass wir in dieser Formulierung die explizite Abhéngigkeit von der
Hilfsvariable y = Bx vermeiden konnten.

Die neue Formulierung des Sattelproblems in (2.57) dient als Grundlage vieler primal-
dualer Verfahren in der Numerik. Beispielsweise kénnen wir zur Approximation eines
Sattelpunkts abwechselnd einen Abstiegsschritt mittels Proximaloperator beziiglich der
Variable z € R™ und einen Gradientenaufstiegsschritt beziiglich der Variable x € R™
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durchfithren. Dies fiihrt zu einer Variante des sogenannten Uzawa-Verfahrens mit
Schrittweiten 73, 0% € RT:

Zkt1 = ProX g« (zx + Tk Bak),

; (2.58)
Tpt1 = x — ok(VG(2k) + B 2).

In diesem Fall miissen wir die Matrix B und B? nur einmal mit einem Vektor mul-
tiplizieren in jedem Schritt, sowie den Proximaloperator der Konvex-Konjugierten J*
ausrechnen. Letzteres ist genau dann einfach, wenn wir den Proximaloperator von J
effizient ausrechnen kénnen, wie folgende Bemerkung festhélt.

BEMERKUNG 2.59 (Moreau-Zerlegung fiir Proximaloperatoren). Sei
J: R"™ — R eine konvexe, unterhalbstetige Funktion und J*: R™ — R die zugehorige
Konvex-Konjugierte von J. Sei auflerdem 7 > 0 ein positiver Parameter.

Dann kann man die folgende Identitdt, genannt Moreau-Zerlegung, fiir die Proximalop-
eratoren von J und J* zeigen:

T = prox,;.(x) + 7 prox . (z/7).

A

Somit kénnen wir den Proximaloperator prox,, ;. der Konvex-Konjugierten in (2.58)
berechnen als:

2z + TkBLI,’k)

prox,, j«(zx + Tk Bxy) = 2 + TR Brp — T proxa <
Tk Tk)
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Numerische Losungsverfahren fiir
Anfangswertprobleme

Differentialgleichungen spielen eine wichtige Rolle in der Modellierung vieler naturwis-
senschaftlicher Phianomene. Insbesondere in der Physik und den Ingenieurswissenschaften
ist das Verstdndnis und das Loésen von Differentialgleichungen essentiell, da sich viele
physikalische Gesetze und Zusammenhénge durch diese beschreiben lassen. Leider ex-
istieren fiir viele Differentialgleichungen keine geschlossen darstellbaren analytischen Lo-
sungen, so dass man Loésungen mit Hilfe numerischer Verfahren approximieren muss.
In diesem und néichstem Kapitel widmen wir uns daher der numerischen Lésung von
verschiedenen Problemen, die Differentialgleichungen beinhalten. Dies sind insbesondere
Anfangswert- und Randwertprobleme.

Mathematisch gesehen ist eine Differentialgleichung eine Gleichung, in der eine un-
bekannte Funktion und ihre Ableitungen auftreten. Hierbei werden folgende Kriterien
zur Unterscheidung von Differentialgleichungen genutzt.

1. Die grofite auftretende Ableitung der unbekannten Funktion bestimmt die Ord-
nung der Differentialgleichung.

2. Je nachdem ob Ableitungen der unbekannten Funktion beziiglich einer einzigen
Variablen oder unterschiedlicher Variablen auftreten sprechen wir von einer gewdhn-
lichen Differentialgleichung oder einer partiellen Differentialgleichung.

3. Werden gleich mehrere solche Funktionen durch mehrere Gleichungen beschrieben,
so spricht man von einem Differentialgleichungssystem:.

Wir werden in den folgenden Abschnitten zunédchst die wichtigsten theoretischen

Erkenntnisse fiir gewohnliche Differentialgleichungen wiederholen und insbesondere Existenz-

und Eindeutigkeitsaussagen diskutieren. Diese werden fur die spatere Konstruktion und
Analyse von numerischen Lésungsverfahren hilfreich sein.
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3.1 Theorie fiir Anfangswertprobleme gewohnlicher
Differentialgleichungen

Im Folgenden beschéftigen wir uns zunéchst mit Anfangswertproblemen fiir gewdhnliche
Differentialgleichungen, im Englischen , Ordinary differential equations (ODE)“ genannt.

s DEFINITION 3.1: Anfangswertproblem.

Ein mathematischen Problem, bei dem wir eine Lésung u: RT — R"
eines gewohnlichen Differentialgleichungssystems 1. Ordnung mit gegebener
Startwertbedingung der folgenden allgemeinen Form suchen

du

a = u/(t) = F(t,u(t)),

u(0) = up € R",

(3.1)

wobei ' : RT x R® — R" eine stetige Funktion ist, nennen wir ein Anfangswert-
problem.

Anfangswertprobleme der Form (3.1) treten haufig in der Modellierung von Zusténden
auf, die sich iber die Zeit dndern. Nimmt man an, dass der zu modellierende Zustand
zum Zeitpunkt ¢t > 0 durch die Funktion u: Rt — R" beschrieben wird, mdchte man
verstehen wie sich dieser in hinreichend kleiner Zeit durch die Wirkung der Funktion F'
dndern wird. Das heiffit wir schreiben

u(t +7) = u(t) +7- F(t,u(t)).

Im Grenzwert fiir immer kleinere Zeitschrittweiten 7 — 0 erhalten wir dann die Differ-
entialgleichung u/(t) = F(t, u(t)).

Solche Differentialgleichungen lassen sich beispielsweise in der Physik herleiten, wie
folgenden Beispiel zeigt.

SEes BEISPIEL 3.2: Newtonsche Bewegungsgleichung.

Wir betrachten in diesem Beispiel die Bewegung eines Teilchens mit Hilfe des
zweiten Newtonschen Gesetzes. Beschreibt x(t) € R? den Ort des Teilchens zur
Zeit t > 0 im dreidimensionalen Raum, v(t) € R3 seine Geschwindigkeit, a(t)
seine Beschleunigung und F ein Kraftfeld in dem sich das Teilchen bewegt, so
sind folgende Zusammenhénge aus dem physikalischen Mechanik bekannt:

o Geschwindigkeit ist Anderung des Orts pro Zeit, d.h., v(t) = @(t) = % (%)

 Beschleunigung ist Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit, d.h. es gilt
alt) = i(t) = (1)

o Kraft ist Masse mal Beschleunigung, d.h., m - a(t) = F(x(t),v(t),t)
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Diese Gesetze konnen wir auch als Differentialgleichungen fiir den Ort z und die
Geschwindigkeit v des Teilchens (oder dessen Impuls p(t) = m-v(t)) interpretieren,
wenn wir die Beschleunigung a eliminieren. Es gilt dann

%(ﬂf(’f%m ~u(t)) = (v(t), F(z(t), v(t), 1)).

Kennen wir den Anfangsort z(0) € R3 des Teilchens und dessen Anfangs-
geschwindigkeit v(0) € R3, so haben wir ein Anfangswertproblem fiir ein System
von Differentialgleichungen mit insgesamt sechs Gleichungen fiir sechs Unbekan-

nte.
In groflen Systemen mit n € IN Teilchen hat man dann Gleichungen fiir jede
Position z1,...,z, € R? und die respektiven Geschwindigkeiten v1, ..., v, € R?

und sucht Losungen fiir das folgende System von Differentialgleichungen:

i(a:i(t),vi(t)) = (vi(t), F(x1(t),v1(t), ..., zn(t),vn(t),t)), i=1,...,n.

dt
Zur Beschreibung realer Vorgéinge mit vielen Teilchen (Molekiile, Zellen, Tiere in
Herden, Fufigénger, Autos ...) erhélt man also schnell beliebig komplexe Systeme
von Differentialgleichungen.

3.1.1 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Um die in dieser Vorlesung diskutierten Verfahren zur numerischen Lésung von gewShn-
lichen Differentialgleichungen besser zu verstehen miissen wir im Folgenden zunéchst
einige theoretische Grundlagen von gewdhnlichen Differentialgleichungen zusammen-
fassen. Wir beginnen mit einer allgemeinen Theorie der Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen solcher Differentialgleichungen. Die wesentliche Grundlage hierfiir wird eine
Umformulierung der gewohnlichen Differentialgleichung in eine Fixpunktform sein, so
dass wir dann einfach einen passenden Fixpunktsatz anwenden kénnen.

Nehmen wir zunéichst an, dass u € C*([0,T]) eine Losung des Anfangswertproblems
(3.1) sei. Dann gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auch
folgende Gleichung

u(t) = uo—i—/OtF(s,u(s))ds, 0<t<T.

Diese Darstellung kénnen wir als Fixpunktgleichung v = F(u) in einem Banachraum
interpretieren. Um Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes u und somit einer Lo-
sung des Anfangswertproblems zu zeigen, lassen sich nun zwei unterschiedliche Arten
von Fixpunktsidtzen anwenden.

Die erste Art (Satz von Schauder oder andere Varianten) basiert auf Kompaktheit,
d.h. wenn man den Operator F auf Funktionen v anwendet, liegt das Bild in einer
topologischen Menge mit einem Fixpunkt des Operators. In unserem Fall erhélt man
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die Kompaktheit aus dem Satz von Arzela—Ascoli, denn man kann zeigen, dass fiir eine
beschriankte Folge von Funktionen (uy),en die Folge (F(uy))nen immer eine konver-
gente Teilfolge besitzt. Dies liefert den sogenannten Satz von Peano, der die Existenz
einer Losung flr eine stetige Funktion F' garantiert. Da man hier jedoch recht abstrakt
und mittels Teilfolgen argumentiert, ldsst sich mit dieser Methode leider nicht die Ein-
deutigkeit eines Fixpunkts nachweisen.

Die zweite Art um Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunkts zu zeigen basiert
eigentlich immer auf dem Banachschen Fizpunktsatz (siehe [Numerik 1, Kapitel 4.1]).
Diese Herangehensweise wollen wir im Folgenden etwas naher diskutieren. Dazu beachten
wir, dass falls die Funktion F' im zweiten Argument Lipschitz-stetig ist (mit Lipschitz-
Konstante L > 0), folgendes gilt

1F(w) — Fus)|lwo = max /OtF(s,ul(s))—F(s,ug(s))ds

0<t<T
t
< —
< e [ IF(s () = Fls ua(s)) | ds
t
< L. _
< L 01;1%)%/0 lui(s) — ua(s)|ds
< LT- — = LT- — .
< gpax |ui(s) — ua(s)| lur — uzlloo

Wir erkennen an dieser Abschitzung, dass die Abbildung F : C*([0,T]) — C*([0,T))
kontraktiv ist, wenn 7" > 0 klein genug gewahlt wird, so dass LT < 1 gilt. Mit Hil-
fe der Kontraktivitdt von F liefert der Banach’sche Fixpunktsatz die Existenz und
Eindeutigkeit eines Fixpunkts u (und damit einer Losung der Differentialgleichung) in
C1([0,T)) fiir T hinreichend klein. Dies ist die erste Version des Satzes von Picard-
Lindel6f, die uns die Existenz und Eindeutigkeit fiir kleine Zeiten T > 0 liefert.

In unserem Fall kénnen wir jedoch ein noch besseres Resultat erreichen, in dem wir
einfach die Norm in unserer Abschéitzung passend wéhlen. Die Idee dazu liefert zunéchst
eine einfache Differentialgleichung im folgenden Beispiel.

S BEISPIEL 3.3: Einfache Differentialgleichung mit konstantem Faktor.

Wir beschéftigen uns in diesem Beispiel mit einer einfachen gewohnlichen Differ-
entialgleichung mit einer Konstanten L > 0 der Form

u'(t) = L-u(t).

Nehmen wir u: R4 — R als positive Losung an, dann folgt mit der Kettenregel
der Differentialgleichung

d u'(t)

—(1 t)) = —~ = L.

gilosu(®) =
Dies konnen wir mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
schreiben als

u(t)

logu(t) — logu(0) = log (uo) = L-t.
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Wenden wir auf beide Seiten die Exponentialfunktion an, erhalten wir die folgende
analytische Losung der Differentialgleichung:

u(t) = ug- el

Wiéhlen wir nun den Vorfaktor L in Beispiel 3.3 als die Lipschitzkonstante im zweiten
Argument der Funktion F, dann erkennen wir, dass wir ein exponentielles Wachstum
mit eX? erwarten miissen.

Diese Beobachtung ist auch im Allgemeinen giltig, wie das folgende Lemma zeigt.

mmmm LEMMA 3.4: Lemma von Gronwall.

Sei v(t) eine nichtnegative, stetige Funktion, die die folgende Ungleichung

t
u(t) < a+/ b-v(s)ds, V0O<t<T, (3.2)
0

mit a > 0 und b € R erfullt.
Dann lasst sich die Funktion v nach oben abschatzen durch

v(t) < a-e VO<t<T.

Beweis. Wir definieren zunéchst die Hilfsfunktion w(t) := e~ - v(t) — a. Damit kon-
nen wir v auch schreiben als v(t) = € - (w(t) + a). Da die Ungleichung (3.2) nach
Voraussetzung gilt konnen wir folgende Abschitzung machen:

w(t) = e . v(t)—a

t
< e_bt-a—}—e_bt-/ b-v(s)ds —a
0
t
= a-(e_bt—l)—l—/ e . b.u(s)ds
0
t
= a-(e_bt—l)—i—/ ) b (w(s) + a) ds
0

t t
= a-(e"—1)+ab-e . / e ds+b- / "=t L (s) ds
0 0

IN
S

1 t t
bt —bt | = bs b(s—s)
- (e 1)+ab-e -{e} +b-/e -w(s)ds

= q- (e — a-(1—e b tws s
— a( 1):+0 (1 )+b/0 (s)d

t
= b-w(s)ds.
0
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Fiir die letzte Ungleichung haben wir verwendet, dass s > bt gilt flir alle 0 < s < t.
Aus dieser Ungleichung kénnen wir fiir ¢ = 0 folgern, dass w(0) < 0 und somit v(0) < a-e®
gilt. Somit gilt die Abschéitzung des Lemmas bereits in diesem Fall.

Da v als stetige Funktion vorausgesetzt wurde ist w ebenfalls stetig und somit existiert
ein maximaler Zeitpunkt 7" > T > 0 fiir den w(t) < 0 fiir alle ¢t < Ty gilt. Ist Ty = T,
so haben wir die Abschitzung des Lemmas bereits gezeigt, da aus w(t) < 0 fiir alle
0 <t < T durch Umstellen schon folgt v(t) < a - ebt.

Nehmen wir nun an, dass 0 < Ty < T gilt, so gibt es ein hinreichend kleines Zeitin-
tervall (Tp, Ty + 0), in dem w positiv ist. Wegen der Positivitat von w folgt dann fiir ein
beliebiges t € (Tp, Tp + 6) die Ungleichung

w(t) < tb-w(s)ds < §- max b-w(s)

Ty To<s<To+6

und somit auch

max w(t) < §- max b-w(s) = db- max w(s).
To<t<Tp+d To<s<Tp+d To<s<Tp+d

Fiir 0b < 1 ist dies aber ein Widerspruch zur Positivitdt von w. Also muss w(t) < 0 und
damit u(t) < ae fiir alle 0 <t < T gelten. O

Abstrakt gesehen liefert das obige Lemma von Gronwall eine Stabilitdtsaussage fiir
die Differentialgleichung, denn es besagt, dass die Norm der Loésung in endlicher Zeit
nicht beliebig wachsen kann. Betrachten wir ndmlich eine Differentialgleichung mit einer
Funktion F', die Lipschitz-stetig im zweiten Argument ist, so folgt mit der Wahl der

Funktion v(t) = |u(t) — up| ndmlich
t
< [ 1FGsus)|ds
0

/Ot F(s,u(s)ds

- /t |F(s,u(s) — F(s,up) + F(s,uo)| ds

o(t) = Ju(t) —uo| =

F(s,up)| + |F(s,up)| ds

INA
\
)
CIJ
@

F(s,up)|ds+1T - Jnax, |F(t ug)|

(VAN
\
=
CIJ
:

IN

t
L'/|u(3)—u0\ds+a:b / s)ds + a.
0

Wir sehen also, dass die Voraussetzungen fiir Lemma 3.4 erfillt sind fiir die Funktion
v(t) mit b := L und a := T - Orgtasz\F(t, ug)|. Somit gilt also nach dem Lemma von

Gronwall die Abschédtzung

lu(t) —ug| < a-e = T- Joax. |F(t,ug)| - et
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Verwenden wir die umgekehrte Dreiecksungleichung |u(t)| — |up| < |u(t) — ug| sehen
wir, dass u(t) beschrinkt ist und hochstens wie el wichst:

O < |u(t) — < T. F(t elt .
lu(t)] |u(t) — ug| + |uo| < o?%XH (t,uo)| - €™ + |uo

Dies fiihrt zu der Idee, die folgende gewichtete Norm zu betrachten:

o —Lt
ltlloo, = max ™ - |u(t)].
Da et nach oben durch Eins und nach unten durch e “T > 0 beschrénkt ist, ist dies
eine dquivalente Norm im Raum der stetig differenzierbaren Funktionen C([0,T)).
Wir wiederholen also unsere Abschéitzung des Fixpunktoperators in dieser konstru-
ierten Norm und erhalten somit

| F(ur) — Fug)||pco = max e F. ‘/OtF(s,ul(s)) — F(s,uz(s))ds

0<t<T

t
< L(s—t) , ,—Ls | o
v [ (s i (5)) = F(s,ua(s))] ds

T
< —LT d . —Ls . L . _
/0 e T Dex e lui(s) — ua(s)]

= (1=e) Jur — uzlz 00

Der Operator ist nun also kontraktiv beziiglich der gewéhlten Norm fiir beliebiges T' > 0,
da stets 1 — e L7 < 1 gilt.

Wir haben mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes also die folgende Variante des
Satzes von Picard-Lindel6f bewiesen.

mamm 1THEOREM 3.5: Satz von Picard-Lindelof.

Sei F' eine stetige Funktion, die Lipschitz-stetig beziiglich der zweiten Variable
ist.
Dann besitzt das Anfangswertproblem (3.1) eine eindeutige Losung in C1([0, 7).

Wir werden sehen, dass wir auch bei numerischen Verfahren zur Loésung von An-
fangswertproblemen dhnliche Aussagen und insbesondere eine Variante des Lemma von
Gronwall in Lemma 3.4 bendtigen werden, um die Stabilitédt dieser Verfahren garantieren
zu kénnen.

3.1.2 Analytische Losungsverfahren

Wir betrachten im Folgenden einige spezielle Falle von gewohnlichen Differentialgle-
ichungen in denen wir analytisch eine geschlossene Form der Losung berechnen kénnen.

Andererseits gibt es viele gewthnliche Differentialgleichungen fiir die sich analytisch
keine Losung angeben lésst, wie zum Beispiel die folgende simple, nichtlineare Gleichung;:

u'(t) = 2+ u?(t).
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Ein weiteres bekanntes Phiandomen, dass durch ein Differentialgleichungssystem beschrieben
ist, jedoch nicht analytisch l6sbar ist, ist das das N-Kérper-Problem [N-Korper|, welches
auch schon in Beispiel 3.2 durch die geeignete Wahl des Kraftfeldes beschrieben wird. Aus
diesem Grund wollen wir in dieser Vorlesung numerische Lésungsmethoden fiir gewhn-
liche Differentialgleichungen diskutieren und untersuchen.

Hierbei werden wir nur kurz die verschiedenen Herangehensweisen zur Herleitung ein-
er Losung skizzieren. Fiir eine formale Beschreibung dieser Anséitze verweisen wir auf
beispielsweise auf [Data Science 2, Kapitel 8.

Lineare Differentialgleichungen

Eine Klasse von gewohnlichen Differentialgleichungen, die in folgender Definition erklért
sind, stellen sich als gut verstdndlich und analytisch l6sbar heraus.

s DEFINITION 3.6: Lineare Differentialgleichung.

Wir nennen ein gewthnliches Differentialgleichungssystem n-ter Ordnung linear,
wenn es sich in folgender Form schreiben lésst:

n

ST ait)yul(t) = ao(t) - ult) +ar(t) ' (t) + ...+ an(t) - ul(t) = b(t).

i=0
Hierbei sind die a;: Ry — R™ "™ i = 0,...,n und b: Ry — R" stetige Funk-
tionen, die nicht von u abhingen, und u(? bezeichnet die i-te Ableitung der un-
bekannten Funktion w.

Ein wichtiger Spezialfall von Definition 3.6, der uns auch kanonische Beispiele fiir
numerische Verfahren liefert, ist ein lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten der Form

W(t) = A-u(t)+b(t), (3.3)

mit einer gegebenen Matrix A € R™*™.

Matrixexponential

Wir betrachten zunédchst den homogenen Fall fiir b = 0 des linearen Differentialgle-
ichungssystem in (3.3). Ist die Matrix A diagonalisierbar durch A = B~!. D - B mit
einer Diagonalmatrix D € R™ "™, so kénnen wir analog eine unbekannte Hilfsvariable
v(t) = B - u(t) betrachten. Damit kénnen wir nun das lineare Differentialgleichungssys-
tem (3.3) schreiben als

u'(t) = A-u(t) = B'-D-B-u(t) = B™'-D-o(t)
= V'(t) = (B-ut)) = B-d'(t) = D-v(t).

Somit kénnen wir also dquivalent das folgende simple Differentialgleichungssystem losen:

V'(t) = D-o(t).
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Da D eine Diagonalmatrix ist, sind die Gleichungen entkoppelt und das bedeutet, dass
wir fiir jede Zeile eine gewohnliche Differentialgleichung mit konstantem Vorfaktor der
Form v}(t) = D;;v;(t) erhalten. Fiir diese konnen wir analog zu Beispiel 3.3 eine explizite
Losung angeben als

vi(t) = w;(0)-ePit,

Die unbekannte Losung u der urspiinglichen Differentialgleichung (3.3) erhalten wir an-
schliefend durch
u(t) = B1.w(t).

Zur Vereinfachung lasst sich dieser Losungsansatz mit Hilfe des sogenannten Matrix-
exponentials schreiben.

s DEFINITION 3.7: Matrixexponential.

Sei A € R™™ eine quadratische Matrix. Das Matrixexponential e4 € R"*" ist
dann definiert durch die folgende Potenzreihe

OOAk A2

A

= — =L +A+—+...
e kz:%’f! +A+ o+

Fir den Fall einer Diagonalmatrix D € R™*" und einem Skalar ¢t € R ist das Matrix-
exponential eP! in Definition 3.7 eine Diagonalmatrix mit Eintrigen (eP?); ; = elPui fiir
i =1,...,n. Mit dieser Erkenntnis lasst sich die Losung der Differentialgleichung (3.3)
kompakt angeben als:

u(t) = B hw(t) = B1-ePhou(0) = BHePTBou(0) = M u(0). (34)

Wir bekommen durch Diagonalisieren der Matrix A also eine simple Form des Matrix-
exponentials, die uns direkt eine Losung des Anfangswertproblems liefert. Im Fall einer
nicht diagonalisierbaren Matrix ist ein dhnliches Vorgehen {iber die Jordan’sche Normal-
form moglich, was an dieser Stelle aber {iber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus gehen
wiirde.

Variation der Konstanten

Im inhomogenen Fall b # 0 eines linearen Differentialgleichungssystems erster Ordnung
in (3.3) lasst sich die sogenannte Variation der Konstanten benutzen um eine Losung zu
berechnen. Die Idee hierbei ist es einen Produktansatz der unbekannten Losung u zu
betrachten mit

u(t) = et w(t).

Anstatt der Konstanten u(0) = ugp € R™ in der homogenen Losung in (3.4) betrachten
wir also jetzt eine zeitabhédngige Funktion w(t).
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Mit Hilfe der Produktregel fiir Differentiation und der Eigenschaften des Matrixexpo-
nentials lasst sich somit die Ableitung der Funktion u schreiben als

i(eAt.w(t)) = A-eMowt)FeMw(t) = A-ut)+ et W (1),
" T
=u(t

u'(t) =

Vergleichen wir nun diesen Ausdruck der Ableitung der unbekannten Funktion w mit
rechten Seite der Differentialgleichung (3.3), so sehen wir ein, dass b(t) = e - w/(t)
gelten muss. Durch Umstellen sehen wir ein, dass fiir die Ableitung der unbekannten
Hilfsfunktion w’(t) = e~4* . b(t) gilt. Integrieren wir diesen Ausdruck, so lisst sich die
unbekannte Losung v durch die folgende Identitdt berechnen:

u(t) = ew(t) = et <c+ /Ot w'(s) ds> = et (c+ /Ot e A% . b(s) ds> :

Hierbei lisst sich das Matrixexponential et4* € R™*" wie im homogenen Fall beschrieben
bestimmen und die Integrationskonstante ¢ € R erhdlt man durch Anwendung der An-
fangswertbedingung u(0) = uy € R™.

Trennung der Variablen

Fin weiterer Spezialfall fiir die analytische Bestimmung von Lésungen gew6hnlicher Dif-
ferentialgleichungen in Dimension n = 1 sind sogenannte separable Gleichungen der
folgenden Form:

u'(t) = g(u(t)) - h(t),

wobei g, h: Ry — R zwei stetige Funktionen sind. Nehmen wir an, dass g(u(t)) nicht
Null wird, so kénnen wir durch diesen Term teilen und erhalten

Ist G eine Stammfunktion von + und H eine Stammfunktion von h, so schreiben wir
diese Gleichung mit Hilfe der Kettenregel der Differentiation als

L) = @) = 1),
Diese Gleichung koénnen wir nun aufintegrieren zu G(u(t)) = H(t) + c¢. Die Integra-
tionskonstante ¢ € R konnen wir anschlieBend aus dem Anfangswert mit ¢ = G(ug) —
H(0) berechnen.

Setzen wir weiter voraus, dass die Stammfunktion G von g~
sich die unbekannte Losung v nun wie folgt berechnen:

L invertierbar ist, lasst

u(t) = G7YH(t) — H(0) 4+ G(uo)).
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Gradientenfluss

Zum Abschluss betrachten wir noch eine Klasse von gewthnlichen Differentialgleichun-
gen, die wir aus dem Gradientenabstiegsverfahren der numerischen Optimierung in Ab-
schnitt 2.2.1 erhalten. Hierbei interpretieren wir die Iterationsschritte x; € R™ als Wert
einer Funktion u: Ry — R"™ zur Zeit ¢ > 0 und nehmen an, dass die Zielfunktion F'
stetig differenzierbar ist. Damit kénnen wir das Gradientenabstiegsverfahren schreiben
als

u(t+ax) = u(t) — arVF(u(t)), ay > 0.

Lassen wir nun die Schrittweiten oy > 0 gegen Null gehen, so erhalten wir im Grenzwert
eine als Gradientenfluss bekannte Differentialgleichung der Form

u'(t) = —VF(u(t)).
Hierbei bleibt die Abstiegseigenschaft erhalten, denn es gilt

%F(U(t)) = (VF(u(t),u'(t)) = —|VFu®)|* = @) < o.

Ist die Zielfunktion F' zusétzlich konvex, d.h. wir wissen
(v—u,VF(u)) < F(v)— F(u), Vo,u e R",

dann gilt fiir einen Minimierer u*(t) = v* € R"™ von F' (der gleichzeitig eine stationére
Losung des Gradientenflusses darstellt) sogar

% (Gl = w @) = @o - v @0 - ')

= —(u(t) — u*(t), VF(u(t)) — VF(u*(t)))
=0

= (W (t) —u(t), VF(u(t)))
Fu(t)) — F(u(t)) < 0.

IN

Hieran erkennen wir, dass der Abstand der Lésung «w zum Minimierer «* monoton féllt
in der Zeit und wir die Norm der unbekannten Losung sogar gleichméfig durch die
Anfangswertbedingung u(0) = ug € R™ beschrianken konnen.

3.2 Einschrittverfahren fiir Anfangswertprobleme

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst eine einfache Moglichkeit zur numerischen
Berechnung von Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen der folgenden Form eines
Anfangswertproblems behandeln:

u'(t) = F(t,u(t)), VO<t<T,

u(0) = up € R, (3:5)
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Die grundlegende Idee ist es sukzessive (d.h., aufeinander aufbauend) die Losung zu
verschiedenen Zeitschritten zu approximieren. Hierzu fithren wir eine sogenannte Zeit-
diskretisierung der Differentialgleichung durch indem wir das kontinuierliche In-
tervall [0,7] C RT in N € N Teilintervalle mit N + 1 Zeitpunkten aufteilen. Der Ein-
fachheit halber wihlen wir im Folgenden uniforme Zeitschritte mit einer festgewihlten
Schrittweite, d.h., wir diskretisieren das Intervall  := [0, 7] durch

T
Qr = {treQty:=k-7, k=0,...,N} mit 7 := N

Es sei bemerkt, dass ein analoges Vorgehen auch fiir nicht dquidistante Schrittweiten
moglich ist.

Basierend auf der Diskretisierung der Differentialgleichung kénnen wir dann sukzessive
numerische Approximationen u,(tx) € R™ fir die unbekannte Losung u des Anfangswert-
problems zu diesen diskreten Zeitschritten berechnen. Hierbei haben wir die Moglichkeit
zeitliche Ableitung % durch geeignete Differenzenquotienten zu den diskreten Zeitpunk-
ten zu approximieren. Alternativ lasst sich auch eine numerische Quadraturformel (siehe
[Numerik 1, Kapitel 6]) fiir die zugehorige Integralgleichung in diesen Zeitschritten an-
wenden. Hierbei macht man sich die folgende auf dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung basierende Beobachtung zu Nutze:

tet1 let1
w(tpr1) = u(ty) + t o' () dt = u(tg) + t F(t,u(t))dt, t € Q. (3.6)
k k

Im Falle von Einschrittverfahren, die wir in diesem Abschnitt zunéchst behandeln
wollen, verwenden wir dabei eine Differenzenformel, die nur einen einzigen Zeitschritt
berticksichtigt, d.h. zur Berechnung von wu,(tx+1) wird lediglich der Wert w,(tx) des
vorherigen Zeitschritts verwendet.

Im Folgenden wollen wir zunédchst eine allgemeine Form fiir Einschrittverfahren zur
numerischen Losung von Anfangswertproblemen angeben.

mmmmm DEFINITION 3.8: Einschrittverfahren und Verfahrensfunktion. |

Sei eine Zeitdiskretisierung €2, des Anfangswertproblems (3.5) fiir das Zeitinterval
[0,7] C RT mit n+ 1 dquidistanten Zeitschritten tx = k-7 und 7 = T'/n gegeben.
Dann lassen sich Einschrittverfahren zur numerischen Losung des Anfangswert-
problems in folgender allgemeiner Form angeben:

Ur(te+1) = ur(te) + 7 fr (e, ur(te)), (3.7)

wobei fr: Q; x R® — R" eine numerische Approximation der Funktion F' auf
der rechten Seite der gewohnlichen Differentialgleichung in (3.5) darstellt und
allgemein Verfahrensfunktion genannt wird.

Héngt die Verfahrensfunktion f; nur vom bekannten Wert w,(tx) ab, so nennen
wir das Einschrittverfahren explizit, da es eine explizite Vorschrift zur Berech-
nung des néchsten Zeitschritts basierend auf den Werten des aktuellen Zeitschritts
liefert. Hangt andererseits die Verfahrensfunktion f; auch vom unbekannten Wert
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ur(tg11) ab, so heifit das Verfahren implizit, da es nur eine implizite Bedingung
(im Allgemeinen eine nichtlineare Gleichung) fiir den neuen Zeitschritt liefert.

Ob ein Einschrittverfahren explizit oder implizit ist, hingt hdufig von der Wahl der
Approximation der Zeitableitung mittels finiter Differenzen ab, die in folgender Defini-
tion eingefiihrt werden.

s DEFINITION 3.9: Finite Differenzen.

Die Grundidee der sogenannten finiten Differenzen ist die Approxima-
tion der Ableitung u/(t) durch Differenzenquotienten mit Werten auf einem
Diskretisierungsgitter €, fiir eine feste Schrittweite 7 := %,N € N. Differen-
zenbildung auf einem Gitter. Hierbei haben wir verschiedene Moglichkeiten die
Zeitableitung zu approximieren und wir unterscheiden folgende Félle:

w(tps1) — u(ty) u(ty +7) — u(ty)

u'(ty) =~ = = . =1 D u(ty),
() ~ u(tr) —Tu(tk—l) _ U(tk)—:(tk—T) — Dulty),
(b)) ~ u(tk+1)2—Tu(tk1) _ u(tk+7)2—Tu(tk—T) . Deulty).

Hierbei werden die obigen Differenzenquotienten DT, D™, D¢ Vorwirts-,
Riickwirts- und zentrale Differenz genannt.

Mittels Taylorformel sieht man ein, dass alle drei finiten Differenzen in Definition 3.9
eine gute numerische Approximation fiir die erste Ableitung der Funktion w liefern,
wenn die Schrittweite 7 > 0 der Diskretisierung hinreichend klein gewéhlt wird. Da der
Fehler dieser Approximation fiir 7 — 0 bei allen drei Varianten gegen Null konvergiert
spricht man auch von konsistenten Verfahren (mehr dazu spéter). Bei einer quantitativen
Analyse des Fehlerglieds in der Taylorentwicklung lésst sich zeigen, dass die Vorwérts-
und Riickwirtsdifferenz D™ und D~ jeweils die Konsistenzordnung 1 besitzen, d.h., der
Fehler verschwindet linear bzgl. der Schrittweite 7, wihrend die zentrale Differenz D¢
sogar Konsistenzordnung 2 besitzt, d.h., der Fehler verschwindet quadratisch bzgl. der
Schrittweite 7.

Wir betrachten nun einige bekannte Einschrittverfahren, die hdufig zur numerischen
Loésung von Anfangswertproblemen genutzt werden.

BEISPIEL 3.10: Einschrittverfahren.

Im Folgenden wollen wir drei unterschiedliche Einschrittverfahren diskutieren, die
héufig zur numerischen Losung von Anfangswertproblemen genutzt werden.
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1. Das einfachste Beispiel eines Einschrittverfahrens ist das Vorwéarts-Euler-
Verfahren

uT(tkH) = uT(tk) +7- F(tk, uT(tk)), (3.8)

welches auf einer Approximation der Ableitung w'(t;) mittels Vorwértsd-
ifferenz aus Definition 3.9 basiert. Das Vorwarts-Euler Verfahren hat die
Verfahrensfunktion

fr(teyur(t)) = F(tg, ur(ty)),
und ist entsprechend nach Definition 3.8 ein explizites Verfahren. Daher wird
es hdaufig auch explizites Euler-Verfahren genannt.

In der Integralform der Differentialgleichung bedeutet das, dass wir die fol-
gende Approximation benutzen:

wltprn) — u(ty) = /t MR () At~ T Pt e (t),

d.h., dass wir das Integral durch die Intervallinge mal dem Wert am linken
Intervallrand annéhern. Dies entspricht einer numerischen Quadraturformel
mit nur einer Stiitzstelle (siehe [Numerik 1, Kapitel 6]).

2. Ein wenig komplizierter ist das Riickwarts-Euler-Verfahren

ur(te1) = ur(te) + 7 F(litr, ur(tir1)), (3.9)

welches auf einer Approximation der Ableitung u/(¢x) mittels Riickwéartsd-
ifferenz aus Definition 3.9 basiert. In diesem Fall miissen wir zunéchst eine
(moglicherweise nichtlineare) Gleichung fiir den neuen Zeitschritt 16sen.

Das Riuckwarts-Euler Verfahren hat die Verfahrensfunktion

fr(tesur(tr)) = F(trs1, ur(tesr)),
und ist entsprechend nach Definition 3.8 ein implizites Verfahren. Daher
wird es haufig auch implizites Euler-Verfahren genannt.

In der Integralform der Differentialgleichung bedeutet das, dass wir die fol-
gende Approximation benutzen:

w(tisr) — u(ty) = / F(tu®)dt ~ 7 Fltyrr,urtyr)),

d.h., dass wir das Integral durch die Intervallinge mal dem Wert am rechten
Intervallrand anndhern. Auch dies entspricht einer numerischen Quadratur-
formel mit nur einer Stiitzstelle wie beim expliziten Euler-Verfahren.
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3. Ein Kompromiss aus den beiden obigen Verfahren ist das sogenannte
Crank-Nicolson Verfahren der Form

wr(tern) = ur(te) + 5 - (Flteur () + Flter, ur(tren)) . (310)

Hierbei ist die Verfahrensfunktion der Mittelwert der Verfahrensfunktionen
des Vorwirts- und Riickwarts-Euler-Verfahrens mit

ot (10) = 5 (Fl s () + Flta1, s (51))

und ist entsprechend nach Definition 3.8 ebenfalls ein implizites Verfahren.

In der Integralform der Differentialgleichung bedeutet das, dass wir die fol-
gende Approximation benutzen:

wtper) — uty) = / " u() dt

173

~ g (F(tg, ur(tr)) + F(trir, ur(tern)))

Dies entspricht einer Approximation des Integrals mit Hilfe der Trapezregel
aus [Numerik 1, Kapitel 6.1].

Wir sehen, dass ein explizites Verfahren sofort wohldefiniert ist, falls die Verfahrens-
funktion f; eine stetige Funktion auf Ry x R™ ist, wihrend bei impliziten Verfahren noch
eine Fixpunktgleichung gelést werden muss. Die Existenz und Eindeutigkeit dieser Gle-
ichung kénnen wir mit dem Banachschen Fixpunktsatz garantieren, wenn wiederum
7 klein genug ist.

—— THEOREM 3.11: Existenz und Eindeutigkeit von LGsungen.

Sei f; : R x R™ x R®™ — R stetig und Lipschitz-stetig beziiglich dem letzten
Argument mit Lipschitzkonstante L > 0. Dann existiert fir 7 < % genau eine
Losung u,(tx+1) der Fixpunktgleichung

U= uT(tk) +7 fT(tk‘vuT(tk)au)'

Numerisch miissen wir zur Durchfiihrung eines impliziten Verfahrens immer noch ein
System in R"™ 16sen. Ist dieses linear, so konnen wir die iiblichen Verfahren fir lineare
Gleichungssysteme anwenden. Andernfalls bietet sich die Verwendung eines iterativen
Verfahrens wie einer Fixpunktiteration oder des Newton-Verfahrens an (beachte, dass
unter der obigen Bedingung 1 — 7 f/ invertierbar ist fiir f, € C'). Mit dem Wert ., (t)
oder einer einfachen Vorhersage in der Zeit (etwa mit dem expliziten Euler-Verfahren)
haben wir dafiir auch einen sehr guten Startwert.
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Nachdem wir die Wohldefiniertheit und numerische Umsetzung von Einschrittver-
fahren geklért haben, widmen wir uns nun der Analyse der Verfahren. Wir wollen dabei
den Fehler

E, = ) — 11
ma ur (1) — u(ty) | (3.11)

abschéitzen, wobei u die exakte Losung des Anfangswertproblems ist. Wollen wir den
Fehler an anderen Stellen ¢ abschéitzen, so konnen wir ein Interpolationsverfahren und
die entsprechenden Abschitzungen anwenden.

Unsere Strategie dabei ist die Folgende: Zunéchst schreiben wir eine Gleichung fiir
den Fehler e; = u,; — u. Es gilt

€r (tk—i—l) =€r (tk)+

T(fr (ks ur (B)s ur (Bry1)) — fr (b, wltn), ute+1)))+
7 | fr (b, u(tr), u(tpr1)) —i/kﬂ F(t,u(t)) dt| .

ti
Nun benétigen wir zwei zentrale Eigenschaften von Diskretisierungsmethoden:
e Konsistenz: Der Fehler
1 [tre+1
foltusultiu(tie) = — [ Pt () d,

T Jt,

d.h. das Residuum der Losung des Anfangswertproblems eingesetzt in das nu-
merische Verfahren konvergiert gegen Null fiir 7 — 0.

o Stabilitat: Bei der Umsetzung des numerischen Verfahrens mit gegebener rechter
Seite wird diese nicht beliebig verstarkt, insbesondere existiert eine Abschitzung
unabhéngig von 7.

Zusammen ergeben Konsistenz und Stabilitdt Konvergenz des Verfahrens, d.h. £ — 0.
Dies halten wir in einer Definition fest:

sm—— DEFINITION 3.12: Konvergenz von Einschrittverfahren. S

Sei E; definiert durch (3.11), dann heifit das Verfahren
(i) konvergent, wenn E, — 0 fiir 7 — 0,

(ii) konvergent von der Ordnung p, wenn E, = O(7P) fur 7 — 0, d.h. es gibt
eine Konstante C), sodass I, < C,7P fiir 7 hinreichend klein.

3.2.1 Konsistenz von Einschrittverfahren

Geméf der obigen Motivation definieren wir den Konsistenzfehler als

Ky = mae g (1) (3.12)
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mit

tk+1
/ ) dt, (3.13)

ty

9 (t4) = fo(tw ulte), ultner) — -

wobei u eine Losung des Anfangswertproblems (3.1) ist.

mmmm DEFINITION 3.13: Konsistenzfehler.

Sei K, definiert durch (3.12), dann heifit das Verfahren

(i) konsistent, wenn K, — 0 fiir 7 — 0,

(ii) konsistent von der Ordnung p, wenn K, = O(7P) fir 7 — 0 .

Die Abschitzung des Konsistenzfehlers erfolgt meist durch Taylorentwicklung, wir
flihren dies an zwei Beispielen durch:

mumm BEISPIEL 3.14.

Wir betrachten das Vorwérts-Euler Verfahren unter der Annahme, dass F
beziiglich beider Variablen Lipschitz-stetig ist. Definieren wir ¢(t) = F(¢,u(t)),
dann ist ¢ wegen u € C' eine Lipschitz-stetige Funktion und es gilt

oo (el = et = 7 [ (0 at
— 17 [ ot =t )

1 [te+1
<= [T et - (o)l at
T Jty,
1 [te+1 L
< = L,(t —t) dt = =27.

Damit das Verfahren die Konsistenzordnung p = 1, wir sehen im Beispiel F'(t,u) =
t auch sofort, dass man im allgemeinen nicht Ordnung zwei erreichen kann.

mmmm BEISPIEL 3.15.

Wir betrachten das Crank—Nicholson Verfahren unter der Annahme, dass F
beziiglich beider Variablen zweimal stetig differenzierbar ist. Definieren wir ¢(t) =
F(t,u(t)), dann ist ¢ ebenfalls zweimal stetig differenzierbar, da

u’(t) = (F(t,u(t)) = 0. F(t,u(t)) + 0 F(t, u(t))u'(t)
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stetig ist. Damit gilt

1 1 [t
lgr (@)l = 115 (o (k) + @(th)) = — p(t) dt||
T Jiy

1 tet1

= o (p(tr) + @(tes1) — 20(t)) dt||
T t
1 let1 ,

< 2*” @) (tk)(tk +tg+1 — 2t) + 7L dtH,
T tr

mit dem Restglied r, = O(7?). Da ﬁt:“ O (tr)(tk + tge1 — 2t) dt = 0, folgt
llg-(tx)|| = O(7P). Damit das Verfahren die Konsistenzordnung p = 2, wir sehen
im Beispiel F(t,u) = t? auch sofort, dass man im allgemeinen nicht Ordnung zwei
erreichen kann.

Um eine Konvergenzordnung p zu erhalten, bendtigen wir, dass F', aber auch u p-mal
stetig differenzierbar ist. Aus den Eigenschaften von F' folgt Letzteres aber sofort: wir
haben gesehen, dass fiir I’ stetig auch u stetig differenzierbar folgt. Mit dem Argument
aus dem letzten Beispiel sehen wir, dass flir F' stetig differenzierbar auch u zweimal
stetig differenzierbar ist. Induktiv kénnen wir durch weiteres differenzieren zeigen, dass
u p-mal stetig differenzierbar ist, wenn F' p — 1-mal stetig differenzierbar ist.

3.2.2 Stabilitat und Konvergenz

Wir widmen uns nun der Frage der Stabilitidt von Einschrittverfahren. Hierbei verwenden
wir eine diskrete Version des Lemmas von Gronwall.

LEMMA 3.16: Diskretes Lemma von Gronwall.

Es sei 8; > 0,7 € INg eine Folge nicht-negativer Zahlen und fiir die Folge u; €
R,j € Ny gelte

UQSCMERS_

k—1
up < o+ Z Bju;j
Jj=0

fiir kK € IN, dann gilt die Abschétzung

k—1
up < aexp (Z ﬂj) .

J=0

Beweis. Ubung. O

Wir zeigen zunéchst uniforme Schranken an w..
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mmmm LEMMA 3.17.

Sei F; stetig und Lipschitz-stetig beziiglich des dritten Arguments (d.h. w,(tx11)
mit Modul unabhéngig von 7. Dann existiert eine Konstante M (T') unabhéngig
von T, sodass
)| < M
ma [|ur (1) || <

gilt fiir alle 7 hinreichend klein.

Beweis. Aus der Definition des Verfahrens folgt

Ur(ty1) — o = ur(ty) — o + 7(fr(tk, ur (te), ur (tri1)) — fr(tk, w0, uo)) + 7 fr (g, wo, uo)

und mit der Dreiecksungleichung folgt fiir vy = ||ur(tx) — uol|

Vg1 < 0 + 7| fr (e, ur (), ur (trg1)) — fr(tes o, wo)|l + 7| fr (tk, vo, wo)||
< vk +7L(vK + vgr1) + 7C.

Hier haben wir benutzt, dass f; stetig ist, damit folgt f- (¢, ug, ug) ist auf dem kompakten
Intervall [0,7] durch eine Konstante C' beschrankt. Dazu bezeichnet L den Lipschitz-
Modul von f, beziiglich zweitem und drittem Argument. Sei nun 7 < -, d.h. 1—7L > %,

20>
dann folgt
Vg1 < 2(1 4+ 7L)vg, + 27C.

Das diskrete Lemma von Gronwall impliziert dann die Beschranktheit von vy. O

Mit einem dhnlichen Beweis kénnen wir auch die Stabilitit zeigen.

memm 1THEOREM 3.18: Stabilitdt von Einschrittverfahren.

Sei u,: 2 — R"™ die Losung eines Einschrittverfahrens mit Lipschitz-stetiger Ver-
fahrensfunktion f; fiir eine Zeitdiskretisierung Q, := {t; € [0,T]: t} := %, k=
0,...,N} mit Schrittweite 7 := % > 0. Sei auflerdem w: [0,7] — R die Losung
des Anfangswertproblems (3.1) mit gleichem Anfangswert uy € R"™. Der lokale
Konsistenzfehler g, (tx) und der globale Konsistenzfehler K seien gegeben wie in
Definition 3.13.

Dann existiert eine Konstante C > 0, so dass fiir 7 > 0 hinreichend klein die
folgende Abschétzung fiir den Fehler des Einschrittverfahrens gilt:

By = maxus(t) — u(t)| < Cmax|got)]| = C-Kr.

Beweis. Wir definieren uns die Hilfsfunktion vy, := ||ur(tx) — u(tx))||. Durch Anwendung
der Dreiecksungleichung und dem Ausnutzen der Lipschitz-Stetigkeit von f. erhalten
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wir dann
Ukir = |[ur (1) — ultip)|
= et 4 7 ottt ) = e - [ Pt o
< ot (00, 0 (0) = s ), )|

Frltns st ultien)) — = [ PG ute) dt

ty

‘|—7'"

< vp+ 7L (0 +vr1) + g (|-
Somit erhalten wir durch Umstellen also insgesamt

Vg1 < v+ L7 (v +vrg1) + lg- ()|l
1+7L

= v <
Rl = 1—7L

vk + max |lgr (t)

Fiir hinreichend kleine Schrittweiten 7 < ﬁ erhalten wir die gewiinschte Schranke wieder
direkt aus dem diskreten Lemma 3.16 von Gronwall. ]

Eine direkte Folgerung von Theorem 3.18 ist die Aquivalenz von Konsistenz und Kon-
vergenz fiir Einschrittverfahren, wie wir im folgenden Korollar feststellen.

BEE KK OROLLAR 3.19: Aquivalenz von Konsistenz und Konvergenz.

Fiir ein Einschrittverfahren mit Lipschitz-stetiger Verfahrensfunktion gilt: ist das
Verfahren konsistent von der Ordnung p, so ist es auch konvergent von der Ord-
nung p.

Mit Hilfe dieses Korollars und der Abschéatzung des Konsistenzfehlers stellen wir fest,
dass das Vorwarts- und Riickwérts-Euler Verfahren konvergent von der Ordnung eins
sind. Das Crank—Nicholson Verfahren hingegen ist sogar konvergent von der Ordnung
Zwei.

3.2.3 Runge—Kutta Verfahren

Bisher haben wir Verfahren kennengelernt, die auf einzelne Funktionsauswertungen von
F an den Zeitschritten t; und tg41 zuriickgreifen. Damit haben wir bereits die Konsisten-
zordnung Eins erreicht fiir die beiden Euler-Verfahren und als maximale Konsistenzord-
nung Zwei im Falle des Crank—Nicholson Verfahrens. Eine hohere Konsistenzordnung ist
mit so einem Ansatz nicht méglich. Wir widmen uns im Folgenden also der Frage wie
wir Einschrittverfahren héherer Ordnung konstruieren konnen. Aus der Analyse der Kon-
sistenzordnung ldsst sich ableiten, dass wir Verfahrensfunktionen der Art konstruieren
miissen, so dass die Taylorentwicklung ein Restglied héherer Ordnung liefert.

FEine erste Idee zur Steigerung der Konsistenzordnung ist es Ableitungen von F' in
den Zeitschritten t; und ;.1 zu beriicksichtigen, womit man offensichtlich die Taylor-
Entwicklung besser approximieren und somit eine héhere Ordnung erreichen kann. Die
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Berechnung von Ableitungen von F' ist jedoch potentiell numerisch aufwéndig und in-
stabil, deswegen geht alternativ einen anderen Weg und verwendet geschachtelte Funk-
tionsauswertungen.

Die grundlegende Idee ist es das Integral der Anfangswertaufgabe in (3.6) durch eine
geeignete Quadraturformel (siehe [Numerik 1, Kapitel 6]) der folgenden Form zu approx-
imieren:

1 [te+1 S &
. /t Fltu(®)dt ~ frlteur()) = b
i—
Hierbei stellen die b; € R Gewichte der Quadraturformel dar und die Zwischenwerte
fik € R” sollen eine Approximation der Funktionswerte von F' liefern fiir ¢ = 1,..., s mit

fik ~~ F(tk + T, U(tk + CiT))'

Hierbei sind die 0 < ¢; < 1,7 =1,..., s aufsteigende Parameter, die Stiitzstellen fiir die
jeweiligen Funktionsauswertung definieren. Da wir die Werte der unbekannten Funktion
ur(ty + ¢;7) an den Stiitzstellen nicht kennen, benétigen wir ebenfalls Approximationen
mit Hilfe von Quadraturformeln der folgenden Form:

tp+cT s
j=1

tg

Diese Idee fiihrt zur Definition von sogenannten Runge-Kutta Verfahren.

s DEFINITION 3.20: Runge—Kutta Verfahren der Stufe s. e ———

Bei einem Runge—Kutta Verfahren der Stufe s, s € IN™ berechnet man
S
ur(tir) = ur(te) +7fr(thyur(ty)) = ue(ty) +7 Y biff.
i=1

Die Zwischenwerte fl-k lassen sich als Funktionsauswertungen von F wie folgt
berechnen

S
1= F(tk+ciT,uT(tk)+TZaijff>, i=1,...,s. (3.14)
j=1

Um in der Zeit vorwérts zu gehen wéhlt man die Koeffizienten 0 < ¢; < 1,7 =
1,...,s als aufsteigende Folge und die Matrix (a;j)ij=1,. s als linke, untere
Dreiecksmatrix.

Man nennt ein Runge-Kutta Verfahren explizit falls fiir alle Eintrdge der Matrix
Ac R gilt a;; =0,i=1,...,5 wenn j > 0.

Die zu bestimmenden Koeffizienten b;,¢; € R und a;; € R fiir ¢,5 = 1,...,5 in
Definition 3.20 erhdlt man durch einen Vergleich mit der Taylorentwicklung des zu
approximierenden Integrals & ftt:“ F(t,u(t))dt. Das folgende Beispiel soll die Idee zur
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Herleitung eines Runge—Kutta Verfahren fiir den einfachen Fall der Stufe s = 1 verdeut-
lichen.

BEISPIEL 3.21: Runge—Kutta Verfahren der Stufe 1.

Fiir ein Runge-Kutta Verfahren der Stufe s = 1 ist die Verfahrensfunktion gegeben
durch

Fr(te,ur () == biff,
und fiir den Zwischenwert ff € R" gilt entsprechend:
¥ = F(ty + erm, ur(t) + Tar fF).

Wollen wir nun ein explizites Verfahren herleiten, so muss nach Definition 3.20
schon a1; = 0 gelten. Die Verfahrensfunktion ist also von der Form

fr(te,ur(ty)) = biff = biF(ty + c1mur(ty)).-

Die einzige sinnvolle Wahl fiir den Koeffizienten ¢; ist Null, da wir sonst die
Funktion F' zu einer anderen Zeit auswerten als die unbekannte Funktion . Um
ein konsistentes Verfahren zu erhalten sieht man auflerdem ein, dass by = 1 gelten
muss. Also erhalten wir schlussendlich das Vorwérts-Euler Verfahren.

Im impliziten Fall konnen wir interessanterweise eine hohere Ordnung erreichen.
Wir berechnen hierzu die Taylor-Entwicklung des Zwischenwerts ff wie folgt

= F(ty +ar,u-(ty) + Tan f1)
= F(tk, u(tk)) + ClTatF(tk, u(tk)) + TallDuF(tk, u(tk))f{f + O(TQ).

Hierbei bezeichnet D, die Jacobimatrix beziiglich des zweiten Arguments u von
F. Setzen wir auf der rechten Seite nochmal den ersten Approximationsterm fiir
fF ein, so folgt

f{c = F(tk, u(tk)) + ClTatF(tk, u(tk)) + TCLHDuF(tk, u(tk))F(tk, u(tk)) + 0(7'2).

Andererseits gilt mit einer Taylorentwicklung des unbekannten Funktionswerts
u(tkﬂ) im Punkt t;:

(3.15)

L[ R0 = 2 (i) - u(w)
= % (u(tk) + 7' (t) + T;u”(tk) +0O(r3) — u(tk)>

= /() + %U”(tk) +0(7%)
= Fltru(te) + 50F (b, ulte))

+ DU (b u(t)) F (1, u(te) + (7).
(3.16)
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Damit gilt
i 1 [te+1
Folti ur(t)) = bift ~ ;/t F(t, u(t)) dt,
k
vergleichen wir die beiden Formeln (3.15) und (3.16) und sehen ein, dass wir eine
Konsistenzordnung von Zwei erreichen kénnen, wenn die Koeffizienten als b; = 1,
cl = % und aj; = % gewahlt werden.
Die Verfahrensfunktion ist also gegeben durch die Losung von

T T
Frltu,ur(th)) = f = Flty+ o wr(tk) + §ff)-

Wir kénnen dieses Runge-Kutta Verfahren als Mittelpunktsregel im Intervall

[tk, tr+1] interpretieren, wobei der unbekannte Wert von u, am Mittelpunkt ¢ + 5

des Intervalls durch das Riickwdrts-Euler- Verfahren bestimmt wird.

Im Folgenden betrachten wir noch 2-stufige Runge-Kutta Verfahren.

BEISPIEL 3.22: Runge—Kutta Verfahren der Stufe 2.

Fiir ein Runge-Kutta Verfahren der Stufe s = 2 ist die Verfahrensfunktion gegeben
durch

fT(tka u’r(tk)) = blfj{c + b2f2ka
und fir die Zwischenwerte ff, fé“ € R” gilt im expliziten Fall mit a1 = a0 = O:

ff = Flts+aru(te), f§ = Fte+com,ur(ty) + Tas ff).

Analog zur Argumentation im expliziten Fall von Beispiel 3.21 sehen wir wieder,
dass nur ¢; = 0 eine sinnvolle Wahl ist. Eine Taylor-Entwicklung des Zwischen-
wertes f5 liefert dann

blf{C + bgféf = (bl + bz)F(tk, u(tk)) + bQCQTatF(tk, u(tk))
+ boag1 7 Dy F(t, u(ty)) F(t, u(ty)) + O(77).

Vergleichen wir dies wieder mit der Taylor-Entwicklung des Integrals in (3.16), so
erhalten wir folgendes Gleichungssystem

1 1
b1 +b2 = 1, bacy = 2 baag1 = 5

Eine einfache Losung ist beispielsweise by = 0, bs = 1, co = ag1 = % Diese Wahl
der Koeffizienten liefert uns also ein Verfahren der Konsistenzordnung zwei mit
der Verfahrensfunktion

Frlthsur(te)) = Fltn+ 2, ur(t) + 5 F (b, ulty))).

Wir kénnen dieses zweistufige Runge-Kutta Verfahren als eine Mittelpunktsregel
im Intervall [ty, tx11] interpretieren, wobei der unbekannte Wert von u, am Mit-
telpunkt ¢y + 4 durch das Vorwdirts-Euler-Verfahren bestimmt wird.
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Bei der Konstruktion eines Runge-Kutta Verfahrens in Beispiel 3.21 und Beispiel 3.22
haben wir die Koeffizienten b;,¢; € R und a;; € R fiir ¢,5 = 1,...,s basierend auf
verniinftigen Uberlegungen zu wihlen. Wie wir speziell im Fall des zweistufigen Runge-
Kutta Verfahrens gesehen haben fiihrt dies im Allgemeinen jedoch nicht zu eindeutigen
Losungen. Daher ist es sinnvoll Kriterien an die implizierten Runge-Kutta Verfahren zu
stellen, so dass wir eindeutige Koeffizienten ableiten kénnen.

Am einfachsten ist ein Kriterium fiir die Konsistenz des Runge-Kutta Verfahrens fiir
die unbekannten Koeffizienten abzuleiten, wie das folgende Lemma festhélt.

— LEMMA 3.23: Konsistenzbedingung von Runge-Kutta-Verfahren. ==

Ein Runge-Kutta Verfahren der Stufe s € INT ist genau dann konsistent, wenn
die folgende Bedingung erfiillt ist:

Beweis. Um zu zeigen, dass ein Runge-Kutta Verfahren konsistent ist miissen wir zeigen,
dass der Konsistenzfehler

Fr(tgy u(ty)) — % / "R () dtH

tr

K, = kmax

Ve

mindestens von der Fehlerordnung O(7) ist und fiir 7 — 0 gegen Null geht.
Die Verfahrensfunktion des Runge-Kutta Verfahrens der Stufe s gegeben ist als

Frlte,ur () = D biff
=1

und daher kénnen wir die Taylorapproximation erster Ordnung jedes Zwischenwerts
fEeR" fiiri =1,...,s analog zu (3.15) betrachten und erhalten somit

Z bzflk = Z(biF(tky u(tk)) + O(T)) = Z biF(tk, U(tk>) + O(T)
i=1 i=1 i=1
Die Taylorapproximation erster Ordnung des Integrals liefert nach (3.16) auerdem
1 [te+1
= [ Pu) dt = Pt u(v) + ().

T Jty

Nun gilt also fiir den Konsistenzfehler

lkt+1
K, = k:max ‘fr(tk;U(tk))—j_/tk F(t,u(t))dtH
- k:fgﬁ?fN| ;biF(tkau(tk)) — F(ty,u(ty)) + O(7) ||

Wir sehen, dass fiir den Konsistenzfehler K € O(7) genau dann gilt, wenn > 7, b; =1
ist. ]
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Umgekehrt ist die Konsistenzordnung eines Runge-Kutta Verfahrens nach oben durch
dessen Stufe beschriankt, wie folgendes Lemma zeigt.

m——— L EMMA 3.24: Maximale Konsistenzordnung von Runge-Kutta-Verfahren.

Fiir die Konsistenzordnung p € IN* eines expliziten Runge-Kutta Verfahren der
Stufe s € IN*' fiir ein Anfangswertproblem mit einer rechten Seite der Differen-
tialgleichung F' € C*°([0,T] x R™;R™) gilt, dass die Konsistenzordnung durch die
Stufe des Verfahrens nach oben beschrankt ist, d.h., es gilt 0 < p <s.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir den reellen Fall n = 1 und wéhlen die besonders
einfache rechte Seite F'(t,u) = u mit up = 1 € R. Dann ist die Lésung des Anfangswert-
problems

u'(t) = F(tu(t) = u(t),  u(0) = 1,

gegeben durch u(t) = ug - et = et.
t 0 td

Mit der Taylorentwicklung der Exponentialfunktion u(t) = e’ = 3252 71 konnen wir
das Integral als Polynom in 7 schreiben mit:

L Pyt = L / ) dt

T Ji, T Ji,
1 [le+1
_ - / wlty — ty) - u(t) dt
T Jt, S——

=1

1 [le+1
_ f/ w(ty) - u(t — ty) dt
T Jip

Andererseits sehen wir fiir ein beliebiges explizites Runge-Kutta Verfahren der Stufe
s € INT mit Konsistenzordnung p < s, dass die Zwischenwerte gegeben sind durch:

ff = U’T(tk)7
5= ur(te) + Tasur(ty),
Y= wur(ty) + Taziu, (ty) + Tasaus (t) + T2azaasiu, (ty),
Wir sehen also, dass jeder Zwischenwert f¥ € R" fiir i = 1,...,s ein Polynom in

vom Grad kleiner gleich ¢ — 1 ist und somit ist die Verfahrensfunktion f;(tg, u,(tx)) =
S1bi fz-]’C ein Polynom in 7 vom Grad kleiner gleich s — 1.
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Damit kénnen wir keine héhere Ordnung erreichen, da der Fehler ab der Ordnung
O(7P) im Allgemeinen nicht verschwindet. O

Man sieht ein, dass sich mittels der Forderung von Konsistenz in Lemma 3.23 und
dem Bestreben nach maximaler Konsistenzordnung p = s eines s-stufigen Runge-Kutta
Verfahrens, das enstehende Gleichungssystem lésen lasst. Allerdings bleibt hierbei immer
noch eine Uneindeutigkeit der Koeffizienten ¢; € R,i = 1,...,s iibrig. Um hier eine
systematische Wahl zu treffen, fordert man im Allgemeinheit die Invarianz des Verfahrens
gegeniiber sogenannter Autonomisierung. Hierzu fithren wir zunéchst den Begriff einer
autonomen Differentialgleichung ein.

smes DEFINITION 3.25: Autonome gew. Differentialgleichung.

Sei v/ (t) = F(t,u(t)), u(0) = ug € R™ ein Anfangswertproblem einer gewohn-
lichen Differentialgleichung erster Ordnung.

Wir nennen die Differentialgleichung autonom, wenn die Funktion F' auf der
rechten Seite nicht explizit von ¢ abhéngt, d.h., es gilt F'(¢,u(t)) = F(u(t)).

Das allgemeine Anfangswertproblem (3.1) ldsst sich autonomisieren, d.h. in ein dquiv-
alentes System autonomer Differentialgleichungen fir 4 = v, u) mit einer Hilfsfunktion
v umschreiben. Hierzu betrachten wir das Differentialgleichungssystem

u'(t) = Fo(t),u(t)) = F(a(t)), u(0) = up € R",
V() = 1, v(0) = 0.

Man erkennt sofort, dass v(t) = ¢ gelten muss, was die Aquivalenz zu (3.1) impliziert.

Wir nennen die obige Transformation des Anfangswertproblems Autonomisierung und
fordern, dass das Runge-Kutta Verfahren unter der Autonomisierung invariant sein soll.
Dies bedeutet, dass wir fordern, dass die Anwendung des numerischen Verfahrens auf das
neue System die selbe Losung u., liefern soll, wie die Anwendung auf das urspriingliche
Anfangswertproblem (3.1). Dartiber hinaus fordern wir, dass die Invarianz unter Au-
tonomisierung fiir jede geeignete Funktion F' auf der rechten Seite gelten soll.

Schreiben wir die Zwischenwerte fiir beide Formulierungen, so gilt fiir das urspringliche
Anfangswertproblem

S
F(ty + cimu(ty + 1)) = F(ty + o, u(ty) + Tzaijff) = ff
=1

und fiir die autonome Variante andererseits
S S
F(v(ty + 1), u(ty + ¢1)) ~ F(o(ty) +7 Z aij,u(ty) + 7 Z aijff) =: ff.
j=1 J=1
Da wegen der exakten numerischen Integration der linearen Funktion ¢ +— ¢ immer

v(ty) = tx gilt, sehen wir durch Koeffizientenvergleich, dass die Invarianz gegentiber
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Autonomisierung dquivalent ist zu der Bedingung
S
¢ = Zaij, i:1,...,s. (3.17)
j=1

Aus diesem Grund bestimmt man die Koeffizienten ¢; € R immer aus Gleichung (3.17)
und lediglich die Eintrége a;; der Matrix A werden aus der Konsistenzbedingung mittels
Taylorentwicklung bestimmt. Damit ist es moglich ein explizites s-stufiges Runge-Kutta
Verfahren der Konsistenzordnung s € N* zu konstruieren

Butcher-Schema

Allgemein lésst sich ein s-stufiges Runge-Kutta Verfahren durch die Matrix A und die
Vektoren b, ¢ eindeutig repréasentieren. Diese lassen sich kompakt in Form eines Schemas
angeben.

mmmm DEFINITION 3.26: Butcher-Schema.

Sei s € INT die Stufe eines Runge-Kutta Verfahrens mit Koeffizienten, die gegeben
sind durch eine Matrix A € R*** und den beiden Vektoren ¢, b € R?. Dann lasst
sich das Runge-Kutta Verfahren kompakt durch das folgende Butcher-Schema

reprasentieren:
Ci1|air a2 -+ dais
el A C2 | G21 Q22 a2s
bl
Cs | s Qg2 -+ (Qss
by by --- by

Im folgenden Beispiel geben wir die Butcher-Schemata fiir vier explizite Runge-Kutta
Verfahren im Vergleich an.
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= BEISPIEL 3.27: Explizite Runge—Kutta Verfahren.

s 1 0]0 Vorwirts-Euler Verfahren mit:
1 uT(tk_H) = uT(tk) + TF(tk, uT(tk)).
Konsistenzordnung p = 1.
Verbessertes Euler Verfahren mit:
s=2 Ur(tpr1) = ur(ty) + 5F (te, ur(ty))
+ %F(tk + 7, u.,-(tk) + TF(tk, uT(tk)))
Konsistenzordnung p = 2.
0/ 0 0 0  urlter) = ur(te) + 5(FF +4f5 + f3),
o3 i oo P = Ftrur(ty)),
- 1]-1 2 0 5 o= F(tk+5ur(th) + 311,
T b= Flte+Tour(ty) — 778 + 20 f5).
Konsistenzordnung p = 3.
00 0 O 0 Standard Runge-Kutta Verfahren mit:
1300000 wrftinn) = urt) + 5020k 20k + 1),
s=4 510 5 0 0 fF = F(ty,ur(ty)),
oo 1o %': = F(tk+§,u7(tk))+%f§:),
5 6 6 © i = F(tk+%aUT(tk))+%%)a
L = F(ty+7,ur(te)) — 7f3).
Konsistenzordnung p = 4.

3.3 Mehrschrittverfahren fiir Anfangswertprobleme

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir Einschrittverfahren betrachtet, die zur Berech-
nung einer numerischen Approximation der unbekannten Losung u,(tx41) € R™ lediglich
Informationen aus dem letzten Zeitschritt ¢ € Q. C [0,T] verwendet haben. Dies erin-
nert ein wenig an Markow-Prozesse aus der Stochastik, die nur auf Informationen des ak-
tuellen Zustands zuriickgreifen und ansonsten gedéchtnislos sind. Da sich das Verhalten
einer Losungsfunktion u, nur schwer mit Hilfe eines einzigen Datenpunkts vorhersagen
l&sst, ist es sinnvoll auch die Werte der vorangehenden Zeitschritte zu beriicksichtigen.
Dieser Ansatz fithrt zu den sogenannten Mehrschrittverfahren fiir Anfangswertprobleme.

Konkret verwenden wir nun zur Berechnung der numerischen Approximation wu, (tgys)
die bereits berechneten Werte der Zeitschritte tg, ..., tp1+s—1 € 2, fiir eine Zeitdiskretisierung
Q; des Intervalls [0, 7). Hierbei bezeichnen wir mit s € N* die Stufe des Mehrschrittver-
fahrens. Die bereits in Abschnitt 3.2 diskutierten Einschrittverfahren lassen sich de-
mentsprechend als Mehrschrittverfahren der Stufe s = 1 interpretieren. Wir werden in
diesem Abschnitt die abkiirzende Notation Fj, := F'(tx, u-(t;)) verwenden.
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Wir betrachten zunéchst einige einfache Beispiele fiir Mehrschrittverfahren der Stufe
s =2.

BEISPIEL 3.28: Mehrschrittverfahren fiir Stufe s = 2.

Die beiden folgenden Beispiele erklaren Mehrschrittverfahren der Stufe s = 2, d.h.,
wir verwenden zur Berechnung der numerischen Approximation u,(tx42) die bei-
den vorigen Zeitschritte t,tx11 € 2-. Die Grundidee ist es passende Quadratur-
formeln (siehe [Numerik 1, Kapitel 6]) fiir die Approximation des Integrals auf
der rechten Seite folgender Gleichung zu benutzen:

thto , ()
wr(thsn) — wr(ty) — /t W) dt = /t F(t,u () dt.
k k

1. Verwenden wir zunéchst die simple Mittelpunktsregel zur Approximation des
Integrals im Intervall [t, ¢, 12|, so erhalten wir

Ur(tpt2) — ur(ty) = /tk+2 B(t,u-(t)) dt

ti
t t t t
~ (bors —tk)-F< k+22+ k’u7< k+22+ k)>

= 27' . F(tk+1, UT(tk+1)).

Durch Umstellen erhalten wir so ein explizites Verfahren zur Berechnung des
nichsten Werts u, (tx12) der numerischen Approximation aus den letzten beiden
Werten, ndmlich

Ur(tpye) = ur(te) +27 - Fqr.

2. Verwenden wir stattdessen die Simpsonregel als interpolatorische Quadratur-
formel fiir die Approximation des Integrals im Intervall [tx,t;12], so erhalten
wir

wr (bpra)—tur (t) = / "t e (1)) dt

Q

b2 — b (F(tk7u'r(tk))

t t t t
n 4~F< k+22‘|' k’uT( k+22‘|' k))

+ Ftrso, ur (try2))

- 3 (F(tg,ur(ty)) + 4F (tgs1, ur(tgs1)) + F(tir2, ur(tpsa)))-

Durch Umstellen erhalten wir so ein implizites Verfahren zur Berechnung des
néchsten Werts w, (t;12) der numerischen Approximation aus den letzten beiden
Werten, ndmlich

-
ur(tey2) = ur(te) + 3 (Fk +4 - Fyp1 + Figa).
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Die in Beispiel 3.28 illustrierten Mehrschrittverfahren sind beide von einer linearen
Gestalt, die in folgender Definition verallgemeinert wird.

e DEFINITION 3.29: Lineare Mehrschrittverfahren.

Sei eine Zeitdiskretisierung Q, = {t; € [0,T]: ty ==k -7,k =0,..., N} fiir ein
gegebenes Intervall [0,7] C RY mit Zeitschrittweite 7 := L fiir N € IN* eines
Anfangswertproblems der Form u/(t) = F(t,u(t)) fur ¢ € [0,T] mit w(0) := ug €
R"™ gegeben.

Wir nennen ein Mehrschrittverfahren der Stufe s € INt linear, wenn es sich in
folgender Form schreiben lésst:

S
> oviur(tig) = aour(ty) + artr(tesr) + - 4 astir (tips)
=0 (3.18)

S

= 7 (BoFk + B1Fiq1+ . 4 BsFrgs) = 7+ BiFrti,
i=0
mit Koeffizienten «;, 8; € R fir i =0,...,s.
Wir nennen das lineare Mehrschrittverfahren explizit falls s = 0 gilt und an-
sonsten implizit.

Lineare Mehrschrittverfahren sind mit Abstand die gebraduchlichsten Methoden in
der Numerik und daher werden wir uns im Folgenden auf diese Klasse von Verfahren
einschranken. Damit wir wirklich ein s-stufiges lineares Mehrschrittverfahren vorliegen
haben, werden wir immer annehmen, dass as # 0 und |ag| + |So| > 0 in Definition 3.29
gilt. An der Form eines linearen Mehrschrittverfahrens in (3.18) sehen wir ebenfalls einen
allgemeinen Vorteil gegeniiber den Einschrittverfahren in Abschnitt 3.2: Wir kénnen in
jeder Iteration k = s,..., N — s zur Bestimmung des Werts u,(tx1s) € R™ auf bereits
berechnete Funktionsauswertungen Fy, ..., Fy1s_1 € R™ zuriickgreifen und miissen nur
eine einzige neue Funktionsauswertung Fy,s € R” durchfiihren.

Bei der numerischen Berechnung gehen wir analog wie bei Einschrittverfahren vor.
Wir miissen nur zusétzlich zu u,(tx1s—1) € R™ auch die Werte u,(tg), ..., ur(tkys—2) €
R"™ verwenden. Hierdurch ensteht ein effektiver Unterschied zu Einschrittverfahren mit
Bezug auf die benétigten Anfangswerte. Um ein Mehrschrittverfahren der Stufe s > 1
durchzufithren bendétigen wir nicht nur den gegebenen Anfangswert ug € R", sondern
auch numerische Approximationen der folgenden s — 1 Werte u,(t1),...,ur(ts—1) zu
Berechnung des Wertes u,(ts). Da diese numerischen Approximationen zunéchst un-
bekannt sind mussen wir sie erst durch ein anderes Verfahren, etwa ein Einschrittver-
fahren, berechnen. Dabei miissen wir insbesondere darauf achten, dass das gewéhlte Ver-
fahren von der selben Konvergenzordnung wie das Mehrschrittverfahren gewahlt wird,
um diese insgesamt nicht zu verkleinern. Eine Diskussion der Konsistenz- und Konver-
genzordnung von Mehrschrittverfahren folgt in Abschnitt 3.3.1.
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BEMERKUNG 3.30 (Wohldefiniertheit von Mehrschrittverfahren). Bei ex-
pliziten Verfahren, d.h. 85 = 0, ist die Wohldefiniertheit des Mehrschrittverfahrens natiir-
lich gegeben, da eine numerische Approximation u,(tx41) € R™ explizit bestimmt werden
kann. Im impliziten Fall, d.h. fiir 55 # 0, ist die Existenz einer Losung des auftretenden
nichtlinearen Gleichungssystems jedoch im Allgemeinen nicht gesichert. Hier bendtigen
wir wieder das in Abschnitt 3.1.1 diskutierte Fixpunktargument um die Wohldefiniertheit
der beschriebenen Verfahren zu gewéhrleisten.

Es lasst sich zeigen, dass folgende Aussage gilt: Fiir eine stetige Funktion F' des An-
fangswertproblems /'(t) = F(t,u(t)),u(0) = uy € R", die beztiglich des zweiten Argu-
ments Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0 ist, existiert eine eindeutige Losung
ur(tyrs) € R™ des Mehrschrittverfahrens (3.18) falls fir die Schrittweite 7 < % - L gilt.
A

3.3.1 Konsistenz von Mehrschrittverfahren

Wihrend wir die Konvergenzordnung analog zu Einschrittverfahren definieren kénnen,
bendtigen wir noch eine passende Definition von Konsistenz fiir Mehrschrittverfahren.
Wir fithren dazu zunédchst den lokalen Konsistenzfehler eines Mehrschrittverfahrens ein

gr(t) = % > oiultpri) = Y BiF (besis u(tis))
i=0 i=0 (3.19)

1 S S
= ; Z Oéiu(tk_ﬂ') — Z Bzul(tk_ﬂ) k= 0, e ,N — S.
=0 1=0

Hierbei haben wir analog zum Einschrittverfahren wieder die echte Losung u: [0,7] —
R in das Mehrschrittverfahren eingesetzt. Basierend auf dem lokalen Konsistenzfehler
(3.19) konnen wir nun definieren wann ein Mehrschrittverfahren konsistent ist.

mmmm DEFINITION 3.31: Konsistenz von linearen Mehrschrittverfahren. g

Ein lineares Mehrschrittverfahren heiffit konsistent, falls der globale Konsisten-
zfehler

Kri= max |g-(t)]]

=U,...,

gegen Null konvergiert fiir 7 — 0.
Das Verfahren heifit konsistent von der Ordnung p, falls K, = O(7?) fir 7 — 0.

Wir kénnen zunéchst ein schones Resultat zur Charakterisierung der Konsistenz eines
linearen Mehrschrittverfahren herleiten.
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—— LEMMA 3.32: Konsistenzbedingung fiir Mehrschrittverfahren.

Ein lineares Mehrschrittverfahren der Stufe s € INT ist konsistent von der Ordnung
p € INT, wenn die folgenden Gleichungen gelten

S S

. m—1
g aizm:m-E Bit™ m=0,1,...,p.
=0 1=0

Hierbei verwenden wir die Konvention 0° := 1.

Beweis. Es sei s € N*T die Stufe des Mehrschrittverfahrens und u: [0,7] — R"™ die echte
Losung des Anfangswertproblems (3.1). Um zu zeigen, dass das Verfahren konsistent von
der Ordnung p € INT ist, miissen wir gemif Definition 3.31 zeigen, dass fiir den global
Konsistenzfehler gilt:

Z ;U tk+z Z 5@ tk—|—z

Sei im weiteren k € {0,..., N — s} der Index des Zeitschritts fiir den die Norm des
lokalen Konsistenzfehlers g, (tx) maximal wird. Wir betrachten zunéchst die Tayloren-
twicklung des linken Terms im Zeitschritt ¢, € ), wie folgt:

€ O(7P).

K, = max
k=0,...,N

1 1 2
~ Y aiulte) = - (agu(tk) + an (ulty) + (1) + o (1) + )
=0

(2;)2u//(tk) + .. )

+ a2(u(tk) —+ 2Tu/(tk) +

+ as(u(ty) + sTu'(tg) + (s;—)Qu"(tk) + .. ))

Dies konnen wir zusammenfassen zu
1 S 1 P S
LS et = 1Y Yl
i=0 =0i=0
S

= Y Y ain”

m=0 =0

u™ (ty) + O(1P)

u™ (tg) + O(rP)

Betrachten wir nun die Taylorentwicklung des rechten Terms im Zeitschritt ¢; € £,:

2
Zﬂz (thai) = Bou'(tr) + Bu (W (tr) + 70" (be) + —u"" (b)) + ...)

2

2
+Bolal () + 2r () + D (1) 4 )

+ Bs(/ (tr) + sTu” (t) + (Sg)zu’”(tk) +...)

95



Kapitel 3 Numerische Lisungsverfahren fiir Anfangswertprobleme

Dies konnen wir wiederum zusammenfassen zu

Zﬁz (tkti) = ZZ@

" (1) 4 O(r)

m=0 1=0
0 iﬁrl r WO (ty)
= i k
=M orl
=0
- - " (mt)
. om_ m P
—i-mZ::O(mle) ;}ﬂlz T 1)!u (tx) + O(TP)
5 T
= 0-> Bt u®(ty)
= (04 1)!
P S 7_m—l
+ > me ] B —u ™ (1) + O(rP)
m=1 =0 m:
p s Tmfl

Insgesamt gilt also fir den globalen Konsistenzfehler

p S
> Y T )~ 3 me Y g
=0

m=0 i=0 m! m=0

u™ (t) + O(77)

Ein Koeffizientenvergleich der beiden Terme zeigt uns, dass K, € O(7P) gilt wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

S

“m -m—1
Zaiz :m-ZBﬂ ) m=0,...,p.
i=0 j

O]

Um eine moéglichst hohe Konsistenzordnung fiir ein s-stufiges Mehrschrittverfahren
zu erhalten miissen wir wir analog zu den Einschrittverfahren in Abschnitt 3.2 Gle-
ichungssysteme fiir die Koeffizienten 16sen, wie wir im folgenden Beispiel sehen werden.

BEISPIEL 3.33: Konsistenzordnung von Mehrschrittverfahren.

In diesem Beispiel wollen wir Mehrschrittverfahren der Stufen s = 1 und s = 2
beziiglich ihrer Konsistenzordnung p € IN* untersuchen. Hierzu verwenden wir
die Konsistenzbedingung aus Lemma 3.32 mit

s s
Zaiim = m'ZBi’im_l, m:(),...,p‘
1=0 =0
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1. Im Fall eines Mehrschrittverfahrens der Stufe s = 1 gilt fiir die erste Bedingung
mit m = 0 und der Konvention 0° := 1:

0 0 _ R
apg-0"+a1-1" = ag+a1 = 0.
Hieraus lésst sich also ableiten, dass g = —a gelten muss. Ohne Beschriankung
der Allgemeinheit kénnen wir a; = 1 und a9 = —1 normieren. Betrachten wir

nun die zweite Bedingung fiir m = 1, so erhalten wir:

|

ag- 0 +ar-1" = ap = 1-(Bo-0°+p1-1%) = Bo+ fu.

Durch die Normierung von oy = 1 sehen wir also, dass By + 81 = 1 gelten muss,
um Konsistenzordnung p = s = 1 zu erreichen. Diese Bedingungen werden unter
anderem durch das Vorwdarts-Euler Verfahren (6y = 1,81 = 0), das Riickwarts-
Euler Verfahren (By = 0,81 = 1) und das Crank-Nicholson Verfahren (8o =
B1 = 1) aus Abschnitt 3.2 erfiillt.

2. Im Fall eines Mehrschrittverfahrens der Stufe s = 2 gilt fiir die erste Bedingung
mit m = 0 und der Konvention 00 := 1:

0 0 0 _ L
a0 +a3-1"+a-2Y = agt+a; +as = 0.
Fiir die zweite Bedingung mit m = 1 erhalten wir
1 1 1 _ L 0 0 0y _
a0 +oa1-1"+a-20 = a1+2as = 1~(/Bo'0 +p51-1 +ﬂ2~2) = Bo+ P14+ PBs.

Und fiir die dritte Bedingung mit m = 2 erhalten wir
2 2 2 _ L 1 1 1y _
ag-0°+a1-1°+a-2° = a1 +4as = Q(B()O +61-1 —{—522) = 2061 +405.

Insgesamt miissen wir also fiir ein Mehrschrittverfahren der Stufe s = 2 und
Konsistenzordnung p = 2 folgendes unterbestimmtes Gleichungssystem l6sen:

ap+a1+ay = 0, a1+ 20 = fo + f1+ P, a1 +4ay = 261 + 40s.

Wir sehen, dass die Mittelpunktsregel mit ag = —1, a1 = 0,9 = 1 sowie [y =
B2 = 0, 1 = 2 eine mogliche Losung dieses Systems liefert.

3.3.2 Stabilitat von Mehrschrittverfahren

Nachdem wir die Konsistenzordnung von Mehrschrittverfahren untersucht haben stellt
sich die Frage, ob wir die gleiche Konvergenzordnung erreichen kénnen. Im Fall von
Einschrittverfahren hatten wir festgestellt, dass fir Lipschitz-stetige Funktionen F' auf
der rechten Seite des Anfangswertproblems (3.1) aus Konsistenz bereits Konvergenz folgt.
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Leider ist die Situation fiir Mehrschrittverfahren deutlich komplizierter, wie das folgende
Beispiel zeigt.

BEISPIEL 3.34: Instabilitat eines Mehrschrittverfahrens. p—

Es werde ein Verfahren moéglichst hoher Ordnung der Form

3—«o 14+«
r(tr2) = (1% @) 1) + () = 7+ (252~ LR

gesucht fiir eine Funktion F' € C3([0, T] x R™; R").

Wir bestimmen den Koeffizienten a@ € R mittels Taylorentwicklung so, dass eine
moglichst hohe Konsistenzordnung erreicht wird indem wir wieder den lokalen
Konsistenzfehler in t;, € {2 betrachten:

—a 1+a ,

1 3
gr(te) = — - (ulterz) = (1 + a)ultprn) + aulty)) — W (tet1) — ' (tk)
— 1
= u’(tk)-(2—(1—|—a)+oz— 5 24 —|—a)
2 2
=0
4T T 33—«
" - o
) (G - @ra)g - 250
=0
2 _ 2
+ u"”(ty) (672(1+a) 3 2a 7-2> o(r3)
= %(5—!—@)
Also erhalten wir eine Konsistenzordnung von p = 3 fir « = —5 und p = 2 in

allen anderen Féllen. Wir erwarten eine entsprechende Konvergenzordnung fiir
das Verfahren. Ein numerisches Experiment zeigt uns jedoch ein vollig anderes
FErgebnis.

Wie man an den beiden Illustrationen in Abb. 3.1 erkennen kann ist das Ver-
halten des numerischen Algorithmus fiir unterschiedliche Wahlen von a € R vol-
lkommen unterschiedlich. Bei ndherer Betrachtung stellt sich heraus, dass das
Mehrschrittverfahren fiir o« > 1 und o < —1.5 divergiert trotz einer Konsisten-
zordnung von mindestens Zwei. Dies liegt daran, dass das lineare Mehrschrittver-
fahren in diesen Féllen nicht stabil ist.

Motiviert durch das obige Beispiel wollen wir uns also im Folgenden mit der Stabil-
itdtsanalyse von Mehrschrittverfahren beschéftigten. Wir folgen dabei grob der Struktur
in [NumDGL)].

Die grundlegende Idee ist es nun die Stabilitit eines linearen Mehrschrittverfahrens
flir eine moglichst einfache Differentialgleichung zu untersuchen. Wenn ein konsistentes
Verfahren konvergent ist, dann muss es insbesondere konvergent sein fiir die einfachste
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Lésung von y'=y, y(0)=1, MSV mit alpha=1
2.8 T T T

T T T
numerisch

analytisch
28 B

24+ B

224 f

0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 09 1

x10'% Lésung von y'=y, y(0)=1, MSV mit alpha=-1.5
2 T T T T T T
numerisch

analytisch

051 B

0 01 02 03 0.4 05 08 07 0.8 09 1

Abbildung 3.1: Visualisierung der numerischen Approximation einer Loésung eines
Anfangswertproblems mit dem linearen Mehrschrittverfahren aus
Beispiel 3.34 fiir die Wahl des Parameters @ = 1 (oben) und o« = —1.5
(unten). Entnommen aus [NumAnal
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aller Anfangswertaufgaben. Daher betrachten wir das sogenannte Modellproblem
u'(t) = 0, u(0) = 0, (3.20)

mit der Losung u(t) = 0. Die durch das numerische Verfahren gelieferte Losung muss
also flir 7 — 0 gleichméBig gegen die Nullfunktion konvergieren. Das folgende Lemma
besagt, dass diese Bedingung schon ausreicht, damit das numerische Verfahren fiir alle
Anfangswertaufgaben konvergent ist.

sm—_— LEMMA 3.35: Reduktion auf das Modellproblem.

Gegeben sei ein lineares Mehrschrittverfahren der Stufe s € IN*t. Sei (2, )gen eine
Folge von dquidistanten Zeitdiskretisierungen mit Zeitschrittweiten 7, > 0,k € IN.
Falls fiir jede Wahl der Startwerte u,(t;) € R™ mit

T —0

Ur, (t3) 0, 1=0,...,s—1

die Folge (ur,)renw der numerischen Approximationen fiir das Modellproblem
gegen die Nullfunktion konvergiert, so ist das Mehrschrittverfahren stabil fiir alle
Anfangswertaufgaben.

Beweis. Siehe [NumAna, Satz 5.20]. O

Wenn wir also nun ein lineares Mehrschrittverfahren fiir das Modellproblem (3.20)
betrachten, so stellen wir fest, dass fir die rechte Seite der gewohnlichen Differentialgle-
ichung F'(t,u(t)) = 0 gilt und somit fiir das Mehrschrittverfahren ;g 3; Fj+; = 0 ist fiir

alle k =0,..., N —s. Somit reduziert sich das lineare Mehrschrittverfahren mit gegebe-
nen Koeffizienten «; € R,7 =0, ..., s auf die Losung des folgenden Gleichungssystems:
S
> aiur(tie) = 0, k=0,...,N—s. (3.21)
i=0

Ein Problem dieser Form ist bekannt als lineare, homogene Differenzengleichung
mit konstanten Koeffizienten o; € R,7 =0,...,s.

Aus diesem Grund werden wir uns im Folgenden auf einige mathematische Resultate
aus der Theorie der linearen Differenzengleichungen stiitzen, die wir in dieser Vorlesung
jedoch nur im Ansatz diskutieren kénnen. Wir wollen deswegen mit einer grundlegenden
Definition beginnen.

. DEFINITION 3.36: Lineare Differenzengleichung.

Eine lineare Differenzengleichung s-ter Ordnung iiber einem Koérper K ist
von der Form

> ai(k) frri = B ke, (3.22)
=0
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wobei die Koeffizienten a;: N — K,i = 0,...,s Folgen sind, fiir die as(k) # 0
gilt fur alle & € IN. Ist (Sk)renw C K die konstante Nullfolge, so nennen wir die
Differenzengleichung homogen und ansonsten inhomogen.

Fine unendliche Zahlenfolge F' = fy, fi1, f2,..., die fiir alle k € IN die lineare
Differenzengleichung (3.22) erfiillt, heiit Losung der Differenzengleichung.

Die folgende Bemerkung erlaubt es uns eine lineare Differenzenfolge in eine explizite
Form zu tberfiihren, so dass Folgeglieder der Losung aus gegebenen Anfangswert berech-
net werden kénnen.

BEMERKUNG 3.37 (Explizite Form von Differenzengleichungen). Es ist klar,
dass man eine lineare Differenzengleichung mit einem beliebigen Faktor aus K multi-
plizieren kann ohne dessen Lésung zu verdndern. Wenn man also die Koeffizientenfolgen
(i (k))ken normiert, so dass as(k) = —1 fiir alle & € IN gilt, so lédsst sich eine Rechen-
vorschrift fiir das Folgenglied fi, explizit angeben als

s—1
fras = D (k) fryi — Bk).
i=0

Fiir gegebene Startwerte fo,..., fs—1 € K" und Koeffizientenfolgen (o;)ken, (Bk)ken
ldsst sich so eine Losung F' der Differenzengleichung bestimmen.. A

Die explizite Form einer linearen Differenzengleichung wird zur Konstruktion von bes-
timmten Folgen in der Mathematik genutzt, wie unter anderem im folgenden Beispiel
erklart ist.

BEISPIEL 3.38: Fibonnaci Zahlen.

Ein berithmtes Beispiel einer linearen Differenzengleichung 2. Ordnung wird durch
die Fibonacci-Folge gelost, deren Folgenglieder sich berechnen lassen durch die
Differenzengleichung

fk+2 = fr+ flc+1 = fk+2 - fk+1 —fr = 0. (3.23)

Fiir die typischerweise gewéhlten Startwerte fo = f1 := 1 ergibt sich hieraus die
bekannte Fibonacci-Folge als Losung der linearen Differenzengleichung mit:

F = 1,1,2,3,5,8,13,21,34,. ..

Wir erkennen, dass die Differenzengleichung (3.23) homogen ist und konstante
Koeffizientenfolgen ag = a3 = —1 und a9 = 1 besitzt.

Wenn wir zeigen kénnen, dass Losungen der linearen Differenzengleichung (3.21) fiir
alle Startwerte fo, ..., fs—1 € K™ beschrankt sind, so lasst sich zeigen, dass der globale
Konsistenzfehler K fiir das Modellproblem (3.20) gegen Null konvergiert und das lineare
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Mehrschrittverfahren nach Lemma 3.35 stabil ist fiir alle Anfangswertaufgaben. Um die
Beschrianktheit von Losungen der linearen Differenzengleichung (3.21) zu untersuchen
fiihren wir zunéichst ein weiteres Hilfsmittel ein.

m—_ DEFINITION 3.39: Charakteristisches Polynom.

Fiir eine homogene, lineare Differenzengleichung der Ordnung s € Nt mit kon-
stanten Koeffizienten o; € K,i =0,...,s der Form (3.21) definieren wir das zuge-
horige charakteristische Polynom der Differenzengleichung p: K — K als:

S
p(x) = Zam’.
=0

Das charakteristische Polynom einer Differenzengleichung sagt viel {iber das Verhalten
von zugehorigen Losungen aus und dient unter Anderem dazu ihre Beschrinktheit zu
zeigen, wie folgendes bekanntes Theorem aussagt.

— THEOREM 3.40: Wurzelbedingung von Dahlquist.

Alle Losungen einer homogenen linearen Differenzengleichung mit charakteristi-
schem Polynom p sind beschrinkt genau dann, wenn fiir die Nullstellen A; € K, i =
0,...,s—1 von p folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

LN < 1
2. |)\Z| =1 = g; = 1,

wobei o; € INT die Vielfachheit der Nullstelle \; € K ist.

Beweis. Siehe [NumAna, Satz 5.22]. O

Mit Hilfe der Wurzelbedingung von Dahlquist haben wir nun ein iiberpriifbares Kri-
terium um die Stabilitdt von linearen Mehrschrittverfahren zu iiberpriifen.

sm—_— KOROLLAR 3.41: Konvergenz von linearen Mehrschrittverfahren. =

Falls ein lineares Mehrschrittverfahren konsistent ist von der Ordnung p € IN* und
die zugehorige lineare Differenzengleichung die Wurzelbedingung von Dahlquist in
Theorem 3.40 erfiillt, so ist das Mehrschrittverfahren konvergent von der Ordnung
peINT.

Es bleibt immer noch die Frage offen welche Konvergenzordnung wir wirklich erreichen
kénnen, d.h. welche Konsistenzordnung ein stabiles Verfahren maximal erreichen kann.
Es gibt hierbei tatséchlich eine Einschrankung, wie folgende Bemerkung festhalt.
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BEMERKUNG 3.42. Ein lineares Mehrschrittverfahren der Stufe s € INT sei konsis-
tent von der Ordnung p € INT und stabil. Dann gelten die folgenden Beschrinkungen an
die Konsistenzordnung des Verfahrens:

1. p < s+ 2, wenn s gerade ist,
2. p<s+1, wenn s ungerade.
Ist g—z < 0 (also insbesondere bei impliziten Verfahren) dann gilt sogar nur p < s. A

Wir wollen abschliefend das Wurzelkriterium von Dahlquist anwenden, um die Sta-
bilidt einiger Mehrschrittverfahren im Folgenden zu untersuchen.

BEISPIEL 3.43: Stabilitat von linearen Mehrschrittverfahren.

Wir werden im Folgenden die Stabilitdt von linearen Mehrschrittverfahren
durch Betrachtung der Nullstellen der assoziierten charakteristischen Polynome
analysieren.

1. Wir konnen Einschrittverfahren als Mehrschrittverfahren mit s = 1 inter-
pretieren. Sie sind von der Form

uT(tk-H) - uT(tk) = fT(tk‘) ur(tk))a

und damit ist das charakteristische Polynom der zugehorigen homogenen, lin-
earen Differenzengleichung gegeben durch

plz) = z—1.

Die einzige (einfache) Nullstelle von p ist offensichtlich A\g = 1. Also sind Ein-
schrittverfahren stabil, was zu unseren Beobachtungen aus Abschnitt 3.2 passt.

2. Wir betrachten als Néchstes ein lineares Mehrschrittverfahren das gegeben ist
durch:

Ur (tpt2) = 2ur(tpgr) + ur(ty) = 0.

Unabhéngig von der rechten Seite F'(t,u(t)) der Anfangswertaufgabe, die es
zu 16sen gilt, sehen wir ein, dass das Mehrschrittverfahren konsistent ist nach
Beispiel 3.33 oben. Betrachten wir also das charakteristische Polynom der zuge-
horigen Differenzengleichung, das gegeben ist durch

plr) = 2% -2z +1.

Dieses Polynom besitzt eine doppelte Nullstelle Ay = A; = 1 und somit ist die
Wurzelbedingung von Dahlquist in Theorem 3.40 verletzt. Dies bedeutet, dass
wir unabhéngig von der Wahl der g; € R,7 = 0,1, 2 des linearen Mehrschrittver-
fahrens keine Stabilitdt erwarten kénnen.
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3. Alle aus der numerischen Integration gewonnenen linearen Mehrschrittverfahren
haben fiir s € NT und k,7 € IN mit 0 < r < s die Form

k+s

r
Ur (tk+s) —Ur (tk+sfr) = / F<t7 u(t)) dt = 7 Z BiFkts—rti-
k+s—r i—0

Daher ist das charakteristische Polynom der zugeordneten linearen Differenzen-
gleichung gegeben durch

plr) = 8 =27 = 25" (2" = 1).

Dieses Polynom hat (s — r)-fache Nullstelle A = 0 und zusétzlich die r-ten
Einheitswurzeln in C, die alle die Vielfachheit 1 haben. Darum sind alle linearen
Mehrschrittverfahren die durch numerische Integration gewonnen werden stabil.

4. Fir das lineare Mehrschrittverfahren in Beispiel 3.34 l4sst sich das charakteris-
tische Polynom der zugeordneten linearen Differenzengleichung angegeben als

p(z) = 2* = (1+a)z+a.

Dieses Polynom besitzt die beiden Nullstellen \y = 1 und A; = «. Nach der
Wurzelbedingung von Dahlquist miissen wir also fiir die Stabilitdt des linearen
Mehrschrittverfahrens fordern, dass gilt

-1 <a< 1

Wir haben hierbei den Fall & = 1 herausgenommen, da wir sonst eine doppelte
Nullstelle erhalten wiirden, was zu einer Verletzung der Stabilitdtsbedingungen
fithrt.

3.4 Weiterfiithrende Themen

Im Folgenden diskutieren wir noch einige weiterfithrende Themen und Anwendungen
zur Numerik von Einschrittverfahren. Dabei beginnen wir zunéchst mit einfachen par-
tiellen Differentialgleichungen und gehen dann zur Verbindung zwischen Optimierung
und Differentialgleichungen iiber.

3.4.1 Lineare Transportgleichung

Wir betrachten im Folgenden eine lineare Transportgleichung, die unter Anderem ver-
wendet wird um die Ausbreitung eines Stoffes oder eines Zustands zu modellieren. Wir
betrachten dieses Modell der Einfachheit halber nur in einer rdumlichen Dimension mit
n = 1 auf dem Diskretisierungsgitter £2;, = h - Z und einer ortlichen Schrittweite A > 0.
Die Zustandsvariable ug(t) € R beschreibt einen Zustand im Punkt k- h € €p zum
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Zeitpunkt ¢ € [0,7]. Wir wihlen nun ebenfalls eine &quidistante Diskretisierung des
Zeitintervalls [0, 7] mit fester Zeitschrittweite 7 > 0.

Nehmen wir nun an, dass der Zustand mit einer konstanten, positiven Geschwindigkeit
v = % > 0, d.h., genau die Breite einer ortliche Gitterzelle h pro Zeitschritt 7 trans-
portiert wird, so gilt offensichtlich

up(t+7) = up—1(t).

Dies kénnen wir auch durch Erweiterung schreiben als

welt+7) = wp(t) — wp(t) + %v (1) = uk(t)—T%-(uk(t)—uk,l(t)). (3.24)

_ ~~

Diese Darstellung konnen wir als Vorwdrts-FEuler Verfahren der folgenden gewdhnlichen
Differentialgleichung mit einer konstanten, positiven Geschwindigkeit v € R™ inter-
pretieren:

wh(t) = =5 (unlt) = upa (1)), (3.25)

Die rechte Seite hat eine Lipschitz-Konstante der Ordnung (9(%), welche beliebig grof3
werden kann fiir eine immer feinere ortliche Auflésung, d.h. fiir A — 0.
Nach (3.24) gilt
v v
up(t+7) = (1— TE) -ug(t) + Ty up—1(t),

und wir sehen, dass wir die Stabilitdt des Finschrittverfahrens zeigen kénnen solange
77 <1 gilt. Dann gilt ndmlich per Dreiecksungleichung

v v
et + ) < (1 =77) Jur(®)] + 75 - Jue—1 ()] < max{fug(t)], lup-1(6)[}-
Daraus folgt sofort eine Abschétzung fiir alle értlichen Gitterpunkte mit

[u(t+ 7)lle < Ju(®)]loo-
Alternativ kénnen wir ebenfalls das Rickwdrts-Euler Verfahren fir die gewdhnliche
Differentialgleichung (3.25) betrachten

un(t+7) = () =77 - (unlt+7) — w4 7).

Wir wollen nun ebenfalls die Stabilitidt dieses Einschrittverfahrens naher untersuchen.
Der Einfachheit halber betrachten wir nur Losungen mit u(0) = 0 fiir £ < 0. Es ist klar,
dass diese Bedingung dann auch fiir alle ¢ > 0 gilt. Dies ermdglicht es uns ein gestaffeltes
Gleichungssystem fir das implizite Einschrittverfahren herzuleiten und zu lésen. Es gilt
im ersten Ortspunkt zu beliebiger Zeit t € [0, 7]

TV

wlt+7) = wt) = - w(t+7) - %-uo(t+r)

& (1+T:> cur(t+7) = w(t) B
h

& u(t+71) = h—l—m'.ul(t)'
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Fiir beliebige Punkte k- h € Q) mit k > 1 gilt dann

up(t +7) = Wayé%wwu+7yp%-wqa+7)
& <1+7Z}> cup(t+71) = Uk(t)+%‘uk—1(t+7')
h

h+v7'u

& up(t+71) = k(t) + ug—1(t + 7).

vT
h+ vt

Wir sehen also direkt, dass wir mittels Dreiecksgleichung folgende Abschétzung treffen
koénnen

Jur(t + 7)< max{|ug ()], Jur—1(t + 7)]}-

Somit folgt induktiv
Juk(t + 7)< max|u;(t)]-
1=

Die impliziert wieder insbesondere die Stabilitdtsabschitzung fiir alle ortlichen Gitter-
punkte mit
[u(t+7)lloo < [u(t)loo-

Man beachte, dass in diesem Fall das Einschrittverfahren stabil ist ohne jegliche Beschrankung
an die Zeitschrittweite 7 > 0.
Fiir h — 0 sehen wir, dass

ulk - hyt) —u((k —1) - h,t)
v - h

gilt und wir eigentlich eine partielle Differentialgleichung approximiert haben, ndmlich
die sogenannte lineare Transportgleichung der Form

— v - Ogu(z,t)

owu(z,t) = —v- Oyu(x,t),

mit konstanter, positiver Geschwindigkeit v € R™.

Im obigen Fall haben wir also die partielle Ableitung in die Ortskoordinate = durch
einen Riickwértsdifferenzenquotienten approximiert. Analog kénnten wir auch ein Ver-
fahren mit Vorwéartsdifferenzenquotienten beziiglich der Ortskoordinate = aufschreiben,
was zu folgender gewohnlichen Differentialgleichungen fiihrt:

w(t) = - (1) =~ uja (1)

Unabhéngig von der Zeitdiskretisierung ist hier allerdings das Differentialgleichungssys-

tem schon instabil, wie man formal zeigen kann. Der Grund hierfiir liegt anschaulich be-
trachtet in der urspriinglichen Motivation der Transportgleichung. Mit positiver Geschwindigkeit
v € RT beschreibt die Transportgleichung die Ausbreitung eines Zustands in Richtung
steigender Werte der Ortskoordinate x. Hierzu bendtigt man ausschliefSlich Informatio-

nen von der linken Seite eines 6rtlichen Punkts der Diskretisierung €2,. Dies wird durch

den Riickwirtsdifferenzenquotienten korrekt abgebildet, wahrend der Vorwértsdifferen-
zenquotient genau die entgegengesetzte Richtung verwendet.
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3.4.2 Diffusionsgleichung

Wir betrachten im Folgenden einen einfachen Diffusionsmodell im eindimensionalen
Raum fiir n = 1. Solche Modelle beschreiben beispielsweise in der Physik die Verteilung
eines Stoffes in einem Medium oder die Ausbreitung von Wéarme in einem Material. Wir
modellieren ein Teilchen, dass einen Sprungprozess auf dem Gitter Qp, := h - Z N [0, 1]
mit Schrittweite h := % > 0, N € N und periodischen Randbedingungen durchfiihrt,
wobei es zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 7] mit gleicher Wahrscheinlichkeit o € (0, %) nach
links oder rechts springen kann. In diesem Zusammenhang nennt man « einen Diffusion-
skoeffizienten fiir den Sprungprozess. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sprung in einem
kleinen Zeitintervall [¢,¢+7] C [0, 7] mit Zeitschrittweite 0 < 7 < 1 ist dementsprechend
2at € (0,1). Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit pg(t) € [0, 1], dass das Teilchen zur
Zeit t im Gitterpunkt &k - h € )y, ist:

pr(t+7) = ar-pr_1(t) + a1 - pry1(t) + (1 — 2a7) - pi(), kE=0,...,N, (3.26)

wobei wegen der periodischen Randbedingungen p_;(t) = pn(t) und pyi1(t) = po(t)
gilt.

Fir immer kleiner werdende Zeitschrittweiten 7 — 0 erhalten wir entsprechend im
Grenzwert das Differentialgleichungssystem

Ph(t) = a- (ot (8) + prora () — 2p6()),  k=0,...,N. (3.27)

In diesem Zusammenhang sehen wir ein, dass (3.26) als Vorwérts-Euler Verfahren zur
numerischen Approximation der gewohnlichen Differentialgleichung (3.27) interpretiert
werden kann. Wir erkennen sofort, dass dieses Einschrittverfahren stabil ist fiir 2a7 < 1.
Dies ist potentiell eine starke Einschriankung an die Zeitschrittweite 7 in Féallen in denen
der Diffusionskoeffizient o grof} ist.

Insbesondere kénnen wir mit der Hilfsvariable D := « - h? das Einschrittverfahren
wieder als Ortsdiskretisierung einer partiellen Differentialgleichung mittels eins Differen-
zenquotient zweiter Ordnung der folgenden Form interpretieren

8tp($,t) =D- 8xxp(xa t)‘
Hierbei approximiert man die zweite Ableitung nach der Ortskoordinate durch

Pr—1(t) — 2pr(t) + pry1(t)
h? '

Opap(k - ht) ~

Somit erhalten wir Stabilitit des Einschrittverfahrens fiir 7 ~ h2, was fiir sehr kleines
h > 0 (also fiir eine sehr feine Ortsauflésung) einen hohen numerischen Aufwand fordert.

Verwenden wir hingegen das Rickwarts-FEuler Verfahren zur Zeitdiskretisierung von
(3.27), so erhalten wir fir k=0,...,N

pe(t+71) = pr(t) +ar -pr_1(t+7)+ar - ppr1(t +7) — 2a71 - pr(t + 7). (3.28)

Es stellt sich heraus, dass dieses implizite Einschrittverfahren wiederum stabil ist ohne
Schranke an die Zeitschrittweite 7 > 0. Dies sehen wir folgendermafien: Sei im Folgenden

107



Kapitel 3 Numerische Lisungsverfahren fiir Anfangswertprobleme

P(t) := (po(t),...,pn(t))T € RN+ dann kénnen wir das Einschrittverfahren (3.28)
kompakt schreiben als

(I+ar-B)-Plt+71) = P(t), (3.29)
mit
2 -1 0 0 -1
-1 2 -1 0 0
0o -1 2 0 0
B= .
0 0 0 2 -1
-1 0 0 -1 2

Wie man leicht zeigt, gilt fiir jeden Vektor z € RV*!

2:60 — X1 —IN
—x0 + 2T1 — X2

—Tg—1 + 2% — T4

—x9 —IN_1+2ZN
= x0- (2x0 — 1 — zN)

+x1 - (—xo + 221 — x9)

+ ...

+an - (—zo—xN_1+22zN)
N
= Y (@iy1 —xi)* > 0.
i=0

Damit haben wir gezeigt, dass die Matrix B € RWFDX(N+1) positiv semidefinit ist.
Dies hétten wir auch mit Hilfe der Gerschgorin-Kreise (vgl. [Numerik 1, Kapitel 7.2])
sehen konnen, da wir an der Hauptdiagonalen von B und der Summe der Nebendiago-
nalen ablesen kénnen, dass alle Eigenwerte der Matrix B in der Menge B2(2) := {z € R :
|z —2| < 2} liegen miissen. Da B also positiv semidefinit ist, ist (I +7B8) € ROV (N+1)
fiir jedes 7 > 0 positiv definit und invertierbar. Insbesondere erhalten wir folgende Sta-
bilitdtsabschitzung indem wir (3.29) von links mit dem Vektor P(¢+ 7)7 multiplizieren:

|P(t+7)3+ar-Plt+7)'BP@t+71) = Pt+7) P(t)

1 1
< SIP(+7)IE+ S IPOIB.

Die Ungleichung folgt aus der Einsicht, dass gilt

—_

0 < G(P(+7)— PW)? = P+~ P+ 7 P(t) + PO,

[\
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Wegen der positiven Semidefinitheit von B folgt dann

IPG+m)IB < SIPG+)IE + S IPE)IB
s SIPE+IB < SIPOIE
Somit kénnen wir nun induktiv folgende Ungleichungskette folgern:
1P+ < [P < ... < [PO).
Tatséchlich gilt in diesem Fall sogar folgende Abschétzung

min 0) < min t) < ma t) < ma 0).
kzomNpk( ) < kiO’_._prk( ) < k:()’”)prk( ) < k:OP_prk( )
Abschétzungen dieser Form nennt man im Kontext von partiellen Differentialgleichungen
Minimums- und Maximumsprinzip und wir werden dhnliche Argumente im néchsten

Kapitel zu Randwertaufgaben néaher diskutieren.

Adjungierte Methode

Nehmen wir nun an, dass wir uns einen Startpunkt z, = ko - h € ), des modellierten
Teilchens vorgeben, d.h., die Wahrscheinlichkeit fiir ein Auftreten des Teilchens ist zu An-
fang pr,(0) = 1 und p;(¢) = 0 fiir alle 7 # k. Dann ldsst sich mit Hilfe einer numerischen
Losung der Differentialgleichung (3.27) im Intervall ¢ € (0,7T) effizient berechnen was
die Auftrittswahrscheinlichkeit pg(7") des Teilches in allen Punkten £ =0, ..., N fiir den
Zeitpunkt T ist.

Schwieriger ist jedoch die Beantwortung der umgekehrten Frage. Man kénnte sich die
Frage stellen, ob man fiir einen spezifischen Punkt 3, = ko - h € €, die Wahrschein-
lichkeit berechnen kann, dass das Teilchen zum Zeitpunkt 7T dort auftritt, d.h., wir
interessieren uns fur py,(7") fiir alle moglichen Startpunkte £ = 0,..., N des Teilchens.
Hierzu missten wir eigentlich das Differentialgleichungssystem mit allen N + 1 Start-
punkten des Teilchens 16sen und die Losung dann in dem spezifischen Punkt py,(7T)
auswerten.

Eine alternative Berechnungsmoglichkeit fiir die letzte Fragestellung ist die sogenannte
adjungierte Methode, welche aus der Theorie der optimalen Steuerung stammt. Dazu
berechnen wir die Losung des adjungierten Problems, welches gegeben ist durch

@(t) = - 2ak(t) — g (t) — gr-1(1)), k=0,...,N,

mit vorgegebenem Endwert gx,(7') = 1 und ¢;(7") = 0 fur i # ko.

Die Losung dieses Problems ist genauso zu berechnen wie fiir das urspriingliche System
(3.27). Dies sehen wir mit der einfachen Variablentransformation s := 7' — ¢ ein, denn
dann haben wir ein Anfangswertproblem mit den gleichen Vorzeichen wie das System
fir die Funktionen pg(t) zu 16sen. Hat man die eine numerische Losung berechnet, so
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gilt

= sz QZ

Bei den obigen Umformungen haben wir ausgenutzt, dass die auftretenden Terme sich
in der Summe wegheben, d.h. es gilt:

N

> wit) - ait) +pilt) - gi(1))

=0
Za (Pi—1(t) + pit1(t) —2pi(t)) - @i(t) + - pi(t) - (245 (t) — qi—1(t) — qit1(t))

= 0.

Nun sind wir in der Lage die obige Frage effizient zu beantworten, denn wenn wir nun
eine Losung mit Anfangswert py(0) = 1 und p;(0) = 0 fiir i # ¢ einsetzen, so liefert uns
(3.30) die Identitéat pg,(T) = q¢(0). Im Gegensatz zur direkten Berechnung missen wir
nun wieder nur ein Differentialgleichungssystem fiir die unbekannten Losungen ¢;(t),i =
0,...,N losen.

Das zu Grunde liegende allgemeine Prinzip der adjungierten Methode ist das Folgende.
Wir nehmen an, wir haben eine gewohnliche lineare Differentialgleichung der Form

u'(t) = A(t) - ul(t)

gegeben und wir interessieren uns nicht direkt fiir Werte der Losung zum Endzeitpunkt
u(T) € R", sondern nur fiir eine lineare Funktion L” - u(7T) € R. Dann lésen wir
stattdessen das adjungierte Problem

V() = —A(t) - v(t) (3.31)
mit dem Endwert v(7') = L € R™. Denn dann gilt

T _ T _ T T T /
LT u(T) = o) -u(T) = v(0)T - u(0) + /0 (w®)T - (b)) dt
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Hierbei nutzt man aus, dass gilt
O (O u(t) F o) d () = —(A®) ()T - u(t) Fot)’ - At)ut) = 0.

Haben wir die adjungierte Gleichung fiir v berechnet, kénnen wir die uns interessierende
GroBe LT -u(T) fiir jeden Anfangswert sofort durch ein Skalarprodukt v(0)7-u(0) berech-
nen. Den Wert v(0) € R™ erhalten wir in dem wir eine Variablentransformation s := T'—¢
in (3.31) durchfithren und das entstehende Differentialgleichungssystem numerisch 16sen.

Bei einer numerischen Losung miissen wir natiirlich die gewohnliche Differentialgle-
ichung mit einer geeigneten Methode (Ein- oder Mehrschrittverfahren) diskretisieren. Es
empfiehlt sich in diesem Kontext die adjungierte Gleichung mit einem passenden Ver-
fahren zu loésen um die Eigenschaft der Adjungierten auch im Diskreten zu erhalten.
Haben wir fiir die numerische Approximation u z.B. ein Vorwarts-Euler Verfahren der
Form

u(ti+1) = u(ty) + 7 Au(ty)
verwendet, so liefert das Vorwarts-Euler Verfahren in umgekehrter Zeit
v(ty) = v(tp) + 1A v(ty)

genau die richtige Diskretisierung. Es gilt dann namlich
u(ty) - v(ty) = ) + Z u(tit1) - v(te1) — ulty) - v(tg))
= w(0) - v(0) + > ((ultyrr) = ults) - v(trsr) + (0(trsr) —o(t)) - ulty))

= u(0) - v(0) + D _ (Aulty) - v(tisr) — (ATv(tr) - u(te)) = u(0)-v(0).

Man sieht ein, dass bei anderen Verfahren fiir die adjungierte Gleichung, z.B. einem im-
pliziten Euler-Verfahren, eine solche Identitét nicht gegeben ist. Die Diskretisierung und
Adjungierung kommutieren in diesem Fall nicht. Beim Vorwérts-Euler Verfahren hinge-
gen erhalten wir genau die Adjungierte der Diskretisierung der Differentialgleichung.

3.4.3 Zusammenhang zwischen Optimierung und
Differentialgleichungen

Ein haufiges Problem in praktischen Anwendungen ist die Bestimmung von Parametern
in gewohnlichen Differentialgleichungen. Wir betrachten also ein Anfangswertproblem

u(t) = F(t,u(t),w), u(0) = up(w),

bei dem die rechte Seite der gewthnlichen Differentialgleichung und der Anfangswert
von einem Parametervektor w € R" abhéngen. Wir nehmen im Folgenden an, dass
F' Lipschitz-stetig ist. Dann existiert fiir gegebene Parameter w € R™ eine eindeutige
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Losung u, € C*([0,T]). Um die Parameter zu einer bestimmten Losung zu bestimmen,
misst man die Werte einer Funktion G/(u,,) € R, wobei typischerweise k > m gilt. Alter-
nativ versucht man die Parameter w € R™ derart zu optimieren, damit ein gewiinschter
Zustand G (u,) € RF erreicht wird. Hiufig sind dies Werte der Losung zu verschiedenen
Zeitpunkten, also beispielweise G(u) := (u(s1),...,u(sk)).

Fiir gegebenen Daten g € RF lisst sich dann ein Optimierungsproblem, etwa das
Kleinste-Quadrate-Problem

i {Bw) = J1H@) - 9P = 3160 - gI?}

l6sen um die Parameter zu bestimmen. Die Frage, die wir uns nun stellen ist, wie wir
in diesem Fall die Losung des Optimierungsproblems durch eines der Optimierungsver-
fahren dieser Vorlesung, wie z.B. das Gradientenabstiegsverfahrens, bestimmen kénnen.
Es ist klar, dass hierbei die effiziente Berechnung von Gradienten V,, essentiell ist.

BEISPIEL 3.44: Parameterbestimmung fiir lineare DGL. |SEE——

Als einfaches Beispiel betrachten wir einen Fall, bei der wir zwar wissen, dass die
rechte Seite zu einer linearen gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
gehort, aber nicht den Koeffizienten des linearen Terms und auch den Anfangswert
nicht kennen. Somit kénnen wir zwei unbekannte Parameter w = (wy,ws) € R?
beschreiben durch

up(w) = wy, F(t,u,w) = wy - u(t).

Fir Anfangswertprobleme dieser Art konnen wir eine explizite Losung wu, €
C1([0,T]) angeben mit

uy(t) = wy - et

Geben wir uns nun Werte der Losung an verschiedenen Zeitpunkten G(u) =

(u(s1),...,u(sk)) vor, so erhalten wir dann
Ow, G(uy) = (21, ...,eW?%),
Ow, G(uy) = (wisy- €Y% .. wysg - €“2°K).

In Beispiel 3.44 konnten wir die Ableitung der Funktion G nach den unbekannten Pa-
rametern w angeben, da wir eine explizite Losung der gewohnlichen Differentialgleichung
kannten. Wie gehen wir aber vor, wenn wir die Differentialgleichung nicht explizit 16sen
kénnen? Dazu betrachten wir zunéchst die partielle Ableitung von u,, nach w;, welche
wir definieren als
Vo g () — ()

0—0 1)
wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Diese Funktion kénnen wir zwar nicht berechnen,
aber wir kénnen ein Anfangswertproblem herleiten, das von ihr gelést wird. Unter der
Annahme, dass die Abbildung w +— ug(w) differenzierbar ist, sehen wir dass gilt

uy(0) = o, up(w).

9
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Falls auflerdem die rechte Seite F' der Differentialgleichung differenzierbar beziiglich u
und w ist, so folgt mit der Kettenregel

(ul) (t) = OuF(t, uyw(t), w) - uly(t) + OuwF (t, 1y (t), w).

w

Wir beachten, dass wir diese lineare Differentialgleichungen fiir jedes u!, sind, da wir u,,
ja schon vorher durch Lésen der urspriinglichen Anfangswertproblems berechnen kénnen.
Ist G ebenfalls differenzierbar, dann folgt

Ow, H(w) = G'(uw)-ufu,

daraus bekommen wir also die Jacobi Matrix von H bzw. dann den Gradienten von f
per Kettenregel.

Wir rechnen diesen Zusammenhang nun fiir das Problem in Beispiel 3.44 nach. Hier
gilt

und

(ug,)' (1) = wauy(8),  (up)'(t) = waup(t) + uu,
und 0y, G(u) = (uly(s1),...,ul,(sk)). Diese konnen wir explizit 16sen und erhalten
ul(t) = e¥2! und w2 (t) = wite®?’. Natiirlich stimmen die Ableitungen dann wieder

mit der direkten Differentiation der expliziten Lésung u,, wie in Beispiel 3.44 berechnet
iiberein.

Ist die Anzahl M der Parameter grof}, so ist die Berechnung der Ableitungen in dieser
Form sehr aufwéndig, da wir M lineare Differentialgleichungen l6sen miissen. Dies kann
aber vermieden werden, wenn wir uns daran erinnern, dass wir eigentlich

0w, f(w) = (G(uw) = g) - G (ww)u,

berechnen wollen, also eine lineare Funktion von u!,. Es ist dementsprechend naheliegend
wieder eine adjungierte Methode zu verwenden. Wir betrachten dies wieder nédher fiir
G(u) = (uw(s1),...,uy(sk)). Wir definieren v als die Losung von

’Ul<t) = _8UF(t7uw(t)7w) ’ U(t)7 te (07 T) \ {817 R SK}v
mit v(7) = 0. An den Messstellen setzen wir

v(sg) = Uw(sk) — gk + limv(t).
tlsgk
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Dann gilt mit sg =0, sx+1 =T,

O, f(w) = > (ww(sk) — gr) - uly(sk)

k

= Z lim v(t) — limv(t)) - ul,(sk)

tTSk tlsg

. K Sk+1 .
= 0)- 1, 0)+ 3 / CORMOIR

Sk

=0
= +/ ) dt
— 0(0) - Do, g (w +/ - O, F(t, (1), w) dt.

Damit geniigt zur Berechnung des Gradienten die Losung einer adjungierten Differen-
tialgleichung, sowie von M Skalarprodukten mit Anfangswerten und M Integralen mit
der Losung v.

3.4.4 Deep Learning

In modernen Anwendungen des Maschinellen Lernens kommen dhnliche Techniken wie
bei Differentialgleichungen und deren Optimierung zum Einsatz. Die Idee dabei ist einen
parametrisierten Zusammenhang zwischen Eingangsdaten x € R™ und Ausgangsdaten
y € R™ zu konstruieren. Dieser Zusammenhang wird beim sogenannten Deep Learn-
ing durch ein (kiinstliches) neuronales Netz mit vielen Schichten (im Englischen: Layer)
modelliert, das mathematisch als Hintereinanderausfiilhrung von affinen Abbildungen
(Austausch von Impulsen zwischen Neuronen) und punktweisen Nichtlinearitdten (Ak-
tivierung eines Neurons durch die eingegangenen Impulse) modelliert.

Ein neuronales Netzwerk fg: R® — R™ mit N € IN" Schichten fgk, k=1,...,N
modelliert die Relation z — y dann durch

fo == f8yo...0fb,,
wobei die berechneten Werte der k-ten Schicht des neuronalen Netzes gegeben sind durch
Uk+1 = fgk(uk) = W(Wkuk_'_bk)» k=0,...,L -1,

mit frei wiahlbaren Parametern Oy := {W; € R™*" b, € R™}. Die Aktivierungs-
funktion eines Neurons bezeichnen wir mit ¥ : R — R. Typische Beispiele sind die
Sigmoid-Funktion

oder die Rectified Linear Unit (ReLU)

U(z) = max{z,0}.
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Dazu verwenden wir fiir Vektoren die Notation ¥(z) = (¥(x;))i=1,..n als punktweise
Auswertung. Fiir die erste Schicht des neuronalen Netzes setzen wir ug = = auf die
Eingangsdaten und in der letzten Schicht haben wir fiir die Antwort des neuronalen
Netzes lediglich eine affine Transformation der Form

y=C- -uy-+d,

mit C € R"™*"~N d e R™.

Wir sehen also eine gewisse Analogie zu expliziten Euler-Verfahren fiir gewthnliche
Differentialgleichungen. Dies wird noch deutlicher bei sogenannten residualen Netzw-
erken von der Form

Uk+1 :uk+T-\IJ(Wk~uk+bk), k=0,...,L—1,
die wir direkt als Diskretisierung von
u'(t) = WW(t)-u(t) +b(t))

interpretieren kénnen.

Das Training einens neuronalen Netzwerks ist nun die optimale Bestimmung der
freien Parameter © = ((Wy, b )k=1,.. n,C,d) aus einer groen Menge an Trainingsdaten
(@i, Yi)i=1,..,m- Dazu wird ein Minimierungsproblem der Form

. 1 &
mén{E(@) = M;E(fe(mi),yi)}7

wobei L eine Metrik ist, die den Abstand zwischen der Antwort des neuronalen Netzes
und den Trainingsdaten misst (im Englischen: Loss function), z.B. einfach

Llfow) i) = 3Nfole) — uilP:

Dies ist fiir grofie M/N, m/n ein riesiges Optimierungsproblem, dessen approximative
Losung lange Zeit ein grofles Hindernis bei der Umsetzung solcher Lernansétze war. Der
heute géngige Ansatz ist die Berechnung mit einem stochastischen Gradientenverfahren,
d.h. durch eine Iteration

wiy1 = wj — iV L(C - un(Tr); W, b)) + d, Yr(5)),

wobei 7(j) € {1,..., M} zufillig gewéhlt wird (meist gleichverteilt). Durch die Auswahl
eines einzelnen Datenpaars in jeder Iteration erspart man sich die M-fache Berechnung
von uy (x;; (Ak, bx)), hier muss in jedem Schritt die Vorwérts-Schleife nur fiir einen An-
fangswert x; berechnet werden. Analog zur adjungierten Methode kann man den Gradi-
enten durch Losung von

Vo1 = — (Wi - U (Wiug + b)) - vy,

mit vy = Vo L(C - un(w(;); (Wi, bx)) + d, y;(j)) berechnen. Dies ist in diesem Zusam-
menhang als Backpropagation bekannt.
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Numerische Losung von
Randwertproblemen

In diesem Kapitel der Vorlesung wollen wir uns mit der Lésung von Randwertproblemen
fir lineare gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung beschéftigen.
Insbesondere beschiiftigen wir uns mit Lésungen u € C?([0,1]) fiir Differentialgleichun-
gen der Gestalt

—" (@) = pla) - (2) + q(a) - ulw) = glx), (4.1)

fiir 2 € (0,1) mit den zusétzlichen Randbedingungen

ag - u'(0) + Bo - u(0) = go, (4.2)
ar-u' (1) + B -u(l) = g1

Im Fall a; =0 und §B; = 1 fiir ¢ = 0,1 spricht man von Dirichlet-Randbedingungen
fiir die gilt:
u(0) = go,  u(l) = gu.

Im Fall @y = 1 und B; = 0 fiir ¢ = 0,1 hingegen sprechen wir von Neumann-
Randbedingungen fiir die gilt:

u'(0) = go,  W(1) = g1

In allen anderen Féllen erhalten wir gemischte Randwertbedingungen, die auch Robin-
Randbedingungen genannt werden.

Solche linearen Randwertprobleme treten beispielsweise auf, wenn man die Auslenkung
eines an zwei Seiten festgebundenen Seils beschreiben will. Hierbei wird klar, dass die
Auslenkung des Seils am linken und rechten Rand verschwindet muss, d.h. wir haben
Dirichlet-Randbedingungen vorliegen mit «(0) = u(1) = 0. Ein dhnliches Problem un-
tersucht man bei der Berechnung der Temperaturverteilung eines Metallstabs, der an
beiden Enden erhitzt wird.
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Nehmen wir an P(z) sei eine Stammfunktion der Funktion p(x), so dass P’'(z) = p(x)
gilt. Dann koénnen wir beide Seiten der Gleichung (4.1) mit dem Term a(z) := eF'®)
multiplizieren und erhalten somit:

—a(w) - (x) = " p() - () + " - qla) - ulz) = "D g(a).

Wenn wir nun die Produktregel fiir Differentiation anwenden sehen wir, dass gilt
—(a(z) () = —a(x)-u"(2) - d(2) -/ (z) = —alz)-u"(z) =" p(z) -/ (2).

Zusammen mit den Hilfsfunktionen ¢(z) := e”’® . ¢(z) und f(z) := e’®) . g(z) kénnen
wir das Problem (4.1) schliellich in eine sogenannte Divergenzform bringen mit:

—(a(z) - /()" + e(2) -u(z) = f(2). (4.4)

Die Divergenzform (4.4) der urspriinglichen Differentialgleichung hat einige Vorteile
fir die Analyse der Eigenschaften der Differentialgleichung und ebenfalls bei ihrer nu-
merischen Loésung, so dass wir diese im Folgenden weiter verwenden werden.

4.1 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Mit Hilfe der Divergenzform (4.4) koénnen wir zunéchst fiir den Spezialfall ¢(x) = 0
die sogenannte Greensche Funktion zur analytischen Loésung der Differentialgleichung
konstruieren. Es gilt ndmlich in diesem Fall mit einer Integrationskonstante ¢; € R

a(z) -u'(x) = 1 — /Ox f(z)dz.

Da a(z) = e @) > 0 fiir alle z € R ist, gilt damit auch fiir eine weitere Integrationskon-
stante cg € R

u(z) = cz—i—cl-/oxa(ly)dy—/oxa(ly)/oyf(z)dzdy.

Definieren wir nun zwei Stammfunktionen

A(z) = /Ox a(ly)dy’ F(y) = /Oyf(z) dz
so erhalten wir durch partielle Integration
u(z) = ca+ci-Ax) —/Oza(ly)/oyf(z)dzdy
1
= 62+01'A(33)—/0 @'F(y)dy
= ata-A@) - [Ay) - F)l+ | Al)-fy)dy (4.5)
— e Al) - [ A@ - f@dy+ [ AW f0)d
= a+a-A@ - [ (4@ -Aw) - f)dy.
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Die unbekannten Integrationskonstanten c;, co € R kénnen wir aus den Randbedingun-
gen bestimmen, die uns ein Gleichungssystem liefern, welches es zu l6sen gilt. Hierzu
betrachten wir im Folgenden die reinen Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen und
vernachléssigen die gemischten Randbedingungen.

4.1.1 Dirichlet-Randbedingungen

Im Fall von Dirichlet-Randbedingungen haben wir a; = 0 und ; = 1 fiir i = 0,1 in (4.2)
und (4.3) und somit haben wir die Randwerte

w(©) = g0,  u(l) = g1.

Dann ist das Gleichungssystem zur Bestimmung der unbestimmten Integrationskonstan-
ten ¢1,c2 € R durch Einsetzen in (4.5) gegeben durch

1
wO) = e = g0, ull) = @ +a-Al) - [ (A1) - AW) )y = g

0
=90

Losen wir die zweite Randbedingung auf zur Konstanten ¢; € R so erhalten wir:

@ = g (000 [ (A1) — AW)) - f) @)

Hieraus konnen wir fiir die Losung der Differentialgleichung in (4.5) folgern:

we) = a0+ 550 (o -0+ [ (A0 = 40D 1) ) = [ (A~ 46D T0) dy
A(z) A(z)
B (1‘A<1>)‘9 A
(

A /0 (AQ1) = A(y)) - f(y) dy—/0 (A(z) — A(y)) - f(y) dy.

(4.6)

Wir wollen nun die sogenannte Greensche Funktion G': [0,1]> — R einfiihren mit

A(z) 1—L falls 0 <z <y<l1,
Glay) = {4 A; S
A(y) - A1 falls 0 <y <z <1

)

Fiir jede Funktion a(x) > 0 gilt fir die Stammfunktion A(z) > A

(y) >0 fur z > y und
somit ist die Greensche Funktion nichtnegativ auf dem Intervall [0, 1

J
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Nun kénnen wir die beiden Integrale in (4.6) geschickt vereinheitlichen durch

A(z)
A1)

= [Faw- (1-42) - s6)a

[ - aw) - s[4 - Aw) - 1)y
0 0

0
= [am-a- 550 smans [ aw - a- 50w
= ["Gw) s+ [ G Ty = [ Gy sy

Wir sehen also, dass wir mit Hilfe der Greenschen Funktion G die analytische Losung
u in (4.6) des Randwertproblems mit Dirichlet-Bedingungen und ¢(z) = 0 kompakt
schreiben konnen als:

we) = (1-48) a0+ 580+ [[Gaw) S @)

Aus dieser Darstellung der analytischen Losung kénnen wir sofort folgendes Resultat
ableiten.

s THEOREM 4.1: Existenz und Eindeutigkeitssatz fiir ¢ = 0.

Sei ¢(x) = 0 und a € C1([0,1]) mit a(z) > ag > 0 fiir alle z € [0, 1]. Sei auferdem
fec(o,1)).

Dann existiert eine eindeutige Losung u € C2([0, 1]) der Differentialgleichung (4.4)
unter den Dirichlet-Randwertbedingungen (4.2) und (4.3) mit a; = 0 und g; =1
fir ¢ = 0,1. Ist f(x) > 0 fir alle x € [0,1], so gilt dariiber hinaus folgendes
Maximumsprinzip:

u(z) > min{go, g1} Vz € [0,1].

Allgemeiner Fall

Wir sehen, dass der lineare Operator
K:C([0,1]) — C([0,1]),
1
= [ Gy fwdy
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offensichtlich auf dem Raum der stetigen Funktionen C([0, 1]) wohldefiniert und beschrankt
(dquivalent zu stetig) ist. Mit Hilfe dieser Einsicht konnen wir auch den allgemeinen Fall
¢(x) # 0 behandeln, da in diesem Fall die Losung u ein Fixpunkt der folgenden Gleichung
ist:

u(@) = go-w(x)+g1- (1 —wx))+ K(f —c-u)(w), (4.8)

wobei wir die Notation w(z) :=1 — ﬁg; verwendet haben.

Um die Charakterisierung der Losung u(z) in Abhéngigkeit der Funktion ¢(z) besser zu
verstehen, betrachten wir erst den Spezialfall einer konstanten Funktion c¢(z) = ¢ € R.
Da der Operator K linear ist miissen wir die folgende Gleichung l6sen:

(I +c K)(u)(z) = go-w(z)+g1-(1—w(x))+K(f)(x).

Bei einer genaueren Analyse ldsst sich nun feststellen, dass fiir die spezielle Wahl der
Konstanten ¢ = —k?72, k € N eine nichttriviale Losung u(z) = sin(k7-2) des homogenen
Systems, d.h. fiir die Gleichung (I — (k7)?- K)(u)(z) = 0 existiert. In diesem Fall ist der
Operator I 4 ¢+ K nicht invertierbar, da dessen Kern nicht nur die Nullfunktion enthélt.
Also kénnen wir in diesen Féllen die inhomogene Gleichung nicht fiir beliebige rechten
Seiten 16sen.

Mit Hilfe der Spektraltheorie kompakter Operatoren lasst sich jedoch zeigen, dass es nur
abzahlbar viele Werte von ¢ gibt, fiir die I 4+ ¢ - K nicht invertierbar ist. Mit dem Satz
von Arzela-Ascoli kann man zunéichst zeigen, dass K : C([0,1]) — C([0,1]) kompakt
ist, d.h. fiir jede beschrénkte Folge (un)new C C([0,1]) hat K(u,) eine konvergente
Teilfolge. Die Spektraltheorie kompakter Operatoren garantiert nun, dass es nur eine
abzéhlbare Menge von Eigenwerten (Ag)rew geben kann, so dass der Operator A, - I — K
nicht invertierbar ist. Es ldsst sich zeigen, dass in der Menge der Eigenwerte Null der
einzige Haufungspunkt ist. Setzen wir in diesem Zusammenhang die Konstante ¢ := —i
fiir £ € IN, so sehen wir, dass es auch nur eine abzéhlbare Menge von Konstanten c
geben kann, fiir die der Operator I + ¢ - K nicht invertierbar ist. Diese Menge besitzt
entsprechend die (uneigentlichen) Haufungspunkte +oc.

Wenn wir nun eine allgemeine Funktion c¢(x) betrachten, dann kénnen wir immer
noch zeigen, dass der Operator u — u+ K(c-u) kompakt ist. Daraus konnen wir wieder
folgern, dass der Operator genau dann invertierbar ist, wenn sein Nullraum trivial ist.
Bevor wir uns hierfiir eine hinreichende Bedingung erschlieflen, wollen wir zunachst im
folgenden Lemma eine niitzliche Eigenschaft des Integraloperators K nachweisen.

e LEMMA 4.2: Eigenschaften des Integraloperators.

Fiir alle stetigen Funktionen f € C([0,1]) gilt die folgende Abschétzung

[ 5@ k@ = [ [ 1@ 6 rwdrdy 2 o0

Das Integral wird genau dann Null, wenn f(z) = 0 gilt.
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Beweis. Um die Eigenschaften des Integraloperators zu zeigen, wihlen wir ein moglichst
einfaches Randwertproblem der Form

mit den Dirichlet-Randbedingungen «(0) = u(1) = 0. Wir konnen also die analytische
Losung u des Randwertproblems entsprechend (4.8) fir go = ¢1 = 0 und ¢ = 0 fiir
x € [0, 1] schreiben als

u(z) = K(f)(x).

Somit kénnen wir mit Hilfe von partieller Integration folgern, dass gilt:

[ 1@ k(D@ ar = ~ [ a@) - w@) - uw)ar
0 0
= — [a(x) - /() u(x)]é + /0 a(z) -/ (z) - u'(x) dx

=0

Die Nichtnegativitit des letzten Integrals folgt aus dem quadratischen Term (u/(z))?
und der Eigenschaft, dass a(z) = e”(®) > 0 fiir alle 2 € [0,1] gilt. Damit folgt sofort,
dass das Integral genau dann Null wird, wenn «/(z) = 0 gilt. Aus —(a(z)-u/(2))" = f(x)
folgt dann aber auch schon, dass f(z) = 0 gelten muss. O

Aus dem obigen Spezialfall mit konstanter Funktion c¢(z) = ¢ sehen wir, dass ein
nichttrivialer Nullraum bei negativem c¢ auftreten kann. Diese Beobachtung ldsst sich
nun mit Hilfe der Eigenschaft des Integraloperators aus Lemma 4.2 auf den allgemeinen
Fall von c¢(z) # 0 tbertragen, so dass wir im folgenden ein allgemeines Resultat zur
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Randwertproblems erhalten.

e THEOREM 4.3: Existenz und Eindeutigkeitssatz fiir ¢ > 0.

Sei a € C1([0,1]) eine stetig differenzierbare Funktion mit a(z) > ag > 0 fiir alle
x € [0, 1]. Seien aulerdem ¢, f € C(]0, 1]) stetige Funktionen und es gelte c¢(x) > 0
fir alle z € [0, 1].

Dann existiert eine eindeutige Losung u € C2([0,1]) des Randwertproblems (4.4)
mit Dirichlet-Randbedingungen (4.2) und (4.2) mit o; = 0 und g; = 1 fiir i = 0, 1.

Beweis. Basierend auf den oben genannten Argumenten aus der Funktionalanalysis
geniigt es zu zeigen, dass der lineare Operator u — u + K(c - u) invertierbar ist, was
aquivalent dazu ist, dass er injektiv ist und somit sein Kern nur die Nullfunktion u(z) = 0
enthalt.

Sei also u(x) + K(c-u)(x) = 0, dann gilt ebenfalls nach Multiplikation beider Seiten
mit c(z) - u(z):
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Integrieren wir beide Seiten der Gleichung und wenden nun Lemma 4.2 fiir die speziell
gewdhlte stetige Funktion f(x) := ¢(x) - u(x) € C([0,1]) an, so kénnen wir abschétzen:

1 1
/ c(z) -u*(z)dz = —/ c(x) -u(x)  K(c-u)(z)dz < 0.
0 0

Da auf der linken Seite ein nichtnegativer Integrand steht muss hier schon die Gleichheit
mit Null vorliegen. Ebenfalls mit Lemma 4.2 wissen wir, dass das Integral genau dann
Null wird, wenn f(z) = c(z) - u(z) = 0 ist. Wenn jedoch ¢(z) - u(z) = 0, so folgt aus
der Linearitdt von K, dass K(c-u)(x) = 0 gelten muss. Da wir u(z) + K(c- u)(x) =
0 angenommen haben, muss damit auch u(xz) = 0 gelten. Also ist der Nullraum des
Operators trivial, woraus die Invertierbarkeit und damit auch die eindeutige Losbarkeit
des Randwertproblems folgt. O

Interessanterweise konnen wir auch im allgemeinen Fall ein dhnliches Maximum-
sprinzip zeigen, auch wenn wir nun keine explizite Darstellung der Losung als Integral
mehr vorliegen haben.

mm—_— KOROLLAR 4.4: Maximumsprinzip.

Sei a € C([0,1]) eine stetig differenzierbare Funktion mit a(x) > ag > 0 fiir alle
€ [0,1]. Seien auBerdem ¢, f € C([0,1]) nichtnegative, stetige Funktionen, d.h.

es gelte ¢(x) > 0 und f(x) > 0 fur alle x € [0, 1].

Dann gilt fiir die eindeutige Losung u € C2([0,1]) des Randwertproblems (4.4)

mit beliebigen Dirichlet-Randbedingungen u(0) = g € R und u(1) = g1 € R, die

folgende Abschitzung:

u(z) > min{go, g1} Vz € [0,1].

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung u € C%([0,1]) des Randwertprob-
lems ist durch Theorem 4.3 gegeben. Fiir das zu zeigende Maximumsprinzip fihren wir
einen einfachen Widerspruchsbeweis.

Seien im Folgenden ¢, f € C([0,1]) nichtnegative Funktionen und wir nehmen an,
dass die analytische Losung u(x) nicht am Rand des Intervalls ihr Minimum annimmt,
sondern in einem Punkt Z € (0,1). Dann gilt die notwendige Optimalitdtsbedingungen
u/(Z) = 0 in T. Setzen wir diese in die Differentialgleichung ein, so folgt fiir alle z € [0, 1]

0 < f(@) = —(a(f)'@)’+0(f)-U(f) = ¢(T)-u(@) < oT) - ul).
=0

Wegen der Annahme, dass ¢ und f nichtnegative Funktionen sind, folgt damit, dass u(x)
ebenfalls nichtnegativ fiir alle x € [0, 1] ist. Da wir jedoch beliebige Randwerte u(0) = go
und u(1) = g; fir das Randwertproblem erlauben, kénnen wir ebenfalls Randwerte be-
trachten, so dass min{go, g1} < 0 gilt. Damit erzeugt die gefolgerte Nichtnegativitét der
Losung u einen Widerspruch zu den Randwerten und somit nimmt die analytische Lo-
sung u € C2([0, 1]) ihr Minimum am Rand an und somit haben wir das Maximumsprinzip
gezeigt. ]
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Wegen der Linearitdt des Problems kann man aus dem Maximumsprinzip in Korol-
lar 4.4 auch Stabilititsaussagen herleiten. Nehmen wir an @ € C?(]0, 1]) sei eine bekannte
Losung fiir das Problem

—(a(z) - @/(x))" + e(x) -a(x) = f(2),

mit Dirichlet Randwerten @(0) = go und @(1) = g;. Betrachten wir nun eine weitere
rechte Seite f € C([0,1]) der Differentialgleichung mit f(z) > f(x) fiir alle z € [0,1], so
folgt
a(z) —w(z) > min{go — go, g1 — g1}

und daraus eine Abschéitzung fiir das Maximum von u. Ist ¢ > 0, so kénnen wir etwa
sehr einfache konstante Lésungen @ = ~ konstruieren, indem wir f = ~ve setzen. Ist ~
hinreichend groB, dann ist f > f und §; > g; fiir i = 0, 1.

Damit erhalten wir u(z) < « fiir alle z. Umgekehrt konnen wir die Rollen von @ und u
auch vertauschen und 4 = —v wahlen, damit erhalten wir eine Abschatzung fiir |u(z)].

4.1.2 Neumann-Randbedingungen

Wiéhrend allgemeine Randbedingungen sehr &hnlich behandelt werden wie im oben
diskutierten Fall von Dirichlet-Randwertbedingungen, gibt es im Fall reiner Neumann-
Randbedingungen einen Aspekt, den wir besonders beachten miissen.

Betrachten wir also im Folgenden die Differentialgleichung (4.4) mit Randwerten (4.2)
und (4.3) fiir a5 = 1 und f; = 0. Zur Vereinfachung nehmen wir wieder an, dass ¢(z) = 0
gilt. Dann kénnen wir die Differentialgleichung zunéchst von links und rechts aufintegri-
eren zu

~ [ ) dy = —o(@)-u/(@) +a0) - 0) = [ )y
0 :g(-)/ 0

= —ale) (z) = —am>1m+34”f@ody

Integrieren wir hingegen mit dem rechten Rand auf so erhalten wir:

= —ale) @) = o) g - [ )y = —a) - [ S+ [T

Ein direkter Vergleich der beiden Gleichungen zeigt uns, dass die folgende Bedingung
erfillt sein muss

1
MW%zMUm+AMMy (4.9)

Unter dieser Bedingung ist die Gleichung prinzipiell 16sbar, jedoch ist eine der Kon-
stanten a(0),a(l) € R dann weiterhin unbestimmt. Dies wird tiblicherweise durch eine
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zusétzliche Normalisierungsbedingung der folgenden Art erreicht

/Olu(:c)dx = 1

Der Grund fiir diese zusétzliche Bedingung ist im Gegensatz zu den oben diskutierten
Dirichlet-Randwertbedingungen ist, dass der Nullraum des Randwertproblems (4.4) mit
¢(x) = 0 unter Neumann-Randwertbedingungen nichttrival ist, denn jede konstante
Funktion 16st bereits das homogene Problem

—(a(z) - u'(x)) = 0

mit Randwerten «/(0) = «/(1) = 0.

Interessanterweise ist die Theorie fiir den Fall nichtnegativer Funktionen ¢(z) > 0 hier
unterschiedlich. Sobald ¢(z) > 0 mit ¢(z) # 0 fir alle = € [0, 1] gilt, hat das Randwert-
problem mit Neumann-Randwertbedingungen nur noch einen trivialen Nullraum. Dies
lasst sich durch Multiplikation der homogenen Differentialgleichung mit u(x) und an-
schliefender Integration sehen. Es folgt dann namlich mit partieller Integration und den
Randwertbedingungen v/(0) = «/(1) = 0, dass gilt

1
0 = [ (~(ale)- @) + cla) - u(@)) - ulz) da
0
1 1
= —la(z) v (z) u(x)]é —i—/o a(z) -/ (z) - v/ (x) de —|—/0 c(x) - u?(z) dz
0

_ /01 a(z) - (' (2))? + c(z) - u?(z) dz.

Da a(z) = e’® > 0 und ¢(x) > 0 angenommen wurde, folgt sofort, dass u'(z) =
fir x € [0,1] gelten muss. Also muss u eine konstante Funktion sein. Da c(x) #
angenommen wurde kann

1
/ o(x) - u2(z)dz = 0
0

fiir eine konstante Funktion u nur im Fall u(z) = 0 gelten.

Der Unterschied dieser Félle und der potentiell nichttriviale Nullraum des Randwert-
problems mit Neumann-Randwertbedingungen ist natiirlich auch bei der numerischen
Losung zu beachten, welche im néchsten Abschnitt diskutiert wird. Hier wird sich dieser
Nullraum in der Nichtinvertierbarkeit einer zugehorigen Matrix niederschlagen.

4.2 Differenzenverfahren fiir Randwertprobleme

Zur Diskretisierung von Randwertproblemen kénnen wir zunéchst genauso vorgehen wie
bei der numerischen Loésung von Anfangswertproblemen. Wir konstruieren also zunéchst
ein Gitter 0 = 29 < 21 < ... < zn = 1 als Ortsdiskretisierung des Intervalls [0, 1]. Im
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einfachsten Fall wéihlen wir die Gitterpunkte wieder dquidistant mit Schrittweite h := %

als
O = {zp€[0,1] 2y :=k-hk=0,...,N}.

Auf diesem Gitter approximieren wir nun Ableitungen durch finite Differenzen. Fiir die
zweite Ableitung in xj verwenden wir in der Regel ein Differenzenverfahren zweiter
Ordnung mit
p _ ulzg +h) = 2u(zg) Fulzs —h) _ w(@gr) — 2u(zg) + u(@p—1)
u ($k‘) ~ h2 — h2 .
Im nichtdquidistanten Fall sieht eine entsprechende Approximation hingegen wie folgt
aus:

u//(xk) ~

1 — — _
1 <U($k+1) u(ak)  u(zg) — u(wy 1)) ‘ (4.10)
s Tpi1 — Tk Tp — Tp_1
Hier ist zunéchst die Frage wie wir den Parameter hy > 0 (abhingig von den Gitter-
punkten zj_1,xg, 1) wihlen sollen. Dies konnen wir als Bedingung an die maximale
Konsistenzordnung eines numerischen Verfahrens formulieren.
Fiir hinreichend glatte Funktionen « und
h = —
e |Tp1 — 2k
gilt per Taylor-Entwicklung der Funktionswerte u(xgy1) und u(zi_1) jeweils im Punkt
xy, € [0,1] dann

w(arin) —uley)  uler) — u(eiy)

Th+1 — Tk T — T—1

1 1
= u(zp) + v (zp) (Tpy1 — ) + 0" () (Tpr1 — mk)Q—
2 6 (4.11)

1 1
u'(@g) + Gu () (o — wp1) — o (wn) (o — zi-1)? + O(h°)
Tht1 — Th— 1
= u”(mk)%l s (@) (a1 = 205+ 2p1) (Th1 — 251) + O(R?).
Wir sehen, dass wir eine konsistente Approximation der zweiten Ableitung mit der Wahl
von hy = % im Vorfaktor erreichen.
Im &dquidistanten Fall erkennen wir an obiger Rechnung wieder, dass die Konsisten-

zordnung O(h?) erreicht wird, da dann gilt

Tpy1 — 20, + Tp—1 = (Tp41 — k) — (@ —2—1) = 0.
—h =h

Die konsistente Wahl des Vorfaktors hy = W lasst sich ebenfalls anders mo-
tivieren: eigentlich berechnen wir numerische Approximationen erster Ableitungen mit
Hilfe des zentralen Differenzenquotienten als

u(zpt1) — ulzy)

= u'(Tpp1)2) + O(n?),

Th41 — Tk
u(zy) — u(xg—1) , 9
= +O(h
Tr — Zhoy u'(z—1/2) + O(h%)
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mit den beiden (impliziten) Mittelpunkten

1 1
Tpo1e = G(@hor T 2k), Ty = (@ 2p)-

Diese beiden Mittelpunkte liegen also auf einem versetzten Gitter.

Nun koénnen wir die zweite Ableitung wiederum als numerische Approximation der
Ableitung der Diskretisierungen der ersten Ableitungen betrachten. Eine weitere An-
wendung des zentralen Differenzenquotienten auf die Werte der versetzten Gitterpunk-
te wy1y/p liefert némlich genau eine Approximation der zweiten Ableitung im Punkt
x € Q. Die Schrittweite fiir diesen zweiten Diskretisierungsschritt ist genau der von
uns berechnete Vorfaktor

e Th41 + T Tp +Tp—1
k= ) = B - B = Tky1/2 — Tk—1/2-

Dirichlet Randbedingungen

Mit den oben eingefiihrten Differenzenverfahren kénnen wir nun bereits Gleichungen der
Form

—u"(x) + c(z) - u(z) = f(z) (4.12)
fir « € [0,1] direkt diskretisieren. In diesem Kontext betrachten wir im Folgenden
das Randwertproblem mit Dirichlet-Randwertbedingungen, welches wir als lineares Gle-
ichungssystem fiir den unbekannten Losungsvektor

U, = (ul,...,uNfl)TE]RNil

schreiben konnen. Die beiden Werte ug = u(0) = go und uy = u(l) = g1 ergeben
sich ganz natiirlich aus den Dirichlet-Randbedingungen und kénnen direkt in einen Lo-
sungsvektor fiir das gesamte numerische Gitter {2;, eingesetzt werden.

Verwenden wir nun das Differenzenschema zweiter Ordnung in (4.10) zur numerischen
Diskretisierung der Differentialgleichung, so kénnen wir die Koeffizienten des Differen-
zenschemas fiir jeden Punkt in eine Zeile der Systemmatrix A € RY=1XN=1 des Problems
schreiben. Hierzu kénnen wir genauer fiir die Matrix-Eintrdge von A definieren als:

1 1 1
Ak ::( + )—l—CJTk, k=1,....N—1
’ hi \Tp41 — 2 TR + TR (@)

1 1
_ Aj_ = - k=2,...,N—1
hk(xk _xkfl)’ k—1,k ’ ;

A =0 sonst,

App—1 = —

Wir erhalten damit also eine Tridiagonalmatrix A € RN ~1*N=1 " dje sich im dquidistan-
ten Fall vereinfacht zu

2 + h2c(z1) -1 0 0
. -1 2 + h2c(x9) -1 0
2
A= o 9 —'1 2+h.0(x3) B Q . (413)
0 0 0 oo 24 h2c(zy_1)
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Fiir die rechte Seite des linearen Gleichungssystems miissen wir zum einen die rechte
Seite f(z) der Differentialgleichung abbilden, als auch die Randwertbedingungen u(0) =
go und u(l) = g1 beriicksichtigen. Hierzu definieren wir uns entsprechend den Vektor
F ¢ RV~ mit:

F, = f(.l‘k), kE{2,...,N—2}

490
Fy = —_—
g1

+ .
hn-1(zn —zN-1)

Fy_1 = f(zn-1)

Insgesamt miissen wir also das lineare (N — 1) x (VN — 1) Gleichungssystem AU, = F
numerisch 16sen um eine diskrete Losung des Randwertproblems (4.12) mit Dirichlet-
Randbedingungen u(0) = go und u(1) = g1 zu erhalten.

Im allgemeinen Fall einer nichtkonstanten Funktion a(x) # ¢ € R konnen wir die
selbe Einsicht iiber verschobene Gitter wie oben benutzen. Die erste Ableitung (a(xy) -
u'(xy)" interpretieren wir diskret als Wert am Mittelpunkt der Gitterzellen 4, /2. Da
wir diese mit der Funktion a multiplizieren, verwenden wir auch den Wert von a an
diesen Gitterpunkten. Dementsprechend approximieren wir

1 Upt1 — U Up — U
AV +1 k k k—1
N o— —_— - 1) ———— . 4.14
(au’) (k) m (G(Uckﬂ/z)ka " a(zy, 1/2)$k — xk1> (4.14)

In der folgenden Bemerkung wollen wir auf Eigenschaften der Systemmatrix A einge-
hen, die allgemein bei der Lésung von Randwertproblemen eine wichtige Rolle spielen.

BEMERKUNG 4.5 (Eigenschaften der Systemmatrix A). Wir kénnen folgende
Beobachtungen zu den Eigenschaften der Matrix A in (4.13) machen.

o Die Matrix A ist diinnbesetzt (im Englischen: sparse), d.h. die meisten Eintréige
von A sind gleich null. Genauer noch existieren von den (N — 1)? moglichen Ma-
trixeintrdgen von A nur 3- (N — 1) —2 = 3N — 5 Eintrége, die nicht verschwinden.
Dies hat einige Konsequenzen fiir die effiziente Speicherung von A, sowie bei der
Losung des Systems AU, = F. Wir kénnen die Matrix im sogenannten Sparse-
Format speichern. Hierbei handelt es sich in der Regel um eine lineare Liste fiir
alle Nichtnulleintriige der Form (i, j, A;j). Statt (n — 1)? reeller Zahlen speichern
wir hier nur 6 N — 10 ganze und 3N — 5 reelle Zahlen. Gegeniiber potentiell (N —1)2
zu speichernden reellen Zahlen ist dies eine enorme Einsparung fiir grofles V € IN.

Bei der numerischen Losung des linearen Systems ist es ebenfalls vorteilhaft diese
Struktur zu benutzen. Bei direkten Verfahren wie der LR-Zerlegung jedoch ist dies
nicht der Fall. Dort kann es zum sogenannten Fill-In kommen, d.h. L und R sind
nicht mehr diinnbesetzt. Grob kénnen wir uns den Effekt bei der LR-Zerlegung wie
bei der Integration von —u” = f, u(0) = go, u(1) = g1 vorstellen. Hier erhalten wir
durch die Integration von 0 bis x eine Integraldarstellung fir v/ (x), die im diskreten
einer linken unteren Dreiecksmatrix enstpricht. Integrieren wir wiederum von 1 bis
x um u(z) zu erhalten, entspricht dies einer rechten oberen Dreiecksmatrix. Beide
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Matrizen haben dann keine diinnbesetzte Struktur mehr, da das diskrete Integral
alle vorhandenen Gitterpunkte benutzt.

o Fiir nichtnegative Funktionen ¢(z) > 0 ist die Matrix A schwach diagonaldomi-
nant, d.h. es gilt Agr > 37 |Ax;| (bzw. auch in den Spalten Agg > 37,2 [Ajkl).
In der ersten Zeile fiir k¥ = 1 und in der letzten Zeile fiir k = N — 1 der Matrix A
sind diese Ungleichungen sogar strikt.

Dariiber hinaus hat A nur positive Diagonaleintrage und nichtpositive Nebendi-
agonaleintriage. Wie wir spéter sehen werden ist die Matrix A dann invertierbar
und die Inverse enthilt nur nichtnegative Eintrige. Dies ist das diskrete Aquiva-
lent zum Maximumsprinzip, denn hat F' nur nichtnegative Eintrige, so gilt auch
U,=A"F>0.

« Die Matrix A ist symmetrisch, d.h. es gilt A;, = Ay; fiir alle k, j. Dies ist eine
Konsequenz aus der Divergenzform (4.4), da der Operator L : u — —(au')’ +
cu formal selbstadjungiert ist. Es gilt mit partieller Integration fiir v und v und
angenommenen Dirichlet-Nullrandwerten:

(Lu, v} — /0 (L) () v() do = /0 (ol (2))0(@) + c(x)u(z)o(z) dz
= /01 a(z)u' (z)v' (z) + c(z)u(z)v(z) dx
= /01(—(a(:c)v'(x))u(x) + c(x)v(x)u(z))dr = (v, Lu) .

Ist ¢(x) > 0, dann ist die Matrix A sogar symmetrisch positiv definit. Dies ist fir
u(z) # 0 eine Konsequenz aus

(Lu,u) = /01 a(x) - |u'(2))? + c(z) - u(x)*dz > 0.

YA

Mit den oben diskutierten Eigenschaften der Systemmatrix A erhalten wir insbeson-
dere ihre Invertierbarkeit aus der positiven Definitheit. Also existiert eine eindeutige
Losung Uy, € RV~! des linearen Gleichungssystems AUj, = F.

4.2.1 Konvergenz von Differenzenverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschéftigen welche Bedingungen
gelten miissen, damit ein Differenzenverfahren zur numerischen Losung eines Randwert-
problems gegen die echte Losung der Differentialgleichung konvergiert. Wie wir bereits
gesehen haben fiithrt das Differenzenverfahren zu einem linearen Gleichungssystem der
Form AU), = F, wobei U, € RY~! die numerische Approximation der echten Losung
u € C%([0,1]) in den Gitterpunkten darstellt, d.h., es gilt (Up)r = up ~ u(xy) fiir
k=1,...,N —1.
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M-Matrizen

Wie wir im Folgenden feststellen werden hingt die Stabilitdt und folglich damit die Kon-
vergenz eines Differenzenverfahrens mafigeblich von den Eigenschaften der Systemmatrix
A € RN=IXN=1 b Die in Bemerkung 4.5 diskutierten Eigenschaften der speziellen Sys-
temmatrix A motivieren die folgende Definition.

mmmm DEFINITION 4.6: M-Matrix.

Eine Matrix A € R™ "™ heifit M-Matrix, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:

¢ A hat nur positive Diagonaleintrdge und nichtpositive Nebendiagonaleintrige.
o A ist schwach diagonaldominant, d.h. es gilt Agx > >, 1 [Ajkl-

o Fiir mindestens ein j € {1,...,n} gilt Apx > >, [Ajil-

Wie wir leicht nachrechnen kénnen erfiillt unsere Diskretisierung diese Eigenschaft:

mmmm KOROLLAR 4.7.

Sei A die Matrix aus dem obigen Differenzenverfahren in (4.13) fiir eine nichtneg-
ative Funktion ¢(z) > 0 fur = € [0, 1]. Dann ist A eine M-Matrix.

Die letzte Eigenschaft einer M-Matrix in Definition 4.6 ist entscheidend fiir deren
Invertierbarkeit, da sonst beispielsweise auch die folgende Matrix zuldssig wére:

()

Diese Eigenschaft kénnen wir allgemein fiir M-Matrizen beweisen und dariiber hinaus
etwas iiber die Eintradge der Inversen aussagen.

mamm LEMMA 4.8: Inverse einer M-Matrix.

Sei A € R™*™ fiir n € IN eine M-Matrix. Dann ist A invertierbar und A~! hat nur
nicht-negative Eintrége.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass A irreduzibel ist, d.h. es existiert eine Permuta-
tion 7 € I, von {1,...,n}, sodass A ()ri+1) # O gilt. Andernfalls kénnen wir analog
wie im Folgenden fiir alle irreduziblen Blocke von A vorgehen.

Zunichst zeigen wir, dass A invertierbar ist, d.h. wir miissen zeigen, dass der Nullraum
trivial ist. Sei z € N(A) ein Vektor des Nullraums und es sei ein Vektoreintrag z,, fur

m € {1,...,n} so, dass z,, < zj fiir alle k& gilt. Nehmen wir nun an, dass z, < 0 ist,
dann folgt
Ammzm = — Z Aijj = Z |Amj|zj Z Z |Amj|zm-
i#m i#m j#m
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Ist z,, < 0, so folgt wegen der Diagonaldominanz E#m | Amjlzm > ApmZzm. Dies ist aber
nur moglich, wenn z; = 2, fiir alle j mit A,,; # 0 gilt. Damit ist auch z; minimal und
wir kénnen das gleiche Argument auf z; anwenden, wegen der Irreduzibilitét erreichen
wir dann schrittweise alle Eintrdge von z. Dies bedeutet der konstante Vektor z; = 1 fiir

alle j ist eine Losung, was aber der Bedingung

Age > D 1Al = =D Aj,
J#k J#k
fir ein k gilt. Also muss minyg z; > 0 gelten. Analog konnen wir aber auch maxy, z; < 0
zeigen, also bleibt nur z = 0 im Nullraum.

Um zu zeigen, dass die Inverse von A nur nicht-negative Eintrige hat, konnen wir
zeigen, dass die Losung z von Az = y, mit y gleich einem Einheitsvektor, nur nicht-
negative Eintrdge hat. Dies ist natiirlich dquivalent dazu, dass die Losung von Az = y
mit nicht-negativem y nur nicht-negative Eintrédge hat. Dazu benutzen wir das selbe
Argument wie oben: Sei z;, = min; z; < 0. Dann ist

Appzr = — ZAchZj +yr > — Z Agiz > Agizi
j#k J#k
mit Gleichheit wenn y, = 0 und x; = x, fiir alle 7. Dann folgt aber auch y; = 0 fiir alle
7 und deshalb z = 0, ein Widerspruch zu z; < 0. O

Konvergenz von Differenzenverfahren

Um die Konvergenz eines numerischen Differenzenverfahrens fiir ein Randwertproblem
zu untersuchen, bendtigen wir wieder die iiblichen Begriffe der Konsistenz und Sta-
bilitdat. Diese wollen wir im Folgenden einfithren bevor wir hinreichende Bedingungen
angeben. Sei u € C2([0,1]) die Lésung des Randwertproblems und dementsprechend sei
U := (u(rg)) € RV~! die Auswertung der Losung auf dem Diskretisierungsgitter. Sei
auBerdem Uj, € RV~! die numerische Losung des linearen Gleichungssystems AU, = F
des Randwertproblems. Dann kénnen wir den Unterschied zwischen der numerischen
Loésung und der echten Losung der Differentialgleichung beziiglich der rechten Seite F'
betrachten mit

AU, -U) = F— AU =: GeRN"L (4.15)

Die rechte Seite G misst also die Auswirkung des Diskretisierungsfehlers, der durch
das Aufstellen der Systemmatrix A entsteht, bei Anwendung auf die echte Losung der
Differentialgleichung. Fir die in (4.14) betrachtete Diskretisierung ergibt sich somit fiir
die rechte Seite G unter Verwendung von Fy, = f(xy) = (a-u') (xp) fir k=1,...,N—1
1 Up1 — Ug U — Uk—1
Gr = () (zy) — — ( UKL T UR o) e T kL
ko= (au')(zr) I a(xk+l/2)$k+4,—’xk a(xy, 1/2)“_%_1
Wir beachten dabei, dass der Term c¢(z)-u(z) als Funktionsauswertung exakt diskretisiert
wird und daher nicht weiter zum Fehler beitragt. Hierauf aufbauend kénnen wir also den
Konsistenzfehler definieren.
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= DEFINITION 4.9: Konsistenzfehler und -ordnung.

Sei A € RVN=1XN=1 ¢ine Systemmatrix, die ein Differenzenverfahren fiir ein
Randwertproblem in Divergenzform (4.4) realisiert. Dann definieren wir den glob-
alen Konsistenzfehler des Verfahrens als

Ky = ||Glle =,_max |Gk (4.16)

FEin Differenzenverfahren heifit konsistent von der Ordnung p € N, wenn fiir
den Konsistenzfehler Kj, = O(hP) gilt.

Wie wir bereits in (4.11) nachgerechnet haben fiir den Spezialfall einer konstanten
Funktion a(z) = 1 fir x € [0,1] ist das diskutierte Differenzenverfahren konsistent von
Ordnung 2. Dieses Ergebnis ldsst sich leicht mittels Taylorentwicklung fiir allgemeine
Funktionen a(z) erweitern.

Um eine Konvergenz des Differenzenverfahrens zu erhalten benétigen wir eine Ab-
schitzung an die Inverse von A, denn ist A invertierbar so gilt fiir den Konvergenzfehler
Ej, mit der Submultiplikativitdt der Matrixnorm:

Ep = |Uh = Ul = A7 AU =U) [ < A7 oo [Glls = A7 o0 - K
———
=G
Wir sehen aus dieser Abschitzung sofort, dass aus Konsistenzordnung p € IN auch schon
direkt Konvergenzordnung p folgt, wenn ||A~!|| beschriinkt ist fiir N — oo bzw. h — 0

und somit Ej, € O(hP) gilt. Dies bezeichnen wir folglich als Stabilitdt und halten dies
entsprechend in einer Definition fest.

mmmmm DEFINITION 4.10: Stabilitat von Differenzenverfahren. |g—

Wir nennen ein Differenzenverfahren eines Randwertproblems stabil, falls fiir den
Konvergenzfehler folgende Abschéitzung gilt:

Ep = Uy =Vl < C- Ky,

wobei K} der globale Konsistenzfehler aus Definition 4.9 ist und C > 0 eine
von der Diskretisierungsschrittweite h := maxy—; _n_1|2x—1 — 2| unabhéngige
Konstante.

Wie wir sehen werden ist die M-Matrix Eigenschaft eine hinreichende Bedingung fiir
die Stabilitédt eines Differenzenverfahrens. Wie beim Maximumsprinzip fiir die Differen-
tialgleichung in Abschnitt 4.1 werden wir Vergleichslésungen suchen, um Fehlerschranken
zu erhalten. Dazu ist es wichtig, dass die Vergleichslésung unabhéngig von der Schrit-
tweite h > 0 (bzw. der Anzahl der Gitterpunkte NV € IN) ist.
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Im Folgenden sei v € C?([0,1]) die Loésung des Randwertproblems mit homogenen
Dirichlet- Randwertbedingungen

—(a(z) - v'(2)) +c(2) -v(z) = f(z), 2€(0,1),
v(0) = v(l) = 0.

AuBerdem sei u € C?([0, 1]) die Losung des Randwertproblems mit allgemeinen Dirichlet-
Randwertbedingungen

—(a(z) - v'(x))" + e(2) -u(z) = f(x), z€(01),
u(0) = go, u(l) = gu.

Die numerische Losung von AU, = F' bezeichnen wir mit U, = (uk)kzlj_ﬂN_l. Mit dem
iiblichen Konsistenzfehler G gilt

AU -1 = G,

wobei U = (u(zg))k=1,.. n—1 die Auswertung der Losung des allgemeinen Dirichletprob-
lems an den Gitterpunkten ist. Nun betrachten wir die beiden Vektoren

H:t = U—Uh + 2KhV

mit dem globalen Konsistenzfehler K, = ||G||o und der Losung des homogenen Dirichlet-
problems ausgewertet an den Gitterpunkten V' = (v(zx))r=1,..,N—1. Das folgende Lemma
liefert uns praktische Abschétzungen.

—— LEMMA 4.11: Abschiatzungen durch Vergleichslosungen. EEE——

Mit den obigen Definitionen von U, U,V € RY¥~! und dem globalen Konsisten-
zfehler K}, betrachten wir die beiden Vektoren Hy :=U—Uj, + 2-K;,-V € RV,
Sei auBerdem A € RN ~1XN=1 gine M-Matrix.

Dann gelten fiir hinreichend kleine Schrittweiten A > 0 die Ungleichungen

AHy = A-(U-U,+2-K,-V)

> 0,
- (4.17)
A-H = A (U-U,-2-K,-V) < 0.

Die Ungleichungen (4.17) sind hierbei komponentenweise gemeint.

Beweis. Wegen der Konsistenz des Verfahrens wird fiir hinreichend kleine Schrittweiten
h > 0 die Differenz

AV — (f(cw/)/(mk) + C(ﬂfk))kzl,_._7N_1 = AV — (1)k:1

-----

beliebig klein, insbesondere gilt dann

1
AV > (5)]@:1 N-1-

EARA)
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Setzen wir nun ein, so folgt

A-(U-Up+2-K,-V) = Gy+2-K,-A-V > G+ Kp(1)=1,..n—1 = 0

)

und da Kj = |G|« gilt. Analog folgt die zweite Ungleichung. O

Nun kénnen wir eine hinreichende Bedingung fiir die Stabilitit eines Differenzenver-
fahrens formulieren.

mmmme 1THEOREM 4.12: Stabilitat eines Differenzenverfahrens.

Sei A € RN=1XN=1 ¢ine Systemmatrix, die ein Differenzenverfahren fiir ein
Randwertproblem in Divergenzform (4.4) realisiert. Seien U,U,,V € RN-!
definiert wie oben und K} sei der globale Konsistenzfehler. Aulerdem sei A eine
M-Matrix.

Dann ist das Differenzenverfahren stabil.

Beweis. Um die Stabilitdt des Differenzenverfahrens zu zeigen betrachten wir zunéchst
wieder die Vektoren
He = U-Uy,+2 -Kp-V.

Da A eine M-Matrix ist nach Voraussetzung koénnen wir Lemma 4.11 anwenden und es
gelten somit die Abschétzungen (4.17). Wegen der Nichtnegativitat der Matrixeintrige
der Inversen A~! kénnen wir dann komponentenweise folgern

H. =U-U,+2-K,-V > A1.0 =0,
H =U-U,-2-K,-V < A'.0 =0,

Somit kénnen wir also den Fehler zwischen der Losung der Differentialgleichung U und
der numerischen Losung des Differenzenverfahren Uj, nach oben und unten abschétzen
durch:

—2- K,V < U-U, < 2-Kp-V.
Da die Lésung v € C2([0, 1]) insbesondere stetig ist, nimmt sie ihr betragliches Maxi-

mum auf dem kompakten Intervall [0,1] C R an und wir kénnen somit ebenfalls unab-
héngig von der Schrittweite h > 0 des Gitters abschétzen:

Voo < Jnax, |v(z)]-
Mit diesen Abschitzungen erhalten wir schliellich eine gleichméfige Schranke fiir den
Konvergenzfehler Ej durch:
En = Uy —Ulloo < 2:|[V]|loo - K < 2+ max |v(z)|- Kp.
z€[0,1]

—_—
=:C>0

O]

Mit der Stabilitat eines Differenzenverfahrens erhalten wir als direkte Folgerung das
folgende Konvergenzresultat.
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= KOROLLAR 4.13: Konvergenz eines Differenzenverfahrens. S

Seien U, Uy, V € RYN~! definiert wie oben und K}, sei der globale Konsistenzfehler.
Dann gilt flir A hinreichend klein

Epn = |Up=Ulw < 2-|[vllec - Kn-

Insbesondere stimmen die Konsistenz- und Konvergenzordnung iiberein.

Wir sehen, dass die obige Theorie auch leicht auf andere Differenzenverfahren anwend-
bar ist, solange Konsistenz vorliegt und die entsprechende M-Matrix Eigenschaft erfillt
ist. So kann man die Aussagen auch auf partielle Differentialgleichungen erweitern, etwa
wenn wir

=V - (a(x)Vu(x)) + c(z) - u(z) = f(x), z € [0,1)?

auf einem rechteckigen Gebiet 16sen wollen, mit V-(a(x)Vu(z)) = i 0z, (a(z)0z,u(x)).
Legen wir dariiber ein Gitter und diskretisieren die zweiten Ableitungen in jeder Rich-
tung analog, so erhalten wir wieder ein konsistentes Verfahren, das durch ein lineares
System mit einer M-Matrix beschrieben wird. Damit kénnen wir eine vollig analoge The-
orie durchfithren und Konvergenz beweisen. Der einzige kleine Unterschied ist, dass wir
keine Tridiagonalmatrix erhalten, sondern eine etwas allgemeinere diinnbesetzte Matrix.
Dies éndert aber wenig an der Struktur, nur die numerische Lésung des Gleichungssys-
tems AU = F wird deutlich aufwéndiger, da wir viel mehr Gitterpunkte bendtigen.
Wir werden uns deshalb spéter noch mit der numerischen Lésung diinnbesetzter linear-
er Systeme beschaftigen. Der einzige Nachteil in mehreren Dimensionen ist, dass finite
Differenzen kanonisch fiir rechteckige Gitter verwendbar sind. Hat man andere Gebiete
auf denen man partielle Differentialgleichungen 16sen will, kommen eher Verfahren wie
finite Elemente zum Einsatz, deren Idee wir im Folgenden noch kurz diskutieren wollen.
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