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I. Elementare Eigenschaften
holomorpher Funktionen

In der Funktionentheorie von einer Veréanderlichen beschaftigt man sich mit
holomorphen Funktionen f:€) — C, wobei {2 C C eine offene Teilmenge ist. In
dieser Vorlesung werden wir die Einschrankung auf Dimension 1 fallen lassen,
d.h. ©Q wird eine offene Teilmenge des C" sein. Wie aus der eindimensionalen
Situation bekannt ist, gibt es mehrere dquivalente Zugiange zum Holomorphiebe-
griff. Das ist im Mehrdimensionalen dhnlich und wird im ersten Abschnitt dieses
Kapitels diskutiert werden. Es ist bemerkenswert, dass man viele mehrdimen-
sionale Satze durch eine einfache Induktion aus dem Eindimensionalen gewinnt
und so keine neue harte Arbeit mehr leisten muss. Dies gilt insbesondere fiir die
Cauchy’sche Integralformel fiir Polyzylinder, die sich sehr leicht aus der fiir Kreis-
scheiben ergibt. Hieraus werden wir dann ableiten, dass holomorphe Funktionen
analytisch sind — eine Tatsache, die das Fundament der gesamten Funktionen-
theorie bildet.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels fithren wir den Begriff der Holomorphie
ein und beweisen eine Verallgemeinerung der Cauchy-Formel auf Polyzylinder.
Der zweite Abschnitt ist der Diskussion analytischer Funktionen gewidmet. An
seinem Ende steht die Erkenntnis, dass die Begriffe der Holomorphie und Ana-
lytizitat zusammenfallen. In dritten Abschnitt werden wir einige Eigenschaften
holomorpher Funktionen diskutieren: das Prinzip der analytischen Fortsetzung,
den Satz der offenen Abbildung etc. Weiter werden wir sehen, wie man den Raum
der holomorphen Funktionen auf einem Gebiet Q@ C C" zu einem metrischen
Raum machen kann, und durch den Satz von Montel die kompakten Teilmengen
dieses Raumes beschreiben.

I.1. Holomorphe Funktionen

Wir fixieren unsere Bezeichnungen wie folgt:
N={1,2,...}, Nyo=Nu{0},

R bzw. C steht fiir den Korper der reellen bzw. komplexen Zahlen. Weiter setzen
wir
RY :={r e Rir > 0} = [0, c0l.
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Elemente von C" werden wir mit z = (z1,...,2,) bezeichnen, und wir
schreiben e; = (0,...,0,1,0,...,0) fiir die kanonische Basis des komplexen
Vektorraums C". Auf C" betrachten wir die beiden folgenden Normen:

(1) Nzl == lIzll2 == \/>27— 25]* (euklidische Norm) und

(2) ||12l|loo := max{|z;|:5 = 1,...,n} (Mazimum-Norm). In C schreiben wir
fiir Kreisscheiben:

K.(20) ={2€C:|z— 2| <r} und K,(z):={2z€C:lz—z|<r}.

Definition I.1.1.  (Komplexe Differenzierbarkeit) Sei 2 C C" offen. Eine
Abbildung f:Q — C™ heifit in 2y € Q (komplex) differenzierbar, wenn es eine
komplex-lineare Abbildung A € Hom¢ (C",C™) gibt, sodass

lim ()~ f(z0) ~ Az~ 20)) = 0

==z ||z = 2o

gilt. Aquivalent hierzu ist die Existenz einer Funktion ©0: ) —zg — C™ mit
limy, ¢ % =0 und

f(z0+ 1) = f(z0) + A(h) + ¢(h)
fir h4+ z9 € Q. Ist f in 2y differenzierbar, so gilt

A(v) = lim f (20 +tv) — f(20)

t—0 t

fir alle v € C". Hieraus folgt insbesondere, dass die lineare Abbildung A
eindeutig bestimmt ist. Wir definieren daher

dF (20) (v) 1= lim L0+ 10) = [ (z0)

t—0 t

und beachten, dass dies eine lineare Abbildung C" — C™ ist. u

Bemerkung I.1.2.  Aus der Definition der Differenzierbarkeit von Funktionen
Q0 — R!, Q C R offen, so wie man sie in der Analysis kennenlernt, folgt sofort,
dass eine Funktion f:Q — C™ =2 R?™, ) C C" offen, genau dann in zy € Q
komplex differenzierbar ist, wenn sie reell differenzierbar ist und zusétzlich die
reell lineare Abbildung

df(z):C" =2 R?" — C™ = R*™

komplex linear ist.
Stellen wir df(z¢) fiir den Fall n = m = 1 bzgl. der kanonischen reellen
Basis (e1,e2) = (1,7) von C durch eine Matrix dar, so rechnet mal direkt nach,

dass sie die Gestalt
a b
df(z()) = (_b a)

hat. n
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Definition I1.1.3. Sei Q C C" offen.

(a) (Holomorphie) Eine Funktion f:Q — C™ heifit holomorph, wenn sie in
jedem Punkt zp € ©Q komplex differenzierbar ist. Wir schreiben Hol(€2, C™)
oder O(Q2,C™) fiir den komplexen Vektorraum der holomorphen Funktionen
Q — C™. Fir m =1 setzen wir O(Q2) := Hol(Q2) := Hol(2,C).

(b) (Partielle Holomorphie) Eine Funktion f:Q — C™ heifit partiell holomorph,
wenn fiir jeden Punkt a € Q und jeden Index j € {1,...,n}, fiir den a+he; € Q2
fir h € K,.(0) :={z € C:|z] < r} gilt, die Funktion

fa;j K- (0) = C™, h— fla+hej) = flar,...,a; +h,...,ay)

holomorph ist. In diesem Fall definieren wir die partielle Ableitung durch

1
g—i(a) = m}ﬁ(f(amej) —f(a)). -
Bemerkung I.1.4. (a) Sei f:Q — C™ eine Funktion mit den Komponenten-
funktionen fi,..., f,. Es folgt unmittelbar aus den Definitionen, dass f genau
dann holomorph ist, wenn alle Komponentenfunktionen f; holomorphe Funktio-
nen sind. Diese Beobachtung zeigt, dass wir uns fiir das Studium vieler Aspekte
der Holomorphie auf den Fall m = 1 beschranken diirfen.

(b) Jede komplex lineare Abbildung A: C" — C™ ist holomorph mit dA(zp) = A
fiir alle zg € C™ (folgt sofort aus der Definition).

(c) Kompositionen holomorpher Funktionen sind wieder holomorph: Sind

fiQ—=C™ und ¢Q —C*

(€ C C™ offen) beide holomorph mit f(€2) C €, so ist go f:Q — C*
holomorph, und fiir jedes zo € 2 gilt die Kettenregel:

d(g o f)(20) = dg(f(20)) o df (z0)
(vgl. Aufgabe I.1.1(c) und Bemerkung 1.1.2).
(d) Ist f:C — C holomorph, so sind die Funktionen ¢;:C" — C,z — f(z,)
holomorph, denn g; = f op;, wobei p;: C" — C, z — z;, die Projektion auf die
j-te Koordinate ist.
(e) Ist f: Q2 — C™ holomorph, so erhalten wir durch Ableiten eine Abbildung

df: Q2 — Hom¢ (C",C™) = C™™.

Die Matrix von df (z) bzgl. der kanonischen Basis enthélt als Eintrige die Zahlen
STJZ(Z) . Mit (a) sehen wir also, dass die Abbildung df genau dann holomorph ist,
wenn alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f holomorphe Funktionen
sind. Wir werden unten sehen, dass dies immer der Fall ist.

(f) Ist f € Hol(2,C™), so ist f insbesondere partiell holomorph. Es ist aller-
dings ein tiefliegender Satz (Satz von Hartogs*), dass jede partiell holomorphe
Funktion schon holomorph ist. Der schwierigste Teil des Beweises besteht darin,
die Stetigkeit von f aus der partiellen Holomorphie zu folgern. Setzt man sie
zusétzlich voraus, so ist die Behauptung viel leichter zu zeigen (das werden wir
weiter unten in Theorem 1.2.14 auch tun; siche dazu auch Satz 1.4.3). =

* Friedrich Hartogs (1874 — 1943), deutscher Mathematiker in Miinchen.
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Aufgabe 1.1.1. (a) Wie sieht die Matrix einer komplex linearen Abbildung
C"™ — C™ bazgl. der reellen Basis (e1,ieq,...,en,ie,) aus? Wie verdndert sie
sich, wenn man die Basis (eq,...,e,,ie1,...,ie,) betrachtet?

(b) Man zeige, dass eine Funktion, die in zy € € differenzierbar ist, dort stetig
ist.

(c) Man verifiziere, dass die Kettenregel (vgl. Bemerkung 1.1.4(c)) und (fiir
m = 1) die Produktregel sich wortwortlich aus dem Reellen iibertragen lassen.m

Der Schliissel zu allen weiteren Informationen iiber holomorphe Funktionen
ist die Cauchy-Formel fiir Kreisscheiben, die wir aus der Funktionentheorie einer
Variablen iibernehmen:

Theorem 1.1.5.  (Cauchy’sche Integralformel fiir Kreisscheiben**) Sei ) C C
offen, zo € Q und r > 0, sodass die abgeschlossene Kreisscheibe K, (zg) in
enthalten ist. Ist nun f:€) — C holomorph, so sind die Werte von f im Innern
K, (z9) von K,(z9) gegeben durch die Integralformel:

f(2) Lj{ EO) d¢  fir |z—zo| <. [
|¢—z0|=r

T 2 (—z

Bemerkung 1.1.6. Das Integral in Theorem I.1.5 ist ein komplexes Kurven-
integral. Wir erinnern uns daran, dass man solch ein Integral wie folgt auswertet.
Parametrisieren wir K,.(29) durch ((t) := 29 + re*, 0 < t < 27, so erhalten
wir mit d¢ = rie‘*dt die explizitere Formel

re't dt

_ 1 fQ 1 [P flao+re™)
= 2mi |C—zo|=r<_z = 2 o 20— z+ret
1 [ f(z0 + re’t)

= — . dt.
2 Jo (zo—2)r—lte 41

Fiir z = z ergibt sich insbesondere die Mittelwerteigenschaft holomorpher Funk-

tionen:
1 27

f(z0) = — f(zo +re™) dt. n
2m Jo

Wir mochten nun die Cauchy’sche Integralformel auf mehrdimensionale
Situationen verallgemeinern. Hier bieten sich viele Wege an, die wir gehen
konnten. Zum Beispiel konnte man eine Formel ableiten, die die Werte einer
holomorphen Funktion im Innern einer Kugel bzgl. der euklidischen Norm durch
ihre Werte auf der begrenzenden Sphére reproduziert. Solche Formeln gibt es in
der Tat, aber wir werden sehen, dass es sich als viel giinstiger erweist, statt mit

Kugeln mit sogenannten Polyzylindern zu arbeiten.

** Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857), franzosischer Mathematiker in Paris; hat durch
sein Buch “Cours d’analyse” wesentlich zur Entwicklung der Infinitesimalrechnung beigetragen;

Systematisierung der komplexen Funktionentheorie.
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Definition 1.1.7.  Wir definieren eine Ordnung auf R™ durch
<y <= (Vj)z;<y; und z<y = (V))z; <y,.

Fir z € C" definieren wir |z| = (|z1],...,|2n]) € (RT)™. Sei a = (a1,...,a,) €
C" und r:= (r1,...,7,) € (RT)™. Dann heifit

Pr(a) ={2z € C":(Vj)|z; —a;| <r;} ={z € C": |z —a] <r}
offener Polyzylinder um a vom Polyradius r und
Pe(a) ={z€C™|z—a| <1}

abgeschlossener Polyzylinder um a.
Polyzylinder haben folgende Produktdarstellung:

Pi(a) =[] K+, (a;) und  Pr(a) = [[ K., (ay).
j=1 Jj=1

Fiir n =1 sind Polyzylinder Kreisscheiben, aber fiir n = 2 sind Polyzylin-
der keine euklidischen Kugeln. Im Fall r; = ... = r, = r ist Pr(a) die offene
Kugel vom Radius 7 um a bzgl. der Maximum-Norm || - || -

Zur Motivation der Wortwahl “Polyzylinder” (engl: polydisc) : Fiir n = 2
ist die Menge

{(z,y,2) € R®: (3(21, 22) € Pe(0))z1 = = + iy, z = | 22|} = K, (0) x [0,73]

ein Zylinder. ]

Hiermit konnen wir nun eine geeignete Verallgemeinerung der
Cauchyschen Integralformel fiir Polyzylinder beweisen.

Theorem I.1.8.  (Cauchy’sche Integralformel fiir Polyzylinder) Sei Q@ C C"
offen, a € Q und r > 0 mit Pr(a) C Q. Ist f:Q — C partiell holomorph und
stetig, so ist der Wert von f in z € Py(a) gegeben durch die Integralformel:

_ 1 f(¢)
f=) = (2mi)™ 7{(1—a1|=r1 mfj(n—au:rn (G —21) - (Cn — 2n) Al - 42

Beweis. Zunéichst beachten wir, dass der Integrand in der Formel geméfl un-
serer Annahme stetig ist, sodass wir das Integral als iteriertes Integral berechnen
konnen und die Reihenfolge, in der wir das tun, nach dem Satz von Fubini keine
Rolle spielt.

Wir zeigen die Behauptung durch vollstandige Induktion nach der Dimen-
sion n. Fir n =1 folgt sie aus Theorem I.1.5.
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Sei jetzt n > 1 und ¢" := (¢1,...,(p—1) mit |{; — a;] = r;. Dann ist
(" ,w) € Q fir |w— a,| < r, und wegen der partiellen Holomorphie von f ist
die Funktion

wa(Cla'-an—lvw)

auf einer Umgebung von K, (a,) holomorph, sodass der eindimensionale Fall
die Formel

1 f(¢,6n)
-9 8Sn—1,4n) = 5~ " dCy
f(Cla 7C 1, % ) 27i %Cn—anzrn Cn — C
liefert.
Weiter ist Q' := {w € C"': (w,a,) € Q} eine offene Teilmenge von C" 1,
denn die Abbildung
et 5, 2 e (2 2)
ist stetig mit Q' = j71(Q). Die Funktion f:Q — C,w — f(w,z2,) ist partiell
holomorph und stetig. Fiir v = (ry,...,7p—1) und @’ = (a1,...,a,_1) ist weiter
Py (a’) C €, sodass unsere Induktionsannahme fiir 2’ € P,/ (a’) zusammen mit
dem eindimensionalen Fall die Formel

f(z) = f(z',20)

S - F(¢'s2n)
a (2mi)n—t ~7|{C1—a1=7“1 o j{(nl—and:rnl (Gt —21) - (Cne1— 2n—1) An—1 doy

1 £(¢'€)
_ dc, - -d
(27Ti)” j{Clalle ‘%;n—lan—l =Tp_1 ]{Cnan:ﬁm (Cl - Zl) e (Cn - Zn) C Cl

liefert. ]

Um die Schreibweise zu vereinfachen, schreiben wir von nun an kiirzer:

7|{C_a|:rh(é) d¢ = }{Cl-al:rl ...fjgn_m:rn h(C) dCn -+ - dCr.

Bemerkung 1.1.9. Das Integral auf der rechten Seite der Cauchyschen Inte-
gralformel kann man als ein Integral iiber die Menge

Te(a) == {z € C":(Vj)|z; — a;| = r;}

lesen. Topologisch ist Ty(a) = (S1)" ein n-dimensionaler Torus. Man beachte
insbesondere, dass zwar Ty.(a) C P,(a) gilt, aber der Rand von Pp(a) fir n > 2
viel grofler als Ty (a) ist.

Fiir diejenigen, die sich mit Mannigfaltigkeiten auskennen: Da ein Polyzy-
linder konvex ist (Ubung), ist sein Rand homéomorph zur (2n—1)-dimensionalen
Sphére. Der Torus Ty(a) hat allerdings nur die Dimension n, also die halbe
Dimension von C". Umso interessanter ist es natiirlich, dass die Werte einer
holomorphen Funktion auf P.(a) schon durch ihre Werte auf Ty(a) eindeutig
bestimmt sind. Das ist eine Folgerung aus der Cauchy’schen Formel. Siehe
hierzu auch die Diskussion der Eindeutigkeitsmengen in Abschnitt 1.4. |
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Aufgabe I.1.2. Vergleiche fiir einen zweidimensionalen Polyzylinder P.(a) den
topologischen Rand mit dem Torus Ty(a). u

Mittels der Cauchy-Formel lassen sich nun Regularitatseigenschaften holo-
morpher Funktionen ableiten, da man die Abhangigkeit des Integrals auf der
rechten Seite von z sehr gut kontrollieren kann.

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass stetige partiell holomorphe
Funktionen sich lokal durch Potenzreihen darstellen lassen, d.h. analytisch sind.
Hieraus folgt schnell, dass sie holomorph sind.

I.2. Analytische Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir den Begriff einer analytischen Funktion
und einige der wesentlichen Eigenschaften analytischer Funktionen kennenlernen.
Um mit konvergenten Potenzreihen in mehreren Variablen geeignet hantieren zu
konnen, werden wir uns zuerst iiberlegen, wie man Reihen aufsummiert, deren
Indexmenge nicht die Menge N ist, sondern zum Beispiel auch N" oder Z" sein
darf.

Summierbarkeit

Definition 1.2.1.  Eine Familie (z;);c; komplexer Zahlen heifit absolut sum-
mierbar, wenn

Il == lzj] = sup{ S x| F C T |F| < oo} < 00
jeJ jeF
ist.

Aus dieser Bedingung folgt sofort, dass die Menge Jy := {j € J:z; # 0}
abzihlbar ist (Ubung!). Ist Jy endlich, so ist 3 jeg Tj wohldefiniert. Ist Jo =
{jn:n € N} unendlich, so ist Y - x; eine absolut konvergente Reihe. Fiir
ihren Grenzwert schreiben wir > jes%j- Das ist dadurch gerechtfertigt, dass
der Grenzwert obiger Reihe (wegen der absoluten Konvergenz) nicht von der
Aufziahlungsreihenfolge der Menge J, abhéngt (Ubung).

Ist J = N, so spricht man auch von der absoluten Konvergenz der Reihe

>_;%j, denn das klingt vertrauter. Man meint aber eigentlich die Summier-
barkeit. ]

Aufgabe 1.2.1. (a) Ist die Familie (z;)je; komplexer Zahlen absolut sum-
mierbar, so ist sie auch summierbar im folgenden Sinn: Es existiert eine Zahl
s € C, sodass fiir jedes € > 0 eine endliche Teilmenge F' C J so existiert, dass
fiir jede endliche Teilmenge E O F' von J gilt:

|Z(Ej—8’<€.

jeE
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(b) Etwas schwieriger ist folgende Umkehrung: Ist die Familie (x;);es komplexer
Zahlen summierbar im Sinne von (a), so ist sie auch absolut summierbar. Hin-
weis: Man reduziere die Aussage auf Familien reeller Zahlen und verwende den
Riemannschen Umordnungssatz.

(c) Sind (z;)jes und (yx)rex absolut summierbare Familien komplexer Zahlen,
so gilt dies auch fiir die Produktfamilie (7;yx)(jx)esxx - Weiter gilt

(Z%’)(Zyk): Z TjYk- u

jeJ keK (G k)ETX K

Definition 1.2.2.  Sei X eine Menge und B(X) der Banachraum der be-
schrankten Funktionen f: X — C mit der Supremumsnorm:

[ flloo := sup{[f(x)[:z € X}.

Eine Familie (f;);cs von beschrankten Funktionen f; € B(X) heiit gleich-
mafsig summierbar, wenn (|| f;]|ec) e absolut summierbar ist, d.h.

> Ifilloo < oo

JjeJ

In diesem Fall definieren wir die Funktion . f; punktweise durch }_, f;(z)
fiir alle z € X. Da [, fi(@)] < >, |fi(@)| < 32, [[fillo filr alle z € X gilt,

erhalten wir insbesondere
Y fieBX) mit D filleo <> I filloe -
J J J

Bemerkung 1.2.3.  (a) Ist J = N, so reduziert sich der Begriff der gleich-
méaBigen Summierbarkeit natiirlich sofort auf den Begriff der gleichmafligen Kon-
vergenz der Reihe ) f,.

(b) Ist (fj)jes eine gleichméfig summierbare Familie von beschrénkten Funk-
tionen auf der Menge X, so ist die Menge Jy := {j € J: f; # 0} abzéhlbar,
denn

Jo=JJn mit Jo:={jecJ:|filw <2}
neN

und jede der Mengen J, ist wegen I|J,| < > jers, Ifillse < oo endlich. Fiir
jede Aufzéhlung Jy = {j,:n € N} konvergiert die Funktionenfolge

Fm = Z f]’n
n=1

dann gleichméfig gegen die Funktion ) jea i ]
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Potenzreihen

Um mit analytischen Funktionen und Potenzreihen gut umgehen zu konnen,
bendtigen wir zuerst eine geeignete Notation.

Wir schreiben a = (o, ..., a,) fir Elemente von Nj und denken sie uns
als Multiindizes. Fiir a € Nj und z € C" definieren wir

«
lal :=a1+...+a,, aol=a!a,! und 2%:=z7"---
Fiir zwei Multiindizes «, 8 setzen wir

<g) = ﬁ <‘;j) _ f[ aj(oy —1)- .6.j(lozj B +1)

7j=1 j=1

Beachte, dass (g) =0 fir 8 £ a gilt.

Analog definieren wir Symbole fiir hohere partielle Ableitungen durch
Dj; = % und fiir Multiindizes a € Ng:

D® := D ... Do,

Definition 1.2.4.  (a) Eine (formale) Potenzreihe in den Variablen Z1,...,Z,
ist eine Reihe der Gestalt
P(Z):= ) caZ®

aeNY
mit ¢, € C und 2% = Z7" --- Z% . Wir schreiben
CllZi, ..., Z,]]

fiir den Vektorraum der formalen Potenzreihen in Z4,...,7,.

(b) Fiir formale Potenzreihen lassen sich formale Ableitungen beliebiger Ordnung
leicht definieren:

(DPP)(Z) := zﬂ: caf! (g) VARES NC (g) Zo-8,

a>p

Beachte, dass fiir § £ o der Faktor (g) verschwindet. Insbesondere ist

DPze = (ar(ar = 1)+ (a1 =B+ 1)) -+ (anlan —1) - (n — Bn + 1))Za_5'

(c) Die Potenzreihe P(Z) heifit in z € C" konvergent, wenn die Reihe

E Cca 2™

aeNY
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absolut konvergiert (siehe Definition 1.2.1). Wir beachten insbesondere, dass die
Reihe in diesem Fall einen Grenzwert hat, der nicht von der Summationsreihen-
folge abhangt.

Wir schreiben

Dp := {z eC™ Z leall|z] < oo}

aeNg

fir den Konvergenzbereich der formalen Potenzreihe P(Z) und

fir die durch P(Z) definierte Funktion. In diesem Sinn steht P(z) fiir die
komplexe Zahl, die wir durch Einsetzen von z; fiir Z; in die formale Potenzreihe
P(Z) erhalten. Wir sagen, P(Z) konvergiert auf Q C C", wenn Q2 C Dp gilt.m

Nun stellt sich natiirlich die Frage, auf welchen Gebieten Potenzreihen
konvergieren. Im Eindimensionalen ist das sehr einfach: Es gibt eine Zahl R,

o0

den Konvergenzradius, sodass P(Z) =~ ,c,Z" fiir |2| < R konvergiert und
fir |z| > R divergiert, d.h.

Kgr(0) C Dp C Kg(0).

Der Spektralradius lasst sich aus der Formel
B 1
lim sup |¢,, | =
bestimmen (vgl. Wurzelkriterium). Insbesondere haben die formal abgeleiteten

Potenzreihen
DFP(Z) = kI (") znk
D =KY (k)

n>m

den gleichen Konvergenzradius, da

1
lim (n)z — lim (n(n—l)---(nl—k—i—l)) _
n—00 n—o00 (kDg

ist.

Mehr lasst sich im allgemeinen nicht sagen. Das wesentliche Datum, das
den Konvergenzbereich beschreibt, ist also der Konvergenzradius. Im Hoherdi-
mensionalen ist die Situation komplizierter.

Um die Eigenschaften der Konvergenzbereiche besser studieren zu konnen,
bendétigen wir die Exponentialfunktion im C":
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Definition 1.2.5. Wir betrachten die Ezponentialfunktion
exp:C" - C", z=(21,...,2n) > € = (e,...,e™).
Nach Bemerkung 1.1.4(a),(d) ist die Exponentialfunktion holomorph.
Um die Exponentialfunktion besser zu verstehen, bemerken wir, dass C"
beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe ist, andererseits aber auch ein mul-

tiplikatives Monoid (d.h. eine Halbgruppe mit Eins), wenn wir die Multiplikation
komponentenweise definieren:

z-w = (Z1W1, ..., ZpWn)-

Das Element 1 := (1,...,1) ist natiirlich das Einselement. Zusammen liefern
beide Strukturen auf C™ die Struktur einer kommutativen komplexen Algebra
mit Eins.*

In diesem Sinn ist

exp: (C",4,0) — (C",-,1)

ein Homomorphismus von Monoiden, da exp(0) = 1 ist. Das Bild ist die Einhei-
tengruppe (C*)" = (C™)* der Algebra C". Die Korestriktion liefert einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

exp:C" — (C*)™,
dessen Kern gegeben ist durch
ker(exp) = 2miZ".
Die Untergruppe iR™ von (C",+) wird abgebildet auf den (Einheits-)Torus
T = T3(0) = {z € C": (%))|z] = 1},
der eine Untergruppe von (C*)" ist. Der Polyzylinder
P" = P1(0) = {z € C": (V))|2;| <1} = {2 € C":||2]|oo < 1}

ist ein multiplikatives Untermonoid von (C",- 1), dessen Einheitengruppe mit
T" ubereinstimmt. |

* Eine kompleze Algebra ist ein komplexer Vektorraum A mit einer assoziativen bilinearen
Abbildung Ax A— A, der Multiplikation der Algebra.
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Satz 1.2.6. Fur den Konvergenzbereich Dp der formalen Potenzreihe P gilt
(i) P*-Dp C Dp, insbesondere ist
T".Dp =Dp, Dp=T"-(Dpn (R
und es gilt
(2.1) z€Dp <& |z| €Dp.

(ii) Dp N (RT)™ ist logarithmisch konvex, d.h. fir z,w € Dp N (RT)" und

A €]0, 1] ist auch

A, 1= A, 1A
(2w, ..., zpw, ") € Dp.

(iii) exp~Y(Dp) ist konvez.
Beweis. (i) Fiir w € P" und z € Dp gilt |w;z;| < |z;], also ist

D leall(w)*1 <) leall2?] < 00
« (6%

und somit wz € Dp. Ist w € T", so ist auch w~! € T™ und wir erhalten aus
wDp CDp und w '.DpCDp
die Gleichheit w.Dp = Dp.
Da sich jedes z € C™ schreiben lasst als
z=wlz| mit weT"
(Polarkoordinaten in C), erhalten wir (2.1). Hieraus folgt weiter
Dp =T"-(Dp N (RT)™).
(ii) Aus der Konvexitéit der Exponentialfunktion erhalten wir fiir z,y > 0 und
0 < A <1 die Beziehung
2yl = Moset(1=Nlogy < \p 1 (1 _ )y,
Fiir allgemeine z,y > 0 folgt diese Formel aus der Stetigkeit der Potenzfunktion
x— 2> bzw. y — y' = in 0 aus limg,_,o 2z = 0. Damit ist
eall(zwf ™) - (2D ™) = feal ()M @)™ < feal (A2 + (1 = Aw).

Hieraus folgt (ii) sofort.
(iii) Seien z,y € exp 1 (Dp), 2z := expx und w := expy. Wir haben zu zeigen,
dass fiir 0 < A < 1 auch die Konvexkombination Az + (1 —\)y € exp~*(Dp) ist,
also
exp(Az + (1 — \)y) € Dp.

Aus (i) folgt, dass dies dquivalent ist zu
lexp(Az+ (1—MN)y)| = exp(Re(Ax+(1—N)y)) = exp(ARexz+ (1 —A)Rey) € Dp.
Da |z| = exp(Rex) und |w| = exp(Rey) € Dp sind, erhalten wir wegen (ii)

6/\ Rez+(1-A)Rey _ (6/\ Rez1+(1—X)Reys o e)\ Rexn+(1—-X) Reyn)

= (|21|’\|w1|1*)‘, o |Zn|>‘|wn|1*)‘) € Dp.
m

Wir kommen nun zu etwas feineren Konvergenzaussagen iiber Potenzrei-
hen.
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Lemma 1.2.7. (Abel*)

(a) Fir r > 0 sei die Familie (cor®)q beschrinkt. Dann konvergiert die formale
Potenzreihe P(Z) =Y, caZ® und jede ihrer formalen Ableitungen DPP(Z) fiir
jedes 0 €]0, 1] gleichmdfig auf dem Polyzylinder Pp,(0).

(b) Gibt es ein z € C" mit |z| > 0 und eine Aufzihlung N§ = {ay:n € N}, fir
die die Reihe

(2:2) i Ca, 2O
n=1

konvergiert, so konvergiert P(Z) auf dem offenen Polyzylinder P,.(0).

Beweis. (a) Sei 0 €]0,1[, |cor®| < M fiir alle o sowie 8 € Nj ein Multiindex.
Fiir z € Py, (0) folgt dann

a\ | 4o AN\ Bl o Mp! a\ o
()t B (e < 5 (e

azp azp

MB! S~ (0 partcran _ MB 77052 (@) g
Selﬁlrﬁg(ﬁ)e o _elﬁrﬁ,l;“Z (é)e )

J 1 aj =0

Die absolute Konvergenz der Reihe folgt nun aus Aufgabe 1.2.1(c) und der abso-
luten Konvergenz der Potenzreihe
> (3)
Bj

m=0

fir 2 = 0 < 1 (Quotientenkriterium). Da obige Abschétzung unabhingig von
z gilt, ist die Potenzreihe DPP(Z) auf Py (0) gleichmiBig summierbar bzw.
gleichmafig konvergent.
(b) Aus der Konvergenz der Reihe (2.2) folgt insbesondere die Beschranktheit
der Folge

(Can 2™ Inen,
also der Familie (cq2)aeny - Aus (a) folgt nun die Konvergenz der Potenzreihe

P(Z) auf P(0). u

Aufgabe 1.2.2. (a) Beweisen Sie folgende Aussage iiber die Divergenz von
Potenzreihen: Gibt es ein 2 € C" und eine Aufzéhlung N = {a,:n € N}, fiir

die die Reihe
o0
E Ag, 25"
n=1

* Niels Henrik Abel (1802 — 1829(!)), norwegischer Mathematiker; hat zum Beispiel

gezeigt, dass sich die allgemeine Polynomgleichung vom Grad >5 nicht durch Wurzeln 16sen

lasst; Abelsche Gruppen korrespondieren zu Gleichungen, die sich durch einmaliges Ziehen von

Waurzeln l6sen lassen.
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divergiert, dann ist P(Z) nicht konvergent fiir |z| > |Z].
(b) Es existieren Potenzreihen P(Z), fiir die Dp von {0} verschieden ist, aber
keine inneren Punkte besitzt. Hierzu betrachte man die Potenzreihe

und verwende lim,_,o(n!)* = co (Nachweis!).
(¢) (Uberkonvergenz) Wir betrachten die Potenzreihe

Man zeige
Dp ={z € C? |z| + |2| < 1}

und vergleiche mit der Konvergenz der geeignet gruppierten Reihe

Z Zl + ZQ |
7=0

Aufgabe 1.2.3. Sei 2 C C" und A := O(Q2,C) die komplexe Algebra der
holomorphen Funktionen 2 — C.

(1) Was ist die Einheitengruppe A* dieser Algebra?

(2) Wir definieren eine Exponentialfunktion

expyiA— A, [ (2 el

punktweise. Zeige: exp,:(A,+) — (A*,-) ist ein Gruppenhomomorphis-

mus.
(3) Was ldsst sich iiber die Surjektivitdt von exp,: A — A* sagen? Hinweis:
Betrachte Q := C*. m

Aufgabe 1.2.4. Sei A := C[[Z1,...,Z,]] der komplexe Vektorraum der for-
malen Potenzreihen in Z4,...,7,.
(1) Zeige, dass durch

;caza-;dﬁzﬁ =3 (Y cds)2

Y a+pB=y

auf A eine assoziative bilineare Multiplikation definiert wird. Hierdurch wird
A zu einer komplexen Algebra mit der “konstanten” Potenzreihe 1 = 12°
als Einselement.
(2) Zeige, dass
e:A— C, ZCQZO‘ — Co
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Homomorphismus komplexer Algebren ist.
Zeige, dass die Einheitengruppe von A gegeben ist durch

AX = {anza € Ao %0}.

Hinweis: Die Notwendigkeit der Bedingung ¢y # 0 sieht man leicht ein.
Um einzusehen, dass sie hinreichend ist, muss man iiberlegen, dass man fiir
co # 0 ein Inverses von P(Z) =) coZ® rekursiv finden kann. Man sucht
also komplexe Zahlen dg, 8 € N, mit

Z Cadﬁ = (5%0

at+B=y

fiir alle v € Nij. Dieses Gleichungssystem 16st man induktiv nach dem Grad
|7] von v, indem man es fiir |y| > 0 umschreibt zu

cody = — Z cadg.

a+tpB=y
1BI<I~I

Zeige, dass : A — C der einzige Algebrenhomomorphismus A — C ist.
Hinweis: Jeder Algebrenhomomorphismus f: A — C ist eindeutig durch die
Hyperebene ker f bestimmt und diese darf A* nicht schneiden. |

Aufgabe 1.2.5. Sei A := C[[Z]] die Algebra der formalen Potenzreihen in Z

und

.= ZC[[Z]] = { i caZm:cp € @}

n=1

das Ideal der nicht invertierbaren Elemente (Aufgabe 1.2.4). Wir wollen nun
Potenzreihen ineinander einsetzen.

(1)

(2)

Zeige: Fir P(Z) =Y, ¢, Z" € A und Q(Z) = Y. 1 dnZ™ € I wird
durch

(PoQ)(Z)::co—f—i(i 3 cn.dml-udmk)z’f
k=1

= n=1mi+...4+m,==k

eine Potenzreihe definiert, die durch Ordnen nach Potenzen von Z aus

S en( S dnzm)’
n=0 m>0

hervorgeht.
Fiir die Ideale I"™ = Z™C[[Z]] gilt ,, I™ = {0}. Zwei Elemente P,Q € A
sind also genau dann gleich, wenn P — @ € I™ fiir alle m € N gilt.
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(3)* Zeige: Fir P€ A und Q, R € I gilt
Po(QoR)=(PoQ)oR.

Hinweis: Wegen (2) reicht es aus, die Behauptung fiir jedes m € N mo-
dulo dem Ideal I'™ zu zeigen. Damit reduziert sich alles auf den Fall von
Polynomen.

(4)* (I,0) ist eine Halbgruppe mit neutralem Element Z. Die Einheitengruppe
dieses Monoids ist gegeben durch

IX:{ZcmZm:cl%O}. [
m=1
Aufgabe 1.2.6. Zeige, dass die Abbildung
wTh xC" - C", (t,z)—t-z

eine Wirkung der Gruppe T™ auf C" definiert. Zeige, dass (R™)" ein Représen-
tantensystem fiir die Bahnen dieser Gruppenwirkung ist, d.h., jede Bahn T™.z
von T™ schneidet (RT)™ genau einmal, und zwar in |z| = (|z1], ..., |2a])- n

Aufgabe 1.2.7. Sei P € C|[[Z,...,%Z,]] eine formale Potentzreihe, Dp ihr
Konvergenzbereich und D% sein Inneres. Zeige: Dp und D sind zusam-
menhangend. [ ]

Analytische Funktionen

Definition I1.2.8. Sei 2 C C" offen. Eine Funktion f:Q — C heifit ana-
lytisch, wenn es zu jedem Punkt a € 2 eine Umgebung U und eine Potenzreihe
P(Z) gibt, so dass U —a:={u—a:u € U} C Dp gilt und

fla+h)=Ph)=> cah®

fiir alle h € U — a gilt. [ ]

Lemma 1.2.9. Analytische Funktionen sind stetig.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass durch eine auf einem offenen Polyzylinder
konvergente Potenzreihe P.(0) eine in 0 stetige Funktion definiert wird. Nach
Lemma [.2.7(a) ist jede solche Funktion Grenzwert einer auf der Nullumgebung
P% +(0) gleichméBig konvergenten Reihe von Polynomfunktionen, also stetig. =

Zuerst fragen wir uns, wie man analytische Funktionen erhalt. Natiirlich
erwartet man, dass Potenzreihen, die auf offenen Mengen konvergieren, dort
auch analytische Funktionen darstellen. Aber dazu muss man beweisen, dass sie
sich auch um andere Punkte herum durch entsprechende Potenzreihen darstellen
lassen. Dies tun wir im folgenden Lemma.
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Lemma 1.2.10. Sei r > 0 und P(Z) = ), caZ“ eine Potenzreihe mit
P.(0) C Dp. Fir jedes a € C" ist die Funktion

f:P(a) > C, zw+ P(z—a)

analytisch. Genauer gilt:
(1) Fir jeden Multiindex B konvergiert die Potenzreihe

1
(APP)(Z) == —(D°P)(2) = Y ca (O‘) zo—B
Al =\
in Pp(0).
(2) Ist z € P(0) und h € P._;|(a), so konvergiert die Reihe (APP(2))hP
gegen P(z+ h).
Beweis. Wir zeigen zuerst, dass es reicht, den Fall a = 0 zu betrachten. Sei
dazu b € Py(a). Dann ist b —a € P.(0). Ist nun Q(Z) eine Potenzreihe,

die auf einer Umgebung U von 0 mit b —a + U C P,(0) konvergiert, sodass
P(b—a+ h)=Q(h) fiir alle h € U gilt, so erhalten wir

Fb+h)=Pb—a+h)=Q(h).

Wir miissen also nur zeigen, dass die Behauptung im Falle a = 0 gilt.
Sei also z € P:(0) und h € P,_||(0), sodass z + h € P.(0) ist. Wegen

o S a;—PBj 1 Bj
(25 + 7)™ =) (d)% h;

B;=0
haben wir
«
2.3 z+h)Y = ( )za—ﬁhﬁ.
(2.3) ( ) % 3

Sei J = {(a,B) € N3": 8 < a} und g5 = ca(g)zo‘_ﬁhﬂ. Wir zeigen,
dass die Familie (¢a,3)g<a absolut summierbar ist. Dazu rechnen wir

X\ a-Bp8| — X\ La=B|| B8] = SR I CRIE:
ca ()20 | =leal ()12 081 = leal () 11

und fir festes a:

S Jeal (g) 2P = feal 3 (g) 212 P 1Al = leal(12] + [,

Ba Bla

wobei die letzte Gleichheit aus (2.3) folgt. Wegen |z| + |h] < r ist
(ca(]z] + |h])¥)a absolut summierbar, damit aber auch (g, g)s<a. Insbeson-
dere ergibt sich hieraus die Behauptung (1) (die man auch direkt aus dem Satz
von Abel erhélt) und die Konvergenzaussage in (2).
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Wegen der absoluten Summierbarkeit diirfen wir unsere Potenzreihen wie
folgt umordnen (Ubung):

P(z+h) = anz-l—h cha()a—ﬁhﬁ

a Lo

TE) T )

B a>p B az>p

= (A°P)(2)”
B

Da obige Gleichung fiir alle h € P,_|.|(0) gilt, ist f bzw. P auf P(0) analytisch.

]
Beispiel 1.2.11. (a) Die Funktion
. n z21+... 4z Za
fiC"—=C, z—e = Z ol
aeNy
is analytisch.
(b) Die Funktion
1
:P1(0) = C — = ¢
f:P(0) = C, 2 1—21)(1—2n) Q%;Z
0
is analytisch. [ ]

Wir kommen nun zu Differenzierbarkeitseigenschaften analytischer Funk-
tionen.

Satz 1.2.12. FEine analytische Funktion f:Q — C™ ist beliebig oft komplex
differenzierbar. Jeder Punkt a € Q) hat eine Umgebung U, auf der

f2) = 32 (D))= ~ )"

gilt, d.h. f wird lokal durch konvergente Taylorreihen dargestellt.
Die Potenzreihendarstellung von f(z) = > ca(z — a)® fir z € U ist
eindeutig, denn

1 (0%
Ca = aD f(a)
gilt fur alle Multiindizes «. Insbesondere darf man auf einer offenen Menge
konvergente Potenzreihen gliedweise differenzieren.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Holomorphie von f. Sei a € 2. Wir haben zu
zeigen, dass f in a komplex differenzierbar ist. Auf P.(a) sei f(a+h) = P(h) =
Yo Cah® fiir h € P.(0). Damit ist

flat+h)=fla)+ > cah®+ D cah™

Jal=1 jal>2
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Sei @(h) = 3 450 Cah® und 6 < min{r;:j = 1,...,n}. Dann ist 61 € F(0)
und wir erhalten fir ||h|. < d:

(W< Y leallhl* < D leal B = 11112 D leal IRl

|| >2 || =2 || >2

<z Y fealatol=2 = Pl §7 e, gl

la|>2 || >2

Da 3 2 |ca|6®! wegen 01 € P.(0) konvergiert, existiert eine Konstante C' > 0
mit B

lo(h)| < ClIR)Z,  fir  |h]lo <.
Insbesondere gilt also

lim 2 _
h—0 || Bl 0o

Hieraus folgt, dass f in a differenzierbar ist mit

df(a)(h) = Z Caha = Zcej hj, d.h. %(a) = Ce,; -
=1 !

la]=1

Da a € () beliebig war, ist f in €2 holomorph.

Wir setzen nun die Koeffizienten ¢, mit den hoheren Ableitungen von f
an der Stelle a in Beziehung. Zuerst betrachten wir den Fall |a| = 1. Sei dazu
z € Pr(a) und |h| <r — |z|. Aus Lemma 1.2.10 erhalten wir

flatz+h) =Y (A°P)(2)n".
B

Aus den obigen Argumente folgt nun

(D;f)(a+2) = (A9P)(z) = ¥ ca (“) — (D;P)(2).

e
a>e; J

Die formale Ableitung D;P(Z) der Potenzreihe P(Z) konvergiert also fiir z €
Pr(a) und stellt dort die partielle Ableitung D; f(a + z) dar. Insbesondere sind
die Funktionen D;f fiir alle j analytisch. Durch Induktion erhalten wir hiermit

(D*f)(a+ z) = (D*P)(z)
fir alle o € Nj und z € Pr(a).

Insbesondere haben wir

(D" F)(a) =~ (DP)(0) = ca.

al !

Hieraus folgt, dass die Funktion f in P.(a) durch ihre konvergente Taylorreihe
dargestellt wird. [ ]
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Lemma 1.2.13. Seir >0 und h:Ty(a) — C stetig. Dann wird durch

. . h(Q) _ _he)
fla =€z c—aj=r (G2 = 21) -+ (Gn — 2n) “ ¢—al=r (€= 2)1

dg

eine analytische Funktion auf P.(a) definiert. Ihre partiellen Ableitungen sind
gegeben durch

I O e
B ]|{<a|:r (C1—21) a1 4= dg.

al artl... (gn - Zn) |¢(—al|=r (g - z)a—i—l

Beweis. Wegen Lemma 1.2.10 reicht es fiir den Beweis der ersten Aussage zu
zeigen, dass f auf Pp(a) durch eine konvergente Potenzreihe dargestellt wird.
Firn=1und |z —a| <|(—a| =1 ist

L 1 (C—a)!
(—z (-a)=(z—a) 1-(z-a)((—0a)7!
=(-a)' Y K- "E-a)" =) ((—a)" (e

Fir allgemeines n erhalten wir damit wegen der absoluten Konvergenz und
Aufgabe 1.2.1(c)

ﬁ = H ! d (C—a) Nz —a)?,

Cj T aeNy

(Ubung) wobei die Konvergenz bzgl. ¢ € Tiw(a) = {¢’ € C™:|¢' — a| = r} fiir
jedes feste z gleichméafig ist.
Hiermit ergibt sich

Da h stetig auf der kompakten Menge Ty (a) ist, ist h beschrinkt, sodass wir we-
gen der gleichmafligen Konvergenz des Integranden Integration und Summation
vertauschen konnen:

= (¢

fe% |§—a|:r

ACO)C —a) 7t dC) (= — a)".

Diese Formel ist eine Darstellung von f auf P.(a) durch eine konvergente Po-
tenzreihe und zeigt, dass f analytisch ist.
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Die Formel fiir die partiellen Ableitungen ergibt sich nun durch Integration
unter dem Integral. Man hat ein Integral der Gestalt [, f(x,z) du(x) vorliegen,
wobei X kompakt ist, jede der Funktionen partiell nach z differenzierbar, und die
Ableitungen %(z, z) lassen sich jeweils durch eine beschrankte Funktion g(x),
die nicht von z abhéngt, majorisieren. Aus dem Satz von der majorisierten

Konvergenz folgt dann

5 | f@Rdte) = [ 1) duto)

fiir alle z. Durch |a|-maliges Anwenden erhalten wir nun

Dof() = hO) D" (= gr) de = 7& MY

al |(—a|=r —al=r (C - Z)a+1

Hierbei haben wir die Formel

(R N |
a7 (=) =

verwendet, die man sehr leicht aus dem eindimensionalen Fall durch Produktbil-
dung gewinnt. [ ]

Nun sind wir soweit, dass wir den ersten Ideenkreis schlieflen kénnen.

Theorem 1.2.14. Sei Q C C" offen. Fur eine Funktion f:Q — C sind
aquivalent:

(1) f ist stetig und partiell holomorph.

(2) f ist analytisch.

(3) f ist beliebig oft komplex differenzierbar.
(4) f ist holomorph.

Beweis. (1) = (2): Sei a € Q und r > 0 mit P.(a) C Q. Die Cauchy’sche
Integralformel (Theorem I.1.8) liefert:

1 f(C)
1) = (2mi)" ]{C—tﬂ—r (Gt —21) - (Cn — 2n) “

fir alle z € P.(a). Also ist f geméfl Lemma 1.2.13 analytisch.
(2) = (3): Satz 1.2.12.
(3) = (4) = (1) sind trivial. [

Mit diesem Theorem ist die Klasse der Funktionen, die uns im folgenden
interessieren werden, durch verschiedene Eigenschaften charakterisiert. In den
nichsten Abschnitten werden wir mittels der Analytizitat holomorpher Funktio-
nen einige sehr interessante Eigenschaften erhalten.
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I1.3. Eigenschaften holomorpher Funktionen

Dieser Abschnitt ist einigen besonderen Eigenschaften holomorpher Funk-
tionen gewidmet. Zuerst werden wir die Analytizitdt einer holomorphen Funk-
tion ausnutzen, um das Prinzip der analytischen Fortsetzung zu beweisen.
Dann werden wir die Cauchyschen Ungleichungen aus der Cauchyschen In-
tegralformel gewinnen und einige ihrer Konsequenzen wie z.B. den Satz der
offenen Abbildung und den Satz von Liouville kennenlernen. Schlieflich
werden wir den Raum Hol(2) = O(Q2) der holomorphen Funktionen auf einer
offenen Teilmenge von C™ als Ganzes studieren. Wir werden eine Metrik bzw.
eine Topologie auf ihm einfithren und eine sehr einfache Charakterisierung seiner
kompakten Teilmengen (Satz von Montel) beweisen.

Das Prinzip der analytischen Fortsetzung

Im folgenden werden wir zusammenhéngende offene Teilmengen @ C C"
als Gebiet bezeichnen.*

Satz 1.3.1. (Das Prinzip der analytischen Fortsetzung) Sei Q ein Gebiet. Die
Funktion f € Hol(Q) verschwinde auf einer offenen Teilmenge von Q. Dann ist
f=0.

Beweis. Nach Theorem 1.2.14 ist f beliebig oft komplex differenzierbar und die
partiellen Ableitungen D?f sind wieder holomorph, insbesondere stetig. Daher
ist die Menge

U:={z€Q:(B)D f(z) =0} = {z € D f(z) = 0}
B

eine abgeschlossene Teilmenge von §2.
Wir behaupten, dass U auch offen ist. Sei dazu a € U. Dann existiert
eine Umgebung V C Q) von a, sodass fiir alle z € V' die Funktion f durch ihre

Taylorreihe
1 « «
flz) =) —D?f(a)(z — a)

dargestellt wird (Satz 1.2.12, Theorem 1.2.14). Wegen D*f(a) = 0 fiir alle «
verschwindet f damit auf V', d.h. a ist innerer Punkt von U und somit U offen.

Verschwindet f auf der offenen Teilmenge W C €2, so ist natiirlich W C U,
also U nicht leer. Somit ist U eine offene abgeschlossene nichtleere Teilmenge
von 2. Aus dem Zusammenhang von 2 folgt nun U = Q, d.h. f =0. [ ]

* Zur Erinnerung: Eine Teilmenge QCC™ heiflt zusammenhdngend, wenn sie keine dis-
junkte Zerlegung in zwei nichtleere offene Teilmengen von Q zuldsst. Aquivalent hierzu ist,
dass jede nichtleere offene und abgeschlossene Teilmenge von Q mit Q tibereinstimmt (Nach-

weis als Ubung!).
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Folgerung 1.3.2. Ist f eine holomorphe Funktion auf dem Gebiet ) und
existiert ein a € Q mit D*f(a) =0 fir alle « € Nj, so ist f =0.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 1.3.1 folgt, dass f auf einer Umgebung von
a verschwindet, sodass wir nur Satz 1.3.1 anwenden miissen. [ ]

Bemerkung 1.3.3. Im Beweis von Satz [.3.1 haben wir nur benétigt, dass f

analytisch ist. Die gleiche Aussage gilt daher auch fiir reell analytische Funk-

tionen. Fir eine Diskussion von analytischen Funktionen iiber allgemeinen

vollstandig bewerteten Korpern verweisen wir auf das schone Biichlein von

J. P. Serre:

[Se92] Serre, J. P., “Lie algebras and Lie groups,” Lecture Notes in
Mathematics 1500, Springer Verlag, Berlin, 1992. [ ]

Aufgabe 1.3.1. Sei 2 C C" offen. Zeige, dass die Algebra Hol(2) genau dann
nullteilerfrei, d.h. ein Integritatsbereich ist, wenn ) zusammenhéangend ist. =

Folgerungen aus den Cauchyschen Ungleichungen

Satz 1.3.4. (Cauchy’sche Ungleichungen) Sei f € Hol(2), r > 0, P.(a) C Q.
(1) Ist M :=sup{|f(z)]:z € Tx(a)}, so gilt

| D f(a)| < Malr™

fiir alle o € Ny, insbesondere ist |f(a)| < M.
(2) Ist M :=sup{|f(z)]:z € P(a)}, so gilt

|Df(2)| < Ma!2l*ly=2

fiir alle o € N§ und z € Px(a).
(3) Friir jedes N € N und |z —a| <1’ <r ist

- X Lo e -an|<u 3 e

la|<N la|>N

Beweis. (1) Aus der Cauchyschen Integralformel (Theorem 1.1.8)

1 f(C)
fz) = (2mi)™ ﬁ;—d:r (G —21) - (Gn — 2n) “

und Lemma 1.2.13 erhalten wir

N o f(¢)
D0 = Goas e TG areT
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Im Eindimensionalen haben wir

27
7{ h(¢) d¢ = / h(re™)rie' dt,
I¢l=r 0

sodass wir die Abschatzung

| f/iq_r h(C) dc| < 2mrsup{|h(Q)[:[¢] = r}

erhalten.

Wenden wir diese Abschatzung auf die Cauchy’sche Formel fiir die Ableitun-
gen an, so ergeben sich wegen |(—a| = r die Ungleichungen | D% f(a)| < a!Mr~“.
(2) Fiir jedes z € Px(a) gilt Tx(2) C Pr(a). Daher folgt (2) aus (1).

(3) Da der abgeschlossene Polyzylinder P.(a) ganz in der offenen Menge €
enthalten ist, haben wir auf ganz P,(a) die Identitat

1

fz) =) —(D%f)la)(z —a)®

aeNY

(Lemma 1.2.13). Daher erhalten wir fiir |z —a| <1’ <r mit (1) die Abschétzung

16 - Y LD @) o))
la|<N
< 3 D)l —at < Y Mot
la|>N lo| >N

Folgerung 1.3.5.  (Satz von Liouville) Ist f € Hol(C"™) beschrdnkt, so ist f
konstant.

Beweis. Aus den Cauchyschen Ungleichungen ergibt sich

ID*f(0)] < Malr™@
fir M = sup{|f(z)|:z € C"}, alle @ € Nj, und alle r > 0. Fiir « # 0 fiihrt dies
fiir r = nl zu |D*f(0)] < Maln~1l also (D*f)(0) = 0. Folglich verschwinden

alle Ableitungen von f — f(0) in 0, und die Behauptung folgt aus Folgerung
[.3.2. |

Aufgabe 1.3.2. Ist f € Hol(C") und existieren C,D > 0 mit
[f(2)] < Cllz|™+ D

fir alle z € C™, soist f ein Polynom vom Grad < m, d.h. f(z) = ngm Caz®
n
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Der Satz der offenen Abbildung

Satz 1.3.6. (Satz der offenen Abbildung) Ist Q@ C C" ein Gebiet und f:Q — C
eine nichtkonstante holomorphe Funktion, so ist f eine offene Abbildung, d.h.
sie bildet offene Mengen in offene Mengen ab.

Beweis. (a) Wir betrachten zuerst den Fall n = 1.

Wir haben zu zeigen, dass fiir jedes a € 2 die Funktion f jede Umgebung
U von a auf eine Umgebung von f(a) abbildet. Hierzu diirfen wir 0.B.d.A. a =0

und f(0) = 0 annehmen, denn sonst ersetzen wir f durch f(z) := f(a+z)—f(a).

Da f nicht konstant ist, ist f nach dem Prinzip der analytischen Fortset-
zung auch auf keiner Umgebung von 0 konstant. Wir schreiben f(z) = 2¥g(2),
wobei k die Ordnung der Nullstelle 0 von f ist, g holomorph in einer Umgebung
von 0 und g(0) # 0 (f ist nicht konstant!). Da g stetig ist, besitzt g in einer
ausreichend kleinen Nullumgebung keine Nullstelle. Sei also K,(0) C U und g
auf dieser Menge von 0 verschieden. Wir setzen ¢ := inf{|f(2)|:|z| = p}. Dann
ist § > 0, da 0K,(0) kompakt und f stetig ist.

Ist w ¢ f(K,(0)) und |w| < 6, so ist die Funktion h(z) := f;

— (z)—w
auf einer Umgebung von K ,(0) holomorph, sodass wir aus den Cauchyschen

Ungleichungen
1

1 I
o = h(O)] < suppz -, [h(2)] < 5— |w|

|w]

erhalten. Also ist |w| > . Folglich ist die Kreisscheibe K 5(0) im Bild von

2

K ,(0) unter f enthalten.

(b) Nun zum allgemeinen Fall. Sei a € Q und U eine konvexe Umgebung von
a in Q. Nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung (Satz 1.3.1) ist f auf
U nicht konstant. Also existiert ein b € U mit f(b) # f(a). Nun ist die Menge
D:={z€C:a+z2(b—a) € U} eine offene konvexe Teilmenge von C, die 0 und
1 enthélt, also insbesondere ein Gebiet. Weiter ist h: D — C, z — f(a—i—z(b—a))
eine holomorphe Funktion mit h(0) # h(1). Damit ist h eine offene Abbildung,
also auch f. [ ]

Folgerung 1.3.7. (1. Maximum-Prinzip) Ist f:Q — C auf dem Gebiet
Q2 C C" holomorph und ezistiert ein a € Q mit |f(a)| = sup{|f(z)]:z € Q},
so ist f konstant.

Beweis. Falls f nicht konstant ist, ist f({2) eine offene Menge (Satz der offenen
Abbildung), die in K |(4)|(0), also auch in K| (0) enthalten ist. Das ist ein
Widerspruch. [ ]

Folgerung I.3.8. (2. Maximum-Prinzip) Sei Q@ C C" ein beschrinktes Gebiet,
f € Hol(Q2) und

M = SUup,con lim sup |f(C)|
(—2,(EQ
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Ist f nicht konstant, so gilt
[f(2)] < M
fur alle z € €.

Beweis. Wir diirfen M < oo annehmen, denn sonst ist nichts zu zeigen. Sei

C :=sup{|f(z)]:z € Q}.

Dann finden wir eine Folge (2, )men in © mit lim |f(2,,)] = C. Da Q beschrénkt
ist, diirfen wir (nach dem Ubergang zu einer Teilfolge) annehmen, dass z :=
lim,,, o0 2m € ) existiert.

Ist z € Q, so folgt aus der Stetigkeit von f die Beziehung |f(z)| = C, was
dem 1. Maximum-Prinzip widerspricht (Folgerung 1.3.7). Also ist z € 92 und
somit C < M. Da M < C trivialerweise gilt, erhalten wir also C' = M.

Ist f nicht konstant, so folgt nun aus dem 1. Maximum-Prinzip, dass
|f(2)] < C =M fir alle z € Q gilt. [

Der Raum der holomorphen Funktionen

In diesem Abschnitt sei 2 C C" eine offene Teilmenge. Wir betrachten
den komplexen Vektorraum Hol(€2) der holomorphen Funktionen auf €. Wir
wollen diesen Raum mit einer geeigneten Metrik bzw. Topologie versehen.

Definition 1.3.9.  Fiir eine kompakte Teilmenge K C ) definieren wir
pr:Hol(Q) — RT,  f s sup{|f(2)]:2 € K}. u

Lemma 1.3.10. Die Funktionen pg sind submultiplikative Halbnormen, d.h.

(1) pr(Af) = |MNpr(f) fir alle X € C.
(2) pr(f+g) <pr(f)+prx(g).

(3) pr(fg) < px(f)pr(g).
Beweis. Ubung. |

Lemma 1.3.11. FEs existiert eine Folge von kompakten Teilmengen K,, C
mit
(K1) K,, € Kp,, fiir alle m € N.

(K2) Upen Em = 9.
(K3) Fiir jede kompakte Teilmenge K C § existiert ein m € N mit K C K,

Beweis. Sei d(z,w) := ||z — w||2 die euklidische Metrik auf C™. Dann ist
doe(z) := inf{d(z,w): w & O}

eine stetige Funktion auf C" mit Q = {z € C":dq(z) > 0} (Nachweis als
Ubung). Wir setzen nun

Ky ={z € C"idg(z) > L, |]z[l2 < m}.
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Dann ist K, abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.
Die Eigenschaft (K2) folgt direkt aus der Konstruktion, und (K1) folgt aus
der Stetigkeit der Funktionen dg und der Normfunktion || - ||2 wegen
Kp, C{z e Qda(z) > m#ﬂ, z]le <m+1}y C K7, .
Um (3) einzusehen, bemerken wir, dass die stetige Funktion dq auf jeder kom-

pakten Teilmenge von 2 ein positives Minimum annimmt, und die Normfunktion
| - ||2 ein positives Maximum. .

Lemma I1.3.12. Seien die kompakten Teilmengen K, C € wie in Lemma [.3.11
gewdhlt. Auf Hol(Q) wird durch

oo

B 1 pk,(f—9)
d(f.9) '_;2_ml+pxm(f—g)

eine Metrik definiert. Diese Metrik hat folgende Figenschaften:
(1) d(f +h,g+h)=4d(f,g) fir f,g,h € Hol(Q) (Translationsinvarianz).

(2) Fir eine Folge (fn)nen gilt frn — f genau dann, wenn f, gleichmdfig auf
jeder kompakten Teilmenge von 2 gegen f konvergiert.

(3) Addition, Skalarmultiplikation und Multiplikation von Hol(QY) sind stetig.
(4) Die Halbnormen pg:Hol(2) — R sind stetige Funktionen.

Beweis. Den Nachweis der Metrik-Eigenschaften iiberlassen wir dem Leser als
Ubung. Der wesentliche Punkt ist die Dreiecksungleichung. Sie folgt aus
z+y < T 4 Y und T < Y
l4z+y ~ 1+2 1+y 142z~ 1+y

fiir 2 <y € RY, was man leicht verifiziert (Ubung!).
(1) Trivial.
(2) Wegen der Translationsinvarianz der Metrik ist f, — f &quivalent zu f, —
f — 0. Wir diirfen also f =0 annehmen.

Sei also f, — 0 und K C Q kompakt. Dann existiert wegen (K3) ein

m € N mit K C K,,. Wegen d(f,,0) — 0 gilt insbesondere LI;;Z—% — 0,
also pk,, (fn) — 0. Folglich konvergiert (f,), auf K C K, gleichmé&Big gegen 0.
Es gelte umgekehrt pg(f,) — 0 fir jede kompakte Teilmenge K C (2,
insbesondere also auch fiir K,,,. Zu € > 0 wéhlen wir N € N mit > _ 2%,1 <
5. Wir finden nun ein ng € N mit
N N
1 Pk (f n) 1 €
- m KL R n) < =
mgl Tt e (1) mz::l S DK (fn) < 5
fir n > ng. Damit ist d(f,,0) < e fir n > ng, also f, — 0.
(3) Folgt leicht aus (2). Fiir die Addition verwende man (1) und fiir die Multip-
likation (2) und die Ungleichung

pr(fg—1f'9") <px(flrx(g—9) +px (g o (f = f').
(4) Da pg eine Halbnorm ist, gilt

Pk (f) — P (9)| < P (f —9)
fiir alle f,g € Hol(Q2) (Ubung!). Jetzt folgt die Stetigkeit von px aus (2). n
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Wegen (2) in Lemma 1.3.12 nennt man die Topologie, die wir auf Hol(2)
durch die Metrik d erhalten, die Topologie der kompakten Konvergenz. Tra-
ditionell spricht man fiir holomorphe Funktionen auch von normaler Konver-
genz und meint damit gleichméaflige Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen
von §2.

Aufgabe 1.3.3. Die Metrik d héngt offenbar von der Wahl der Folge (K, )men
ab. Mit Hilfe von (2) kann man zeigen, dass dies nicht fiir die offenen Mengen
der durch sie definierten Topologie gilt. Hierzu zeige man, dass fiir jede Funktion
f € Hol(2) die Mengen der Gestalt

Uk(f) :={g € Hol(Q): px (f — g) < €}
eine Umgebungsbasis von f bilden. [ ]

Theorem 1.3.13.  (Weierstra$*) Der metrische Raum (Hol(S2),d) ist voll-
standig, und fiir jeden Multiindex « ist die lineare Abbildung

D“:Hol(€2) — Hol(2)

stetig.

Beweis. Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in Hol(€2). Dann ist f,(z) fir jedes
z € ) eine Cauchy-Folge und wir finden eine Grenzfunktion f:2 — C mit
f(2) =lim,, o0 frn(z) fiir alle z € Q.

Sei K C () eine kompakte Teilmenge. Dann existiert ein m mit K C K, .
Ist z € K,,,, so ist

£(2) = fn(2)] = T [fu(2) = fon(2)] < T e, (fic — fon)

Aus pk,, (fj — fi) < 2™d(f;, fi) folgt nun pr(f — fm) < pk,.(f = fm) = 0, d..
fm — [ gilt gleichmafig auf K.

Sei a € Q, r >0 und P.(a) C Q. Da P.(a) kompakt ist, konvergiert die
Folge (f,) gleichméBig auf K gegen f|x. Wir diirfen daher in der folgenden
Cauchy’schen Integralformel (Theorem 1.1.8) Integration und Grenziibergang
vertauschen. Fir z € P,(a) gilt also:

f(z) = lim fpn(2)

m—o0

o fm(Q)
o n}—)oo (2mi)™ j{g-ﬂ:r (Gt —21) - (Cn — 2n) d

_ £(¢)
- () ]{c—cq:r (Gt —21) (o — 2n) dc.

* Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (1815-1897), Mathematiker in Berlin. Begriinder des
algebraischen Zugangs zur Funktionentheorie iiber analytische Funktionen und deren algebrai-

sche Eigenschaften.
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Nach Lemma 1.2.13 ist f daher holomorph in P.(a). Da a beliebig war, ist
f € Hol(2). Also konvergiert die Folge (f;,) in Hol(2) gegen f und daher
Hol(€2) ein vollstandiger metrischer Raum.

Aus den Cauchyschen Ungleichungen (Satz 1.3.4) erhalten wir fiir
h € Hol(Q2) und z € Py.(a) fir a € Ny die Beziehung

[Dh(2)| < (SUP,ep, () |h(2)]) 2™ < pg, (R)al21*lr ™,
Hieraus lesen wir ab, dass
D f(2) = D* fm(2)| < pr,. (f = fn)a!2*x ™

fir z € P%r(a) gilt, d.h. D“f,, konvergiert gleichméflig auf der Umgebung
P% +(a) von a gegen D®f. Da jede kompakte Menge durch endlich viele solcher
Umgebungen iiberdeckt werden kann (Nachweis!), konvergiert D f,,, auf jeder
kompakten Teilmenge von 2 gleichméaBig gegen D f, d.h. D f,, — D*f gilt
im metrischen Raum Hol(€2). u

Aus dem Beweis erhalten wir:

Folgerung 1.3.14. Sei Q C C" offen und (fm)men eine Folge holomorpher
Funktionen, die normal gegen f:Q — C konvergiert. Dann ist f holomorph
und fiur jeden Multiinder o gilt D*f,, — D%f gleichmdflig auf kompakten
Teilmengen von ). [ ]

Aufgabe 1.3.4. Man zeige, dass eine Folge (f,)nen holomorpher Funktionen
auf einem Gebiet 2 genau dann normal konvergiert, wenn jeder Punkt a € Q
eine Umgebung U besitzt, auf der die Folge gleichmafig konvergiert. [ ]

Randbemerkung (fiir diejenigen, die schon einmal mit Funktionalanalysis
konfrontiert wurden): Die Stetigkeit von Addition und Skalarmultiplikation im
Raum Hol(Q2) bedeutet, dass Hol(2) ein topologischer Vektorraum ist. Nach
dem Satz von Weierstraf} ist er sogar vollstandig metrisierbar, d.h. ein F-Raum.
Ferner besagt Aufgabe 1.3.3, dass die Nullfunktion eine Umgebungsbasis aus
konvexen Teilmengen besitzt, d.h. Hol(f2) ist lokalkonvexr. Lokalkonvexe F -
Réume nennt man Fréchetridume. Nun ist Hol(Q2) auch eine komplexe Algebra
und die Multiplikation ist stetig (Lemma 1.3.12(3)). In diesem Sinne ist der
Raum Hol(Q2) eine Fréchet-Algebra.

Wir kommen nun zu einem Satz, den man als eine Art “Heine-Borel”
fir den Raum Hol(2) ansehen kann. Hierzu miissen wir erkldren, was eine
beschriankte Teilmenge von Hol(€2) sein soll.

Definition 1.3.15. Eine Teilmenge M C Hol(Q2) heifit beschrdnkt, wenn
pr (M) fiir jede kompakte Teilmenge K C € beschrénkt ist. |

In der Literatur findet man auch die Bezeichnung normale Menge oder
normale Familie fiir beschrénkte Teilmengen von Hol(€2).
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Theorem 1.3.16.  (Montel*) Fine Teilmenge M C Hol(QQ) ist genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Beweis. Ist M C Hol(2) kompakt, so ist M abgeschlossen. Sei K C
kompakt. Da pg:Hol(2) — R stetig ist (Lemma 1.3.12(4)), ist px (M) kompakt,
also beschrankt. Daher ist M beschrankt.

Sei umgekehrt M abgeschlossen und beschrénkt. Da Hol(2) ein metrischer
Raum ist, haben wir zu zeigen, dass M folgenkompakt ist, d.h., dass jede Folge
in M eine konvergente Teilfolge besitzt.

Wir behaupten, dass fiir jeden Punkt a € €2 eine Umgebung U, existiert,
sodass jeder Folge (fr)ren in M eine Teilfolge besitzt, die auf U, gleichméfig
konvergiert. Sei dazu r >0 mit K := Py(a) CQ, T <r und U, := Px(a). Aus
den Cauchyschen Ungleichungen (Satz 1.3.4) erhalten wir fiir h € Hol(2) und
a € Ny die Beziehung

|D*h(a)| < pr(h)alr™@

Fir alle £ € N ist also
|D* fir(a)| < alr™ sup p(M).

Mit dem Diagonalfolgenverfahren und dem eindimensionalen Satz von Bolzano-
Weierstra$ finden wir eine Teilfolge (fx,, )men, fiir die die Folgen (Do‘ fr,, (a))
fiir jedes a € Nfj konvergieren.

Wir behaupten, dass die Folge (fx,, )men dann schon gleichméfig auf U, .
Fir 2 € U, = Pi(a) erhalten wir fiir jedes N € N mit den Cauchy’schen
Ungleichungen (Satz 1.3.4(3)):

meN

| frem (2 )—fkl( )|
< Z \Dafk a) — D fi, (a)[F* + 2 - suppgc (M) - Y Tor .
|a|<N ! |a| >N

Wegen r < r konvergiert der zweite Term (geometrische Reihe!), sodass wir
g

N so grofl wahlen konnen, dass er kleiner als § wird. Fiir dieses N wird
nun die erste Summe kleiner als 5, wenn m,[ ausreichend grofl sind. Dann
ist pu,(fx,, — fr,) < €. Aus der Vollstindigkeit von Hol(U,) (Theorem
1.3.13) schlieBen wir nun, dass die Folge (f%, ) auf U, gleichméBig gegen eine
holomorphe Funktion konvergiert.

Jetzt zeigen wir die Existenz einer konvergenten Teilfolge von (fx). Da wir
jede Menge K,, mit endlich vielen dieser Umgebungen U, , a € K,,, iiberdecken
konnen, erhalten wir mit obiger Behauptung durch sukzessives Auswéhlen von
Teilfolgen eine Teilfolge (f, (m ))keN, die auf K,, gleichmaflig konvergiert. Die

zugehodrige Diagonalfolge ( fm )meN konvergiert dann auf jeder Menge K,,
gleichméBig, also auch im Raum Hol(2) (Lemma 1.3.12(3)), hat also einen Grenz-
wert in der abgeschlossenen Teilmenge M . |

* Paul Montel (1876 — 1975(!)), franzosischer Mathematiker; der Satz befindet sich in
seiner Dissertation von 1907; hat als erster die Bedeutung des Prinzips der Auswahlkonvergenz

in der Funktionentheorie erkannt.
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Folgerung 1.3.17.  Jede beschrinkte Folge (fumn)men in Hol(Q2) besitzt eine
konvergente Teilfolge. [ ]

Funktionalanalytische Randbemerkung: In einem lokalkonvexen topologi-
schen Vektorraum V' nennt man eine Teilmenge M beschrdnkt, wenn jede stetige
Halbnorm auf ihr beschrankt ist. Der Raum V heiit Montelraum, wenn in
ihm jede abgeschlossene und beschrankte Menge kompakt ist. Dieser Begriff ist
nach obigem Satz von Montel modelliert. Er besagt ja gerade, dass Hol(2) ein
Montelraum ist.

Definition I.3.18.  Eine Teilmenge A C Q heifit Findeutigkeitsmenge, wenn
fir f € Hol(2) aus f|a =0 schon f =0 folgt. [

Das Prinzip der analytischen Fortsetzung besagt, dass in einem Gebiet ()
jede offene Teilmenge eine Eindeutigkeitsmenge ist. Fiir n = 1 ist jede Teilmenge
A eines Gebiets 2 mit einem Haufungspunkt in 2 eine Eindeutigkeitsmenge.

Satz 1.3.19. (Vitali*) Sei Q ein Gebiet und (fi)ren eine Folge in Hol(Q)
sowie A eine Eindeutigkeitsmenge von ). Die Folge (fi)ren sei eine beschrankte
Teilmenge von Hol(Q2) und konvergiere auf jedem a € A. Dann konvergiert die
Folge in Hol(2) gegen eine holomorphe Funktion f.
Beweis. Da die Folge (fx)ren eine beschrénkte Teilmenge von Hol(2) ist, ist
M := {fx: k € N} nach dem Satz von Montel (Theorem 1.3.16) kompakt.

Da Hol(2) ein metrischer Raum ist, gibt es ein f € M und eine konver-

gente Teilfolge ( k(;l))k:eN der Folge (fx)ken mit dem Grenzwert f. Ist ( 1532))%1\1

eine andere konvergente Teilfolge mit dem Grenzwert h € M, so gilt fiir a € A:
1
(@) = f(a).

Da A eine Eindeutigkeitsmenge ist, folgt hieraus f = h.

la) = Jim f7(0) = Jim fule) = lim,

Konvergiert die Folge (fx)ren nicht gegen f, so existiert eine Umgebung
U von f und eine Teilfolge (f,gg))keN mit f,gg) ¢ U fiir alle k € N. Dies ist ein
Widerspruch dazu, dass diese Folge ebenfalls eine konvergente Teilfolge hat, die
auch gegen f konvergiert. Folglich ist f = limy_,~ f . |

Aufgabe 1.3.5. Hinter dem Beweis des Satzes von Vitali steckt ein allgemeines
Prinzip: Ist M ein kompakter metrischer Raum und (f,),cny eine Folge in
M , die die Eigenschaft hat, dass jede konvergente Teilfolge gegen den gleichen
Grenzwert konvergiert, so ist die Folge selbst konvergent. |

Aufgabe 1.3.6. Wir versechen den Raum C(R) der stetigen Funktionen

f:R — R vollkommen analog zu Hol(2) mit der Topologie der kompakten Kon-
vergenz. Man verwende zum Beispiel die kompakten Mengen K, = [—n,n].
Sei

Sp(x) :==sinnz fir =z €R.

* Giuseppe Vitali (1875-1932), italienischer Mathematiker, arbeitete vornehmlich in der

Theorie der reellen Funktionen; gilt als Vorganger von Lebesgue.
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Man zeige, dass die Menge
M = {s,:n € N}

zwar beschrankt ist, aber nicht relativ kompakt. Hinweis: Die Folge (s;,) hat
keine kompakt konvergente Teilfolge. [ ]

I.4. Erganzungen

Lokal beschrankte partiell holomorphe Funktionen

Wir haben in Abschnitt 1.2 gesehen, dass stetige partiell holomorphe Funk-
tionen holomorph sind. Der Satz von Hartogs besagt, dass man hier die Forderung
der Stetigkeit fallen lassen kann. Hierzu muss man allerdings einen beachtlichen
Apparat aufbauen. Eine interessante Variante ist es, lediglich zu fordern, dass
die Funktion lokal beschrdnkt ist, d.h. jeder Punkt hat eine Umgebung, auf der
sie beschrankt ist.

Fiir den Beweis benotigen wir das Schwarz’sche Lemma aus der Funktio-
nentheorie einer Veranderlichen:

Lemma I.4.1. (Schwarz*) Sei D := {z € C:|z| < 1} und f € Hol(D) mit
(1) f(D)CD, dh. |f(z)| <1 fir alle z € D und

(2) f(0)=0.
Dann gilt [f'(0)| <1 und |f(2)| < |z| fir alle z€ D.

Beweis. Wegen f(0) = 0 existiert eine holomorphe Funktion g auf D mit
f(2) = zg(2) fir |z| < 1. Fir |z9| =1 haben wir

lim sup [g(¢)[ = limsup [ f(¢)] < 1.

¢—z0 ¢—2o0

Aus dem 2. Maximumprinzip folgt daher |g(z)| < 1, d.h. [f(2)] < |2| fiir alle
z € D. Insbesondere ist |f'(0)| =[g(0)] < 1. n

Folgerung 1.4.2. Ist f: K,.(a) — C eine holomorphe Funktion mit

f(E(a)) € Kr(f(a)),

so gilt
7() ~ fla)l < Tz —a

* Hermann Amandus Schwarz (1843 — 1921), deutscher Mathematiker in Halle, GSttingen

und Berlin; Schiiler von Weierstrafl, Studienfreund von Georg Cantor in Berlin.
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fiir alle z € K,(a).

Beweis. Wir betrachten die Funktion

fla+rQ) = f(a)

9:K1(0)=>C, (—

R
Dann gilt ¢(0) = 0 und [g(¢)] < 1 fir (] < 1, folglich |g(¢)] < |(|] nach
Lemma I.4.1. Riicktransformation auf K, (a) liefert nun die Behauptung. u

Satz 1.4.3. Sei Q C C" ein Gebiet und f:Q — C lokal beschrinkt und partiell
holomorph. Dann ist f holomorph.

Beweis. Mit Theorem 1.2.14 ist nur noch die Stetigkeit von f in jedem Punkt
a €  zu zeigen. Hierzu diirfen wir 0.B.d.A. a =0 und Q = {2z € C":||2||oc < 7}
fiir ein » > 0 annehmen. Da f lokal beschrinkt ist, diirfen wir annehmen, dass

M = sup{|f(z)]:z € Q}

endlich ist. Wir miissen zeigen, dass f in 0 stetig ist.
Fir z € Q haben wir

F) = F0) =) F(0,..,0, 25,y 2z0) = f(0,..,0, 241, -, 2n).
j=1

Wir betrachten die Funktion
[i7K.(0) = C, z— f(0,...,0,2,2j41,...,2n) — f(0,...,0,2j41,..., 2n).

Aus fj(0) = 0 und |f;(2)] < 2M fir |2| < r folgt aus Folgerung 1.4.2 die

Beziehung
2M
£ < 51

fir |z| < r. Wir schétzen hiermit obige Teleskopsumme ab:
F(2) = FOI <Y1zl < == D Izl
=1 j=1

Hieraus folgt sofort die Stetigkeit von f in 0. [ ]

Mehr zu Eindeutigkeitsmengen

Im Beweis des folgenden Satz werden wir die Taylorentwicklung von reell
differenzierbaren Funktionen mehrerer Verdnderlicher benotigen. Fiir eine ange-
messene Diskussion der Taylorentwicklung und des Rechnens mit Jets verweisen

wir auf:
[Bro5| Brocker, Th., ,, Analysis I1“, Spektrum Akademischer Verlag, 1995.
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Definition 1.4.4. Sei U C R™ offen und f:U — R™ eine beliebig oft
differenzierbare Funktion. Fiir p € U heifit das Polynom

D*f(p) o

al

@)=Y

| <m

der m-Jet von f im Punkt p. Das Taylorpolynom m-ter Ordnung von f in p
ist damit gegeben durch z — j,*(f)(x —p). n

Bemerkung 1.4.5. Ist Q C C" offen und f € Hol(Q2), so ist f insbesondere
beliebig oft reell differenzierbar. Jeder Punkt p € 2 hat eine Umgebung U, auf

der
f(Z) = an(z _p)a
gilt. Hieraus liest man sofort den m-Jet ab:

HE) =D ez

la|<m

Insbesondere sehen wir, dass fiir eine holomorphe Funktion f der m-Jet auch
ein holomorphes Polynom ist. (Ein Beispiel fiir ein nichtholomorphes Polynom
ist die Funktion z +— z = x — iy).

Ist Py (2) == 3|0 j=m Ca?™, 80 ist Py, ein homogenes Polynom vom Grad
m und es gilt:

PNE =Y Puz) wd ()= Pz —p),
k=0 k=0

wobei die Reihe auf U kompakt konvergiert. [ |

Der folgende Satz gibt uns die Moglichkeit, viele Teilmengen eines Gebietes
als Eindeutigkeitsmengen zu erkennen. Er wird durch das Lemma vorbereitet.

Lemma 1.4.6. Ist V C C" ein reeller Unterraum mit V + 1V = C" und
p:C" — C ein holomorphes Polynom, das auf V wverschwindet, so ist p = 0.

Beweis. Da V den C" als komplexen Vektorraum erzeugt, enthélt V eine
komplexe Basis. Wir diirfen also nach einer Basistransformation 0.B.d.A. an-
nehmen, dass V' die kanonische Basis und damit R™ enthalt. Dann haben wir
in den kanonischen Koordinaten

p(Xae) =00 = Yozt
und p(z) = 0 fiir alle z € R™. Hieraus folgt durch mehrfaches reelles partielles

Ableiten 1 (D*p)(0) = ¢, = 0 fiir alle & und somit p = 0. n

Der folgende Satz liefert eine Kriterium dafiir, dass Mengen, die man als
parametrisierte Untermannigfaltigkeiten beschreibt, Eindeutigkeitsmengen sind.
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Satz 1.4.7. Sei Q C C" ein Gebiet, U C R™ eine Nullumgebung und

F:U — Q eine beliebig oft reell differenzierbare Abbildung. Gilt fir den reellen
Unterraum V := dF(0)(R™) von C" die Beziehung V + iV =C", so ist F(U)
eine Findeutigkeitsmenge in 2.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. 0 € Q und F(0) = 0 annehmen. Sei f € Hol(2)
mit f|F(U)=0,d.h. foF =0. Wir miissen f =0 zeigen.

Wegen Folgerung 1.3.2 geniigt es einzusehen, dass D f(0) fiir jeden Mul-
tiilndex « verschwindet (Bemerkung 1.4.5). Wir zeigen die Behauptung durch
Induktion nach |o].

Fiir |a| =0 haben wir f(0) = f(F(0)) =0.

Sei nun m := |a| > 0 und D?f(0) = 0 fiir |3] < m. Wegen der Konvergenz
der Taylorreihe von f in einer Umgebung von 0 bedeutet dies, dass der reelle
(m — 1)-Jet j5*~'(f) verschwindet (Bemerkung 1.4.5). Nach der allgemeinen
Kettenregel fiir Jets ([Br95, S. 25]) ist

0=jg"(f o F) = jo" (45" (f) © 35" (F))-
Wegen j5"1(f) = 0 ist ji*(f) ein homogenes Polynom der Ordnung m. Also
liefern hier nur die Terme erster Ordnung von ji*(F') einen Beitrag. Somit haben
wir

0 =jg" (48" (f) 0 4o (F)) = 45" (f) 0 jo (F) = jg"(f) o dF(0).

Andererseits wissen wir aus Bemerkung 1.4.5, dass ji*(f) ein homogenes holo-
morphes Polynom m-ten Grades ist. Aus Lemma 1.4.6 folgt jetzt, dass j§*(f)
verschwindet, da dieses Polynom auf dem Bild von dF(0) verschwindet. Ins-
besondere ist (D” f)(0) = 0 fiir |3| = m. Die Induktion liefert nun, dass D” f(0)
fiir alle 8 verschwindet. [ ]

Folgerung 1.4.8. Ist Q@ C C" ein Gebiet und z € Q, so ist A:= (z+R")NQ
eine Findeutigkeitsmenge.

Beweis. Wir setzen in Satz [.4.7: F(x) =z + 2, und U := F~1(Q). Dann ist
dF(0)(R™) = R™, und dieser Raum spannt C" auf. [

Aufgabe 1.4.1. (a) Zeige, dass die Sphire S?"~! = {z € C":||2]|2 = 1} eine
Eindeutigkeitsmenge in @ = C" ist.

(b) Fiir n = 1 ist jede Teilmenge M C Q, die in ) einen Haufungspunkt hat,
eine Eindeutigkeitsmenge. Dies wird fiir n = 2 falsch. Man finde hierzu ein
Beispiel.

(c) (Hierzu bendtigt man etwas Vertrautheit im Umgang mit Mannigfaltigkeiten)
Eine Hyperfliiche in R™ ist eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m — 1.
Zeige, dass jede reelle Hyperfliche M C Q, Q ein Gebiet in C", eine Ein-
deutigkeitsmenge ist. [ ]
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II. Holomorphe Fortsetzung

In diesem Kapitel werden wir uns zwei Phanomenen widmen, deren Studi-
um ein zentrales Anliegen der Funktionentheorie im C" ist. Das erste Phdnomen
tritt in der eindimensionalen Funktionentheorie nicht auf: Fiir jedes Gebiet €2 C
C existiert eine holomorphe Funktion f:{) — C, die sich auf kein grofleres Ge-
biet fortsetzen lasst. Solche Funktionen konstruiert man zum Beispiel dadurch,
dass man eine diskrete Teilmenge von €2, die sich in jedem Randpunkt hauft, als
Nullstellenmenge vorgibt und dann den allgemeinen Produktansatz anwendet
(siehe [Re95, II, S. 81, S. 99]). Im Mehrdimensionalen ist die Situation kom-
plizierter. Schon in C? existieren Paare von Gebieten Q C (Al, fur die sich jede
holomorphe Funktion auf €2 zu einer holomorphen Funktion auf 2 fortsetzen
lasst. Eine Technik, mit der man solche Gebiete konstruiert, ist die Methode der
Laurententwicklung, die wir im ersten Abschnitt kennenlernen werden.

Das zweite Phanomen ist, dass durch das Prinzip der analytischen Fortset-
zung jede holomorphe Funktion f:€) — C auf einem Gebiet 2 durch ihre Werte
auf einer vorgegebenen kleinen offenen Teilmenge festgelegt ist und aus ihnen
in diesem Sinn rekonstruiert werden kann. Daher stellt sich die Frage, ob das
Gebiet 2 fiir die Funktion f in einem Sinne maximal ist, oder ob es noch groflere
Gebiete gibt, auf die sich die Funktion f fortsetzen ldsst. Analoge Fragen stellen
sich natiirlich auch fiir Familien holomorpher Funktionen und insbesondere fiir
die Familie O(2) aller holomorpher Funktionen auf 2, womit wir wieder bei
dem ersten Phanomen waren. Schon in der eindimensionalen Funktionentheorie
fithrt das zweite Phanomen auf den Begriff der Riemannschen Flache, wenn man
z.B. die Wurzelfunktion auf einer geschlitzten Ebene betrachtet. Wir werden
im dritten Abschnitt einen Raum kennenlernen, der in dem Sinne universell ist,
dass er uns fiir jede Funktion ein maximales Gebiet liefert. Diese Gebiete sind
allerdings im allgemeinen nicht mehr Teilgebiete von C™, sondern sogenannte
Riemannsche Gebiete iiber C™.

I1.1. Reinhardt-Gebiete und Laurententwicklung

In diesem Abschnitt werden wir die mehrdimensionale Version der Lau-
rententwicklung holomorpher Funktionen behandeln. Die mehrdimensionalen
Verallgemeinerungen von Ringgebieten in C sind sogenannte Reinhardt-Gebiete
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— Gebiete, die unter Multiplikation mit dem n-dimensionalen Torus T™ = T;(0)
invariant sind.

Definition II.1.1.  (a) Ein Gebiet Q@ C C" hei8t Reinhardt-Gebiet, wenn
es unter dem Torus T invariant ist, d.h. wenn fir z € Q und t € T" auch

tz = (t121,. .. ,tnzn) € Q ist.
Man beachte, dass jedes Reinhardt-Gebiet eindeutig durch seinen Schnitt
mit (RT)” bestimmt ist, da
Q=T".Q" mit QF:=(QnR"")

gilt.
(b) Im Folgenden schreiben wir

K(r,R):={z€C:r < |z| < R}

fiir offene Kreisringe um den Nullpunkt in C.
Sind r € R” und R > 0 mit r < R, so schreiben wir

P(r,R):=[[ K(r;,R;) = {z € C":r < |2| <R}
j=1

fiir Produkte von Ringgebieten und P(r,R) fiir die Abschliisse solcher Gebiete.
Dies sind besonders einfache Beispiele von Reinhardt-Gebieten. Sind einige der
r; < 0, so sind einige der Faktoren Kreisscheiben. Fiir r < 0 erhalten wir den
Polyzylinder Pgr(0). u

Beispiel I1.1.2. Ist P(Z) eine formale Potenzreihe und Dp ihr Konvergenzbere-
ich, so ist sein Inneres D% ein Reinhardt-Gebiet (siehe Satz 1.2.6). (Warum ist
DY zusammenhingend?). u

Aufgabe II.1.1. Sei (M,d) ein metrischer Raum.
(a) Ist X C M eine Teilmenge, so ist

dx:M — R, zw— inf{d(z,z):z € X}

eine stetige Funktion, fiir die X = {z € M:dx(z) = 0} gilt.
(b) Ist 2 C M offen und K C Q kompakt, so existiert ein § > 0, sodass

Ks = {ZGM:dK(Z)<(5}gQ

gilt. Hinweis: Wahle § < inf dge |g, wobei Q¢ = M \ € ist. n
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Lemma 1I1.1.3. Sei Q ein Reinhardi-Gebiert und z € ). Dann existieren
r,R e R" mit
z € P(r,R) C Q.

Jedes Reinhardt-Gebiert ist also eine Vereinigung von Produkten von Ringgebie-
ten.

Beweis. Da Q in C" offen ist, ist auch die Menge Q7 := QN (RT)™ offen in
(RT)™. Also existieren r, R € R™, so dass

|z| € {z € (R+)”: (Vj)r; <x; < R;} C Ot

gilt, denn diese Menge ist der Schnitt eines offenen Quaders um |z| mit (RT)™.
Dann folgt aus der T™-Invarianz von ) weiter

z€ P(r,R)={weC":r <|w| <R} C Q. n

Lemma I1.1.4. st Q C C" ein Reinhardt-Gebiet, so ist auch Q* := QN(C*)"
zusammenhdangend, also ein Reinhardt-Gebiet.

Beweis. Esist klar, dass 2* eine offene Teilmenge von € ist. Sei Q* = Uy UUs
eine disjunkte Zerlegung in offene Teilmengen und 7] der Abschlufl von Uj in
Q. Wir zeigen, dass diese Teilmengen von €2 auch offen sind. Sei dazu a € Uj.
Wir finden nun ein Gebiet der Gestalt P(r,R), das a enthélt und ganz in
enthalten ist. Da P(r,R)* ein Produkt von Ringgebieten ist, ist diese Menge
zusammenhangend. Andererseits schneidet sie U; und ist daher ganz in Uj
enthalten, denn sonst liefern die beiden Schnitte mit U; und Us eine offene
disjunkte Zerlegung. Damit ist P(r,R) C P(r,R)* ganz in U; enthalten, d.h.
73- ist eine Umgebung von a. Also sind beide ﬁj offen in  und somit eine
dieser Mengen leer, d.h. Q* ist zusammenhéangend. [ ]

Bevor wir nun zur Laurententwicklung kommen, erinnern wir uns an einige
Fakten aus der eindimensionalen Theorie. Sei also f: K(r, R) — C holomorph.
Dann kann man f eindeutig als Summe von zwei holomorphen Funktionen
schreiben:

f=F++f- [+ €O(KR(0), f-€O({zeC:le]>r}),

sodass lim|,|_, f-(2) = 0 gilt. Diese beiden Summanden erhélt man durch eine
Integralformel:

1 f(Q)

Fi(z) = 5 r, (C—2) dg,
wobel |z| < R; < R ist und
fe= g T

21 I¢|=r1 (C - Z)
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wobei |z| > r1 > r ist. Hierbei héngen die Werte der Integrale nicht von 7,
bzw. R; ab. Entwickelt man beide Integrale nach z, so ergibt sich die normal
konvergente Laurententwicklung

f(z) = Z cm2™, fi(z) = Zcmzm, f-(2) = _Z Cmz™.
m=0

m=-—o00 m=—1

Aus der normalen (lokal gleichméfiigen) Konvergenz der Reihe oder direkt aus
der Formel fiir die Entwicklungskoeffizienten erhélt man die Integralformel fiir

die Koeflizienten: . 0
Cm = 7 dCa
2me %<|—T/ §m+1

wobei 7’ €]r, R| beliebig ist (siche [Re95, I, S. 275]).
Diese Séatze mochten wir nun auf das Mehrdimensionale verallgemeinern.
Zuerst benotigen wir hierzu eine allgemeinere Version von Lemma 1.2.13:

Lemma II.1.5. Sei r > 0, h:T,(0) — C stetig und ¢ € {0,1}". Wir
betrachten das Gebiet

Qe,r) := {z € C": () (1) (r; — |2]) > 0},

das ein Produkt aus Kreisscheiben und Aufiengebieten von Kreisscheiben ist. Sei
el :==>_,¢; die Anzahl der Auflengebiete. Dann wird durch

FQ®er) 5 C, 2 (—1)F 7|§<|: % dc

eine holomorphe Funktion definiert. Sie hat auf Q(e,r) die normal konvergente
Entwicklung

o . h(¢)
= o t o = _ d
f(2) aézgc z mit ¢ j|{4|:r Cot ¢

und
2! ={a e’ (e;=0=0a; >0),(g; =1 = a; <0)}.

Beweis. Fiir z € Q(e,r) verschwindet der Nenner des Integranden nirgends,
sodass f wohldefiniert ist.
Im Beweis von Lemma 1.2.13 haben wir gesehen, dass wir fir |z| < |(| die

Entwicklung
1 — —-m—1_m
P

haben. Fiir |z| > |(| erhalten wir analog

_ 1 — l 1 — Z_l i sz—m — Z g—m—lzm
_ ¢ ’
C % z1 - z m=0

m<0




40 II. Holomorphe Fortsetzung 23. Februar 2004

wobei die Reihe in {z € C: |z|] > |(|} normal konvergiert. Jetzt verfahrt man ana-
log zum Beweis von Lemma 1.2.13: Durch Produktbildung erhalten wir zunachst
die normal konvergente Entwicklung

|€\

j{: C—a 1 ey

ann

Da h stetig auf T,.(0) und somit beschrankt ist, lassen sich die Summation und
Integration wegen der gleichméBigen Konvergenz bzgl. ¢ € T,.(0) vertauschen,
und wir erhalten:

=3 (f_ macag)en

aeZr

Wegen der normalen Konvergenz der Reihe folgt die Holomorphie der Funktion
f aus dem Satz von Weierstrafl (Korollar 1.3.14). Der Rest ist nun klar. n

Man mache sich klar, dass

U rce\To)

ee{0,1}m

eine disjunkte Vereinigung von 2" Reinhardt-Gebieten ist. Ebenso ist Z" =
U.c {0,1}n Z7 eine disjunkte Vereinigung. Auf jedem Bereich erhalten wir durch
die Integrale eine holomorphe Funktion. Die Laurententwicklung einer allge-
meinen Funktion in einem Reinhardt-Gebiet der Gestalt P(r,R) besteht nun
darin, dass man die Funktion als eine Summe von 2" Summanden schreibt, die
wie in Lemma II.1.5 entstehen.

Satz II.1.6. (Laurententwicklung®) Sei @ C C" ein Reinhardt-Gebiet und
fe0®). Dann gilt:

(i) Die Funktion f hat in Q eine normal konvergente Laurententwicklung der

Gestalt:
- Y

aEeZm

(ii) Enthdlt Q ein Element z mit z; = 0, so verschwinden alle Koeffizienten
ca mit a; <0, d.h. alle Funktionen z*, die in der Entwicklung auftreten,
sind auf ganz ) definiert.

(iii) Die Koeffizienten sind eindeutig bestimmt durch die Integralformel:

1

. Co = ——— —o=1 g,
(1) i b SO

wobei w € QN (CX)™ beliebig ist.

* Pierre Alphonse Laurent (1813 — 1854), Ingenieur in der franzosischen Armee.
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Beweis. Sei a € Q. Dann existieren r < R mit a € P(r,R) C P(r,R) C Q
(Lemma I1.1.3). Da a beliebig war, reicht es nun aus zu zeigen, dass f in dem
Gebiet P(r,R) die angegebene Entwicklung hat, und dass die Reihe dort normal
konvergiert. Dann konvergiert sie namlich lokal gleichméafig und daher normal
auf Q (vgl. Aufgabe 1.3.4).

Nachdem wir eine Permutation der Koordinaten vorgenommen haben,
diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass a; = 0 genau fiir j > m gilt, und dass
r; > 0 fir j <m gilt.

Sei € € {0,1}"™ und r® definiert durch

. {Rj fiir e; = 0 oder j > m
j

rt = .
r; fire; =1

Fiir z € P(r,R) definieren wir

G (O
fe(z) = '7|§<:ra(< - dC.

(2mi)™ —2)

Nach Lemma II.1.5 ist f. auf P(r,R) C Q(e,r) holomorph und hat die dort
angegebene Entwicklung

a - 1 o
fe(2) = Z ezt mit  cq = @ni) ji:rg FOCT 1 de.

agZ?

Wir haben daher zu zeigen, dass

B o (D f(¢)
(12) f‘P(r,R) - 56{02}7” fg; d.h. f( ) - ; (27”)11 %Clzrs (g — z)l dC

Fir n = 1 ist dies gerade die Cauchy’sche Integralformel fiir Kreisringe:

Fir r < |z] < R ist
1 B f(¢)
0= 5 <f[f<|:3 j{qzr») -z %

Wir deuten das Argument an: Schreibt man den Integranden als

O _HOFE) , py L
C—z C—z C—z

so ist der erste Summand durch f’(z) in den ganzen Kreisring holomorph

fortsetzbar, und die Behauptung reduziert sich auf die Beobachtung, dass der

angegebene Weg (einmal gegen den Uhrzeigersinn auf der Kreislinie vom Radius

R und einmal im Uhrzeigersinn auf der Kreislinie vom Radius r) in jedem Punkt

z des Kreisrings die Umlaufzahl 1 hat:

£2) = 5 ]{l:R— A:T)Ciz ac = f(2)
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(siche [Re95, I, S. 274] fiir mehr Details).

Den allgemeinen Fall erhalt man nun durch eine einfache Induktion: Wir
nehmen an, dass die Behauptung fiir n — 1 gilt und schreiben z = (z1,2’) mit
2 e C" . Fiir ¥ := Ry und 7] :=r ist dann

1 f(G, )
Je) = %<7|{C1|=R1 - ]{Q:ﬁ ) G =2 a
S (_2713@ ' fjm_r J(G,2) dc.

—z
616{0,1} Cl 1

Nun wendet man die Induktionsannahme auf 2z’ € C™ ! an und setzt die
entsprechenden 2™~! Terme ein. Hierbei beachte man, dass die Nullkoordi-
naten von a zu einer Reduktion auf 2™~! statt 27"~! Terme fithren. Hieraus
ergibt sich (1.2). Damit ist gezeigt, dass f auf P(r,R) die normal konvergente

Laurententwicklung
- Y Yars Y e

e€{0,1}™m acZ? YAl

hat, wobei wir ¢, := 0 fiir « € Z" \ |J.Z? setzen. Wir halten fest, dass
fir a; = 0 alle Koeffizienten ¢, mit a; < 0 wegfallen, denn es kommt kein
Summand f. vor, in dem dieser Koeffizient auftritt. Wegen der normalen
Konvergenz der Reihe ist die Konvergenz auf jedem Torus 7, (0) gleichmafig.

Durch Vertauschen von Integration und Summation erhalten wir daher fiir
0 <r’ € P(r,R) die Formel:

1 a—1 _ 1 B—a—1
— d d
e B, SO A= S s o

BEL™
1 -1
= Cﬁ5a BTa N j{ C dC = Cq-
B%” (27’(’2) I¢|=r

Wir haben noch zu zeigen, dass die Koeffizienten ¢, auf ganz Q2 die gleichen
sind. Aus obigem Argument entnehmen wir, dass fir jedes a € Z™ die Funktion

]4 FOC d¢
[¢]=]w]

ca:Q=QNC)" - C, wr Gri)
lokal konstant ist, d.h. in einer ausreichend kleinen Umgebung eines jeden Punk-
tes. Die Mengen, auf denen diese Funktionen einen konstanten Wert annehmen,
bilden daher eine offene Uberdeckung aus paarweise disjunkten Mengen, die we-
gen des Zusammenhangs von Q% (Lemma I1.1.4) nur aus einer Menge bestehen
kann. Daher liefert die Formel (1.1) fiir jedes w € Q* die Entwicklungskoef-
fizienten.

Damit sehen wir schlieSlich, dass die Laurentreihe der Funktion f nicht von
der Wahl von a, r und R abhéangt. Oben haben wir gesehen, dass sie auf der
Umgebung P(r,R) von a normal konvergiert. Da a beliebig war, konvergiert
sie nach Aufgabe 1.3.4 normal auf €. [ |

Aus Satz I1.1.6(ii) kénnen wir sofort eine wichtige Folgerung ableiten.
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Theorem I1.1.7.  (Fortsetzungssatz fiir Reinhardt-Gebiete) Sei Q@ C C" ein
Reinhardt-Gebiet und J :={j € {1,...,n}:(3z € Q)z; = 0}. Wir definieren

Ti={zeC(ed=z<1),i¢gJ=z =1}

Dann gilt:
(i) Q =P/ - Q ist ein Reinhardt-Gebiet.
(ii) Jede holomorphe Funktion f € O(S) lisst sich eindeutig zu einer holomor-
phen Funktion f € (9( ) fortsetzen.

Beweis. (i) Sei z € 2. Dann existieren r < R mit z € P(r,R) C Q. Nun ist
P/ . P IP’JHKTJ, ) =[] K&, 0) x [ K(r;, R))

wieder offen und zusammenhéngend. Also liegt P/.z im Innern von Q. Daher
ist O offen. Der Zusammenhang von O folgt aus der Tatsache, dass P’/ und
() zusammenhéngend sind, sowie aus der Stetigkeit und Surjektivitat der Mul-
tiplikationsabbildung P’ x Q — Q. Da Q invariant unter T" ist, ist es ein
Reinhardt-Gebiet.

(ii) Fir f € O(Q) betrachten wir die Laurententwicklung f(z) = > cq2®*. Wir
wissen aus Satz I1.1.6, dass alle Koeffizienten ¢, , fir die a; < 0 fiir ein j € J
gilt, verschwinden.

Fiir jedes z € QO konvergiert daher auch die Reihe

f(z) = anzaa
denn fiir w € P/, 2/ € Q und alle auftretenden Summanden ist |wz/|* <
|2'|*. Hierdurch wird eine Funktion fﬁ — C definiert, die auf € mit f
iibereinstimmt.

Um die Holomorphie von f zu zeigen, reicht es aus, dies auf den offenen
Mengen der Gestalt P/ - P(r,R), P(r,R) C Q, zu tun, denn Q ist eine Vereini-
gung von solchen offenen Mengen (Lemma I1.1.3).

Da die Laurentreihe von f auf der kompakten Menge P(r,R) gleich-
méafig konvergiert, zelgt obige Abschiitzung, dass sie ebenfalls auf P/ - P(r, R)
gleichméafig gegen f konvergiert. Nach dem Satz von Weierstraf ist f daher auf
dem Inneren dieser Menge holomorph (Korollar 1.3.14). u

Bemerkung I1.1.8.  Man hétte fiir Theorem I1.1.7 auch wie folgt argumen-
tieren konnen. Wir verwenden die Notation aus dem Beweis von I1.1.6. In diesem
Beweis haben wir f als eine Summe

f: Z fe

ee{0,1}7¢
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geschrieben. Hierbei sind schon alle Summanden weggelassen, die wegen Satz
I1.1.6(ii) nicht auftreten. Die Integraldarstellung der Funktion f. zeigt, dass
jeder der auftretenden Summanden f. auf dem Gebiet

Qe ={wzz2e€Q, (e, =0=|w;| <1),(e; =1= |w;| > 1)}

eine holomorphe Funktion definiert (Lemma II.1.5). Damit hat f = )__ f. eine
holomorphe Fortsetzung auf das Gebiet =), Q.. [ ]

Fast alle Argumente iiber holomorphe Fortsetzungen, die wir im néchsten
Abschnitt kennenlernen werden, beruhen letztendlich auf Theorem II1.1.7.

Darstellungstheoretische Interpretation der Laurententwicklung

Um die Resultate dieses Abschnitts besser einordnen zu kénnen, geben wir
eine darstellungstheoretische Interpretation der Laurententwicklung.

Wir betrachten die Gruppe G := T", den n-dimensionalen Torus, und ein
Reinhardt-Gebiet 2. Wir erhalten durch die Multiplikation eine Rechtsoperation
QA x G — Q) der Gruppe G auf 2. Fiir jedes g € G ist die Abbildung

pg: Q= Q2= 29 =(2191,--.,2n0n),

dann holomorph. Wir erhalten daher eine Darstellung m: G — End (O(2)) von
G auf dem Raum O(2) der holomorphen Funktionen durch

(7(9).f)(2) == f(zg).

In der Tat rechnet man leicht nach, dass m(g192) = 7(g1)7(g2) und 7(1) =1
gelten.

Hat man eine Darstellung einer abelschen Gruppe auf einem Vektorraum
V', so interessiert man sich insbesondere fiir die simultanen Figenvektoren, d.h.
Vektoren 0 # v € V, fiir die eine Funktion y: G — C derart existiert, dass

fiir alle ¢ € G gilt. Aus der Tatsache, dass 7 eine Darstellung ist, folgt nun,
dass x:G — (C*,:) ein Gruppenhomomorphismus ist. Solche Gruppenhomo-
morphismen nennt man Charaktere von G. Fir jedes o € Z™ haben wir einen
stetigen Gruppenhomomorphismus

«

Xa:G = C*, 2+ 2%
Satz I1.1.9. (a) Die Eigenvektoren der Darstellung von G auf O(S) sind
genau die Vielfachen derjenigen Monome 2%, o € Z", die sich auf ganz €}

fortsetzen lassen. FEwistiert ein z €  mit z; = 0, so treten also nur solche
a € Z" auf, fur die a; >0 gilt.
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(b) Fiir jedes o € Z"™ wird durch

2) = 1 i —a—1 — 1 eie . e—i(aﬁ) 9
PolNE) = e [ €T o= o [ e d

eine stetige Projektion

Pa: O(2) = O(Q)

auf den Figenraum zum Charakter x. gegeben.
(c) Fiir jedes f € O(Q) konvergiert die Reihe

f: Zpa(f)

aEL™

in O() gegen f.

(d) Die Eigenvektoren spannen einen dichten Unterraum von O(Q2) auf.

Beweis. (a) Ist f € O(Q2) eine holomorphe Funktion mit der Laurententwick-
lung f(z) =), caz®, so haben wir

(n(9)-1)(z) = 3 cag=".

Aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten lesen wir ab, dass f genau dann ein
Eigenvektor ist, wenn ein o € Z™ existiert mit f(z) = ¢,2®. Hierbei treten nach
Satz I1.1.6(ii) nur solche Monome z¢ auf, die auf dem ganzen Gebiet definiert
sind.

(b) Wegen der gleichméfigen Konvergenz der Laurentreihe von f auf der kom-
pakten Menge T" - z diirfen wir Integration und Summation vertauschen und

erhalten
1

1

BB r—a—1
©p (27i)™ %nz ¢ dc
1 B rf—a—1
2y ]{ T

>
B
>
B
— 1 Z< -, >
- ;CBZB @) /[o,zﬁ]ne B=e0) g
>
B

pa(f)(2) = F(C-2) ¢t d¢

05,255&”3 = co2“%.

Damit ist (b) gezeigt.
(c) folgt aus (b) und der normalen Konvergenz der Laurentreihen.
(d) ist eine unmittelbare Konsequenz von (c). n
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Satz I11.1.9 ordnet die Ergebnisse iiber Laurententwicklung holomorpher
Funktionen auf Reinhardt-Gebieten in einen darstellungstheoretischen Rahmen
ein. In der Tat gibt es in diesem Rahmen viel allgemeinere Satze, die uns anderer-
seits erlaubt hatten, die Laurententwicklung holomorpher Funktionen vollstandig
aus dem allgemeinen darstellungstheoretischen Hintergrund zu bekommen. Hier-
zu benotigt man allerdings einen soliden funktionalanalytischen Hintergrund. Es
sei hier nur erwahnt, dass es die Satze von Peter-Weyl und Harish-Chandra
iiber stetige Darstellungen kompakter Lie-Gruppen auf Fréchetraumen und die
Konvergenz der zugehorigen Fourierreihen sind, die man hier verwenden konnte.

Interpretation der Laurententwicklung als Fourierreihe

Um den Bereich abzurunden, erklaren wir noch, was Laurententwicklungen
mit Fourierreihen periodischer Funktionen zu tun haben.

Sei dazu 2 C C" wieder ein Reinhardt-Gebiet und f € O(Q2). Wir fixieren
ein z € () und betrachten die 277" -periodische Funktion

FR* 5 C, 60— f(e?2).
Die Fourier-Koeffizienten von f sind fiir a« € Z™ gegeben durch

1

dy = —— / £(0)e 10 g
(2m)™ Jio0,27]n )

und die Reihe

Z da€i<a,9)

aEL™

heiflt Fourierreihe der Funktion f
Mit der Formel aus Satz I1.1.9 konnen wir die Fourierkoeffizienten nun zu
den Laurentkoeffizienten der Funktion f in Beziehung setzen. Aus

1 ] —i{a
o =pal)C) = g [ S e 0 g
= o F(0)e " dp = d,,
2m)™ Ji0,27n (6)

«

folgt, dass die Laurentreihe ) co2z* von f im Punkt z mit der Fourierreihe

von f im Punkt O iibereinstimmt.

In der Theorie der Fourierreihen zeigt man, dass Fourierreihen von stetig
differenzierbaren Funktionen gleichmaflig konvergieren. In diesem Sinn folgt die
Konvergenz der Laurentreihe von f in allen Punkten von {2 auch aus dem
entsprechenden Satz iiber Fourierreihen.



II. Holomorphe Fortsetzung 47

I1.2. Holomorphe Fortsetzungen auf groflere Gebiete

In diesem Abschnitt setzen wir uns systematisch mit dem Phénomen ausei-
nander, dass es fiir n > 1 Gebiete Q in C™ gibt, fiir die alle holomorphen Funk-
tionen auf ) eine Fortsetzung auf ein grofleres Gebiet erlauben. Die technische
Vorarbeit hierzu haben wir schon in Abschnitt I1.1 geleistet. Zuerst prézisieren
wir die Begriffe.

Definition I1.2.1.  Seien Q C Q C C" offene Mengen und f € O(€). Dann

~

heifit F' € O(R2) eine holomorphe Fortsetzung von f, wenn F'lg = f ist. n

Bemerkung I1.2.2.  (a) Ist Q2 zusammenhéngend, d.h. ein Gebiet, so hat jede
holomorphe Funktion f € O()) nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung
hochstens eine holomorphe Fortsetzung auf ein grofleres Gebiet Q.

(b) In Theorem II.1.7 haben wir eine Klasse von Beispielen fiir Paare von Ge-
bieten Q C O kennengelernt, bei denen jede holomorphe Funktion auf €2 eine
holomorphe Fortsetzung auf O hat.

(c) Ist ' := K3(0)UK;(2) CC, Q = K;1(0) und f =1 auf Q, so sind die

Funktionen 1 und
1 firze Kj (0)

Flz) = {0 fir z € K1(2)

zwei verschieden holomorphe Fortsetzungen von f.

(d) Ist Q = C* C Q' = C, so ist die Funktion f(z) = 2~! holomorph auf €,
lasst sich aber nicht holomorph nach C fortsetzen. Wir werden unten sehen, dass
sich fiir Q@ = C™ \ {0} und n > 1 jede holomorphe Funktion auf C" fortsetzen
lasst (siehe Folgerung I1.2.6). u

Eine wichtige Methode, um holomorphe Funktionen auf gréflere Gebiete
fortzusetzen, stammt von Hartogs*. Ein Beispiel hierzu lernen wir im folgenden
Lemma kennen.

Lemma I1.2.3. (Hartogs) Sei n > 1 und Py1(0) der offene Einheitspolyzylin-
der um 0 sowie U eine offene Umgebung von 0Py (0), fir die UN P1(0) zusam-
menhdngend ist. Dann existiert zu jedem f € O(U) eine holomorphe Funktion
fe O(P1(0)UU), die f fortsetzt.

Beweis. Sei 0 < ¢ < mindye |gp,(9), wobei U® := C" \ U das Komplement
von U ist (vgl. Aufgabe I1.1.1). Die Existenz von ¢ folgt aus der Stetigkeit der
Funktion dye und der Kompaktheit von 9P;(0).

Wir betrachten die Mengen

A={zeC"1—-c<|zn| <1 (Vj>1)|z]| <1}

* Friedrich Hartogs (1874-1943)
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und
B:={ze€C"1—-¢e<|z| <1,V #2)z| <1}

Beide sind jeweils Produkte eines Kreisringes der Gestalt K (1 — ¢,1)(0) und
eines (n — 1)-dimensionalen Polyzylinders. Aus der Wahl von ¢ folgt, dass das
Reinhardt-Gebiet €2 := AU B ganz in U enthalten ist.

Die Menge A enthélt Elemente der Gestalt z = (21,0,...,0) und B enthélt
Elemente der Gestalt z = (0, 22,0,...,0). Aus Theorem II.1.7 folgt damit

-~

Q= P1(0)7

und dass sich jede holomorphe Funktion f € O(Q2) zu einer holomorphen Funk-
tion auf Q = P;(0) fortsetzen lasst.
Sei nun f € O(U). Dann ist f|o € O(2) und es existiert eine holomorphe

Fortsetzung f € O(P1(0)). Auf Q stimmen f und f iiberein. Da U N Py (0)
nach Voraussetzung zusammenhéngend ist, folgt

f|(UﬁP1(0)) - f‘(UﬁPl(O))
aus dem Prinzip der analytischen Fortsetzung. Daher wird durch

F(z) = {f(z) fir €U

-~

f(z) fir z € P;(0)

auf P1(0) UU eine holomorphe Funktion definiert, die f fortsetzt. n

Der folgende Satz zeigt noch einmal ganz klar die Methode, die auch hinter
Lemma I1.2.3 und Theorem I1.1.7 steckt.

Satz I1.2.4. (Hartogs’scher Fortsetzungsatz) Sei 2 C C" ein Gebiel sowie
0<r<Rund f€O(K(rR)xQ). Euzistiert eine offene Teilmenge U C Q,
sodass sich f]<K(T R)x0) auf das Gebiet Kr(0) x U holomorph fortsetzen ldsst,

so lasst sich f holomorph auf das Gebiet Kr(0) x Q0 fortsetzen.

Beweis. Sei s €]r, R[. Fir w €  und |z| < s betrachten wir die Funktion

: 1 f(Gw)
szs(O)XQ—)(C, (Z,’U})HQ—M%Q_SCT dC

Wir behaupten, dass fs holomorph ist. Sei hierzu wg € 2 und ?_r(wo) C Q.
Dann liefert die Cauchysche Integralformel fiir z € K4(0) und w € Py(wo):

1 FES) g
Fo) = Gt By, B gen o

sodass die Holomorphie auf K(0) x Pp(wg) aus Lemma 1.2.13 folgt. Da wy
beliebig war, folgt hieraus die Holomorphie der Funktion f;.
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Sei fy:Kgr(0) x U — C die holomorphe Fortsetzung von f |(K(T R)xU) "

Wegen der Cauchyschen Integralformel ist dann

fs

Also stimmen f und fs auf der offenen Menge K(r,s) x U iiberein. Mit dem
Prinzip der analytischen Fortsetzung sehen wir ein, dass f und fs sogar auf
K(r,s) x Q libereinstimmen.

K. 0)xU = Julk.0)xU-

Ist s < s’ < R, so erhalten wir eine holomorphe Funktion f,, die auf
K(r,s) x Q mit f und daher auch mit fs iibereinstimmt. Wieder wenden wir
das Prinzip der analytischen Fortsetzung an und sehen, dass f; und fy auf
K;(0) x © {ibereinstimmen. Durch

F(z):=fs(z) fir z€ Ks0)xQ

wird daher auf Kz(0)x$2 eine holomorphe Funktion definiert, die auf K (r, R)x2
mit f tibereinstimmt, also f holomorph fortsetzt. [ ]

Der Kontinuitatssatz

Ein Ziel der Hartogsschen Fortsetzungstheorie ist es natiirlich, ein Kri-
terium zu finden, das zu entscheiden erlaubt, ob sich alle holomorphen Funktio-
nen auf einem Gebiet 2 auf ein groBleres Gebiet ) fortsetzen lassen oder nicht.
Das wesentliche Werkzeug hierzu ist der Hartogssche Kontinuitatssatz, den wir
in diesem Abschnitt behandeln.

Definition II.2.5. Wir betrachten den offenen Einheitspolyzylinder P :=
P1(0). Seien q1,...,q, €]0,1] und

H :={z € P:|z1| > q1 oder (Vj > 1)|z;| < ¢;}.
Das Paar (P, H) nennen wir eine euklidische Hartogsfigur in C™. [ |

Lemma I1.2.6. Sei (P,H) eine euklidische Hartogsfigur. Dann existiert zu
jeder holomorphen Funktion f € O(H) eine holomorphe Fortsetzung auf P .

Beweis. Fiir n =1 ist H = P und nichts zu zeigen. Sei daher n > 1. Das
Gebiet H ist ein Reinhardt-Gebiet, und zu jedem Index j existiert ein z € H
mit z; = 0. Daher ist

H=P"- HDP"- ({z €C:1>|z|>aq}xP"1(0) =P™0) =P
Die Behauptung folgt daher aus Theorem II.1.7. |

Die Brauchbarkeit der Hartogsfiguren liegt weniger darin begriindet, dass
sie eine weitere Beispielklasse von Reinhardt-Gebieten sind, die echte holomor-
phe Fortsetzungen erlauben, sondern vielmehr darin, dass man sie auch in einem
nichtlinearen Rahmen, sozusagen in krummlinigen Koordinaten, mit Erfolg ver-
wenden kann.
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Definition I1.2.7. Seien Q,Q" C C" offen. Eine Abbildung ¢: Q — ' heifit
biholomorph, wenn ¢ holomorph und bijektiv ist sowie die Umkehrabbildung
01 Q) — Q holomorph. Man kann zeigen, dass letztere Bedingung redundant
ist: Bijektive holomorphe Abbildungen sind automatisch biholomorph. Das ist
der Satz von Osgood*. [ |

Definition II.2.8. Sei (P,H) eine euklidische Hartogsfigur im C™ und
p: P — P C C" eine biholomorphe Abbildung. Wir setzen H := ¢(H). Dann
heifit das Paar (P, H) eine allgemeine Hartogsfigur. |

Mit dem Begriftf der allgemeinen Hartogsfigur kann man nun eine “nicht-
lineare Version” von Lemma I1.2.6 beweisen.

Lemma I1.2.9. Sei (]B,I:T) eine allgememe Hartogsfigur. Dann existiert zu
jeder holomorphen Funktion f € O(H) eine holomorphe Fortsetzung auf P.

Beweis. Sei (P, H) eine euklidische Hartogsfigur und ¢: P — P biholomorph.
Ist nun f € O(H), soist fop € O(H) und lasst sich daher zu einer holomorphen

Funktion f € O(P) fortsetzen (Lemma I1.2.6). Dann ist f ot € O(P) eine
holomorphe Fortsetzung von f. [ ]

Satz I1.2.10. (Hartogsscher Kontinuitétssatz) Sex @ C C" offen und (P, H)
eine allgemeine Hartogsfigur mit HCQ. Ist PN Q zusammenhdngend, so ldsst
sich jede holomorphe Funktion f € O(Q) auf QU P fortsetzen.

Beweis. Geméafl Lemma I1.2.9 hat die Einschrankung f | 7 eine holomorphe

Fortsetzung f auf P. Auf der offenen Menge H C PNQ stimmen die Funktionen
J und f iiberein, daher wegen dem Prinzip der analytischen Fortsetzung auch
auf der Menge P N (2, die nach Voraussetzung zusammenhéngend ist. Nun wird

durch i 0
Flz) = ]i(z) 1.{11"26 ()
flz) firzeP

eine holomorphe Fortsetzung von f auf QU P definiert. |

Der Hartogssche Kontinuitétssatz stellt in der komplexen Analysis das uni-
verselle Werkzeug dar, mit dem man Funktionen auf groflere Gebiete holomorph
fortsetzt. Im Prinzip kénnte man sogar sagen, dass man in allen Féllen, in denen
holomorphe Fortsetzungen existieren, dies mit dem Kontinuitatssatz beweisen
kann — auch wenn es oft sehr technisch ist. Wir lassen die Diskussion dieses
Satzes vorerst mit dieser eher ,, philosophischen“ Bemerkung auf sich beruhen.

* William Fogg Osgood (1864 — 1943), amerikanischer Mathematiker, Professor in Harvard
und Peking. Er promovierte 1890 in Erlangen bei Max Noether und schrieb das erste Lehrbuch

zur Funktionentheorie mehrerer komplexer Veranderlicher.
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Hebbare Singularitaten

Eine andere wichtige Konsequenz von Theorem I1.1.7 ist der folgende Satz:

Satz I1.2.11. Sein > 1, 0 <r < R und Q = {z € C":r < |[|2]2 < R}
eine Kugelschale. Dann lisst sich jede holomorphe Funktion f € O(S) auf die
Vollkugel R

Q:={ze€C":|z]2 < R}
fortsetzen.
Beweis. Da der Torus T" auf C" durch Isometrien beziiglich der euklidischen
Norm operiert, ist {2 ein Reinhardt-Gebiet. Wegen n > 1 existiert zu jedem

je{l,...,n} ein z € Q mit z; = 0. Nach Theorem II.1.7 lésst sich daher jede
holomorphe Funktion f € O(Q) auf das Gebiet

Q=P".Q
fortsetzen, das mit der Vollkugel iibereinstimmt. |

Es ist klar, dass Satz I1.2.11 sich nicht auf den Fall n = 1 {ibertragen lasst,
denn dann ist die Kugelschale €2 ein Ringgebiet. Beispielsweise ldsst sich die
Funktion f(z) = 27! nicht auf die volle Kreisscheibe fortsetzen.

Ein grofler Teil der eindimensionalen Funktionentheorie beschaftigt sich mit
isolierten Singularitaten. Es ist eine Folgerung aus Satz 11.2.11, dass es so etwas
im Mehrdimensionalen nicht gibt.

Folgerung 11.2.12.  Fur n > 1 haben holomorphe Funktionen keine isolierten
Singularititen, d.h. ist p € C"\ Q ein isolierter Punkt, so lisst sich jede holo-

morphe Funktion f € O(Q) holomorph auf Q= QU {p} fortsetzen.

Beweis. Da p isoliert ist, existiert ein R > 0, sodass
D:={zcC"0<|[z—plla <R} CQ

gilt. Nach Satz I1.2.11 lésst sich f holomorph auf die Vollkugel D:=DuU {p}

fortsetzen. Wir erhalten somit eine Fortsetzung auf €. |

Satz I1.2.11 ist ein Spezialfall des wesentlich tiefer liegenden folgenden Sat-
zes, der besagt, dass holomorphe Funktionen im C™ fiir n > 1 auch keine
“kompakten Singularitaten” haben konnen.

Theorem 11.2.13.  (Hartogsscher Kugelsatz) Sei n > 1, Q C C" ein Gebiet
und K C Q eine kompakte Teilmenge, fir die Q\ K zusammenhdngend ist. Dann
lasst sich jede holomorphe Funktion f € O(Q\ K) auf Q holomorph fortsetzen.

Beweis. Einen gut lesbaren Beweis hierzu findet man in [RK82, S. 44-48]. =
[RK82] Rothstein, W., und K. Kopfermann, “Funktionentheorie mehrerer

komplexer Veranderlicher”, B. I. Wissenschaftsverlag, Mannheim,
Wien, Ziirich, 1982.
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Analytische Mengen

Nachdem wir erkannt haben, dass isolierte Singularitaten bei holomorphen
Funktionen nicht auftreten konnen, fragen wir uns, woran das liegt. Etwas salopp
konnte man sagen, dass es daher kommt, dass keine holomorphe Funktion f eine

isolierte Nullstelle haben kann, denn dann ware diese Nullstelle eine isolierte

Singularitat der Funktion % . Wir verfolgen diese Idee im diesem Unterabschnitt

weiter.

Definition I1.2.14. Sei @ C C" offen. Eine Teilmenge A C € heifit
analytisch, wenn es zu jedem Punkt a € () eine Umgebung U C Q, k£ € N
und fi,..., fxr € O(U) derart gibt, dass

ANU ={z€U: fi(z) = ... = fr(z) = 0}.

Analytische Mengen sehen also lokal in € so aus wie Nullstellenmengen von
Funktionen F = (f1,..., fr):U — CF. u

Satz I1.2.15. Sei Q C C" ein Gebiet und A C Q eine analytische Menge.
Dann gilt:

(i) A ist abgeschlossen in ).
(ii) Ist A#Q, soist Q\ A dicht in Q.
(iii) Q\ A ist zusammenhdngend.

Beweis. (i) Sei a ¢ A. Es existiert eine Umgebung U von a in C", k € N
und f1,..., fr € O(U) mit

ANU ={z€U: fi(z) =... = fr(z) = 0}.
Da a ¢ ANU ist, verschwindet eine der Funktionen f; nicht in a. Also ist

{z € U: f;j(z) # 0}

eine offene Umgebung von a in Q\ A. Folglich ist @ ¢ A und somit A
abgeschlossen in 2.

(ii) Wir nehmen an, dass ©Q \ A nicht dicht in Q ist, d.h., A hat nichtleeres
Inneres B := A°. Wir zeigen, dass B in ) auch abgeschlossen ist. Sei dazu
b € B. Wir finden nun eine zusammenhingende Umgebung U von b in Q und

fiyooo fx € O(U) mit
ANU ={z€U: fi(z) =... = fr(z) = 0}.
Wegen b € B schneidet B die Menge U, sodass die Funktionen f; € O(U) auf

der offenen Menge U N B verschwinden. Da U zusammenhangend ist, folgt
hieraus f; = ... = fr = 0 und somit U C A, d.h. b € B. Folglich ist
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B eine offene abgeschlossene Teilmenge von €2, die nicht leer ist. Aus dem
Zusammenhang von (2 folgt daher 2 = B C A. Damit ist (ii) bewiesen.
(iii) Wir zeigen zuerst, dass fiir jedes a € Q eine Umgebung U existiert, sodass
fir A¢:=Q\ A die Menge A°NU zusammenhéngend ist.

Sei also a € 2 und U eine konvexe offene Umgebung von a mit

ANU ={z€U: fi(z) =...= fi(z) = 0}.
Sind b,c € A°N U, so betrachten wir die konvexe Menge
D:={2e€C:b+2(c—-b) €U}
und die Abbildung ¢: D — U,z + b+ z(c — b). Dann sind 0,1 € D und es gilt
e AND) = {z € D: (%)) f; 0 o(2) = 0}.

Wegen b ¢ A existiert ein j mit f;(b) # 0. Daher verschwindet die holomorphe
Funktion f;o nicht auf D, hat also eine diskrete Nullstellenmenge, die ¢~ (A)
enthilt. Also ist ¢~ !(A) diskret ohne Hiufungspunkte (d.h. abgeschlossen) und
das Komplement dieser Menge daher zusammenhingend (Nachweis als Ubung]).
Damit ist ¢~ 1(A°) = ¢71(A)¢ auch wegzusammenhingend, und wir finden einen
Weg v in ¢ 1(A¢) von 0 nach 1. Der Weg ¢ o+ verbindet dann b = ¢(0) und
c=¢(l) in A°NU. Also ist A°NU wegzusammenhéngend.

Ist A€ nicht zusammenhéngend, so existieren zwei nichtleere disjunkte
offene Teilmengen U;,Us C A° mit A = U, U U,. Wir behaupten, dass U
auch in Q offen ist. Sei dazu a € U; N A. Dann existiert eine Umgebung U von
a, sodass A° N U zusammenhingend ist. Da U; die Menge A° N U schneidet
und A°NU = (U NU)U (U2NU) gilt, folgt hieraus A°NU C U;. Da A° in
Q) wegen (ii) dicht ist, ist U C U; eine Umgebung von a in U;, d.h. die Menge
U, ist offen in Q. Ebenso ist U offen und wegen (ii) ist Q = U; UUy. Da U,
in A° relativ abgeschlossen ist, gilt Ui NUy, =@, somit auch U; NU; = @, da
U, offen ist. Dies steht im Widerspruch zum Zusammenhang von 2. |

Bemerkung I1.2.16. Man kann natiirlich auch im Reellen analytische Men-
gen definieren, wobei man sich auf reell analytische Funktionen stiitzt. Hier darf
man allerdings nicht erwarten, dass das Komplement einer analytischen Menge
zusammenhangend ist. Natiirlich ist das fiir n = 1 eklatant falsch, aber auch im
R? ist das Komplement von

A= {(z,y) eR%:2> +¢y* - 1=0}
nicht zusammenhangend. ]

Satz I1.2.17. (Riemannscher Hebbarkeitssatz*) Sei @ C C" ein Gebiet,
A C Q eine analytische Menge mit A # Q und f € O(Q\ A). Euxistiert fir

* Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866), Mathematiker in Gottingen. In seiner
Habilitationsschrift {iber Fourierreihen entwickelte er das Riemann-Integral und mit seinem
Habilitationsvortrag, in dem er das Konzept einer Riemannschen Mannigfaltigkeit entwickelte,

begriindete er die moderne Differentialgeometrie.
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jedes a € A eine Umgebung U, sodass f|y\a beschrinkt ist, so besitzt f eine
holomorphe Fortsetzung auf §2.

Beweis. Ist n =1, so ist jede analytische Menge diskret, und der Satz besagt,
dass sich isolierte Singularitaten, in denen die Funktion beschrankt bleibt, heben
lassen ([Re95, I, S. 240]).

Der Satz macht eine lokale Aussage, denn da Q\ A in Q dicht ist (Satz
I1.2.15), haben wir zu zeigen, dass sich die Funktion f stetig auf Q fortsetzen
lasst und dass diese Fortsetzung holomorph wird. Hierzu reicht es natiirlich,
beliebig kleine Umgebungen eines Punktes a € A zu betrachten.

Zuerst reduzieren wir die Situation auf eine einfachere. Durch Verklein-
ern von §) diirfen wir annehmen, dass ) konvex ist, f beschrinkt, und dass
holomorphe Funktionen f1,..., fx € O(Q) existieren, sodass

A= {z € Q: (%) (=) = 0)

gilt. Nun existiert ein j mit f; # 0, und wir diirfen nach einer geeigneten
VergroBerung von A annehmen, dass eine nicht-konstante Funktion f; € O()
existiert mit

A={z€Q: fi(z) =0}.

Weiter diirfen wir annehmen, dass a = 0 ist und nach Anwenden einer
komplex linearen Abbildung sogar, dass e; € Q gilt mit fi(e;) # 0. Wir
betrachten die konvexe Menge D := {z € C:ze; € Q} und die holomorphe
Funktion

hiD—>C, 21|—>f1(21,0,...,0).

Da h wegen 0 = f1(0) = h(0) # h(1) = fi(e1) nicht konstant ist, ist die
Nullstellenmenge dieser Funktion diskret und es existiert eine Nullumgebung,
die nur endlich viele Nullstellen enthélt. Daher existiert ein § > 0, sodass h auf
der Menge

S :={z € C:|z]| =6}

keine Nullstellen hat. Da S kompakt und f; stetig ist, existiert ein € > 0, sodass
f1 auf der Menge

5. := {(z1,0) € €™ |2a| = 6, ]l < &}

keine Nullstellen hat (vgl. Aufgabe I1.1.1). Sei r = (6,¢,...,e). Wir betrachten
nun die Funktion

: _ 1 f(G,w)
g:P(0) = C, z=(z1,w)+— 5 }{Cﬂ—é o d¢y.

Beachte, dass der Integrand definiert ist, da seine Argumente in Q \ A liegen.
Durch Anwenden der Cauchyschen Integralformel auf das w-Argument sieht man
(wie schon so oft), dass g holomorph ist.
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Wir zeigen, dass g eine holomorphe Fortsetzung der Funktion f |p, (o) a
auf P,(0) ist. Sei dazu w € C"! mit ||w||ee < &. Fiir |21| < § mit (z1,w) € A
haben wir f(z1,w) = g(z1,w) zu zeigen. Wir betrachten hierzu die Menge

D, = {21 < K(;(O) (zl,w) € A} = {21 € K(;(O):fl(zl,w) 7& 0}

Da fi(z1,w) fir |z1| = & von Null verschieden ist, ist D,, Komplement einer
abgeschlossenen diskreten Teilmenge einer abgeschlossenen Kreisscheibe, also
einer endlichen Menge. Die Funktion z; — f(z1,w) ist holomorph und be-
schrankt auf D,,. Daher lasst sich diese Funktion zu einer holomorphen Funk-
tion auf der Kreisscheibe K5(0) fortsetzen (das ist der eindimensionale Fall des
Satzes). Wenden wir die Cauchysche Integralformel auf diese Funktion an, so
sehen wir, dass sie mit z; — ¢(z1,w) lbereinstimmt.

Wir haben gesehen, dass sich f auf den Polyzylinder P,(0) fortsetzen lasst.
Hieraus folgt, dass sich f in jeden Punkt von A stetig fortsetzen lasst, und dass
die Fortsetzung holomorph wird. [ ]

Im Riemannschen Hebbarkeitssatz ist die Voraussetzung der lokalen Be-
schranktheit etwas unbequem. Der folgende Satz kommt ohne diese Vorausset-
zung aus, bezieht sich aber auch auf etwas speziellere analytische Mengen.

Satz I1.2.18. Sei Q C C" offen und A C C"™ ein affiner Unterraum der
Kodimension mindestens 2. Dann ldsst sich jede holomorphe Funktion f:Q\A —
C holomorph auf Q fortsetzen.

Beweis. Unsere Voraussetzung besagt, dass es zwei linear unabhangige Funk-
tionale f1, fo: C"™ — C gibt, die auf A konstant sind. Nach einer affinen Koor-
dinatentransformation diirfen wir also

AC{ze€eC"zy =20 =0}
annehmen, und es reicht natiirlich den Fall
A={2€C" 2z =20 =0}

zu betrachten.

Sei a € ANQ. Dann ist a = (0,0,a') mit ¢/ € C"2. Wir betrachten
die offene Teilmenge €, := {w € C*: (w,a’) € Q} von C?, die den Punkt (0,0)
enthalt. Wir erhalten nun eine holomorphe Funktion

fa: Q2 \{(0,0)} = C, (wy,ws2) — f(wy,ws,a’),

die sich nach Satz I1.2.11 zu einer holomorphen Funktion f,: 2, — C fortsetzen
lasst.

Sei r > 0 ein positiver Polyradius mit P.(a) C Q. Dann erhalten wir aus
der zweidimensionalen Cauchy’schen Integralformel fiir |z1| < r1 und |z2| < ra:

N 1 f(C1,Ga,a")
Jlen @) = Jalen ) = Gy 7{@ Y{ﬂzm G = 21)(Go — 7)1 %
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Insbesondere folgt aus den Cauchy’schen Ungleichungen (Satz 1.3.4)
|f (21, 22,a")| < sup{|f(C1, G, @)|: |G| = 71, [ Gl = 72}

Fir ' := (r3,...,7,) und feste (1, (> folgt aus der Holomorphie der Funktion
Pu(d') — C,ww— f((1, G, w)

weiterhin

’f(Cl»C%al)’ < SUP¢reT, (a) | f(C1, G, C/)| < SUP¢eT.(a) | £(Q)]
und damit

|f(2)| < supcer,(a) [F(C)]

fir z € Pp(a) \ {a}. Also ist f lokal beschriankt, sodass sich der Riemannsche
Hebbarkeitssatz anwenden lasst. |

I1.3. Riemannsche Gebiete und Garben

In diesem Abschnitt fragen wir uns, wie wir zu einer vorgegebenen holo-
morphen Funktion ein maximales Gebiet finden, auf das sich diese Funktion
analytisch fortsetzen ldsst. Natiirlich ist jedes Gebiet 2 C C", fiir das sich alle
holomorphen Funktionen auf ein grofleres Gebiet (2 fortsetzen lassen, nie ein
solches Gebiet. Das geeignete Hilfsmittel zur Behandlung von Fragen dieser Art
ist die Garbentheorie. Wir werden zuerst die Garbe O der Keime holomorpher
Funktionen auf C" konstruieren und dann sehen, wie man diesen topologischen
Raum benutzen kann, um zu gegebenen Funktionen maximale Definitionsberei-
che zu finden.

Garben

Definition I1.3.1.  Sei a € C". Wir betrachten Paare (U, f), wobei U C C"
eine offene Umgebung von a und f € O(U) ist. Auf der Menge dieser Paare
definieren wir eine Aquivalenzrelation durch (U, f) ~ (V, h), falls eine Umgebung
W von a mit W CUNV und f|w = h|w existiert. Die Aquivalenzklassen
heilen Keime holomorpher Funktionen in a.

Wir schreiben f, fiir die Aquivalenzklasse des Paares (U, f) und beachten,
dass sie nicht von U abhangt. Sie heifit Keim der holomorphen Funktion f in a.
Die Menge aller Keime holomorpher Funktionen in a bezeichnen wir mit O, .
Man verifiziert leicht, dass auf O, durch

Ja+ ga = (f"’g)aa Ja 9o = (f'g)a

die Struktur einer komplexen Algebra definiert wird (Aufgabe I1.3.2). Die
Auswertung in dem Punkt a

evg : O, — C, fa'_>fa(a) = f(a)

ist wohldefiniert und ein Homomorphismus von Algebren. |
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Wir betrachten nun die disjunkte Vereinigung O := (J,ccn Oa. Diese
Menge heifit Garbe der Keime holomorpher Funktionen auf C™. Wir haben eine
Projektionsabbildung

p=po:0—=C", f,—a.

Lemma I1.3.2. Fir fe O(U), U CC" offen, sei
NU, f) ={faracU} CO.

Die Mengen N (U, f) bilden die Basis einer Topologie auf O, d.h. das System
aller Vereinigungen solcher Mengen ist eine Topologie auf O.

Beweis. Sei 7 C B(O) das System der Vereinigungen von Mengen der Gestalt
N(U, f). Dann ist klar, dass 0,0 € 7 gilt, da f, € N(U, f) ist. Weiter
sehen wir, dass dieses Mengensystem stabil unter beliebigen Vereinigungen ist.
Es bleibt zu zeigen, dass der Durchschnitt zweier Mengen in 7 wieder in 7 ist.
Da solch ein Durchschnitt eine Vereinigung von Durchschnitten von Mengen der
Gestalt N (U, f) ist, miissen wir sehen, dass N(U, f)NN(V,h) eine Vereinigung
von Mengen der Gestalt N(U’, f') ist.

Sei dazu f, € N(U,f)N N(V,h). Dannist a € UNV und f, = h,. Es
existiert also eine offene Umgebung W von a in UNV, fiir die f|w = hlw gilt.
Damit ist

Ja e NW, flw) =NW,hlw) S N(U, f) N N(V, h),

und hieraus folgt die Behauptung. [

Im Folgenden betrachten wir auf O immer die Topologie 7 aus Lemma
I1.3.2. Wir studieren jetzt die topologischen Eigenschaften des Raumes (O, 7).

Lemma I1.3.3. Der topologische Raum (O, T) hat folgende Figenschaften:

(1) Die Abbildung p: O — C" ist stetig und offen.

(2) Fir jedes f € O(U) ist die Abbildung o;:U — O,a — f, stetig mit
pooy = idy. Insbesondere ist oy ein Homoomorphismus auf die offene
Teilmenge N (U, f) von O.

(3) p st ein lokaler Homoomorphismus, d.h. jeder Punkt f, € O besitzt eine
offene Umgebung U, die durch p homoomorph auf eine offene Teilmenge
p(U) von C™ abgebildet wird.

(4) (O, 1) ist ein Hausdorffraum.

Beweis. (1) Wir zeigen zuerst die Stetigkeit von p. Sei U C C" offen und f, €
p~1(U). Wir miissen zeigen, dass p~*(U) eine Umgebung von f, ist. Wegen
a = p(fs) € U existiert eine offene Umgebung V' C U und eine holomorphe
Funktion f € O(V), sodass f, der Keim von f in a ist. Dann ist N(V, f) eine
Umgebung von f, in O, die ganz in p~!(U) enthalten ist. Wir haben gezeigt,
dass Urbilder offener Mengen unter p offen sind, also ist p stetig.

Die Offenheit von p folgt sofort aus der Offenheit der Bilder U = p(N (U, f))
der Basismengen der Topologie und p(U,c; Vi) = U;c;p(V5).
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(2) Ist V C C" offen und g € O(V), so ist
U;I(N(V, 9)={velUNnV:f,=gu.}

Ist u ein Element dieser Menge, so folgt aus f, = g., dass die beiden Funktionen
fyg € O(UNYV) den gleichen Keim in u besitzen, also auf einer Umgebung von
u lbereinstimmen. Folglich ist 0;1(N (V,g)) eine Umgebung von u, also eine
offene Teilmenge von U . Da die Urbilder der Basismengen N (V, g) der Topologie
auf O offen sind, ist o stetig.

(3) Fiir jede offene Menge der Form N (U, f) ist pooy =idy und ofop|yw,f) =
idy @, f). Also ist p|n(,s) ein Hombomorphismus, dessen Inverse o ist.

(4) Seien f, # hy zwei Punkte in O. Ist a # b, so existieren disjunkte offene
Mengen U,,U, C C", die a bzw. b enthalten. Wegen der Stetigkeit von p sind
p 1 (U,) und p~1(Up) disjunkte offene Umgebungen von f, und hy,.

Sei nun a = b und seien (Uy, f) bzw. (Usz,h) Reprisentanten von f,
bzw. hy,. Sei V. C U; N Uy eine zusammenhangende Umgebung von a, z.B.
eine Kugelumgebung. Wir behaupten, dass die Umgebungen N (V| f) bzw.
N(V,h) von f, bzw. h, disjunkt sind. Ist g. € N(V,f) N N(V,h), so ist
fe = go = h.. Also existiert eine offene Umgebung W von ¢ in V', auf der
f und h tubereinstimmen. Aus dem Prinzip der analytischen Fortsetzung und
dem Zusammenhang von V folgt daher f |y = hly, im Widerspruch zu f, # h, .
Damit ist gezeigt, dass f, und h; disjunkte Umgebungen besitzen, d.h. (O, 1)
ist hausdorffsch. ]

Riemannsche Gebiete iiber C"

Bevor wir mit dem Studium der Garbe O fortfahren, fixieren wir noch
einige Begriffe.

Definition II1.3.4. (a) Ein Hausdorffraum X heiit (topologische) Mannig-
faltigkeit der Dimension d, wenn jeder Punkt x € X eine offene Umgebung
besitzt, die zu einer offenen Teilmenge von R? homdéomorph ist. Im Folgen-
den sprechen wir einfach von Mannigfaltigkeiten, wenn wir topologische Mannig-
faltigkeiten meinen.

(b) Ist X eine Mannigfaltigkeit und X’ ein Hausdorffraum, so heif3t eine stetige
Abbildung p: X’ — X ein lokaler Homdomorphismus, wenn jeder Punkt x € X’
eine offene Umgebung U besitzt, fir die p(U) offen und p |y:U — p(U) ein
Homoomorphismus ist.

Es ist klar, dass die Existenz eines lokalen Homéomorphismus p: X’ — X
impliziert, dass X’ ebenfalls eine Mannigfaltigkeit ist. Man nennt (p, X’') dann
ein Gebiet iber X . Ist klar, auf welche Abbildung p man sich bezieht, so spricht
man auch von X’ als einem Gebiet tiber X. Fir X = C" spricht man auch
von Riemannschen Gebieten tiber C" und fiir n = 1 von Riemannschen Flachen
tber C. ]
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Beispiel I1.3.5. (a) Sei n € N. Dann ist die Abbildung
pn:C* = C*, 2z 2"

ein lokaler Hom6omorphismus (Satz tiber die Umkehrfunktion! vgl. Aufgabe I1.3.6).
(b) Die Abbildung
exp:C — C*, 2z ¢?
ist ebenfalls ein lokaler Homdomorphismus (Satz iiber die Umkehrfunktion!).
(c) Ist © C C" ein Gebiet und f € O(R), so ist der Graph

L(f) == {(z, f(2)): 2 € Q}
ein Riemannsches Gebiet iiber C" bzgl. der Abbildung
p:I(f) = C", (z,w)— z.

In diesem Fall ist p sogar ein (globaler) Homéomorphismus auf .
(d) Ist Q@ C C" ein Gebiet und f € O(f?) eine holomorphe Funktion mit f(z) # 0
fiir alle z € €2, so betrachten wir die Menge

M :={(z,w) € A x C:w™ = f(2)},

die man sich wie den Graphen der “mehrwertigen Funktion” %/ f(z) vorstellen
kann. Die Abbildung

pM—C",  (z,w) 2z
definiert dann ein Riemannsches Gebiet iiber C™: Sei a €  und V C C eine
offene zusammenhéngende Umgebung von f(a), auf der eine m-te Wurzelfunk-

tion W,,:V — C existiert. Auf der offenen Umgebung U := f~(V) erhalten
wir dann eine stetige Abbildung

o:U— M, zw— (z2,Wn,(f(2)))

mit poo = idy. Alsoist pl,y:0(U) — U ein Homéomorphismus. Andererseits
ist die Menge o(U) eine Umgebung jedes ihrer Punkte (b, W,,(f(b))), denn aus
(zk, wi) = (b, Wy, (f(D))) folgt zx — b und wi* = f(zx) — f(b). Aus

W (f(2x)) - w;,* € Cpy i={z € C:2™ = 1}

und der Konvergenz der Folgen (wy) und W,,(f(zx)) folgt nun, dass fiir ausrei-
chend grofe k die Beziehung wy, = W,,,(f(zx)) gilt, also (2, wy) € o(U). Daher
ist o(U) offen und p daher ein lokaler Homéomorphismus.

(e) Ist © C C" ein Gebiet und f € O(Q) eine holomorphe Funktion mit f(z) # 0
fiir alle z € 2, so betrachten wir die Menge

M = {(z,w) € 2 x C:e® = f(2)},

die man sich wie den Graphen der “mehrwertigen Funktion” log f(z) vorstellen
kann. Man zeigt nun vollkommen analog zu (d), dass p: M — C", (z,w) — z ein
Riemannsches Gebiet iiber C" definiert. ]
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Definition I1.3.6.  (a) Sei (p, X) ein Gebiet tiber C". Eine stetige Funktion

f: X — C™ heifit holomorph, wenn fir jedes a € X eine offene Umgebung U so

existiert, dass gilt:

(H)p |y:U — p(U) ist ein Hombomorphismus auf eine offene Teilmenge von
Cc™.

(H2) Die Funktion fo (p|y)~t:p(U) — C™ ist holomorph.

Die Holomorphie einer Funktion f: X — C™ ist also eine “lokale Eigenschaft”.

(b) Seien p: X — C" bzw. p': X’ — C™ Gebiete tiber C" bzw. C™. Eine stetige

Abbildung ¢: X — X’ heif3it holomorph, wenn die Komposition p’ o p: X — C™

holomorph ist. [ ]

Beispiel I1.3.7. Ist p: X — C" ein Gebiet iiber C", so ist die Funktion p: X —
C"™ holomorph, denn fiir jede offenen Teilmenge U C X, fiir die p|y: U — p(U)
ein Homoéomorphismus ist, ist po (p|y)~! = idy holomorph. [ ]

Lemma I1.3.8. Sei (p, X) ein Gebiet iber C", f:X — C holomorph und
V C X offen, sodass p |v:V — p(V) ein Homdéomorphismus ist. Dann ist
fo(ply)t:p(V) — C holomorph.

Beweis. Sei dazu v € V. Dann existiert eine offene Teilmenge U C X, die v
enthélt, und fiir die (H1) und (H2) in Definition I1.3.6 erfiillt sind. Die Funktion
fo(ply)™! stimmt nun in der Umgebung p(U N'V) von p(v) mit fo (p|y)~*
{iberein, ist also in p(v) holomorph, d.h. fo (p|y)~?! ist holomorph. [ |

Lemma I1.3.9. Sind (p;, X;) Gebiete dber C™ fir i = 1,2,3 und f: X7 —
Xo, g: Xo — X3 holomorph, so ist die Komposition go f: X1 — X3 holomorph.

Beweis. Sei a € X5 und U; C X5 eine offene Umgebung von a, auf der ps |y,
ein Homoomorphismus aufs Bild ist. Nach Lemma I1.3.8 ist dann die Funktion

pzogo (p2lv,) :p2(Uz) — C™
holomorph, da p3 o g: Xo — C™® holomorph ist.

Weiter sei U; C f~1(Us) € X eine Umgebung von a, sodass p; |y, ein
Homoomorphismus aufs Bild ist. Dann ist die Funktion

p2o fo(pil,) ip1(Ur) — C™
holomorph und daher die Komposition
(Pzogo (p2lw,) ™) o(p2ofoily,)™)=psogofolpily,) ip(Ur) — C™

holomorph. Also ist p3 o go f holomorph, und das heisst, dass g o f holomorph
ist. [
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Konstruktion Riemannscher Gebiete durch Garben

Wir kombinieren nun die Garbenkonstruktion mit dem Begriff des Rie-
mannschen Gebiets. Das folgende Lemma schafft eine Verbindung;:

Lemma I1.3.10. Die Garbe O aller holomorphen Funktionskeime auf C" hat

folgende Eigenschaften:

(1) Die Abbildung p:O — C",f, — a definiert ein Riemannsches Gebiet
tiber C™.

(2) Die kanonische Funktion x:O — C, f, — f(z) ist holomorph.

(3) Ist U CC"™ offen und f € OU), so ist

opU—=0, z—f,

eine offene holomorphe Einbettung mit x ooy = f.

Beweis. (1) folgt aus Lemma I1.3.3.
(2) Fiir jede offene Menge der Gestalt N (U, f) und z € U ist

xo (plvw.) " (2) = x(f2) = f(2),

dh. xo (plvw.y)) = f, und diese Funktion ist auf U holomorph,
(3) Aus Lemma I1.3.3(2) wissen wir schon, dass o ein Homéomorphismus U —
N(U, f) ist. Da po oy = idy holomorph ist, ist o¢ holomorph. [ |

Das folgende Lemma verallgemeinert (3) auf Gebiete iiber C".

Lemma I1.3.11. Sei p: X — C"™ ein Gebiet iber C" und f: X — C eine
holomorphe Funktion. Dann erhalten wir eine offene holomorphe Funktion

an — Oa Z = (f © (p|U)_1)p(z)’

wobei U eine offene Umgebung von z € X ist, fir die ply:U — p(U) CC" ein
Homoomorphismus ist. Es gilt

xony=f.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass ny wohldefiniert ist.

Sei dazu z € X und U,V offene Umgebungen von z € X, fir die p|y: U —
p(U) und p|y:V — p(V) C C" Homobomorphismen sind. Dann stimmen die
beiden holomorphen Funktionen f o (p|y)~! und fo (p|yv)~! auf der offenen
Menge p(U N'V) iiberein (Lemma I1.3.3(1)), haben also den gleichen Keim in
p(z), d.h.

(foplo) ™ pz) = (f o (0Iv) ™ p(a)-
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Also ist ¢ wohldefiniert.

Sei po: O — C", f, — a. Aus der Holomorphie von pp ony =p: X — C"
(Beispiel 11.3.7) folgt, dass n¢ holomorph ist. Aus Lemma II.3.10 folgt, dass 7y
eine offene Abbildung ist, da dies fiir alle Funktionen o ¢ (p0)-1:p(U) — O gilt.
Weiter ist x ony = f, da in der obigen Situation fir z € U die Beziehung

X(nr(2)) = (fo (plr)™") (p(2) = f(2)
gilt. Die Funktion f faktorisiert also iiber die Abbildung 7;. |

Bemerkung I1.3.12. Ist X = Q ein Gebiet in C", so kann man die Inklusion
2 — C™ auch als Gebiet iiber C" auffassen. Die Funktion 7y aus Lemma I1.3.10
entspricht dann der Einbettung o;: Q0 — O,z — f, aus Lemma II.3.10. [ ]

Das Ziel dieser Konstruktionen ist es, zu einer holomorphen Funktion
f:Q — C auf einem Gebiet in C"™ eine maximale Fortsetzung, d.h. ein Ge-
biet zu konstruieren, auf dem eine maximale Fortsetzung existiert. Wegen der
Mehrdeutigkeiten, die hierbei schon im Eindimensionalen auftreten, ist nicht
zu erwarten, dass ein solches Gebiet in C™ existiert. Daher suchen wir nach
Gebieten tiber C™ mit dieser Eigenschaft. Zuerst miissen wir den Begriff der
holomorphen Fortsetzung in diesem Rahmen prazisieren.

Definition I1.3.13.  Sei p: X — C" ein Gebiet iiber C" und f € O(X).
Ist p: X’ — C"™ ein zusammenhangendes Gebiet iiber C", so nennen wir ein
Paar (g,u) bestehend aus einer holomorphen Einbettung g € O(X’) und einer
injektiven holomorphen Abbildung u: X — X’ eine holomorphe Fortsetzung von
f, wenn
(1) p’ ou=p und
(2) gou=f.

Da p und p’ ein lokale Homoémorphismen sind, gilt dies daher auch fiir .
Daher ist u(X) C X’ offen, und wir kénnen X wegen p’ ou = p mit der offenen
Teilmenge u(X) C X' identifizieren. u

Bemerkung I1.3.14. (a) Es seien 2 C Q' Gebiete in C" sowie f € O(Q)
und g € O(QY) mit glg = f. Ist u: Q — Q' die kanonische Inklusion, so ist das
Paar (g,u) eine holomorphe Fortsetzung von f.

(b) Ist u gegeben, so folgt die Eindeutigkeit der Funktion g aus dem Prinzip der
analytischen Fortsetzung fiir Gebiete iiber C™ (Satz I1.3.16 unten). |

Bemerkung I1.3.15.  Sei 2 C C" ein Gebiet und f € O(12).
(a) Seien p: X — C" und p': X’ — C" zusammenhéngende Gebiete tiber
C", 2 C X offen und f € O(2). Wir nennen eine holomorphe Fortsetzung

(g,u) von f redundant, wenn eine holomorphe Funktion fe O(X) existiert mit
fla = f und eine holomorphe Abbildung ¢: X’ — X mit g ou = idg, so dass

g=1foq
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ist. Wegen (fo qg)ou = f|o und p’ou = plg sind alle Paare der Gestalt (fo q,u)
holomorphe Fortsetzungen von f.

Die Redundanz solcher Fortsetzungen beruht darauf, dass das Gebiet X’
keine neue Information iiber f liefert und wir es einfach durch das Gebiet
q(X'") C X ersetzen diirfen.

(b) Sind wy,u9: Q2 — X zwei verschiedene holomorphe Abbildungen mit
g ou; = idg, so erhalten wir mit der Methode aus (a) zwei verschiedene holo-
morphe Fortsetzungen (g1,u1) und (g, u2) von f.

Ein einfaches Beispiel erhilt man wie folgt. Sei Q = K;(1) C X := C die
offene Einheitskreisscheibe um 1, X’ = C und g := ¢ := exp: X' — X = C
(Beispiel 11.3.5(b)). Wir definieren

0= X — E —1 npr 2= 1"
U1 I n:1( ) n

und wus(2) := uy(2) +27i. Dann sind wuy, us: Q — X' zwei verschiedene holomor-
phe Abbildungen mit gowu; =idg, j = 1,2. Insbesondere sind (g,u;), j = 1,2,
verschiedene holomorphe Fortsetzungen der identischen Abbildung 2 — C.

(c) Wir wollen uns veranschaulichen, warum der obige Begriff der holomor-
phen Fortsetzung genau das Richtige modelliert. Wir haben in Lemma I11.3.10
gesehen, wie man 2 durch die Abbildung o;: Q2 — O in die Garbe O einbetten
kann. Ist Y C O eine offene zusammenhéngende Teilmenge, die o¢(2) enthalt,
so ist (x |v,of) wegen (po |y) ooy =idg und x ooy = f eine holomorphe
Fortsetzung von f.

Sei nun (g, u) eine holomorphe Fortsetzung von f € O(Q2) auf das Gebiet
X iber C", d.h. u € O(2,X) mit gou = f und pou = idg. Gemé Lemma
I1.3.11 haben wir eine offene holomorphe Abbildung 7,: X — O, sodass wir X
als ein Gebiet iiber dem Gebiet Y :=1,(X) C O auffassen kénnen. Fir z € Q
gilt nun 7y (u(z)) = (gou). = f. = 0y(2), d.h. nyou=oy. Daher ist

05(2) = 1, (u()) € 1,(X) € O.

Die holomorphe Fortsetzung (g,u) von f auf X entsteht also in zwei
Schritten. Zunéchst haben wir die holomorphe Fortsetzung (X "’79( X)s af) von
f auf das Gebiet 74(X) € O, und dann entsteht g durch eine redundante
holomorphe Fortsetzung (x |4, (x) © 7y, u © po) der Funktion x |, (x) auf das
Gebiet X {iiber 1,(X). Lassen wir redundante holomorphe Fortsetzungen aufer
acht, so diirfen wir uns daher auf Gebiete beschranken, die in O liegen. [ ]

Satz 11.3.16. (Prinzip der analytischen Fortsetzung) Seien p: X — C" bzw.
p: X" — C™ Gebiete iber C" bzw. C™ und X zusammenhdngend. Sind
f,9: X — X' holomorph und stimmen auf einer offenen Teilmenge von X
tberein, so ist f =g.

Beweis. Sei F C X die Menge der Punkte z € X, fiir die f und g auf einer
Umgebung von z iibereinstimmen. Dann ist E offen und nach Voraussetzung
nicht leer. Wir zeigen, dass E abgeschlossen ist.
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Sei dazu @ € E. Da f und g stetig sind und X’ hausdorffsch ist, gilt
flg=9lg (Ubung). Sei y := f(a) = g(a) und V eine Umgebung von y, fiir
die p'|yv:V — p/(V) ein Hombomorphismus auf eine offene Teilmenge von C™
ist. Weiter sei U C f~1(V)Ng~1(V) eine zusammenhingende offene Umgebung
von a, fur die p|y:U — p(U) ein Homéomorphismus auf eine Umgebung p(U)
von p(a) ist. Dann sind

pofolply) ipU)—=p' (V) und p'ogo(ply) :pU)—p'(V)

holomorphe Abbildungen, die auf der offenen Menge p(E NU) iibereinstimmen,
die wegen a € E nicht leer ist. Wir wenden nun das Prinzip der analytischen
Fortsetzung (Satz 1.3.1) auf die Komponenten dieser Funktionen an, und sehen,
dass beide Funktionen auf der zusammenhéngenden Menge p(U) iibereinstim-
men. Da p’|y injektiv ist, folgt hieraus f|y = g|u, also U C E, d.h. a € E und
damit ist E abgeschlossen. Also ist E nicht leer, offen und abgeschlossen und
stimmt daher mit X {iiberein, sodass f = g gilt. [ ]

Theorem I1.3.17. (Existenz universeller holomorpher Fortsetzungen) Fiir
jede holomorphe Funktion f:Q — C auf einem Gebiet Q@ C C™ ewistiert ein
zusammenhdngendes Gebiet py:Op — C™ dber C" und eine holomorphe Fort-
setzung (f, or) von f auf O mit der folgenden universellen Eigenschaft:

Fiir jedes zusammenhdngende Gebiet px: X — C" dber C" und jede
holomorphe Fortsetzung (g,u) von f auf X existiert genau eine holomorphe
Abbildung ¢: X — Oy, sodass pou = oy gilt. Dies hat prop = px und fogo =g
zur Folge. In diesem Sinn ist die Fortsetzung (f, of) mazimal/universell.

Beweis. Sei a € 2 und Oy die Zusammenhangskomponente von f, in der
Garbe O. Wir definieren ps := plo, und f := x|o,. Da x auf O holomorph

ist, ist f auf O; eine holomorphe Funktion.

Weiter ist 0¢(£2) C O zusammenhéngend, da o stetig ist (Lemma I1.3.10).
Da f, in 0¢(Q2) enthalten ist, folgt o¢(2) C O aus der Definition von Oy.
Damit ist die Abbildung o¢:Q — Oy, z — of(z) eine holomorphe Abbildung
mit fo of =xo0f = f und pyooy =idg, d.h. (f, o) ist eine holomorphe
Fortsetzung von f.

Sei nun (g,u) eine holomorphe Fortsetzung von f auf ein zusammen-
hangendes Gebiet X iiber C™. Dann existiert eine holomorphe Abbildung
ng: X — O mit ngou = of, da gou = f ist (siehe Lemma I1.3.11). Da X zusam-
menhéngend ist, ist auch 1,(X) zusammenhéngend, und da diese Teilmenge das
Bild von o enthalt, ist n,(X) C Of. Ist ¢: X — Oy die entsprechende Kore-
striktion, so ist dies eine holomorphe Abbildung mit ¢ ou = o¢. Da u(Q) C X
offen ist (Bem. I1.3.15(a)), ist ¢ durch diese Eigenschaft wegen des Prinzips der
analytischen Fortsetzung eindeutig bestimmt (Satz 11.3.16).

Weiter ist fogpou = fo of = f = gou, sodass fogp = g ebenfalls aus Satz
I1.3.16 folgt. Ebenso folgt py oy =px aus pfopou=prooy =idg =px ou.
Damit ist alles gezeigt. [ |
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Wir fassen zusammen, was wir in diesem Abschnitt gesehen haben. Zu-
nichst haben wir die Garbe O als die Menge aller Funktionskeime f,, a € C",
f in einer Umgebung von a holomorph, konstruiert. Diese Garbe haben wir
derart mit einer Topologie versehen, dass sie mit der kanonischen Projektion
p: O — C" zu einem Gebiet iiber C" wird. Natiirlich ist O ein riesiger Raum
und weit davon entfernt, zusammenhangend zu sein. Man kann sich O als ein
universelles Riemannsches Gebiet iiber C" vorstellen.

Ist nun Q@ C C" ein Gebiet und f € O(R), so haben wir eine zugehorige
Einbettung o;: Q — O,z — f,. Man stellt sich nun vor, dass wir die Funktion f
dadurch fortsetzen, dass man an das Bild o¢(12), das wir uns als eine Kopie von
Q vorstellen, in O kleine zusammenhéngende Umgebungen der Gestalt N (U, h)
anbaut, sofern sie o¢({2) schneiden. Man bekommt so immer grofiere Gebiete,
auf denen eine Fortsetzung von f durch die universelle Funktion x gegeben
ist. Dieser Prozel stofit an seine natiirliche Grenze, wenn wir die gesamte
Zusammenhangskomponente O von O, die 0¢(§2) enthilt, ausgeschopft haben.

Ist U C Oy eine offene zusammenhéngende Teilmenge, die o#(£2) enthélt
und auf der p injektiv ist, so ist Q= p(U) € C™ ein Gebiet, auf das sich
f durch f (p(z)) := x(z) holomorph fortsetzen ldsst. L&St man redundante
holomorphe Fortsetzungen aufler acht, so hat jedes Gebiet in C™, das eine
holomorphe Fortsetzung von f tragt, diese Gestalt.

Beispiel I1.3.18. Fiir Q = C \ —Rt und f(reit) := re? fiir |t| < 7 (ein
Zweig der Quadratwurzel) ist das Gebiet Q in C natiirlich maximal, da die
Werte auf beiden Seiten der Halbgerade —R™ nicht zusammenpassen. Man muss
sich nun vorstellen, dass man €2 durch o4 in O hinein liftet und dort an beiden
Réndern weiter anbauen kann. Fiir die maximale holomorphe Fortsetzung (f, o)
gilt nun f 200y =idg = py ooy und daher wegen des Prinzips der analytischen
Fortsetzung
pr=plo, =f>
Wir verschaffen uns nun eine konkrete Realisierung von Of. Ist

g:C* 5 C*, 2z 22

die Quadratabbildung, so definiert g ein Gebiet iiber C. Die Funktion g := id¢x
wollen wir als eine Fortsetzung der Wurzelfunktion f deuten (siehe Definition
I1.3.13). Dass g eine holomorphe Funktion auf C* im Sinne von Riemannschen
Flachen ist, folgt aus der Holomorphie von g o g = ¢q. Wir betrachten die
Abbildung u:= f:Q — C*. Dann gilt gou = f2 = ido und gou =u = f. Also
ist (g,u) eine holomorphe Fortsetzung von f. Aus der universellen Eigenschaft
von Oy folgt nun die Existenz einer holomorphen Abbildung ¢:C* — Oy mit
fo ¢ = g = idex und pyo ¢ = g. Auf der offenen Menge im(yp) ist daher
po f: idp, , nach dem Identitétssatz also

-~ ~

fop=idegx und po f=ide, .
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Alsoist f: Oy — C* biholomorph py = f2: O — C* entspricht der Quadratab-
bildung ¢:C* — C*.
Insbesondere sehen wir also, dass die Abbildung

f20;—C*

eine zweibléttrige Uberlagerung ist. Das Urbild eines jeden Punktes sind die
beiden Keime der Wurzelfunktion in diesem Punkt. [ ]

Im allgemeinen ist die Faser von ps in einem Punkt z € C" immer
die Menge der Funktionskeime in diesem Punkt, die man durch analytische
Fortsetzung von f entlang irgendeines Weges erhalten kann.

Aufgabe I1.3.1. Wir betrachten die Algebra A := C[[Z1,...,Z,]] der Po-
tenzreihen in n Unbestimmten Zi,..., 7, . Fir jede offene Teilmenge U C C"
sei

AU :Z{PGAZUQDP}

die Menge derjenigen Potenzreihen, die auf U absolut summierbar sind. Fiir
jede Teilmenge S C C" definieren wir

As = () Av,
UDS

wobei wir liber alle offenen Umgebungen von S schneiden. Zeige:

(1) Fiir jede offene Teilmenge U ist Ay eine komplexe Unteralgebra von A.

(2) Fiir jede Teilmenge S ist Ag eine komplexe Unteralgebra von A.

(3) Ap = Ay = {0 caZ (3r > 0)(IM > 0)(Va)|co| < Mr~<}. Hinweis:
Cauchy’sche Ungleichungen. [ |

Aufgabe I1.3.2. Sei a € Q und 2 ein Gebiet in C". Zeige:
(1) Durch
fa+9a:=(f+9as fa9a:=(f" 9)a
etc. wird auf der Menge O, der Keime holomorpher Funktionen in a die
Struktur einer komplexen Algebra definiert.

(2) Die Keime f, und g, stimmen genau dann iiberein, wenn fiir jeden Multi-
index o € Nij die Gleichheit

(D*f)(a) = (D%g)(a)
gilt.
(3) Sei Ag wie in Aufgabe I1.3.1. Die Abbildung
1
Oa — Ao, fars Y a(Daf)(a)Za

ist wohldefiniert und ein Isomorphismus komplexer Algebren. Wir kénnen
uns die Elemente von O, also durch in einer Umgebung von a konvergente
Potenzreihen beschrieben denken. ]
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Aufgabe I1.3.3. Fiir n = 1 betrachten wir die Potenzreihe

L(Z) = i #Z@

und den zugehorigen Funktionskeim L, € Oy fiir 2 =C.

(1) Bestimme den absoluten Konvergenzbereich D, der Potenzreihe L.

(2) Finde Reprasentanten f:U — C des Keims L; mit moglichst groflen offenen
Teilmengen U C C, die 1 enthalten. n

Aufgabe I1.3.4. Diskutiere die Riemannsche Flache O, — C* der Loga-
rithmusfunktion analog zur Wurzelfunktion in Beispiel 11.3.5. |

Aufgabe 11.3.5. Seien X und Y topologische Rdume und p: X — Y eine

stetige Abbildung.

(1) Sei p ein lokaler Homoomorphismus, d.h., jeder Punkt z € X besitzt
eine Umgebung U,, sodass p(U,) eine Umgebung von p(z) ist und die
Einschrankung p|y,: U, — p(U,) ein Homdomorphismus. Dann ist p stetig
und offen.

(2) Ist p stetig und offen, so ist p genau dann ein lokaler Homéomorphismus,
wenn p lokal injektiv ist, wenn also jeder Punkt x € X eine Umgebung U
besitzt, sodass p|y injektiv ist. [

Aufgabe 11.3.6. Fiihre den komplexen Satz iiber die Umkehrfunktion auf den
reellen Satz zurtick: Ist  C C" offen, a € Q und f:Q — C" holomorph, sodass
df (a) invertierbar ist, so existieren offene Umgebungen U von a und V von
f(a), sodass

f ’U: U—-V

biholomorph ist, d.h. bijektiv mit holomorpher Umkehrabbildung. Hinweis:
Kettenregel. [ ]

Aufgabe I1.3.7. Sei p: X’ — X eine stetige Abbildung. Zeige: p ist genau
dann ein lokaler Homéomorphismus, wenn zu jedem a € X’ eine offene Umge-
bung V von p(a) und eine stetige Abbildung o:V — X’ mit offenem Bild und
poo =idy existiert. ]

Um mit den universellen Riemannschen Gebieten O; umgehen zu konnen,
ist es wichtig zu wissen, dass ihre Topologie eine abzahlbare Basis besitzt.

Satz II.3.19. (Poincaré* —Volterra**) Sei X ein Hausdorffraum mit einer

* Henri Poincaré (1854 — 1912), frz. Math. und Physiker in Paris; lieferte fundamentale
Beitrage zur Algebra, Analysis, Geometrie und Zahlentheorie. Sein math. Werk steht in
enger Verbindung zur Physik. Poincaré-Gruppe (spezielle Relativitatstheorie), Poincaré-Reihen
(Theorie der automorphen Funktionen, Zahlentheorie), Erfinder der Fundamentalgruppe (die
Bez. 7 steht fiir Poincaré), Riickkehrtheorem fiir dynamische Systeme; er benutzte zuerst die
einhiillende assoziative Algebra einer Lie-Algebra (PBW-Theorem).

** Vito Volterra (1860 — 1940), ital. Math. in Pisa; Schiiler von Betti; Begriinder der

Operatortheorie (Volterrasche Integralgleichungen).
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abzahlbaren Basis der Topologie und Y eine zusammenhdngende topologische
Mannigfaltigkeit, fir die eine stetige Abbildung f:Y — X existiert, sodass alle
Fasern f~Y(z) diskret sind, d.h. fiir jedes a € f=1(x) existiert eine Umgebung U
mit UN f~1(z) = {a}. Dann hat die Topologie auf Y ebenfalls eine abzihlbare
Basis.

Beweis. Sei (X,,)nen eine abzéhlbare Basis der Topologie auf X . Wir betrach-
ten die Menge U aller nichtleeren offenen Teilmengen U von Y, die relativ kom-
pakt und eine Zusammenhangskomponente einer Menge der Gestalt f~1(X,)
sind. Wir zeigen, dass U eine abzahlbare Basis der Topologie auf Y ist.

U ist eine Basis der Topologie: Sei dazu a € Y und V C Y eine of-
fene Umgebung von a. Da die Faser f~! ( f (a)) diskret ist und Y eine Mannig-
faltigkeit, existiert eine kompakte Umgebung W von a mit f~!(f(a))NW = {a}
und W C V. Dann ist f(OW) eine kompakte Menge, die f(a) nicht enthélt,
da OW kompakt und f stetig ist. Nun existiert ein n € N mit f(a) € X,, C
X\ f(OW). Wir schreiben U fiir die Zusammenhangskomponente von f~1(X,,),
die a enthalt. Wegen U N IOW = O gilt jetzt U C W, denn sonst wire
U=({UnNW)U(UnNW¢) eine disjunkte Zerlegung in offene Teilmengen. Wegen
U CW ist U relativ kompakt und daher eine Menge in &4 mit a € U C V.

U ist abzahlbar: Sei U € U. Da U relativ kompakt ist und Y eine Man-
nigfaltigkeit, existieren endlich viele offene Mengen V7, ...,V , die U iiberdecken
und homoéomorph zu einer offenen Teilmenge des R™ sind. Wir schlieflen wie
folgt, dass jede Familie (W;),c; von nichtleeren paarweise disjunkten offenen
Teilmengen von U abzahlbar sein muss: Ist dies nicht der Fall, so existiert ein
m, fiir das die Familie (W;NV,,) e eine iiberabzéhlbare Familie paarweise dis-
junkter nichtleerer offener Teilmengen von V,, enthalt, im Widerspruch dazu,
dass die Topologie von R™ und damit die von V,,, eine abzahlbare Basis besitzt.

Mit dem gleichen Argument sehen wir, dass fiir jede abzéhlbare Familie
(Um)men von Mengen in U gilt, dass jede Familie (W;);c; von nichtleeren
paarweise disjunkten offenen Teilmengen von |J,, Uy, abzdhlbar sein muss.

Sei Uy € U. Wir definieren nun induktiv folgende Mengenfamilien.

Uy = {Uo}, U, == {UGUZ (EIVGL{k_l)UﬂV#@},kEN
Wir behaupten, dass alle U}, abzéhlbar sind, und dass U = |J, U}, gilt.

Sei dazu
Q:zU(LkJL{k> und € ::U<U\ij“k>'

Dann sind ©Q und € offene Teilmengen von Y mit QN Q' = @ (wegen der
Definition der Uy ) und Y = QUQ'. Aus dem Zusammenhang von Y folgt daher
V' =0. Also ist J, U =U, da U keine leeren Mengen enthélt.

Die Abzahlbarkeit der Uy, zeigen wir durch Induktion. Es ist klar, dass Uy
abzahlbar ist. Sei U;_1 abzahlbar. Wir betrachten die Menge
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Wir haben oben schon gesehen, dass jede Familie paarweiser disjunkter nichtleerer
offener Teilmengen von 2 hochstens abzahlbar sein kann. Daher ist fiir jedes n €
N die Familie F,, der Zusammenhangskomponenten von f~1(X,), die  schnei-
den, abzahlbar. Da jedes Element V € Uy eine dieser Zusammenhangskompo-
nenten ist, ist Uy abzahlbar. Damit ist gezeigt, dass U eine abzahlbare Basis
der Topologie auf Y ist. [ ]

Folgerung 11.3.20.  Die Topologie der Riemannschen Gebiete Oy besitzt eine
abzahlbare Basis.

Beweis. Da p;:Of — C" eine Abbildung mit diskreten Fasern ist (Ubung)
und die Topologie auf C" eine abzdhlbare Basis hat, folgt die Behauptung aus
Satz I1.3.19. |

I1.4. Der Satz von Bochner iiber Rohrengebiete

Besonders schone und wichtige Gebiete in C" sind Rohrengebiete, also
Gebiete der Form €2 := w + iR", wobei w C R" ein Gebiet ist. Man nennt
dann 2 ein Roéhrengebiet mit der Basis w. Ziel dieses Abschnitts ist der
Bochner’sche Fortsetzungssatz* fiir Rohrengebiete: Jede holomorphe Funktion
auf einem Rohrengebiet lasst sich auf dessen konvexe Hiille holomorph fortset-
zen.

Holomorphiehiillen

Definition I1.4.1. Sei Q C C" offen und K C Q kompakt. Wir definieren
die Holomorphiehille von K bzgl. 2 durch

Kq :={z € Q: (Vf € O(Q))|f(2)| < supeex IF(O]}- =

Die Holomorphiehiille ist der maximale Bereich in €2, fiir den ein Maxi-
mumprinzip fiir holomorphe Funktionen auf Q bzgl. K gilt.

Wir erinnern uns daran, dass die konveze Hille conv(C) einer Teilmenge
C eines reellen Vektorraums die kleinste konvexe Menge ist, die C' enthélt, also
der Durchschnitt aller konvexen Obermengen.

Lemma I1.4.2. (Lemma von Carathéodory™*) Ist C' C R"™, so ist die konveze

* Salomon Bochner (1899 — 1982), poln. Mathematiker; lehrte von 1924 bis 1933 in
Miinchen und trat nach der Vertreibung eine Stelle in Princeton an. Er leistete wichtige Beitrage
zur harmonischen Analysis und zur Theorie der Distributionen.

** Constantin Carathéodory (1873 — 1950), Schiiler von Frobenius und Schwarz in Berlin;
Promotion 1904 bei Minkowski in Gottingen; ab 1924 Prof. in Miinchen. Er leistete zentrale

Beitrage zur Variationsrechnung und der Theorie der reellen Funktionen.
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Hzuille von C' gegeben durch

COHV(C) = {zn:)\jCjZO < )\j,Z)\j = 1,0]‘ € C},
J=0 J

d.h. die konvere Hiille entsteht durch Vereinigung aller Simplizes, die von mazi-
mal n+ 1 Elementen von C aufgespannt werden.

Beweis. “2”: Seien cg,...,¢, € C und Aj > 0 mit 377" ) A; = 1. Wir zeigen
durch Induktion nach m € N, dass }_; Ajc; € conv(C) ist. Fiir m =1 folgt dies
unmittelbar aus der Konvexitét von conv(C'). Wir nehmen an, die Behauptung
gelte flir m — 1. Wir diirfen \,,, < 1 annehmen, denn sonst verschwinden alle
anderen A;, j < m. Dann ist

H

m—

;)\jcj = )\mcm 1

J=0

)\
€ AnC+ (1 —Ap,) conv(C) C conv(C),

da
_ -1
—~ 1 — A\, 1- X, )
7=0
“C7”: Das ist der interessante Teil. Mit dem ersten Teil sieht man leicht,
dass
conv( {ZAc]mENO<)\],Z)\—chEC’}
7=0

gilt. Wir haben noch zu zeigen, dass man jeweils mit n + 1 Summanden
auskommt. Wir miissen also einsehen, dass wir fiir m > n eine Konvexkombi-
nation » 7, Ajcj, ¢j € C, auch als Konvexkombination Z;.n:_ol pjcj schreiben
konnen.

Hierzu diirfen wir annehmen, dass A; > 0 fiir alle j gilt, denn sonst lassen
wir den entsprechenden Summanden einfach weg und sind fertig. Wegen m > n

sind die Vektoren c¢; — cg, j = 1,...,m, linear abhangig. Also existiert ein
a € R™\ {0} mit

(4.1) Z —¢o) = 0.

Setzen wir ag := —>_7" | a;, so konnen wir (4.1) schreiben als

m m
Zajcj =0 mit Zaj = 0.
=0 =0
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Nach Umsortieren diirfen wir weiter annehmen, dass |fl\—3| <
J

0l fir alle j > 0

0

>

gilt. Insbesondere folgt hieraus ag # 0. Nun setzen wir

Dann gilt o =0, p; > 0 fiir alle 7 > 0 und
D= =) A=) a=1-0=1
j=1 j=0 J 0 =0

—0

Schliefllich ist
Z:U’jcj :Z)\jCj — a—Zajcj :Z)\jCj. [ |
j=1 =0 L j=0

Lemma I1.4.3. Sei K C C" kompakt. Dann ist die konvexe Hiille conv(K)
kompakt und gegeben durch

conv(K) = {z € C": (Vf € Hom(C",C)) Re f(z) < sup.cx Re f({)},

wobei Hom(C™,C) fiir den Vektorraum der komplex-linearen Abbildungen C" —
C steht.

Beweis. Sei S :={\ € R )\; > 0,3, )\; = 1} das 2n-dimensionale Ein-
heitssimplex. Nach Lemma I1.4.2 ist conv(K) das Bild der stetigen Abbildung

2n
K2 xS = €™, (koy. oy kan, Aoy Aan) = Y Ak
j=0

Da S und K?"*! kompakt sind, folgt hieraus die Kompaktheit von conv(K).
Da fiir jede lineare Abbildung f: C™ — C die Funktion Re f: C" — C reell
linear ist, ist die Menge

K = {zeC™ (‘v’f € Hom(Cn,C)) Re f(z) < SUD¢e g Re f(¢)}

konvex und enthélt K, also auch conv(K). Ist p & conv(K), so finden wir mit
dem Trennungssatz von Hahn-Banach ein reell lineares Funktional ~v:C" — R
mit y(p) > y(w) fiir alle w € conv(K). Wir setzen v durch

f(2) = 7(2) —iy(iz)

zu einer komplex linearen Abbildung f:C"™ — C fort (nachrechnen!). Damit ist
Re f(p) = 7(p) > supy(K) = sup.c x Re f(¢). Hieraus folgt die Behauptung. =



72 II. Holomorphe Fortsetzung 23. Februar 2004

Lemma 11.4.4. (a) Die Holomorphiehiille Kq st in der konvezen Hiille
conv(K) enthalten. Insbesondere ist sie eine beschrinkte Teilmenge von €.

(b) Ist M C Q\ K eine in Q relativ kompakte Zusammenhangskomponente, so
ist M g R\VQ

(c) Ist Q1 C Q eine Zusammenhangskomponente und K C £y, so ist IA(Q C Q.
(d) Die Teilmenge IA(w ist genau dann kompakt, wenn sie in C" abgeschlossen
ist, also wenn es keine Folge in }A(Q gibt, die gegen einen Randpunkt von 2
konvergiert.

Beweis. (a) Sei f:C" — C linear. Wir betrachten die Funktion f := e/ €
O(Q). Dann ist |f(z)| = e®°/() und daher

Ko C {z € C™: (Vf € Hom(C",C)) Re f(2) < supccx Re f(¢)} = conv(K)

(Lemma 11.4.3).

(b) Sei f € O(). Da M C Q\ K eine relativ kompakte Zusammenhangskom-
ponente ist, gilt OM C Q und somit OM C K. Nach dem 2. Maximum-Prinzip
(Korollar 1.3.8) gilt daher fiir z € M:

|f(2)| < supceans [F(Q)] < supeek | F(C)],

also z € K, Q.
(c) Auf Q betrachten wir die lokal kontante Funktion f, die auf €7 den Wert 0
und auf Q\ ©Q; den Wert 1 annimmt. Dann ist sup |f||x =0 und

Ko C{zeQ:|f(2)] <0} =,

(d) Da Kg nach (a) beschriinkt ist, ist diese Menge nach dem Satz von Heine-
Borel genau dann kompakt, wenn sie in C" abgeschlossen ist. Da sie in ) relativ
abgeschlossen ist, bedeutet dies, dass sie sich in keinem Randpunkt von €2 hauft.

[

Man kann zeigen, dass fiir n = 1 die Menge I?Q die Vereinigung von K
mit allen relativ kompakten Zusammenhangskomponenten von Q \ K ist (siche
[Re95, 11, S. 264, §13.3]).

Wir erinnern uns an die folgende Konstruktion (vgl. Aufgabe I1.1.1). Sei
Q C C"™ eine echte Teilmenge. Dann wird durch

dge(z) = distoo (29, 2) 1= inf{]|z — w||c: w € Q°}

eine stetige Funktion C™ — R definiert, deren Nullstellenmenge mit Q¢ iiber-
einstimmt. Fiir eine Teilmenge A C C" setzen wir

dlSt(A, QC) = infzeA dQc (Z)

Lemma I1.4.5. Sei Q C C" eine echte offene Teilmenge sowie K C Q kom-
pakt. Existiert eine holomorphe Funktion u € O(Q) mit

lu(z)| < dqe(z)  fir alle z € K,
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so konvergiert fir jede holomorphe Funktion f € O() und a € Kq die Taylor-
rethe

(4.2) S @ e

al

«

fir ||z = alleo <u(a)| gegen f(z).
Wenden wir das Lemma auf die konstante Funktion u = dist(X, £2¢) an, so
sehen wir, dass fir f € O(2) und a € Kq die Taylorreihe fiir

|z — a]|eo < dist(K, Q°)

konvergiert. Fiir ||z — alloc < dist(Kq,Q2¢) folgt dies aus der Cauchy’schen
Integralformel 1.1.8, aber wegen

dist(Kq, Q°) < dist(K, Q°)

ist dies schwacher.

Beweis. Wir behaupten zuerst, dass fiir jedes ¢ €]0, 1] die Menge
My :={z€ Q(Fwe K)||z — w|e < tlu(w)|}

kompakt ist. Fir z € My ist [|2]|ec < ||w]loo + Ju(w)] fiir ein w € K, also ist
M; beschrénkt, da K kompakt und die stetige Funktion u |x beschrénkt ist.
Um zu sehen, dass M; abgeschlossen ist, nehmen wir eine Folge z, € M; mit
Zp — 2z € M. Dann existieren w, € K mit ||z, — wy|e < tju(w,)|. Da K
kompakt ist, diirfen wir nach Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, dass die
Folge (wn)nen gegen ein w € K konvergiert. Ist w = z, so ist z € M;; falls
nicht, so gilt
0< |z —wlo < tu(w)| < |u(w)] < dge(w).

Die zweite Ungleichung folgt hierbei aus
|2 = wlloo < 12 = 2nlloo + 20 — Walloo + [lwn — w]leo

nach dem Grenziibergang n — co. Gemaéfl der Definition von dg. ist nun z € 2
und somit in M;, d.h. M; is kompakt.
Sei nun f € O(Q2). Da M; kompakt ist, existiert ein Cy > 0 mit

lf(z)| < Cp  firalle ze M,.

Mit der Cauchyschen Ungleichung I.3.4(1) erhalten wir wegen T}, (w1 (w) € M;
fiir jeden Multiindex «:

| D f (w)|

o tlal‘u(w)‘lal < C,

fir alle w € K. Da die Funktion D“f - ul®l auf Q holomorph ist, gelten
die gleichen Abschatzungen fiir w € Kqo. Fir w = a ergibt sich hieraus mit
Satz 1.3.4(3) die Konvergenz von (4.2) fiir ||z — al|c < |u(a)]. u
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Der Satz von Bochner

Bevor wir den Satz von Bochner beweisen konnen, miissen wir uns zuerst
einige Werkzeuge verschaffen.

Theorem II.4.6.  (Satz iiber implizite Funktionen) Sei 2 C C" x C™ offen,
F:Q — C™ holomorph und (a,b) € Q mit F(a,b) = 0. Wir nehmen an, dass
die lineare Abbildung

C™—-C™, v~ doF(a,b)(v):=dF(a,b)(0,v)

bijektiv ist. Dann ezistiert eine offene Umgebung U C Q wvon (a,b), eine offene
Umgebung V' wvon a in C"™ und eine holomorphe Funktion v:V — C™, sodass

(@) =b und {(z,w) € U:F(z,w) =0} ={(z,7(2)):z2 €V}

gilt.

Beweis. (vgl. [H673, Th. 2.1.2]) Wir identifizieren C" mit R?" und C™ mit
R?™ und mochten den reellen Satz iiber implizite Funktionen anwenden. In
diesem Sinn interpretieren wir F als eine Funktion eines Gebietes in R?7™+2n
nach R?™. Aus der Voraussetzung, dass die lineare Abbildung

C"™ —-C™, v+ dF(a,b)(0,v)
bijektiv ist, folgt natiirlich auch die Bijektivitdat der reell linearen Abbildung
R*™ — R*™ o dF(a,b)(0,v).

Der reelle Satz tiber implizite Funktionen liefert uns damit alles aufler der Holo-
morphie von . Wir wissen lediglich, dass v: V — R?™ beliebig oft differenzier-
bar ist.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass fiir alle v € V' die reell lineare Abbildung

dy(v):R*" = C" - R*™ = C™

auch komplex linear ist. Hierzu erinnern wir uns daran, dass der Satz tiber
implizite Funktionen eine Formel fiir dy(v) liefert: Schreiben wir

diF(z,w)(z) = dF(z,w)(x,0) und doF(z,w)(x)=dF(z,w)(0,x),
so folgt aus F(v, 'y(v)) =0 fir v € V mit der Kettenregel die Identitat
A F(v,7(v)) + doF (v,7(v)) 0 dy(v) = 0

und somit .
dy(v) = —doF (v,7(v)) odiF(v,7(v)).

Da diese Abbildung als Komposition komplex linearer Abbildungen komplex
linear ist, ist dy(v) fiir alle v € V' komplex linear und + somit holomorph. m
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Lemma I1.4.7. Sei Q C C" ein Rohrengebiet, dessen Basis die konvexe Hiille
von

A :=10,1]e; U [0, 1]eq

enthilt (ein zweidimensionales Dreieck). Fir e €]0,1[ setzen wir
Q- = {w1e1 + 9e2: 0 <y, 10, 21+ 22 <1, 1 + 29 — (2] +23) <1—¢}

sowie
A= {I—f—iy:f S A,y%—ky% < %7y3 = .- =Yn :0}'
Dann gilt
(Ac+in)a 2 Q- +in  fir alle n e R™.
Die Menge ). entsteht aus dem Dreieck conv(A) durch kreisférmiges
Einbeulen der Verbindungsstrecke von e; und es.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. n = 0 annehmen, da € + in = Q gilt, so dass
man die allgemeine Behauptung durch Verschieben mit ¢n erhalt.
Wir betrachten nun die Menge

M, = {(#1,22,0,...,0) € C": 0 <Rez,Rezs, Rez; +Rezs <1,

21+ 20 —e(22 4+ 25)=1—¢}.
Mit z; = z; + 1y; gilt nun fiir z € M.:
1+ ao —e(@+ i)+ +ys)=1—¢, 0<m1,20, T +x2 <1
FiirzGMgistx%—ka:%gxl—l—a:gglund
(4.3) e(1- (22 +x§)) +e(yi+ys)=1—a1 —a9 < 1.

Folglich ist y$ + y3 < %, also M. kompakt. Wegen ¢ < % ist

0
a7(z1+z2—5(zf—i—z§)) =1—2e2 #0
1

fir z € M.. Der Satz iiber implizite Funktionen (Theorem I1.4.6) zeigt, dass
z1 lokal eine holomorphe Funktion von zs ist. Aus dem gleichen Grund ist zs

lokal eine holomorphe Funktion von z;. Hieraus folgt, dass eine nichtkonstante
holomorphe Funktion auf M. ihr Betragsmaximum auf der Menge

5M5 :={z€ M.:Rez; =0,Rezo =0 oder Rez; + Rezy =1}

annehmen muss. Fiir jede holomorphe Funktion f € O(Q2) und jedes z € M.
gilt daher

)] < sup g, 1FQL
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Gilt Rez1+Rezy = 1 fiir z € M, , so folgt aus (4.3) y1 = yo = 0 und 22 +232 =1,
also z = e; oder z = ey. Damit ist OM, C A, und somit

|f(2)] < supeea. [£(O],
d.h. M. C 3579. Insbesondere enthalt 3579 die Menge
Q/E = {xlel + Zo€2: 0 S T1,To, T1 —+ X2 S 1, T, + T2 — 8(1‘% —|—$%) =1- 6}.

Aus AA. C A, fir A € [0,1] folgt damit

Qa - U )\Q/g g AE,Q' n

A€(0,1]

Theorem I1.4.8.  (Fortsetzungssatz von Bochner) Sei Q@ C C" ein Réhren-
gebiet mit der Basis w. Dann ldsst sich jede holomorphe Funktion f € O(Q)
holomorph auf das Gebiet conv(Q2) = conv(w) + iR™ fortsetzen.

Beweis. (a) Wir nehmen zuerst an, dass die Basis w von ) sternférmig bzgl.
einem Punkt p € w ist, d.h. fiir alle ¢ € [0,1] gilt p + t(w — p) C w. Hierbei
diirfen wir 0.B.d.A. p = 0 annehmen. Wir beachten, dass w insbesondere
zusammenhangend ist.

Sind €7 und €25 zwei Rohrengebiete, auf die sich alle holomorphen Funk-
tionen auf 2 holomorph fortsetzen lassen und deren Basen w; und wsy bzgl. 0
sternformig sind, so ist 21 N2y ein Rohrengebiet mit der Basis w;Nws . Insbeson-
dere ist €23 N2 zusammenhéngend und schneidet Q. Sind f; € O(,), j = 1,2,
holomorphe Fortsetzungen von f € O(), so stimmen beide auf 7 N Qe N Q
und somit auf Q3 N Qg {iberein (Prinzip der analytischen Fortsetzung). Wir er-
halten daher eine holomorphe Fortsetzung von f auf das Rohrengebiet €2, U,
das ebenfalls bzgl. 0 sternformig ist. Die Menge aller Rohrengebiete, auf die
sich alle holomorphen Funktionen auf 2 holomorph fortsetzen lassen und deren
Basen bzgl. 0 sternférmig sind, ist also gerichtet, ihre Vereinigung (2 ist somit
ein Rohrengebiet mit diesen Eigenschaften und natiirlich maximal. Insbesondere
ist €2 in () enthalten.

Wir miissen zeigen, dass die Basis w von Q konvex ist. Sind xr1, Ty li-
near abhingige Elemente in w, so folgt aus der Sternformigkeit von w, dass die
Verbindungsstrecke zwischen den beiden in w verlauft. Sind z1,x2 € w linear
unabhéngig, so diirfen wir nach einer geeigneten linearen Koordinatentransfor-
mation mit einer reellen Matrix 71 = e; und x9 = es annehmen. Man beachte
hierbei, dass eine lineare Abbildung mit einer reellen Matrix das Rohrengebiet
2 in ein Rohrengebiet iiberfithrt, dessen Basis bzgl. 0 sternformig ist.

Wir diirfen 2 # C™ annehmen, denn sonst ist nichts zu zeigen. Sei
A =1[0,1]e; U [0,1]es € w nun wie in Lemma I1.4.7 und 0 < § < inf,ca doe(2)
(siehe Lemma I1.4.5 fiir die Notation). Wir betrachten die Menge

E :={a€|0,1]:aconv(A) C w}.
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Aus der Offenheit von w und der Kompaktheit von conv(A) folgt, dass E
n [0,1] offen ist, und 0 € E ist klar. Fiir a € E und € €0, 5| folgt aus
Lemma I1.4.7, dass eine kompakte Teilmenge K C R" existiert, sodass die
Holomorphiehiille bzgl. € von aA + ¢K die Menge L,. := (1 — ¢)aconv(A)
enthalt. Daher konvergiert die Taylorreihe jeder Funktion fv € (’)(Q) an einem
Punkt ¢ mit Re{ € L, fiir ||z — (||oc <6, d.h. 2 € ( +0P;(0) (Lemma I1.4.5
mit u = dist(aA+iK, Q°) konstant). Ist ¢/ ein weiterer Punkt mit Re ¢’ € Loe,
so 1ist

(¢+6P1(0)) N (¢ +6P1(0))

eine konvexe Menge, insbesondere also zusammenhangend. Ist dieser Schnitt
nicht leer, so enthilt er sogar ein Element ¢” auf der Verbindungsstrecke zwis-
chen ¢ und ¢’. Dann ist Re(” € Lo, also ¢’ € Q. Hieraus folgt, dass
die beiden holomorphen Fortsetzungen von f auf ¢ 4+ 6Py (0) und ¢’ + 6P (0)
tibereinstimmen. Wir erhalten so eine holomorphe Fortsetzung auf dem bzgl. 0
sternformigen Rohrengebiet L, . + 0P1(0) 4+ iR™. Aus der Maximalitdt von €
folgt nun L, . +0P;(0) C Q. Diese Menge enthélt @ conv(A) fiir @ = (1—e)a+4.
Machen wir ¢ beliebig klein, so folgt @conv(A) C Q fiir jedes @ < a+4. Hieraus
folgt sup E =1, also E = [0,1]. Damit ist conv(A) C @, d.h. @ ist konvex, da
conv(A) die Verbindungsstrecke der Punkte e; und e enthilt.

(b) Sei w € R™ nun ein beliebiges Gebiet. Wir diirfen 0.B.d.A. 0 € w
annehmen. Sei @ das maximale Rohrengebiet, das bzgl. 0 sternformig ist und
fiir das zu jeder holomorphen Funktion f € O(Q) ein f € O(Q2) so existiert, dass
beide Funktionen auf einer Nullumgebung iibereinstimmen. Aus (a) folgt, dass
Q konvex ist. Wir haben daher nur zu zeigen, dass () in Q enthalten ist. Sei
dazu zp € w\w. Da w zusammenhéngend ist, existiert ein Weg 7: [0, 1] — w mit
7(0) =0 und (1) = zg. Sei to := sup{t € [0,1]:v(]0,¢]) C w} und x; = (o).
Aus der Offenheit von w folgt 1 € w, da sonst tg =1 und zo = x1 € w ware.

Sei w eine offene konvexe Umgebung von z; in w. Sei f € o)
und f € (9( ) eine holomorphe Funktion, die in einer Nullumgebung mit f
ibereinstimmt. Wir betrachten nun die Menge F' alle Elemente s € [0,¢] fiir
die f und f auf einer Umgebung der Menge ([0, s]) libereinstimmen. Dann ist
F C [0,1] ein offenes Intervall, das die 0 enthélt. Sei so := sup F'. Gilt s < to,
soist v(sg) € w. Ist U eine offene zusammenhéngende Umgebung von v(so), die
in QN Q enthalten ist, so existiert ein s; < sg mit s € F und v(s1) € U. Also
stimmen f und f auf einer Umgebung von 7(s1) und daher auf ganz U {iberein
(Prinzip der analytischen Fortsetzung), im Widerspruch zur Definition von sq.
Also ist sg = tp und wir finden ein s; < tp mit y(s1) € wi. Wie oben folgt,
dass f und f auf einer offenen Teilmenge von 2 := w; +iR™ tbereinstimmen,
folglich auch auf dem ganzen konvexen Gebiet 21 N Q. Sie definieren daher eine
holomorphe Fortsetzung von f auf €©; U 2. Wegen (a) ist das maximale bzgl.
x1 sternformige Gebiet, auf das sich alle holomorphen Funktionen von QU 04
fortsetzen lassen, konvex. Dieses Gebiet ist daher auch bzgl. 0 sternférmig, also
wegen der Maximalitat von Q in Q enthalten. Hieraus schliefen wir 2 C Q
im Widerspruch zur Wahl von z;. Damit ist gezeigt, dass 2 in O liegt, und
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folglich, dass sich jede holomorphe Funktion auf € auf conv(Q2) C Q fortsetzen
lasst. ]

Folgerung 11.4.9. Ist f € O(C") eine ganze Funktion, so sind die Zusam-
menhangskomponenten der Menge

{z € R™: (Yy € R™) f(x + iy) # 0}°

konvex.

Beweis. Ist w eine Zusammenhangskomponente und €2 := w + iR", so hat
die Funktion % € O(Q) eine holomorphe Fortsetzung auf das Gebiet conv(f).
Daher kann f in diesem Gebiet keine Nullstellen haben und somit ist w konvex.m

11.5. Holomorphiegebiete und Holomorphiekonvexitat

Inzwischen haben wir mehrere Methoden gesehen, mit denen man Fra-
gen der holomorphen Fortsetzung behandeln kann. Insbesondere haben wir
Reinhardt-Gebiete genauer betrachtet. In diesem Abschnitt lernen wir nun
diejenigen Gebiete in C™ kennen, die die natiirlichen Gebiete fiir die Funktionen-
theorie von mehreren Veranderlichen sind: die Holomorphiegebiete. Wir werden
sogleich sehen, dass konvexe Gebiete immer Holomorphiegebiete sind, und dass
Reinhardt-Gebiete genau dann Holomorphiegebiete sind, wenn sie logarithmisch
konvex und vollstandig sind. Fiir allgemeine Gebiete werden wir eine intrinsische
Charakterisierung der Eigenschaft, Holomorphiegebiet zu sein, kennenlernen, die
auch im Kontext allgemeiner komplexer Mannigfaltigkeiten wichtig ist.

Definition I1.5.1. Ein Gebiet Q C C" heifit Holomorphiegebiet, wenn keine
zwei offenen Mengen €27, €5 in C" mit den folgenden Eigenschaften existieren:
(1) O#£Q; CQNQ.
(2) Qo ist ein Gebiet und nicht in © enthalten.

(3) Zu jeder holomorphen Funktion f € O(2) existiert eine holomorphe Funk-
tion f € O(Qg) mit f’Ql = f’Ql [ |

Anschaulich bedeutet die Bedingung in Definition I1.5.1, dass es keinen
Teil des Rands von €2 gibt, iiber den sich alle holomorphen Funktionen f &
O(2) holomorph fortsetzen lassen. Existiert eine allgemeine Hartogsfigur mit
H C Q, P < 2, so folgt aus Lemma I1.2.9, dass die beiden Gebiete Q; := H
und s := P die Bedingungen (1)-(3) aus Definition II.5.1 erfiillen, d.h. € ist
kein Holomorphiegebiet. Man beachte, dass hieraus noch nicht folgt, dass sich
jede holomorphe Funktion f € O(f) auf Q U P holomorph fortsetzen lésst,
denn hierzu miiffiten wir noch wissen, dass PNQ zusammenhéngend ist (siehe
Hartogsscher Kontinuitatssatz 11.2.10).
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Satz I1.5.2. Jedes konvexe Gebiet 2 C C" ist ein Holomorphiegebiet.

Beweis. Sei p ¢ ). Da ) konvex ist, finden wir mit dem Trennungssatz von
Hahn—Banach ein reell lineares Funktional v: C" — R mit v(p) < v(w) fir alle
w € . Wir setzen v durch

V(2) = (2) —in(iz)

zu einer komplex linearen Abbildung ~:C" — C fort (nachrechnen!) und
betrachten die holomorphe Funktion

1
:Q—C, ZHW'

Wegen v(p) = Red(p) # Re¥y(w) = y(w) fir alle w € Q ist f auf ganz
Q definiert. Es ist klar, dass f in p eine Singularitdt hat und daher nicht
in den Punkt p fortgesetzt werden kann. Da p ¢ () beliebig war, ist ) ein
Holomorphiegebiet. [ ]

Mit dem Satz von Bochner kénnen wir sofort die Holomorphiegebiete unter
den Rohrengebieten beschreiben:

Folgerung 11.5.3.  Ein Rohrengebiet ist genau dann ein Holomorphiegebiet,
wenn es konvex ist.

Beweis. Wegen Satz I1.5.2 haben wir nur zu zeigen, dass ein nichtkonvexes
Gebiet ) kein Holomorphiegebiet ist. Dazu setzen wir 7 := Q und 5 :=
conv(€2). Aus dem Satz von Bochner I1.4.8 folgt nun, dass die Bedingungen (1)-
(3) aus Definition I1.5.1 erfiillt sind. Also ist © kein Holomorphiegebiet. n

Satz I1.5.4. (Cartan*-Thullen) Sei Q C C" ein Holomorphiegebiet und K C
Q kompakt. Dann gilt fir alle f € O(Q):

(Vz € K)|f(2)| < dae(2) = (V2 € Kq)|f(2)| < dae(2).
Ist f = dist(K, Q°) konstant, so ergibt sich
dist(K, Q°) = dist(Kq, Q°)

und IA(Q 1st kompakt.
Beweis. Sei h € O(Q2) und f € O(Q) mit |f(2)| < dae(z) fir alle z € K.
Nach Lemma I1.4.5 konvergiert die Taylorreihe von h fiir jedes a € Kq auf der

Menge
Do :={z€C" ||z —alle < |f(a)|},

* Henri Cartan (geb. 1904), frz. Math. in Lille, Strasbourg, Paris und Orsay. Er leistete
wichtige Beitrage zu homologischer Algebra, algebraischer Topologie und der mehrdimensiona-
len Funktionentheorie. Mitglied der Bourbaki-Gruppe.
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der || - |loo-Kugel vom Radius |f(a)| um a. Wir setzen Qq := Qo N Q. Zunéichst
wird durch die konvergente Taylorreihe von h auf 25 eine holomorphe Funktion

/f;(z) = Z D%ha) (z—a)”

a!
aeNy

auf Qy definiert (Lemma 1.2.10), die auf ©; mit h {ibereinstimmt. Da {2 nach
Voraussetzung ein Holomorphiegebiet ist, folgt aus Definition I1.5.1, dass {25 in
Q enthalten ist, d.h. |f(a)| < dge(a). Also gilt |f(z)| < dge(z) fiir alle z € Kq.

Wenden wir dies auf die konstante Funktion f = dist(K, ) an, so ergibt
sich dge(z) > dist(K,Q°) fiir alle z € Kq, also dist(K,Q°) = dist(Kq, Q°).
Damit ist Ko C Q. Da Kg, beschrinkt (Lemma I1.4.4(a)) und in £ abgeschlossen

~

ist, folgt hieraus die Kompaktheit von Kg,. [ ]

Definition I1.5.5.  Eine offene Teilmenge 2 C C™ heif8t holomorphiekonver,
wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C 2 die Holomorphiehiille Kg kompakt
ist. [ ]

Da die Menge Kq beschrinkt (Lemma I1.4.5) und in €2 abgeschlossen ist,
ist sie genau dann kompakt, wenn ihr Abschluff in C" keine Randpunkte von (2
enthélt, also ganz in ) enthalten ist.

Theorem I1.5.6.  (Charakterisierung von Holomorphiegebieten) Fiir ein Ge-
biet Q C C" sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(1) Q ist ein Holomorphiegebiet.
(2) Ist K C Q kompakt, so gilt fiir jede holomorphe Funktion f € O(Q) die

Beziehung
f(2) [f(2)]
SupzeK dQc (Z) N Supzegﬂ dQc (Z) '

(3) Q ist holomorphiekonvex.

(4) Es existiert eine holomorphe Funktion f € O(QQ), die sich nicht tiber )
hinweg holomorph fortsetzen lasst, d.h. ist Qy ein Gebiet, das () schneidet,
und f € O(Q2) eine holomorphe Funktion, die auf einer nichtleeren offenen
Teilmenge von Q2N Qs mit f dbereinstimmt, so ist g C €).

Beweis. (1) = (2) folgt direkt aus dem Satz von Cartan—Thullen (Satz I1.5.4).
(2) = (3): Wir wenden (2) auf die konstante Funktion f =1 an und erhalten

1 1 1 1

— = sup = = sup, = — > 0.
dist(Kq, Q°) PeeRa dge(z) Pzek 30 () ~ dist(K, Q°)

Also ist die beschriankte Menge IA(Q eine abgeschlossene Teilmenge von C™ und
somit kompakt.

(4) = (1) folgt sofort aus Definition I1.5.1, denn fiir jedes Paar von Gebieten, das
die dort angegebenen Eigenschaften (1) und (3) hat, folgt aus (4) sofort 5 C Q.
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(3) = (4): Fiir eine Teilmenge @ C Q schreiben wir einfacher Q := Qq, und
fir z € Q sei P, := {w € |z — wl|eo < dac(2)} die groBte || - ||oo-Kugel
um z (ein Polyzylinder), die in €2 enthalten ist. Sei M eine abzéhlbare dichte
Teilmenge von 2. Wir betrachten eine Folge (w.,)men, die jeden Punkt von
M unendlich oft enthélt. Weiter sei (K,,)men eine monoton wachsende Folge
kompakter Teilmengen von 2, so dass fiir jede kompakte Teilmenge K C ) ein
m mit K C K, existiert (Lemma 1.3.11).
Da K,, kompakt ist, gilt dist(K,,,2¢) > 0. Da andererseits dist(P,, ,Q¢) =
0 ist, existiert ein z,, € P, \I?m Also existiert eine holomorphe Funktion
fm € O(Q2) mit
fm(zm) =1> SUP.ekK,, |fm(z)|

Indem wir f,, durch eine ausreichend hohe Potenz von f,, ersetzen, diirfen wir
sogar

e, ()| < 5

annehmen. Wir betrachten nun das Produkt
H (1= 1)

Fir jedes m € N und z € K,,, haben wir

Z 3£ (2)] < Z 23_3
j=m j=m

Also konvergiert das Produkt auf jeder kompakten Teilmenge von 2 (jede solche
ist ja in einem K, enthalten) gleichméfig gegen f (Aufgabe I1.5.1). Nach dem
Satz von Weierstra$l ist f holomorph (Theorem 1.3.13).

Da die Funktion 1— f; fiir 7 > m auf der Menge K,, keine Nullstellen hat,
gilt f(2) =0 fiir z € K,,, genau dann, wenn ein j < m mit f;(z) =1 existiert.
Da keine der Funktionen f; konstant ist, ist zunachst f° 1(1) eine Menge ohne
innere Punkte. Nun ist f» auch auf der offenen Menge Q\ f;!(1) nicht konstant,
sodass auch f;'(1)U f5 *(1) keine innere Punkte hat. Induktiv folgt, dass

{ze @ <m)fi(z) =1} = U

keine inneren Punkte hat, also nicht dicht ist. Also verschwindet f auf keiner
der Mengen K,,, die innere Punkte hat (was wir 0.B.d.A. annehmen diirfen).
Insbesondere ist f nicht konstant 0 auf €2, aber in jedem Punkt z,, verschwinden
alle Ableitungen der Ordnung < m (Produktregel).

Sei nun 25 ein Gebiet, das Q schneidet, und f € O(Q2) eine holomor-
phe Funktion, die auf einer nichtleeren offenen Teilmenge von €2 N 2y mit f
iibereinstimmt. Wir nehmen an, dass {25 nicht in 2 enthalten ist. Sei U eine
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Zusammenhangskomponente von 25 N Q, auf der f und f iibereinstimmen
(Prinzip der analytischen Fortsetzung). Dann ist U offen in C"™ und nicht
abgeschlossen in {25, da {29 zusammenhéngend und nicht in 2 enthalten ist.
Also enthilt U N Qy einen Randpunkt a von €.

Sei € > 0 so gewahlt, dass
Boc(a) :={z2€ C": ||z — a]|loc <2e} C Qs

ist. Da M in § dicht ist, existiert ein m mit w,, € U und |jw,, — al« < €.
Insbesondere ist dann dge(w,,) < ¢ und folglich

Pwm g BQe(a')-

Da f und f auf einer Umgebung von w,,, iibereinstimmen, stimmen sie auch auf
dem ganzen Polyzylinder P, ~{iberein (Prinzip der analytischen Fortsetzung).
Nach Voraussetzung existiert eine unendliche Menge {my: k € N} mit w,, = wy,,
fiir alle £ € N. Fir jedes k ist z,,, € P,,, ein Punkt, in dem die Funktion f,

und damit auch ]?, eine Nullstelle hat, in der alle Ableitungen der Ordnung < my
verschwinden. Wegen der Kompaktheit von P, =~ existiert ein Haufungspunkt z

der Folge (zm, )ren. Wegen der Stetigkeit der Ableitungen von f verschwinden

nun alle Ableitungen von f in dem Punkt z. Somit verschwindet f auf einer
Umgebung von z, also auch auf P, , im Widerspruch dazu, dass f nicht
verschwindet. Damit ist Q25 C 2, und der Beweis ist vollstandig. [

Folgerung I1.5.7.  Ist (Q;);cs eine Familie von Holomorphiegebieten in C™

und Q das Innere des Durchschnitts ﬂjeJ 2, so ist Q holomorphiekonvez, also
jede Zusammenhangskomponente ein Holomorphiegebiet.

Beweis. Sei K C ) kompakt. Dann ist fiir jedes j € J
dist(K, 2f) > dist(K, Q) > 0.

Aus IA(Q - IA(QJ. und
dist(K, Q¢) = dist(Kq,, 29

(Satz I1.5.4 von Cartan-Thullen) folgt daher
dist(Kg, Q5) > dist(Kq,, Q25) = dist(K, QF) > dist(K, Q) > 0
fiir alle 7 € J. Damit ist auch
dist(Kq, Q°) = infje ;s dist(Kq, Q%) > dist(K, Q°) > 0.

Also ist der AbschluB von k&, o ganz in €2 enthalten und K. o daher kompakt. Aus
Theorem I1.5.6 folgt daher, dass €2 ein Holomorphiegebiet ist. ]
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Folgerung I1.5.8. st Q ein Holomorphiegebiet und sind f1,..., fr € O(Q),
50 15t

Q1 = {z € Q:(V)) [;(z) # 0}
ewn Holomorphiegebiet.
Beweis. Sei K C )y kompakt. Ist KQl nicht kompakt, so existiert eine Folge
k, € KQl mit k, — k € 9. Wegen Kgl - KQ und der Kompaktheit von KQ

ist k€ Q somit k € Q\ Q;. Also existiert ein j mit f;(k) = 0. Andererseits ist
die Funktion fi auf €27 holomorph, sodass
J

1 1
SSUP.ek 77T
| (k)] 1)
fir alle n € N gilt, ein Widerspruch zu f;(k,) — f;(k) =0. |

< 0

Holomorphiekonvexe Reinhardt-Gebiete

Definition I1.5.9. Wir nennen eine offene T"-invariante Teilmenge 2 C C™
einen vollstandigen Bereich, wenn fiir

={je{l,...,nh:(3z€Q)z; =0}

aus z € Q und w € C" mit w; = z; fiir j € Jo und |w;| < 2] fiir alle j € Jo
schon w € Q folgt, d.h. P/2 . Q C Q (in der Terminologie von Theorem I1.1.7).
Einen zusammenhangenden vollstandigen Bereich nennen wir auch wvollstandiges
Reinhardt-Gebiet. ]

Lemma I1.5.10. Sei Q C C" ein vollstandiger Bereich. Dann gilt:
(i) Q% :=QnN(C*)™ ist dicht in .
(ii) Fir Jo = {j: (32 € Q)z; = 0} gilt Q =PJ2.Q*.
(iii) Ist Q* zusammenhdngend, so auch ).
Beweis. (i),(ii) Sei z € Q und J, := {j: z; = 0} die Menge der Nullindizes von
z. Dann existiert eine offene Umgebung U C ) von z von der Gestalt
U= ][] &0 x [[ K. R
Jj€d: J¢J=
mit r; < |z;| < R; fiir j & J,. Da  ein vollstdndiger Bereich ist, folgt hieraus
sofort z € P/= . QX C P/2 . Q. Also gilt
Q="P%. 0%,
d.h. Q ist durch Q* und Jg eindeutig bestimmt. Insbesondere ist Q* dicht
in Q.
(iii) folgt aus (i) und der allgemeinen Tatsache, dass Abschliisse zusammenhé&n-

gender Teilmengen zusammenhéngend sind. [ ]

Im Folgenden nennen wir ein vollstandiges Reinhardt-Gebiet €2 logarith-
misch konvez, wenn exp~!({) konvex ist.
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Lemma I1.5.11. Sei L(Z) := ) yn caZ® eine formale Laurentreihe und
Jp={je{l,....,n}: (3a)ca #0, a; < 0}.

Wir betrachten den Konvergenzbereich

B := {z e C": ((Vj € Jr)z; #0, Z leal]2] < oo}.

acZm

Dann ist das Innere B° ein vollstindiges logarithmisch konveres Reinhardt-

Gebiet. Durch
f(z) = Z Ca 2

fiir z € B wird auf B° eine holomorphe Funktion definiert.

Beweis. Esist klar, dass B und damit auch BY unter dem Torus T™ invariant
ist. Sei Jp := Jpgo := {j: (32 € B%)z; = 0}. Dannist Jg C J,. Fiir jedes j € Jp
gilt dann ¢, = 0 falls o; < 0. Ist jetzt w € C" und z € B mit |w;| < |z;| fir
alle j € Jp und z; = w; fiir j € Jp, so ist

S leallw® < 3 Jeall2l® < oc.

(63 (0%

Also ist P/2 - B C B, und hieraus schlieft man leicht, dass auch P’z . B® C B°
gilt (Nachweis!), d.h. B ist ein vollstindiger Bereich.
Die Laurentreihe von f konvergiert genau dann absolut in exp(z), wenn

§ |ca|ea1Rez1+“:+anRezn < 00

<YL

gilt. Mit der Konvexitat der Exponentialfunktion exp:R — R sieht man nun
leicht ein, dass exp~!(B) konvex ist (Ubung). Also ist auch

exp” ! (B%) = (exp~(B))"

konvex. Hierbei folgt obige Gleichheit aus der Tatsache, dass exp eine offene
Abbildung ist (Nachweis!).

Insbesondere ist (B%)* := BN (C*)" = exp(exp *(B?)), folglich B°
zusammenhéngend (Lemma I1.5.10) und somit ein Reinhardt-Gebiet.

Wir definieren auf B eine Funktion durch

f(z) = Z Caz®.
ann
Wie in Abschnitt II.1 schreiben wir

f= Z fe mit  fo(z) = Z Caz™.

ec{0,1}n oL
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Um einzusehen, dass f auf B° holomorph ist, reicht es aus, dies fiir die einzelnen
Summanden f. einzusehen. Hierzu beachten wir, dass nur dann in f. ein
nichttrivialer Summand vorkommt, wenn fiir €; = 1 immer z; # 0 gilt. Damit
ist
2 fg(zi_%l, oz = Z Coz(1720)
aeZn

wegen (1 — 2¢)a € N fiir alle o € Z" eine konvergente Potenzreihe auf B,
also nach Lemma 1.2.10 und Theorem 1.2.14 holomorph. Folglich ist auch f.
holomorph. [ ]

Lemma I1.5.12. Fir ¢ >0 und a € R™ ist das Gebiet
Qo ci={2€C"(a; <0=2; #0),|z1]|" -+ |25]|"" < ¢}

ein vollstandiges logarithmisch konvexres Reinhardt-Gebiet.

Beweis. Da fiir jedes a die Funktion
far{z€C"(a; <0)= (2 #0)} > R, 2z |z|" =|z1|" - |zn]|*"
stetig ist, ist jedes ), . eine offene T"-invariante Menge mit
exp 1 (Qu.e) = {2 € C":Re(ar121 + ... + anz,) < logc}.
Insbesondere ist exp~1(, ) konvex. Also ist
Qe = Qe N (CH)" = exp(exp™ (Qu,c))

eine nichtleere zusammenhangende Menge.
Ist z € Q4,c mit z; =0, soist a; > 0. Ist umgekehrt a; > 0 und 2z € .,
so ist auch

(Z’l, e ,zj_l,O, Zj4lye-- ,Zn) S Qa,c-

Also ist
Jo :={jra; > 0} ={j: (32 € Qa,e)z; = 0} = Jq, ..

Damit sieht man ein, dass €2, . ein vollstandiger Bereich ist. Aus Lemma I1.5.10
folgt schliellich, dass €2, . zusammenhangend, also ein Reinhardt-Gebiet ist. =

Lemma I1.5.13. Sei Q C C" ein vollstandiges logarithmisch konvexes Rein-
hardt-Gebiet. Dann ist

- 0

Q= ( N Qa,c)

ein vollstindiges Reinhardt-Gebiet mit

QCQ und Q= (Q)*.
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Weiter gilt fir Jo :={j € {1,...,n}: (32 € Q)z; =0}
Q={zeQ:(Vj¢gJg)z #0}.

Beweis. Die Inklusion Q C Q ist trivial. Wir haben also C Q zu zeigen.
Da beide Mengen T"-invariant sind, reicht es Elemente z € C" mit z = |z| zu
betrachten. Sei also z = |z| € (C™)™\Q. Wir schreiben z = exp(w) mit w € R™.
Dann ist w nicht in der offenen konvexen Menge exp™!(Q)NR™ enthalten. Nach
dem Hahn-Banachschen Trennungssatz existiert daher ein @ € R™ \ {0} mit

n n
log(c) := Zajwj > Zajuj
j=1 j=1

fiir alle v € exp~1(Q) NR™. Damit ist
2 Qe und O C Q..

Fiir die offene T™-invariante Menge

a=( N wa

Qa,c20

gilt daher B B
(Q)* =0 und QCO.

Weiter ist Q ein T"-invarianter vollstandiger Bereich, denn diese Eigenschaft
erbt 2 von den Gebieten €, ..

Die Inklusion _
QC{ze€Q:(Vj¢Ja)z # 0}

folgt aus der Definition von Jg. Ist umgekehrt z € Q mit J, C Ja,d.h. z; #0
fiir j & Jq, so folgt aus dem Beweis von Lemma I1.5.10:

zeP=. QX CP/e.QX =Pl2. Q% = Q. -

Theorem 11.5.14.  Fiir ein Reinhardt-Gebiet Q C C™ sind dquivalent:
(1) Q ist ein Holomorphiegebiet.
/A

(2) Q ist das Innere des Konvergenzbereichs einer formalen Laurentreihe ), cym

(3) Q ist vollstdndig und logarithmisch konvez.

Beweis. (1) = (2): Sei f € O(Q) geméafl Theorem I11.5.6(4). Nach Satz I1.1.6
hat f eine in €2 konvergente Laurententwicklung

f(Z) = Z Caza7

aEL™

wobei ¢, # 0 und o; < 0 nur gilt, falls j € Jo ist.
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Sei 29 das Innere des Konvergenzbereichs der Laurentreihe von f. Ins-
besondere ist dann €2 C 5. Weiter ist €29 nach Lemma I1.5.11 zusammenhéan-
gend und die Funktion

Z f(z) = Z Ca 2

aEZ™

auf Qs holomorph. Da J/‘\ eine holomorphe Fortsetzung von f ist, gilt 25 C Q
und damit Gleichheit.

(2) = (3) folgt aus Lemma II.5.11.

(3) = (1): Wir werden zeigen, dass die Gebiete €, . Holomorphiegebiete sind.
Aus Folgerung I1.5.7 folgt hieraus zunéchst, dass

(NZ::( ﬂ Qa,c>0

QCQa,c

ein Holomorphiegebiet ist. Andererseits haben wir in Lemma I1.5.13 gesehen,
dass

QO ={z€Q: (Y ¢ Ja)z #0},
sodass aus Folgerung I1.5.8 folgt, dass 2 ein Holomorphiegebiet ist.

Es bleibt also zu zeigen, dass die Gebiete €2, . Holomorphiegebiete sind.
Sei also 0.B.d.A. Q@ =, fir ¢ >0 und a € R" und K C €, . kompakt. Fir
jedes p € 2 ist die Menge

Vo i={z € Q(a; > 0= |z <|pj|), (a; <O0=|z;] > |p;|)}

offen, und man sieht leicht, dass jeder Punkt z € ) in einer dieser Mengen V,,
liegt. Wegen der Kompaktheit von K existiert eine endliche Menge E C Q* mit

Kc V.

peEE
Ist nun a € Z™ mit sgn(a;) = sgn(a;) fiir alle j, so gilt fiir jeden Punkt z € Ko:
2] < supye [w*| < sup{[p®|:p € E}.

Ist nun o € Q™ mit sgn(«;) = sgn(a;) fiir alle j, so exponentieren wir mit dem
Hauptnenner der o und sehen, dass |z|* < |p®| fiir alle p € E gilt. Lassen wir
a € Q" unter Beibehaltung der Vorzeichen gegen a gehen, so fiithrt dies zu

fa(2) = |2]* <suppep falp) < e

Andererseits ist fiir a; < 0 die Funktion z — zj*1 auf € holomorph. Damit

sehen wir, dass der Abschlufl der Menge IA(Q ganz in ) enthalten ist, denn

sup |zj_1| = SUpP,cx |zj_1| < o0.

ZE%Q

Folglich ist IA(Q kompakt und nach Theorem II.5.6 ist {2 daher ein Holomor-
phiegebiet. [ ]
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Einschub iiber konvexe Mengen und Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass viele der Konstruktionen und
Satze aus diesem Kapitel ihre direkten, nicht evidenten, Entsprechungen fiir
Gebiete in normierten Raumen haben. Der Begriff der Holomorphiekonvexitéit
entspricht hierbei dem der Konvexitat. Auf der Ebene der Funktionen zeigt
sich hier der Begriff der lokal konvexen Funktion als zentral. Thm entspricht im
Bereich der Funktionentheorie das Konzept der plurisubharmonischen Funktion,
das wir hier aus Zeitgriinden leider nicht behandeln kénnen.

In diesem Unterabschnitt sei (V.|| - ||) ein normierter Raum und V* der
Dualraum, d.h. der Raum der stetigen linearen Funktionale auf V.

Wir betrachten eine zusammenhangende offene Teilmenge 2 C V. Wir
definieren

doe:V =R, z— inf{||lz —y|:y € Q°}

und beachten, dass dies eine stetige nichtnegative Funktion ist, deren Nullstel-
lenmenge € ist. Fiir eine Teilmenge A C () setzen wir

dist(A4, Q°) := inf,c 4 doe(a).
Fir v,w € V schreiben wir
[v,w] :=={ v+ (1—=Nw: X €0,1]}

fiir deren Verbindungsstrecke.

Wir nennen eine Funktion f:{ — R lokal konvex, wenn jeder Punkt a € 2
eine konvexe Umgebung U hat, sodass f |y konvex ist. Die Menge der stetigen
lokal konvexen Funktionen auf () bildet einen konvexen Kegel, den wir mit
Con(f2) bezeichnen. (Ist V' endlichdimensional, so kann man zeigen, dass jede
lokal konvexe Funktion automatisch stetig ist! Nachweis als Ubung!)

Lemma I1.5.15. [Ist Q konvex, so ist eine Funktion f:Q — R genau dann
lokal konvex, wenn f konvez ist.

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir den Fall Q =]a,b[C R zu zeigen, da in
der Forderung der Konvexitit der Funktion nur das Verhalten auf einem Intervall
eingeht.

Fir Q =]la,b[ ist die Behauptung leicht elementar zu verifizieren: Ist f
lokal konvex und nicht konvex, so existieren zwei Punkte z,y €]a,b| und ein
Punkt z €]z, y[, sodass
z—x y—z

f@) +

f)> )+

f(y).

Wegen der Kompaktheit von [x,y] finden wir nun eine Unterteilung

To=2 <21 <..<Zj=2<...<Zp=Y,
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sodass f auf jedem Intervall [z;,x;41] konvex ist. Hieraus folgt leicht, dass
der Polygonzug, der die Punkte (z;, f(z;)) verbindet, Graph einer konvexen
Funktion g ist, fiir die f < g gilt. Damit ist

B z—x y—z z—x y—z
f(z) =g(2) < - —9(z) + y —9y) = = —fl) + - —f),
im Widerspruch zur Wahl von x,y, 2. [ |

Fiir eine Teilmenge K C V definieren wir zunachst die linearkonveze Hiille:

K :={veV:(Vf € V*)f(v) < sup,cs f(2)}.

Aus dem Trennungssatz von Hahn—Banach folgt direkt, dass
K = conv(K)

gilt, d.h. K stimmt mit der abgeschlossenen konvexen Hiille von K iiberein.
Fir K C Q definieren wir nun analog zur Holomorphiehiille die Kon-
vexitatshiille von K bzgl. ) wie folgt:

Ko = {ve Q: (Vf € Con(Q)) f(v) < sup,e f(x)}.

Da fiir jedes stetige lineare Funktional f € V* die Funktion f |q eine stetige
lokal konvexe Funktion ist, gilt

Ko CKnNnQ.

Wir wollen nun sehen, wie sich die Konvexitat eines Gebietes 2 C V' durch
das Verhalten der Konvexitatshiillen von Teilmengen beschreiben lasst.

Lemma I1.5.16. Die Menge 2 ist genau dann konvexr, wenn mit drei Punkten
x,y,z € Q, fur die [z,y] Uy, z] C Q gilt, auch das Dreieck conv(z,y,z) in
enthalten ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar.

Wir nehmen also an, sie sei erfiillt und zeigen, dass €2 konvex ist. Ist dies
nicht der Fall, so existieren zwei Punkte a,b € Q, deren Verbindungsstrecke [a, b]
nicht in € enthalten ist. Da () offen und zusammenhangend ist, existiert ein
Polygonzug mit den Ecken

o =a,Ti,...,Tr =D,
sodass k& minimal ist (Nachweis!). Dann ist & > 1, und da man z; nicht

weglassen darf, ist [xg,z2] € Q. Dies steht wegen [zg,x1] U [z1,22] C Q im
Widerspruch zur Annahme. [ ]
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Lemma I1.5.17. Ist Q konvex, so ist ﬁ eine konvexe Funktion.

Beweis. Sei B die offene Einheitskugel in V. Fiir x,y C Q gilt dann
(x + dae(x)B) U (y + da-(y)B) C Q.
Fir A €]0,1[, z=Xz+ (1 — Ay, und v € V mit
0 < o] <s:=Nae(z)+ (1 — N)dae(y)
sowie vg := v ist damit |jvg|| < 1 und weiter

z+v =X x+ (1 =Ny + (Mae(z) + (1 — N)dae(y))vo
€ Mz + dae(2)B) + (1 — A (y + da: (y)B) C Q.

Hieraus folgt doc(z) > Adae(x) + (1 — N)de(y). Aus der Konvexitat und der

Antitonie der Funktion ]0,c0[— R,r % folgt nun, dass ﬁ eine konvexe

Funktion ist. ]

Theorem I1.5.18.  Fur ein Gebiet Q C V' sind die folgenden Figenschaften
aquivalent.

(1) Q ist konvez.

(2) Fiir jede Teilmenge K C Q mit dist(K,Q°) > 0 ist Ko in V abgeschlossen.

(3) Frir jede kompakte Teilmenge K C ) ist IA(Q in V' abgeschlossen.

(4) Fir jede dreielementige Teilmenge K C ) ist [A(Q in V' abgeschlossen.
Beweis. (1) = (2): Da Q konvex ist, ist die Funktion f := -1 auf Q nach

do
Lemma I1.5.17 konvex und stetig mit f(z,) — oo fiir x,, - = € 0Q2. Also ist

fiir jedes 6 > 0 die Menge
71 = 00,6)

eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von V. Insbesondere ist
Kq C conv(K) C f1(] — oo, dist(K, Q) 1)).

Somit ist der Abschlufl von I?Q in 2 enthalten.
(2) = (3) = (4) ist trivial.
(4) = (1): Um zu zeigen, dass  konvex ist, haben wir wegen Lemma II1.5.16
nachzuweisen, dass mit drei Punkten x,y,z € Q, fiir die [z,y] U [y, z] C Q gilt,
auch das Dreieck conv(z,y,z) in € enthalten ist.

Wir betrachten nun die Mengen

A; = conv{y,y +e(z —y),y+e(z—y)}
Da die konvexe Hiille dreier Elemente kompakt ist, sehen wir, dass die Menge

F:={se[0,1]: Ay CQ}
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in [0,1] offen ist. Sei sg:=supF'.
Wir zeigen, dass fiir s < sp das Dreieck A, fir K = {x,y,2} in Ko
enthalten ist. Sei dazu f € Con(Q2). Dann ist f auf den Strecken [z,y] und

[y, 2] konvex und daher [z,y] Uy, 2] C Kq. Fiir s < so folgt aus der Konvexitét
der Funktion f auf dem Dreieck

Ay =conv{y,y + s(z —y),y + s(z — y)}

daher A, C I?Q Also ist Ag, im Abschlufl von I/(\'Q enthalten, also auch in €2.
Da F ein in [0,1] offenes Intervall ist, erhalten wir F' = [0, 1]. n

Folgerung 11.5.19.  Das Gebiet () ist genau dann konvex, wenn
1

00— R
dQc _>

eine lokal konvexe Funktion ist.
Beweis. Wegen Lemma I1.5.17 haben wir nur zu zeigen, dass aus der lokalen
Konvexitat von f := ﬁ die Konvexitat von €2 folgt.

Seien dazu z,y,z € Q mit [z,y]U [y, z] C Q. Fir K := {x,y, 2z} gilt dann

sup_ . f(2) < sup.cx f(2) = max{f(x). f (). f(2)} < oo,

Also hat K, o keine Haufungspunkte im Rand von €2, ist also in V' abgeschlossen.
Aus Theorem I1.5.18 folgt nun, dass €2 konvex ist. |

Wir kénnen sogar Theorem I1.5.6(2) auf unsere Situation iibertragen. Da
Produkte konvexer Funktionen in der Regel nicht wieder konvex sind (das Pro-
dukt der Funktionen f = —1 und h = exp ist auf R nicht konvex), miissen wir
uns tieferliegende Information verschaffen.

Lemma I1.5.20. Fiir ein konvexes Gebiet ) ist die Funktion # logarith-
misch konvez, d.h. log(ﬁ) = —logdqe st eine konvexe Funktion.
Beweis. Wir verwenden den Satz von Hahn—Banach, um € als

Q= (] Qe

Qf,c:_)Q

darzustellen, wobei Q.= {v € V: f(v) < c} und f:V — R ein stetiges lineares
Funktional auf V' ist. Nun ist

—log doe = sup{—logdq, .: Q. 2 Q}.
Es reicht also aus nachzuweisen, dass die Funktionen —logdg,  konvex sind.

Man verifiziert nun, dass fir f # 0 gilt

do, (v) = = fv)

———2  firve Q..
171 ,

Fir v € Q. ist also

—logdg, . (v) = —log (¢ — f(v)) —log || fl],
sodass die Konvexitat dieser Funktion auf €2; . aus der Konvexitat der Funktion
x +— —log(—x) auf dem offenen Intervall | — oo, 0] folgt. u
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Satz I1.5.21. Ist Q) ein konvexes Gebiet und K C ), so gilt fir jede logarith-
misch konvexe Funktion f:Q —]0,00[ das Mazimumprinzip

O f(2)

SupzeK dQc(Z) - SupZGKQ dQc(z) = Suszcoan dQc(Z)

Beweis. Aus Lemma I1.5.20 folgt, dass —logdg. eine konvexe Funktion ist.
Damit ist auch log(%) = log f — logdge eine konvexe Funktion. Die erste

Gleichheit folgt damit aus der Definition von Kq. Die zweite Gleichheit folgt
aus der Konvexitat der Funktion log(%). u

Aufgabe IL.5.1. Sei Q:= K;(1) = {z € C:|1—z| < 1} die offene Kreisscheibe
um 1 und -
Z 1yt (2 — 1)
die Logarithmusfunktion auf  mit L(1) = 0. Zeige:
(1) Fiir jedes r < 1 existiert ein C' > 0, sodass auf K,(1) die Abschitzung
[L(z)] < Clz =1

gilt.
(2) Fir z,w e Kq(1) ist

11— zw| < |1 —2z| 4+ 2|1 —w|.

(3) Fur Z1,--.,2N € K1<1> ist

N N
)1— [[z] <23 11—zl
n=1 n=1

(4) Ist (zn)nen eine Folge mit Y- [2,] < §, so gilt

N
PN = H(1+zn)€K

n=1

(1)

|

fiir alle N € N.
(5) Fir z,w e K%(l) ist
zw € Ki(1) mit L(zw) = L(z) + L(w).
Unter der Vorausetzungen von (4) ist also

N

(ﬂ (1+ 2, > :ZL(1+zn).

n=1
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Schliesse hieraus, dass

o) N
142,) = i 142,
(14 zp) NEnOOH( + 2n)

konvergiert.
Ist X eine Menge und (f,)nen eine Folge von Funktionen f,,: X — C mit
Y | fnloo < 00, so konvergiert die Funktionenfolge

N

Fyn = H(1+fn)

n=1

gleichméaflig auf X gegen eine Funktion, die wir mit [] 7, f, bezeichnen.
Hinweis: Betrachte ein M € N mit Y, </ fnloo < & - u
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