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1 Ein erster Blick auf den Zoo der Darstellungstheorie

Bevor wir in konkrete Aspekte der Darstellungstheorie einsteigen, wollen wir uns einen Uberblick
iiber einige Spielarten der Darstellungstheorie verschaffen, die in dieser Vorlesung eine Rolle
spielen werden und die man spéter in anderen Vorlesungen vertiefen kann.

Zunéchst einmal stellt sich die Frage, was dargestellt wird und was darstellen jeweils
bedeutet. Der Ausgangspunkt hierbei ist, dass alle Darstellungen, die wir betrachten werden,
solche durch Endomorphismen abelscher Gruppen sind.

1.1 Darstellungen von Ringen

Ist M eine abelsche Gruppe, so ist
End(M) = Hom(M, M) ={¢: M — M: (Ym,n € M)p(m+n)=p(m)+¢(n)}
ein Ring bzgl.

(e +9)(@) =) +ely),  (p)():=e@(x) fir zeMppeEndM).

Da End(M) eine Ringstruktur triagt, bildet die Darstellungstheorie von Ringen den ersten
natiirlichen Kontext fiir Darstellungstheorie.

Definition 1.1. Sei R ein Ring. Eine Darstellung von R auf der abelschen Gruppe M ist ein
Paar (7, M) aus einer abelschen Gruppe M und einem Ringhomomorphismus 7: R — End(M),
d.h.,

m(r+s)=mn(r)+n(s) und w(rs)=n(r)r(s) fir rséeR. (1)
Hat der Ring R ein Einselement 1 € R, so verlangt man in der Regel zusitzlich 7(1) = idy,
und spricht dann von einer Darstellung des unitalen Rings R.

1.2 Darstellungen von Algebren

Man konnte nun Darstellungstheorie auf dieser Ebene betreiben, dies stellt sich aber struk-
turell als zu wenig reichhaltig heraus, um eine weitergehende Strukturtheorie zuzulassen.
Eine natiirliche Art der Anreicherung ist es, statt allgemeiner abelscher Gruppen M Vek-
torraume V {iber einem Korper K zu betrachten. Hier ist die Menge Endg (V') der Vektorraum-
Endomorphismen von V' nicht nur ein Ring, sondern sogar eine assoziative K-Algebra, also
ein Vektorraum mit einer bilinearen assoziativen Multiplikation. Dies fithrt uns zu folgendem
Kontext:

Definition 1.2. Sei A eine K-Algebra. Eine Darstellung von A ist ein Paar (7, V') aus einem
K-Vektorraum V' und einem Algebra-Homomorphismus 7: A — Endg(V'), d.h., 7 ist linear
und multiplikativ:

7(AA) = An(A), 7(A+B)=n(A)+7n(B) und w(AB)=n(A)n(B) (2)
fir\eK A BeA.



1.3 Darstellungen von Gruppen

Einen weiteren Aspekt der Darstellungstheorie erhalten wir, wenn wir eine Gruppe G als
etwas betrachten, das Symmetrien bzw. Automorphismen mathematischer Strukturen re-
prasentiert. Fiir einen Vektorraum V' ist die Gruppe GL(V) = GLg(V) = Autg(V) der
Vektorraum-Automorphismen, d.h. der invertierbaren linearen Abbildungen g: V' — V die
Symmetriegruppe von V. Entsprechend erhalten wir:

Definition 1.3. Sei G eine Gruppe. Eine Darstellung von G ist ein Paar (7w, V) aus einem
K-Vektorraum V' und einem Gruppenhomomorphismus 7: G — GLg(V), d.h.,

w(gh) = n(g)n(h) fir g,heqG. (3)

1.4 Darstellungen von Lie-Algebren

Um Darstellungen von Gruppen zu definieren, haben wir lediglich ausgenutzt, dass Aut(V)
fiir einen Vektorraum V eine Gruppenstrukur tragt und fiir Darstellungen von Algebren ver-
wenden wir die Algebra-Struktur von Endg(V'). Man kann von hier aus noch einen Schritt
weiter gehen, wenn man auf dem Vektorraum Endg (V') die Kommutatorklammer

[A,B]:= AB— BA fiir A, B € End(V)

betrachtet. Sie definiert eine bilineare Abbildung End(V) x End(V) — End(V) mit den
Eigenschaften:

(L1) [A, A] =0 fiir A € End(V).
(L2) [A,[B,C]] =[[A, B],C| + [B,[A,(C]] fir A, B,C € End(V) (Jacobi-Identitét).
Hieraus kristallisiert sich die folgende Struktur:
Definition 1.4. Eine Lie-Algebra ist ein Paar (L, [-,-]), wobei L ein Vektorraum ist und
[,]: LxL— L,
eine bilineare Abbildung mit
(L1) [z,z] =0 fir z € L und
(L2) [z, [y, 2]] = [[z,y], 2| + |y, [z, 2]] fiir ,y, 2z € L (Jacobi-Identitét).
Entsprechend definiert man Darstellungen von Lie-Algebren:

Definition 1.5. Sei (L, [-,-]) eine Lie-Algebra. Eine Darstellung von L ist ein Paar (m,V)
aus einem K-Vektorraum V' und einem Homomorphismus 7: L — (Endg(V),[-,-]) von Lie-
Algebren, d.h., 7 is linear und erfiillt

m([z,y]) = m(@)w(y) — 7 (y)w(z) fir z,y€l.
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1.5 Ziele der Darstellungstheorie

Das Ziel dieser Einleitung ist es, dem Leser die Vielfalt von Strukturen vor Augen zu fiithren,
fiir die man Darstellungstheorie betreiben kann. Sie ist mit den aufgefiihrten Beispieltypen
aber noch lange nicht erschopft. Andererseits kann man zeigen, dass sich die Darstellungstheo-
rie von Gruppen und Lie-Algebren relativ direkt in die Darstellungstheorie einer geeigneten
Algebra (die einhiillende Algebra) tibersetzen lésst, so dass letztendlich die Darstellungstheo-
rie von Ringen und Algebren auch die anderer Strukturen mit erfassen kann.

Das zentrale Problem der Darstellungstheorie ist die Klassifikation aller Darstellungen bis
auf eine geeignet definierte Isomorphie bzw. Aquivalenz. Hierbei geht man wie folgt vor: man
zerlegt Darstellungen zunéchst in direkte Summe von wunzerlegbaren Darstellungen. Hierbei
bedeutet unzerlegbar zu sein, dass die Darstellung keine echte Zerlegung als direkte Summe
zulésst. Das ist insbesondere der Fall, wenn sie urreduzibel ist, also gar keine echten Unter-
darstellungen besitzt. Die Hauptschwierigkeit besteht nun darin, die irreduziblen bzw. unzer-
legbaren Darstellungen zu klassifizieren, d.h. durch geeignete Parameter moglichst explizit zu
beschreiben. Das ist im allgemeinen recht schwierig und fithrt schnell zu ungelésten Proble-
men.

Um etwas konkreter zu sehen, wie das funktioniert, beginnen wir in Kapitel 3 mit der Dar-
stellungstheorie endlicher Gruppen, in der sich iiber (algebraisch abgeschlossenen) Kérpern
der Charakteristik 0 all diese Ziele sehr direkt erreichen lassen. Da wir diese Konstruktionen
in der Darstellungstheorie benotigen, schieben wir vorher noch ein kurzes Kapitel zu direk-
ten Summen und Tensorprodukten ein. Sie werden uns helfen, Darstellungen additiv und
multiplikativ zu zerlegen.



2 Direkte Summen und Tensorprodukte

Wir beginnen unsere Einfithrung in die Darstellungstheorie in diesem Abschnitt mit einem
systematischen Blick auf direkte Summen und Tensorprodukte von Vektorrdumen. Wir werden
hier einen besonderen Schwerpunkt auf die universellen Eigenschaften legen, die Summen und
Tensorprodukte bis auf Isomorphie eindeutig spezifizieren.

Fiir die Darstellungstheorie sind beide Konstruktionen von fundamentaler Bedeutung, da
es sich bei “Zerlegungen” von Darstellung zunéchst einmal um direkte Summen handelt.
Andererseits werden multiplikative Zerlegungen benétig, wenn man Vielfachheiten behan-
deln mochte, mit denen eine irreduzible Darstellung in einer anderen auftritt, aber auch um
natiirliche Darstellungen auf Rdumen linearer und multilinearer Abbildungen zu verstehen.

Wir wiederholen zunéchst einige Begriffe aus der linearen Algebra. In diesem Abschnitt
sind alle Vektorrdume {iber einem beliebigen aber festen Kérper K definiert.

2.1 Direkte Summen

Definition 2.1. Fiir zwei K-Vektorrdume A, B schreiben wir Homg (A, B) fiir den Vektor-
raum der linearen Abbildungen (Homomorphismen von Vektorrdumen) f: A — B. Die Vek-
torraumstruktur ist hier definiert durch punktweise Operationen:

(f +Ag)(a) == f(a) + Ag(a), fir a€ANeK,f, g€ Homg(4,B).
Definition 2.2. Sei (A;);e, eine Familie von Vektorrdumen.
(a) Wir definieren das direkte Produkt der Vektorrdume (A;) ey als
HA]‘ = {CLZ J — U JAj: (Vj S J) a; = CL(]) S AJ} = {(aj)jeJ: (\V/] c J) a; S AJ}
jeJ o

Elemente der Produktmenge schreiben wir als Tupel (a;);es. Die Vektorraumstruktur ist
komponentenweise erklért:

(75)jeq + AY;s)jes = (25 + Ayj)jer-

Sind alle A; gleich einem Vektorraum A, so erhalten wir den Vektorraum A7 aller Funk-
tionen x: J — A.

(b) Die direkte Summe der Vektorrdume (A;);es ist der Untervektorraum
DA, = {(xj) e[[As 1€z #0} < oo}
jeJ jeJ

derjenigen Tupel, die nur endlich viele Eintrdge # 0 haben. Sind alle A; gleich einem
Vektorraum A, so erhalten wir den Vektorraum A() aller Funktionen a: J — A, die nur
an endlich vielen Stellen nicht verschwinden.



In der Mathematik sind viele Konstruktionen dadurch motiviert, dass man durch sie neue
Objekte erhilt, die durch gewisse (universelle) Eigenschaften eindeutig (bis auf Isomorphie)
bestimmt sind. Wir werden spéter im Rahmen der Kategorientheorie sehen, wie man damit
systematisch umgeht. Bis wir soweit sind, studieren wir diese Eigenschaften beispielhaft.

Lemma 2.3. (Universelle Eigenschaft direkter Summen) Sei (A;);cs eine Familie von Vek-
torrdumen und

a firk=y

0 sonst

i Ay = @A, mila) =650, mila)y = {

keJ

die kanonische Einbettung. Sei weiter M ein K-Vektorraum. Dann existiert zu jeder Familie
(fj)jes von linearen Abbildungen f;: A; — M genau ein Homomorphismus

fo A =M mit fon=f firale je.J.

jeJ

Wir erhalten so fiir jeden Vektorraum M einen Isomorphismus von Vektorrdumen

®: Hom (@Aj,M> — HHom(Aj,M), [ (fony)jes. (4)

jeJ jeJ

Beweis. Existenz von f: Wir definieren

GBA — M, f((aj)jes) ijaj

jeJ jeJ

und beachten, dass das sinnvoll ist, da nur endlich viele a; von 0 verschieden sind. Die Summe
auf der rechten Seite ist daher endlich. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass f linear ist. Aus
der Definition folgt unmittelbar f on; = f;.

Eindeutigkeit von f: Der Vektorraum D wird von den Unterrdumen n;(A;) = A; erzeugt
und durch die Bedingung f on; = f; werden die Werte von f auf diesen Unterrdumen
festgelegt. Dadurch ist f eindeutig bestimmt.

Damit ist gezeigt, dass die Abbildung ® in bijektiv ist. Dass ® linear ist, folgt aus

O(f+Ag) = ((f +Ag) omj)jes = (fon;+Agon;)jes = @(f) + A2(g)
fir f,g € Hom(D, M), \ € K. ]

Lemma 2.4. (Universelle Eigenschaft direkter Produkte) Sei (A;);es eine Familie von Vek-
torrdumen und

pi: [TAr = A pil(ar)res) = q

keJ



die Projektionsabbildungen auf die Faktoren. Dann existiert zu jeder Familie (f;);es linearer
Abbildungen f;: M — A; genau eine lineare Abbildung

foM=J[4 mit pof=f firdle je.J

JjeJ

Wir erhalten so fiir jeden Vektorraum M einen linearen Isomorphismus

®: Hom (M’HAJ) — HHom(M,Aj), fr(pjof)es (5)

jeJ jedJ

Beweis. Wir setzen f(m) := (fj(m)),es. Die Eindeutigkeit von f ist klar, da die Bedingungen
p; o f = f; festlegen, was die Komponenten von f(m) sein miissen. Damit ist gezeigt, dass ®
in bijektiv ist und man verifiziert leicht, dass ® auch linear ist. O]

Bemerkung 2.5. (Matrixzerlegung von Endomorphismen) Sind (Ag)kex und (B;)jes Vek-
torrdume, so haben wir lineare I[somorphismen

Hom <@Ak,HBj> = H Hom <Ak,HBj> = H HHom(Ak,Bj).

keK jeJ jeJ keK jeJ

Das ist eine abstrakte Form der Matrixdarstellung von linearen Abbildungen. Entsprechend
schreiben wir fiir ¢ € Hom (@ke}( A, [jes Bj) dann auch

ik =pjopong: Ay — Bj

fiir die lineare Abbildung, die wir durch Einschrankung der jten Komponente ¢ auf den
Unterraum A, der direkten Summe erhalten.

Definition 2.6. Sei M eine Menge. Wir schreiben F(M) := KM = @, c)/K fiir den freien
Vektorraum tiber M. Das ist der Unterraum des kartesischen Produkts K™, also des Raums al-
ler Funktionen M — K, der aus den Elementen (z;) e besteht, fiir die nur endlich viele Kom-
ponenten z; von Null verschieden sind. Eine Basis dieses Raums bilden die “d-Funktionen”
6m(n) = Opmn (Leichter Nachweis als Ubung).

Lemma 2.7. (Universelle Eigenschaft des freien Vektorraums) Sei M eine Menge. Die Ab-
bildung

e M — F(M)7 nM(m> = 5m = (5mn)n€M

hat die folgende universelle Eigenschafl. Zu jeder Abbildung f: M — V in einen Vektorraum
V' ezistiert genau eine lineare Abbildunge f: F(M) —V mit fony = f.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dass F'(M) von den Deltafunktionen (6, )menrs
als Vektorraum erzeugt wird. Die Existenz folgt aus der Beobachtung, dass diese Elemente
eine Basis von F'(M) bilden. O



2.2 Tensorprodukte von zwei Vektorraumen

Definition 2.8. Seien V und W zwei K-Vektorraume. Ein Paar (1, U) aus einem Vektorraum
U und einer bilinearen Abbildung n: V x W — U heifit Tensorprodukt von V und W, wenn
es folgende universelle Eigenschaft besitzt: Zu jeder bilinearen Abbildung

f:VxW—=X

in einen Vektorraum X existiert genau eine lineare Abbildung f: U — X mit fo n=f.

Lemma 2.9. (Eindeutigkeit von Tensorprodukten) Sind (n,U) und (n/,U’) zwei Tensorpro-
dukte von V und W, so existiert ein linearer Isomorphismus I': U — U’ mit 'on =1n'.

Beweis. Da die Abbildung n': V- x W — U’ bilinear ist, existiert geméf8 der universellen
Eigenschaft von (n,U) genau eine lineare Abbildung a: U — U’ mit a« o = 1. Ebenso
finden wir mit der universellen Eigenschaft von (r/, U’) eine lineare Abbildung 5: U’ — U mit
Bon =mn. Dannist foa: U — U eine lineare Abbildung mit

foaon=Lfon =n=idyon.

Aus der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von (7, U) folgt daher foa = idy;. Analog

erhalten wir o o 3 = idy». Also ist a: U — U’ ein linearer Isomorphismus mit o~ = 3. O

Das obige Lemma besagt, dass Tensorprodukte bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
sind. Nachdem wir die Eindeutigkeit des Tensorprodukts eingesehen haben, beweisen wir nun
seine Existenz.

Definition 2.10. Seien V und W Vektorrdume. In dem freien Vektorraum F(V x W) be-
trachten wir den Unterraum U, der von allen Elementen der Gestalt

5(v1+v2,w) - 5(1;1,10) - (5(v2,w)7 5(v,w1+w2) - 5(v,w1) - (5(v,w2)7

und
AO(vw) = Owaw)s  A(waw) = O(rv,w)

erzeugt wird. Wir definieren
VoW :=FV xW)/U und v®w:= 0w +U.
Lemma 2.11. Fir die Abbildung
b:VxW—=VeW, (wuw)—vuw

ist (b,V @ W) ein Tensorprodukt von V' und W.



Beweis. Die Bilinearitéit von b folgt aus der Definition von V ® W. Z.B. ist
b(v1 + V2, W) = Sy 1vaw) + U = d(v1w) + Suo,w) + U = b(v1, w) + b(va, w)

und
b(Av,w) = (Av,w) + U = Av,w) + U =X ((v,w) + U).

Ebenso folgt die Linearitiat im zweiten Argument.
Sei nun f: V x W — X eine bilineare Abbildung. Da F(V x W) von der Teilmenge
{0pw): v € V;w € W} erzeugt wird, wird der Quotientenraum V ® W von b(V x W) =

{0@ww) +U:v e V,we W} erzeugt. Hieraus folgt sofort die Eindeutigkeit von f.

Um die Existenz von f einzusehen, verwenden wir zuerst die universelle Eigenschaft von

F(V x W) (Lemma[2.7), um eine lineare Abbildung
F: FVxW)—=X mit ]?(d(v,w)) = f(v,w) firalle (v,w)eV xW

zu erhalten. Aus der Bilinearitit von f folgt nun U C ker f Also faktorisiert fzu einer linearen
Abbildung f: V@ W — X mit f(v ® w) = f(ww)) = f(v,w) fir alle (v,w) € VxW. O

Bemerkung 2.12. In Aufgabe wird gezeigt, wie man eine Basis des Tensorprodukts
V @ W erhélt. Dazu sei By = {e;: i € I} bzw. By = {f;: j € J} eine Basis von V bzw. W.
Dann ist

By @ By :={e;® fj:iel,je J}

eine Basis des Vektorraums V ® W. Sind V' und W endlichdimensional, so erhalten wir
insbesondere die Formel

dim(V @ W) =dimV - dim W.
Bemerkung 2.13.

(a) Seien X, Y und Z Vektorraume. Dann erhalten wir eine Abbildung
I'' Hom(X ®Y,7Z) —» Bil(X x Y, Z), TD(¢)(z,y) :=ex®y),

wobei Bil(X x Y, Z) den Raum der bilinearen Abbildungen von X x Y nach Z bezeich-
net. Die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts bedeutet, dass diese Abbildung I'
bijektiv ist. Sie iibersetzt lineare in bilineare Abbildungen. Da I' bzgl. der kanonischen
Vektorraumstruktur linear ist, ist I' sogar ein linearer Isomorphismus.

Fiir den Spezialfall Z = K erhalten wir so einen Isomorphismus

I(X®Y) - Bil(X xY,R), T'(a)(z,y) :=alz®y).



(b) Von besonderem Interesse ist auch die Beziehung zwischen dem Tensorprodukt
X*®Y und dem Raum Hom(X,Y") der linearen Abbildungen von X nach Y. Wir beob-
achten zunéchst, dass wir eine natiirliche lineare Abbildung

I''X*®Y - Hom(X,Y), T'(a®y)(z):=alx)y

haben. Um die Existenz dieser Abbildung einzusehen, verwenden wir die universelle Ei-
genschaft des Tensorprodukts. Dazu muss man zeigen, dass die Abbildung

I': X*xY = Hom(X,Y), T(o,y)(z):=alx)y
bilinear ist, was sich aus einer trivialen Rechnung ergibt.

Das Tensorprodukt X* ® Y besteht aus endlichen Summen der Gestalt

k
A::Zaj®yj, CYjEX*,ijY.

Jj=1

Fiir die zugeordnete lineare Abbildung I'(A) ist dann im(I'(A)) C span{yi, ..., yx}. Ins-
besondere ist das Bild von I'(A) immer endlichdimensional. Ist X = Y unendlichdimen-
sional, so liegt idx nicht im Bild von I'. Insbesondere ist I' nicht surjektiv.

Wir nehmen nun an, dass X und Y endlichdimensional sind. Dann ist zunéchst
dim(X*®Y)=dim X*-dimY = dim X dimY = dim Hom(X,Y")

(Bemerkung [2.12). Ist by, ..., b, eine Basis von X, b7,...,b" die duale Basis von X* und
ci,...,Cny eine Basis von Y, so erhalten wir

F<b; ® CZ)(bk) = b;(bk>cz = 5jkcz-.
Die Matrix der lineren Abbildung I'(b; ® ¢;) ist also die Basismatrix

Ei; = (6ii’6jk)1§i’§m,1§k§n € an(K) mit Eijek = 5jk€¢.

Insbesondere sehen wir, dass die Basis b} ® ¢; in X* ® Y in eine Basis von Hom(X,Y) &
M, n(K) = K™% abgebildet wird. Also liefert I" in diesem Fall einen Isomorphismus

X*"®Y = Hom(X,Y). (

D
~—

Fir X =Y und b; = ¢; ergibt sich insbesondere

r(jz:b; @1;) = idy, (7)

denn die zugehorige Matrix ist die Einheitsmatrix 1,,. In diesem Fall erhalten wir also
einen Isomorphismus

End(X) & X* @ X. (8)
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Beispiel 2.14. (Matrizen als Tensorprodukt) Die Abbildung
K™ X K" = Mpn(K), (2,9) = 2-y" = (29;)1<icmi<j<n
ist bilinear, induziert also eine lineare Abbildung
T:K"QK' = Mpuo(K), z@y—z-y'.
Fiir die Standardbasis erhalten wir I'(e; ® e;) = Ej;, so dass I' insbesondere ein linearer

Isomorphismus ist.

2.3 Tensorprodukte von endlich vielen Vektorrdumen
Definition 2.15. Sind Vi, ..., V,, Vektorrdume und n > 3, so definieren wir rekursiv
V..oV, =Ve..eV,1)eV,

und analog
Ul®"‘®vn::(U1®--'®vn—l)®vn fiir ijVj.

Lemma 2.16. (Universelle Eigenschaft mehrfacher Tensorprodukte) Sind Vi,...,V, Vek-
torraume, so st

m:Vix...xV,=>Vi®...0V,, (v,...,0,) » 11 & - Qu,

eine n-lineare Abbildung, d.h. linear in jedem Argument. Zu jeder n-linearen Abbildung
fVix...xV,—-X

in einen Vektorraum X existiert genau eine lineare Abbildung
f: Viw..V, - X

mit fo m=f.

Beweis. Zuerst zeigen wir die n-Linearitdt von m,, := m. Wir setzen hierzu

My 1: VIX . .. XV =2 Vi®@... 0V, (U,...,001)—= 10 &  Qv,_1.

Ist n = 2, so ist nichts mehr zu zeigen (Lemma [2.11]). Wir diirfen daher induktiv annehmen,
dass die Abbildung m,,_1 in jedem Argument linear ist. Nach Lemma ist die Abbildung

b: (V1 ®@...0 V1) xV,—> VN®...0V, 1)@V, (r,w)—zrw
bilinear. Daher ist

mn(vlv <oy Un—1, Un) = b(mn—l(vla s avn—l)a vn)
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in den ersten n — 1 Argumenten als Komposition von zwei linearen Abbildungen linear. Im
letzten Argument ist sie nach Lemma [2.11] linear, d.h. m,, ist n-linear.

Die Existenz und Eindeutigkeit von f zeigt man ebenfalls induktiv. Wir diirfen daher
annehmen, dass zu jedem w € V,, genau eine lineare Abbildung f,: Vi ®---® V,,_1 — X mit

ﬁu(vl®...®vn_1):f(vl,...,vn_l,w) fir v, eV;,j=1,...,n—1,

existiert, denn wenn wir das letzte Argument v,, = w fixieren, wird f zu einer (n — 1)-linearen
Abbildung. Wegen der Eindeutigkeit von f,, fiir jedes w ist die Zuordnung

V, 2 Hom(Vi®@---®@V,_1,X), w— ﬁv
linear, d.h. die Abbildung
(%@@Vn—l)xvn_)Xa (va)HﬁU(ZE)

ist bilinear. Mit Lemma finden wir daher eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

mit

foi® - Uy @uy) = f((vl ® - @ Up_1) @ Up)
= fo (01 @ @ 1) = F(U1, ..., Uno1, Up). O

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 2.1. (Die direkte Summe ist eindeutig durch ihre universelle Eigenschaft bestimmt) Sei
(A;)je eine Familie von Vektorrdumen, D und D’ Vektorrdume sowie fiir jedes j € J jeweils lineare
Abbildungen n;: A; — D, 77;-: A; — D' gegeben, die folgende universelle Eigenschaft besitzen: Zu
jeder Familie (f;);es von linearen Abbildungen f;: A; — M existiert genau eine lineare Abbildung

f:D—=M mit fon;=/f; firalle jeJ
und genau eine lineare Abbildung
foD' =M mit  flom;=f; firalle je.J

Zeigen Sie: Dann existiert genau ein linearer Isomorphismus ®: D — D’ mit ® on; = 773» fiir alle
jed.

Aufgabe 2.2. Ziel dieser Aufgabe ist es, eine bessere Vorstellung des Tensorprodukts zweier Vek-
torrdume V und W zu bekommen. Dazu sei By = {e;: i € I} baw. By = {f;: j € J} eine Basis
von V bzw. W. Zeigen Sie:
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(a) Jede Funktion f: By x By — K lédsst sich eindeutig zu einer bilinearen Abbildung
f:V xW — K fortsetzen.

(b) Die Menge By ® By = {e; ® fj:i € 1,j € J} ist eine Basis des Vektorraums V & W.

(¢) Jedes Element x € V @ W lésst sich in eindeutiger Weise darstellen als eine endliche Summe
T = Zie[ e; ® w; mit w; € W. Folgern Sie hieraus

VoW =@eow 2w,
el

(d) Sind V4 und Vi Vektorrdume, so gilt (Vi@ Vo) @ W = (Vi@ W) @ (Vo @ W).
Hinweis: Verwende (c).

() VW und W ® V sind isomorphe Vektorrdume.
Aufgabe 2.3. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Zeigen Sie:

(a) Zu A € End(V) und B € End(W) existiert genau eine lineare Abbildung A ® B €
End(V ® W), die durch

(A® B)(v®@w)=Av® Bw fir veV,weW,
eindeutig bestimmt ist.
(b) Es existiert genau eine lineare Abbildung
I': End(V) @ End(W) - End(V @ W) mit I'A® B)=A® B

fir A € End(V), B € End(W). Man beachte, dass hier das Symbol ® in zwei verschiedenen
Bedeutungen auftritt.

(c) Ist V oder W endlichdimensional, so ist I' ein linearer Isomorphismus.

(d) Sei nun V.= K" und W = K™. Ist A = (ai;) € Mp(K) and B = (bge) € M, (K), so
ist (aijbre)1<ij<n,i<ke<m die Matrix der linearen Abbildung A ® B auf K" @ K™ bzgl. der
kanonischen Basis.

(e) Fir A, A’ € End(V) und B, B" € End(W) ist

(A B)(A' @ B") = AA' ® BB'.

Aufgabe 2.4. (Verallgemeinerung von Bemerkung[2.13|(b) auf unendlichdimensionale Riume) Seien
X und Y Vektorrdume. Wir betrachten die lineare Abbildung

I'X*®Y - Hom(X,Y), Da®y)(zr):=a(r)y.

Zeigen Sie:
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(a) Ist f: X — Y linear mit endlichdimensionalem Bild, so existieren y1,...,yx € Yund ay,...,qp €
* s k
X* mit f(x) = ijl aj(x)y;.

(b) im(T") besteht aus den linearen Abbildungen mit endlichdimensionalem Bild.

(c¢) Ist X oder Y endlichdimensional, so ist I" ein linearer Isomorphismus.

Aufgabe 2.5. (a) Seien A und B Algebren iiber dem Koérper K. Dann existiert auf A ® B die
Struktur einer assoziativen K-Algebra mit

(a@b)(d @V)=ad @bV fir a,d € ADbb €B.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jede K-Algebra A gilt: M,,(A) = M, (K) @ A.
(c) Fiir K = R erhalten wir Cer C = Ca C.
(d) Fir K = R erhalten wir H ®r C = M»(C), wobei

H={ (; _Z“’> € My(C): 2w € C} C My(C)

die Unteralgebra der Quaternionen ist.

3 Darstellungen endlicher Gruppen

In diesem Abschnitt werfen wir einen ersten Blick auf die Darstellungstheorie der endlichen
Gruppen. Ein zentrales Resultat in diesem Kontext ist der Satz von Maschke: Falls char K
nicht die Gruppenordnung |G| teilt, sind alle Darstellungen direkte Summen von irreduziblen,
so dass man sich auf die Klassifikation der irreduziblen Darstellungen konzentrieren kann,
was wir weitgehend tun werden. Es wird sich zeigen, dass in diesem Fall die Charaktere von
Darstellungen ein effektives Mittel zu einer systematischen Klassifikation sind.

Fiir den Fall, dass char K die Gruppenordnung teilt, wird die Situation sehr viel kompli-
zierter; so sind z.B. alle irreduziblen Darstellungen der Gruppe Z/p*Z iiber jedem Korper der
Charakteristik p > 0 trivial und das Problem besteht darin zu verstehen, auf welche Weisen
man aus trivialen Darstellungen nicht triviale aufbauen kann.

3.1 Darstellungen und Homomorphismen von Darstellungen
3.1.1 Darstellungen und Moduln

Definition 3.1. Eine Darstellung einer Gruppe G iiber einem Koérper K ist ein Paar (p, V)
aus einen K-Vektorraum V' und einem Gruppenhomomorphismus p : G — GLg(V) in die
invertierbaren K-linearen Abbildungen von V.

Die Dimension einer Darstellung (p, V') ist die Dimension von V. Insbesondere heiit (p, V')
endlichdimensional, wenn V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ist. Eine komplexe Dar-
stellung ist eine Darstellung iiber C, eine reelle Darstellung eine Darstellung {iber R.
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Oft spricht man auch von p als einer Darstellung, da die Spezifikation von V' ja im Grunde
in p enthalten ist. Dies ldsst sich allerdings auch umkehren. Lenkt man den Fokus auf V', so
denkt man sich die Darstellung als einer Art “Skalarmultiplikation” von G auf V' und schreibt
auch

gv:=plgv fir geGuel.

Die Bedingungen, dass p ein Gruppenhomomorphismus G — GLg (V) ist, driicken sich dann
aus durch

(M1) g.(h.v) = (gh).v fir g,h € G,v € V.

(M2) e.v = fiir v € V (e ist das neutrale Element in G).

(M3) g.(v + \w) = g.v+ Ag.w fiir g € G,v,w e VX € K.

Definition 3.2. Ein Abbildung p: GxV — V,(g,v) — g.v definiert auf V' die Struktur eines
G-Moduls, wenn (M1-3) erfiillt sind, also wenn sie eine Wirkung von G auf V' durch lineare
Abbildungen definiert. Ein G-Modul ist also ein Paar (V, u), wobei u angibt, wie G auf V'
operiert [[]

Bemerkung 3.3.

(a) Ist (p,V) eine Darstellung, so definiert p*(g,v) := p(g)v eine Modulstruktur und umge-
kehrt erhalten wir fiir eine Modulstruktur p eine Darstellung durch i°(g)v = pu(g,v).
Hierbei gilt (p*)” = p und (¢°)* = p, so dass sich Modulstrukturen und Darstellungen
bijektiv entsprechen. Sie beschreiben also die gleichen Strukturen aus verschiedenen Per-
spektiven.

(b) Jeder Vektorraum V' trigt eine Darstellung jeder Gruppe G, namlich die triviale Dar-
stellung mit p(g) = idy fur alle ¢ € G. Man spricht dann auch vom einem trivialen

G-Modul.

(c) Jeder Vektorraum V trigt eine Darstellung der Gruppe GLk (V) und beliebiger Unter-
gruppen G C GLg(V).

Definition 3.4.

(a) Sind (py,V) und (pw, W) Darstellungen von G iiber K, dann trégt auch die direkte
Summe V & W eine Darstellung von G, die gegeben ist durch

pvaw (9)(v,w) = (pv(9)(v), pw(g)(w))  fir geGveVweW

Diese wird als direkte Summe der Darstellungen (py, V') und (pw, W) bezeichnet. Analog
definiert man die direkte Summe €, (pv;, V;) von Darstellungen (p;, V;) fiir eine beliebige
Indexmenge I.

!Der Modul, nicht das Modul. Der Plural ist Moduln, nicht Module. Das Wort Modul wird auf der ersten
Silbe betont.
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(b)

()

Sind (py, V), (pw, W) Darstellungen einer Gruppe G iiber K | so trégt auch der K-
Vektorraum Homg (V, W) eine Darstellungen von G mit

Promv,w) () = pw(g) 0 o pr(g)~" fir ¢ € Homg(V,W),g € G.

Ist (py, V') eine Darstellung von G iiber K, so trigt auch der Dualraum V* = Homg (V, K)
eine Darstellung (p},, V*) von G, die gegeben ist durch

pv(gla=aopy(g™!) fir aeV'ged.

Dies ergibt sich fiir den Spezialfall der trivialen Darstellung auf W = K und Homg (V, K) =
V* auch aus (b).

Sind (py, V') und (pw, W) Darstellungen von G iiber K, dann trégt auch das Tensorpro-
dukt V ® W eine Darstellung von G, die gegeben ist durch

pvew (9) = pv(9) ® pw(g) d.h., pvew(9)(v @ w) = py(g)(v) ® pw(g)(w)

fir g € G,v € V,w € W. Hierzu verwenden wir Aufgabe 2.3 um die Existenz der linearen
Abbildungen py(g) ® pw(g) auf V@ W einzusehen. Aus Teil (e) dieser Aufgabe folgt

(pv(9) @ pw(9))(pv(h) @ pw(h)) = pv(gh) ® pw(gh) fir g,he€G,

so dass pyew in der Tat eine Darstellung ist. Diese wird als Tensorprodukt der Darstel-
lungen (py, V) und (pw, W) bezeichnet. Analog definiert man endliche Tensorprodukte

pvl®...®pvn_

Ist f: H — G ein Gruppenhomomorphismus und (p, V') eine Darstellung von G, so erhélt
man durch 7 := po f eine Darstellung (7, V') von H. Diese wird als Pullback von p entlang
f bezeichnet. Als wichtigen Spezialfall erhalten wir Einschréankungen von Darstellungen:
Dann ist H C G eine Untergruppe, f: H — G die Inklusionsabbildung und po f = p|g
die Einschréankung von p auf H.

Beispiele 3.5. (a) Eine Darstellung (p, V') der Gruppe (Z, +) ist eindeutig bestimmt durch

das Element p(1) € GLg(V), denn die Gruppe (Z,+) wird von 1 erzeugt. Ist
p:Z — GLg(V) ein Gruppenhomomorphismus, so folgt p(n) = p(1)" fiir alle n € Z.
Die Darstellungen der Gruppe (Z,+) auf V iiber K entsprechen also den Elementen von
GLg (V).

Sei G = (Z/mZ,+) mit m € N. Diese Gruppe wird von 1 € Z/mZ erzeugt und somit
ist jede Darstellung (p, V) von G durch p(1) € GLg(V) eindeutig bestimmt. Allerdings
liefert nicht jeder Automorphismus von V' eine Darstellung, denn es muss gelten

p(I)™ = p(m1) = p(0) = idy .

Die Darstellungen von (Z/mZ,+) auf V entsprechen also den Elementen g € GLg (V)
mit g™ = 1.

15



Beispiel 3.6. Sei M eine Menge und K ein Korper. Ist
o:GxM—M, (g,m)—o,(m)=gm
eine Wirkung von G auf M ((M1/2) gelten), so erhalten wir durch
p(g)f == foo,t, (p(g)f)(m):= f(g—"m)  firx geGmeM

eine Darstellung von G auf dem Vektorraum K™ der Funktionen f: M — K. Der Unterraum
K®™) ist unter p(G) invariant, so dass wir auch auf ihm eine Darstellung von G erhalten. Eine
kurze Rechnung (Aufgabe zeigt, dass

p(g)om =06gm fir geGmeM

gilt und dass es sich dabei tatséchlich um eine Darstellung handelt.

3.1.2 Homomorphismen von Darstellungen

Wie in den aus der Algebra bekannten Féllen von Vektorrdumen, Korpern, Ringen etc wollen
wir nun auch fiir den Begriff der Darstellung ein Konzept von Homomorphismen entwickeln.
Da es sich bei einer Darstellung um zwei wechselwirkende Strukturen handelt, ndmlich einen
Vektorraum V' und einen Gruppenhomomorphismus von G — GLg(V'), sollte ein “Homomor-
phismus von Darstellungen” mit beiden dieser Strukturen kompatibel und damit ein Vektor-
raumhomomorphismus sein, der mit der Gruppenwirkung vertréglich ist.

Definition 3.7. Seien (p, V) und (7,W) Darstellungen einer Gruppe G iiber demselben
Korper K. Ein Homomorphismus von Darstellungen oder Vertauschungsoperator zwischen
(p, V) und (7, W) ist eine K-lineare Abbildung ¢ € Homg (V, W) mit

pop(g)=7(g)op bzw. ¢(g.v) = g.0(v) firalle geGveV.

Wir schreiben
Hom((p, V)> <T7 W)) g HOHIK(‘/, W)

fiir den Untervektorraum der Vertauschungsoperatoren und
End((p, V)) := Hom((p, V), (p, V)
fiir den Raum der Endomorphismen der Darstellung (p, V). Weiter ist
Iso((p, V), (T, W)
= {¢ € Hom((p, V), (r,W)): (I € Hom((, W), (p,V))) ¥ 0 ¢ =idy, p o) = idw}
der Raum der Isomorphismen von (p, V') und (n, W), und
Aut((p,V)) := Iso((p, V), (p, V)

die Gruppe der Automorphismen der Darstellung (p,V').
Zwei Darstellungen einer Gruppe G iiber K, zwischen denen ein Isomorphismus von Dar-
stellungen existiert, heiflen isomorph oder dquivalent.
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Bemerkung 3.8.

(a)

(b)

Ist ¢ € Hom((p, V'), (1, W)) bijektiv, so ist die Umkehrabbildung ¢: W — V" auch linear
und sogar ein Homomorphismus von Darstellungen (leichte Ubung). Die Isomorphismen
von Darstellungen sind also genau die bijektiven Homomorphismen.

Sind (p, V') und (7,W) Darstellungen einer Gruppe G iiber K, dann bilden die Homo-
morphismen von Darstellungen (p, V') — (7, W) einen Untervektorraum des Vektorraums
Homg (V, W) der linearen Abbildungen zwischen V' und W, denn die Summe zweier Ho-
momorphismen von Darstellungen und skalare Vielfache von Homomorphismen von Dar-
stellungen sind wieder Homomorphismen von Darstellungen.

Sind ¢ € Hom((p,U), (c,V)) und ¢ € Hom((o, V), (7, W)) Homomorphismen von Dar-
stellungen, so ist auch die Verkettung @ o : U — W ein Homomorphismus von Darstel-
lungen.

Wir haben in Definition [3.4)c) schon gesehen, dass wir auf dem Raum Homg (V, W) durch
g0 :=pw(g)opopy(g)” fiir g€ G, pe Homg(V,W)

eine Darstellung erhalten. Ein Element ¢ € Homy(V, W) ist genau dann ein Vertau-
schungsoperator, wenn g. = ¢ fiir alle g € G gilt, d.h. wenn ¢ ein Fixpunkt der G-
Wirkung auf Hom(V, W) ist:

Homg (V, W)“ = Hom((pv, V), (pw, W)).

Das folgende Lemma liefert ein Beispiel fiir einen nicht trivialen Isomorphismus von Dar-

stellungen (vgl. Bemerkung [2.13)).

Lemma 3.9. Sind (py,V) und (pw, W) endlichdimensionale Darstellungen von G iiber K
und

r:veWw"—Hom(W,V), T'v®a)(w):=a(w)

der kanonische Isomorphismus, so definiert I' einen Isomorphismus

(pV & p,{/V; V & W*) — (pHom(W,V)v HOII'I(W, v))

Beweis. FirveV,we W und a € W* ist

C(pv(g9)v @ piy(9)a)w = (pjy (9)a) (w)pv (9)v = a(pw (g w)pv(g)v
= pv(9)T(v @ a)pw(g " w.

Da die Elemente der Form I'(v ® o) den Raum Hom (W, V) aufspannen (Bemerkung [2.13)),
erhalten wir

Lo (pv(9) @ piy(9) = pv(@)T()pw(g) ",

so dass I' ein Isomorphismus von Darstellungen ist. O
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3.2 Die Klassifikation von Darstellungen zyklischer Gruppen

Das Hauptproblem der Darstellungstheorie besteht in der Klassifikation der endlichdimensio-
nalen Darstellungen bis auf Isomorphie (=Aquivalenz). Man mochte also die Gesamtheit der
Darstellungen einer endlichen Gruppe in geeigneter Form moglichst explizit parametrisieren.
In diesem Abschnitt diskutieren wird dieses Problem fiir den Fall einer zyklischen Gruppe
G = 7Z/kZ iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K.

Wir benétigen hierzu eine kleine Vorbereitung:

Lemma 3.10. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, k € N und
CE={zeK*: 2" =1}
die multiplikative Gruppe der k-ten Einheitswurzeln in K. Dann gilt:

(i) IstcharK =0, so ist CF eine zyklische Gruppe der Ordnung k, insbesondere unabhingig
von K.

ii) Ist charK =p > 0 und k = p™q, wobei p kein Teiler von q ist, so is eine zyklische
ii) Ist char K 0 und k m bei p kein Teil st st X ei klisch
Gruppe der Ordnung q, also nur abhdngig von der Charakteristik von K.

Beweis. (i) Da K algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt das Polynom f(X) := X* — 1 {iber
K in Linearfaktoren. Wegen f/(X) = kX* 1ist f'(z) # 0 fiir jede Nullstelle von f. Also sind
alle Nullstellen von f einfach. Es gibt also genau & Nullstellen.

Die abelsche Gruppe A := C enthilt also genau k Elemente. Um einzusehen, dass sie
zyklisch ist, betrachten wir die Primfaktorzerlegung k = pi™* - - - p/*~ von k. Dann enthalten die
Gruppen A, := Ci(}nj genau p;lj Elemente. Ist A, nicht zyklisch, so existiert kein Element der

Ordnung p;nj . Also sind alle auftretenden Ordnungen Teiler von ij ~' und somit Ap, in der

Untergruppe C']Km].,1 enthalten, die aber nur p;-nj ~ Elemente enthélt. Aus diesem Widerspruch
p.

schlieffen wir, dz;ss Ay =7/ pgan ist. Da die Multiplikationsabbildung
Ay X x Ay = A (21, z) 2 2
wegen dem Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen ein Isomorphismus ist, erhalten wir
AZZ/p"ZL X - X L/p 7 = L] KZ,

da die Primzahlpotenzen p;-nj jeweils teilerfremd sind.
(i) Zuerst beobachten wir, dass alle Binomialkoeffizienten

G)_p@—1%~@—j+U

J 7!

, 0<j<np,
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verschwinden, da p den Z#hler aber nicht den Nenner teilt. Daher gilt fiir pte Potenzen in
kommutativen Algebren iiber K die Formel

(a+ b)Y =aP + V.
Aus k = p™q ergibt sich damit
f(X)= X" —1=(X7-1)".

Also ist 2 — 1 = f(2) = 0 gleichbedeutend mit z? = 1. Fiir g(X) = X7 —1ist ¢/(X) = ¢X97!
und ¢'(z) verschwindet an keiner Nullstelle z von g. Also hat g, und damit auch f, genau ¢
Nullstellen in K.

Dass die Gruppe CX = CqK zyklisch ist, folgt nun mit dem gleichen Argument wie unter (i),

da die Primzahl p nicht unter den Primfaktoren von ¢ auftritt und \Cfmj\ = p;” fiir alle j
J

gilt. O]
Beispiel 3.11. (Darstellungen von G = Z iiber algebraisch abgeschlossenen Kérpern) Fiir die
Gruppe G = Z sind die Darstellungen p: G — GL(V) auf einem K-Vektorraum V' eindeutig
spezifiziert durch beliebige Elemente g = p(1) € GL(V) (Beispiel 3.5)). Sind p und p’ zwei

Darstellungen sowie g = p(1) und ¢’ = p/(1), so ist ¢ € Hom((p,V), (¢, V’)) genau dann,
wenn p o g = ¢ o ¢ gilt. Insbesondere ist p = p’ genau dann, wenn

d =pgp ! fiirein ¢ € Iso(V,V)

gilt. Die Aquivalenzklassen von Darstellungen von Z auf V entsprechen also den Ahnlichkeits-
klassen invertierbarere linearer Abbildungen.

In der linearen Algebra wird das Problem der Beschreibung der Ahnlichkeitsklassen (in-
vertierbarer) linearer Endomorphismen (endlichdimensionaler Vektorrdume) iiber algebraisch
abgeschlossenen Korpern durch die Jordansche Normalform gelost. Fiir jedes g € GL(V) exi-
stiert eine geordnete Basis in V/, so dass die zugehorige Matrix Jordansche Normalform besitzt
und g, ¢’ sind genau dann konjugiert, wenn fiir beide die Zahl m,,  der Jordanblécke

A1)
Jox = - Al + N, € M, (K)
0 A
der Grosse n zu dem Eigenwert A € K iibereinstimmt:

o Klassifiziert werden die Darstellungen von G = Z iiber K also durch die Vielfachheiten
(M2 ) aek> nen, der Jordanblocke J,, 5.
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Ist der Korper K nicht algebraisch abgeschlossen, so wird die Klassifikation komplizierter,
wie man schon fiir den Fall K = R sieht. Das Problem besteht hierbei in den fehlenden Eigen-
werten bzw. darin, dass die Gruppe C} sehr klein sein kann. Fiir R ist diese Gruppe fiir alle
ungeraden Zahlen trivial und fiir alle geraden Zahlen besteht sie nur aus {#+1}. Dadurch sind
nicht alle Matrizen endlicher Ordnung zu einer Matrix in Jordanscher Normalform konjugiert.
Wir werden spéter im Kontext der Darstellungstheorie von Hauptidealringen einen erneuten
Blick auf die Jordansche Normalform werfen, sozusagen von einem hoheren Standpunkt aus.
Hierbei wird sich ein allgemeineres Bild zeigen und insbesondere auch was passiert, wenn K
nicht algebraisch abgeschlossen ist.

Beispiel 3.12. (Darstellungen von G = Z/kZ iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern) Ist
G = Z/KZ, so stellt sich das Klassifikationsproblem zunéchst vollkommen analog dar, wobei
man allerdings nur Elemente g € GL(V) mit g* = 1 betrachtet. Dass diese Einschrinkung das
Klassifikationsproblem wesentlich vereinfacht, sieht man bei einem Blick auf die Jordansche
Normalform. Zuerst beobachten wir, dass die Relation ¢g* = 1 genau dann erfiillt ist, wenn
dies fiir alle zugehorigen Jordanblocke der Fall ist:

AF AR *
/g W
1=J = (\1+ N, Z (j)A N/, . (9)
j=0 :
0 MK
Hierzu ist zunichst \* = 1 notwendig. Dariiber hinaus muss entweder n = 1 sein, oder

k = 0 in K gelten, also p := char K ein Teiler von k sein. Zunéchst sind das nur notwendige
Bedingungen und wir betrachten nun die beiden Félle, dass p ein Teiler von k ist oder nicht.

(a) Ist p kein Teiler von k, so haben alle Jordanblocke die Groe 1, so dass g diagonali-
sierbar ist. Sind (Aq,...,Ay) die verschiedenen Eigenwerte von g und (my,,...,my,) deren
Vielfachheiten, so sind zwei Elemente g, ¢ € GL(V) mit ¢* = (¢/)¥ = 1 genau dann konjugiert,
wenn alle Eigenwerte mit den gleichen Vielfachheiten auftreten.

e Ist char K kein Teiler von k, so werden die Darstellungen von G = Z/kZ durch die
Vielfachheiten (my)yecx der Eigenwerte klassifiziert (ein k-Tupel natiirlicher Zahlen).

(b) Ist p ein Teiler von k, so schreiben wir k = plq, wobei ¢ teilerfremd zu p ist. Aus der
Relation

q
(1+X)" = (1+ X)) = (1 +X")7 =" (?)Xﬁpd
- J
7=0
in K[X] folgt, dass die Binomialkoeffizienten (’;) zwar fiir 0 < j < p? verschwinden, aber

(;d) = (ff) = ¢ # 0 ist. Wir erhalten also die notwendige und hinreichende Bedingung n < p?

an die Grofle des Jordanblocks J,, 5.
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o Klassifiziert werden die Darstellungen von G = Z/kZ iiber K durch die Vielfachheiten
(Mn)rec nepe der Jordanblécke J, \ (wegen k = plq = p?|C¥| ist das im wesentlichen
auch ein k-Tupel natiirlicher Zahlen).

(¢) Ist p = char K und k = p?, so folgt aus \¥ = 1 schon A\ = 1 (Lemma [3.10]). Daher ist
A = 1 der einzige auftretende Eigenwert. Jede Matrix der Ordnung p? ist daher unipotent,
d.h. g — 1 ist nilpotent.

e Invertierbaren Matrizen der Ordnung p? werden durch die Vielfachheiten (mi,)1<n<p
der Jordanblécke J,, 1 der Gréfie n klassifiziert.

3.3 Zerlegbarkeit und Reduzibilitit

Wir moéchten nun Darstellungen systematisch untersuchen und klassifizieren. Die Grundidee
ist dabei, eine Darstellung in Grundbausteine zu zerlegen, die man mittels einfacher Hilfsmittel
charakterisieren kann.

3.3.1 Unterdarstellungen

Wie im Fall von Vektorrdumen, Gruppen, Ringen, wo jeweils ein entsprechendes Konzept von
Untervektorrdumen, Untergruppen, Unterringen etc. existiert, formulieren wir dazu zunéchst
den Begriff einer Unterdarstellung.

Definition 3.13. (a) Sei (p,V) eine Darstellung von G iiber K. Eine Darstellung (7,U)
von G iiber K heifit Unterdarstellung von (p, V'), wenn U C V ein Untervektorraum ist und
p(9)|lv = 7(g) fur alle ¢ € G. Man nennt U dann auch einen Untermodul des G-Moduls V.

(b) Ist U ein Untermodul des G-Moduls V', so erbt der Quotientenraum V/U eine G-
Modulstruktur durch

g.(v+U)=gv+U fir veV,ged.

Hierbei beachten wir, dass die rechte Seite wohldefiniert ist, denn fiir v + U = o' + U ist
v—1" €U, also auch g.v — gv' = g.(v — ') € U und daher g.v + U = g.v' + U. Wir nennen
V/U den Quotientenmodul von V nach U.

Ist U C V ein Untermodul, so betrachten with U und V/U als “Bausteine”, aus denen V/
zusammengebaut ist.

Bemerkung 3.14.

(a) Die Unterdarstellungen einer Darstellung (p, V') entsprechen genau den Untervektor-
rdumen U C V| die invariant sind unter der Wirkung von G auf V, d.h. fiir die gilt:
p(gu e U fur alleu e U, g € G.
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(b) Jeder G-Modul V' hat mindestens zwei Untermoduln, nédmlich {0} und V. Alle anderen
Untermoduln bezeichnet man als echte Untermoduln und spricht entsprechend von echten
Unterdarstellungen.

(c) Fiir jeden G-Modul V ist der Unterraum
Ve ={veV:(VgeqG)gv=n}
der Fizelemente der maximale triviale Untermodul.

(d) Sind (p, V) und (7, W) Darstellungen einer Gruppe G und ¢ : V- — W ein Homomor-
phismus von Darstellungen, so definieren ker(¢) C V und im(¢) C W Unterdarstellungen
von (p, V') bzw. (1, W). Denn fiir alle v € ker(¢) und g € G gilt p(p(g)v) = 7(g)p(v) = 0.
Analog ergibt sich fiir v € V' die Identitdt 7(g)p(v) = ¢(p(g)v) € im(p).

Die Unterdarstellungen einer Darstellung sollen nun als Bausteine dienen, in die wir eine
Darstellung zerlegen. Um dies prézise zu formulieren, benotigen wir ein Konzept von Zerleg-
barkeit von Darstellungen und ein Konzept von “irreduziblen Darstellungen”, die als unzer-
legbare Grundbausteine dienen. Hierbei ist es naheliegend, isomorphe Darstellungen nicht zu
unterscheiden.

Definition 3.15. (a) Eine Darstellung (p, V') einer Gruppe G heiBt unzerlegbar, wenn sie
nicht isomorph ist zu einer echten direkten Summe von Darstellungen: Sind (o, U) und
(7, W) Darstellungen von G und ist ¢ : UGW — V ein Isomorphismus von Darstellungen,
so folgt W = {0} oder U = {0}. Andernfalls heifit die Darstellung zerlegbar .

(b) Eine Darstellung (p, V') einer Gruppe G heifit einfach oder irreduzibel falls V' # {0} und
sie keine echten Unterdarstellungen besitzt, also falls {0} und V' die einzigen Untermoduln
sind.

(c¢) Eine Darstellung (p, V') einer Gruppe G heifit halbeinfach (oder wvollstindig reduzibel),
wenn sie isomorph zu einer direkten Summe einfacher Darstellungen ist, d.h. es existieren
Darstellungen (p;, Vi)ier von G und ein Isomorphismus von Darstellungen

0 : P, Vi 5 V.

Offensichtlich ist jede einfache Darstellung unzerlegbar. Einfache Darstellungen kénnen
somit als Grundbausteine dienen, aus denen man weitere Darstellungen durch Bildung direkter
Summen zusammmensetzt. Allerdings ist nicht jede unzerlegbare Darstellung einfach, wie aus
dem folgenden Beispiel hervorgeht. Eine vollstéindige Zerlegung einer Darstellung als direkte
Summe einfacher Darstellungen ist daher im allgemeinen nicht méglich. Die Darstellungen,
fiir die eine solche Zerlegung existiert, sind gerade die halbeinfachen Darstellungen.
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Beispiel 3.16. (a) Sei K ein beliebiger Korper. Wir betrachten die Darstellung der Gruppe
(Z,+) auf dem Vektorraum K2, die durch die Matrix

p(l)z(é })

definiert ist. Offensichtlich ist diese Matrix in Jordan-Normalform. Der Vektorraum K? kann
nicht als direkte Summe echter (also eindimensionaler) Untervektorraume dargestellt werden,
die unter der Gruppenwirkung stabil sind, denn dies wiirde bedeuten, dass p(1) diagonali-
sierbar sein miisste. Also ist die Darstellung unzerlegbar. Andererseits besitzt diese Darstel-

1), denn es gilt

lung aber eine echte Unterdarstellung auf dem Untervektorraum Ke; = K (0

p(l)e; = e;.

(b) Fiir p = char K > 0 erhalten wir auf diese Weise eine Darstellung der endlichen Gruppe
G = Z/pZ auf K2, die unzerlegbar aber nicht halbeinfach ist (vgl. Beispiel [3.11]).

3.3.2 Mittelung iiber endliche Gruppen

Nachdem wir schon gesehen haben, welche Komplikationen schon fiir zyklische Gruppen auf-
treten konnen, wenden wir uns nun dem regulédren Fall zu, also endlichen Gruppen G, deren
Ordnung nicht von char K geteilt wird.

Homomorphismen von Darstellungen sind mehr als nur lineare Abbildungen zwischen den
zugehorigen Vektorrdumen, da sie mit den Gruppenwirkungen vertréglich sein miissen. Wir
werden bald sehen, dass es im Fall endlicher Gruppen unter bestimmten Voraussetzungen an
die Gruppenordnung ein Verfahren gibt, mit dem man aus jeder linearen Abbildung zwischen
den Darstellungsrdumen einen Vertauschungsoperator konstruieren kann. Es beruht auf der
folgenden Mittelungsmethode. Sie ist ein zentrales Werkzeug der Darstellungstheorie endlicher
Gruppen und letztendlich der Schliissel zu den zentralen Resultaten der Darstellungstheorie
endlicher Gruppen iiber Koérpern der Charakteristik 0.

Satz 3.17. (Die Fixpunktprojektion) Sei G eine endliche Gruppe und K ein Kérper mit
char(K) 1 |G| und (7, V) eine Darstellung von G tber K. Dann ist die lineare Abbildung

I:V -V, I) 2:|1?|Z7T(g)v

geG

ein Vertauschungsoperator und eine Projektion auf den Fizraum
Ve .={veG: (Vge@)r(gv=n0}
Sein Kern ist der effektive Unterraum

Ve := span{7m(g)v —v: g € G,v € V}.
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Beweis. Aus char(K) t |G| folgt, dass das Element
Gl=1+...+1cK
1G]
X

ein multiplikatives Inverses bes1tzt Die Formel fiir I ist also sinnvoll.
Ist v € VY, so ist

1
= — m(g)v = —|Glv = v.
Fir h € G ist

1
] 2 9 =17 2709 = I ZPIL

gEG uelG

Also ist I(V) C V¢ und damit I? = I eine Projektion mit dem Bild V.
Dass I ein Vertauschungsoperator ist, folgt aus

1) = 17 2 700 |G|Z rloh) = jo 2wl

geG ueG

Da I(V) aus Fixpunkten besteht, gilt I(7(g)v — v) = 7(g)Iv — Iv = 0, also Vg C ker [.
Dariiber hinaus ist

I(v) —v= Z ) € Vi
|G =
und fiir I(v) = 0 erhalten wir somit v € Vig. Also ist V = I(V) @ ker [ = VE @ Vg. O

Bemerkung 3.18. Wenn char(K) die Gruppenordnung teilt, so kann man, indem man den
Faktor \_C1¥I in der Definition des Symmetrisators weglésst, immer noch einen Vertauschungs-

operator
I:= Zﬁ(g): V- Ve
geG
konstruieren. Fiir v € V¢ ist dann aber I (v) = |G|v = 0 und damit I? = 0. Insbesondere ist
T i.a. keine Projektion sondern nilpotent.

Wenden wir Satz auf die Darstellung von G auf dem Raum Hom(V, W) an, so erhalten
wir unmittelbar:

Korollar 3.19. Sei G eine endliche Gruppe mit char(K) 1 |G| und (p, V'), (7, W) Darstellun-
gen von G dber K. Dann ist fiir jede lineare Abbildung ¢ : V — W die durch

Sym(yp) := GZ Jowop(g™)
Gl 2=

definierte lineare Abbildung Sym(p) : V. — W ein Homomorphismus von Darstellungen. Ist
die lineare Abbildung ¢ : V. — W bereits ein Homomorphismus von Darstellungen, so gilt

Sym(p) = ¢.
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3.3.3 Vollstiandige Reduzibilitéit

Um eine vollstéandige Zerlegung von Darstellungen in unzerlegbare Darstellungen zu erhalten
sind also zusétzliche Annahmen an die Darstellungen oder an die Gruppe notwendig. Die
einfachste Situation, in der eine solche vollstindige Zerlegung fiir jede Darstellung moglich
ist, ist der Fall einer endlichen Gruppe, in der die Anzahl der Elemente |G| die Charakteristik
des Korpers nicht teilt.

Satz 3.20. (Satz von Maschke) Sei G eine endliche Gruppe und char(K) t |G|. Dann ist jede
Darstellung von G tiber K halbeinfach und jede einfache Darstellung endlichdimensional.

Bewers. 1. Schritt: Wir zeigen zuerst, dass jeder Untermodul U C V' ein Modulkomplement
besitzt. Hierzu wéahlen wir zunéchst einen komplementaren Untervektorraum W, also V =
U & W, und betrachten die Projektionsabbildung p : V' — U, u + w + u mit Kern W und
deren Symmetrisierung Sym(p) : V' — U aus Lemma[3.19] Offensichtlich gilt wegen p(g)u C U
fiir alle g € G und u € U:

S0 = 17 2ol 0) = 1 ol = g 3=

gEG geqG e

und somit Sym(p)|y = idy. Damit erhalten wir eine Zerlegung
V = ker(Sym(p)) @ im(Sym(p)) = ker(Sym(p)) @ U,

und da Sym(p) ein Homomorphismus von Darstellungen ist, folgt mit Bemerkung dass
auch ker(Sym(p)) ein Untermodul ist.

2. Schritt: Jetzt zeigen wir, dass jeder G-Modul W # {0} einen einfachen endlichdimen-
sionalen Untermodul enthélt. Insbesondere ist also jeder einfache G-Modul endlichdimensio-
nal. Sei hierzu 0 # w € W. Dann ist W, := span(pw (G).w) C W ein endlichdimensionaler
Untermodul, da G endlich ist. Ist {0} # Wy C W) ein echter Untermodul minimaler Dimen-
sion, so ist Wy einfach.

3. Schritt: Wir betrachten nun die Menge 9t aller Mengen M einfacher Untermoduln von
V', deren Summe direkt ist. Wir ordnen die Menge 91 durch Inklusion. Wir zeigen jetzt, dass
jede Kette £ in der geordneten Menge (9%, C) eine obere Schranke besitzt. Hierzu betrachten
wir die Menge K aller einfacher Untermoduln von V, die in einem Element K € & enthalten
sind. Um einzusehen, dass K € 9 ist, miissen wir zeigen, dass ) g W direkt ist. Hierzu

reicht es aus einzusehen, dass fiir endlich viele Wy, ..., W, € K die Summe direkt 1stl Nun
existieren Elemente K;, j = 1,...,n, der Kette £ mlt W; € K;. Aus der Ketteneigenschaft

2Eine Summe 3 jes W von Unterrdumen eines Vektorraums ist genau dann direkt, wenn dies fiir jede
endliche Teilsumme Wj;, + --- 4+ W;_der Fall ist. In der Tat, bedeutet die Direktheit der Summe, dass fiir
jede endliche Summe jeswj = 0 mit w; € W alle Summanden verschwinden. Da die betrachtete Summe
endlich ist, folgt dies schon aus der Direktheit der endlichen Teilsummen.
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folgt die Existenz eines jo mit K; C Kj, fiir alle 5. Dann sind W, ..., W, alle in K}, enthalten,
ihre Summe ist also direkt. Wir haben damit gezeigt, dass jede Kette & C 91 eine obere
Schranke besitzt, und das Zornsche Lemma liefert ein maximales Element V in 901.

Dann ist U := » ., W isomorph zu @y,., W. Wir haben zu zeigen, dass U = V ist.
Nach dem 1. Schritt ist V' = U @ U’ fiir einen weiteren Untermodul U" und wenn U" # {0}
ist, enthélt U’ nach dem 2. Schritt einen einfachen Untermodul Uy. Dann ist V U {Up} € M
und das widerspricht der Maximalitét von V. Also ist U’ = {0} und somit V' = U.

3. Schritt (endlichdim. Fall): Ist V' endlichdimensional, so konnen wir direkter durch
vollstdndige Induktion nach der Dimension von V' argumentieren. Ist V' nicht einfach, so
existiert nach dem 2. Schritt ein einfacher Untermodul V;. Nach dem 1. Schrittist V =2 V,eW
fiir einen Untermodule W mit dim W < dim V. Unsere Induktionsvoraussetzung liefert nun,
dass W direkte Summe einfacher Moduln ist, und damit ist dies auch fiir V' der Fall. n

Bemerkung 3.21. Es ist instruktiv sich an dieser Stelle noch einmal den Fall zyklischer
Gruppen G = Z/kZ aus Abschnitt vor Augen zu fithren. Sei dazu K algebraisch abge-
schlossen.

e Da jede Matrix einen Eigenvektor besitzt, sind die einfachen Darstellungen von G ein-
dimensional.

e Halbeinfachheit der Darstellung ist daher gleichbedeutend mit der Diagonalisierbarkeit
der erzeugenden linearen Abbildung g = p(1), die ja der Bedingung ¢g* = 1 geniigen
muss.

e Ist p = charK kein Teiler von k, so haben wir in Beispiel gesehen, dass g dia-
gonalisierbar ist, was auch aus dem Satz von Maschke folgt. In diesem Fall sind alle
Darstellungen halbeinfach.

e Die Darstellung ist unzerlegbar, genau dann wenn die Jordansche Normalform von p(1)
nur aus einem Jordan-Block besteht.

e Wir haben aber auch gesehen, dass fiir den Fall, dass p ein Teiler von k ist, schon in der
Dimension 2 Matrizen ¢ mit g* = 1 existierten, die nicht diagonalisierbar sind.

Da wir einfache Darstellungen einer Gruppe als Grundbausteine in der Klassifizierung
von Darstellungen verwenden mochten, stellt sich insbesondere die Frage, inwieweit sich ver-
schiedene einfache Darstellungen einer Gruppe durch Homomorphismen von Darstellungen in
Verbindung setzen lassen bzw. welche Endomorphismen fiir eine gegebene einfache Darstel-
lung existieren. Die Antwort auf diese Fragen findet sich im Lemma von Schur.

Satz 3.22. Sei (p, V) eine irreduzible Darstellung der Gruppe G.

1. Lemma von Schur: Ist (1,WW) ebenfalls eine irreduzible G-Darstellung und
0 # ¢ : V. — W ein Homomorphismus von Darstellungen, so ist ¢ ein Isomorphismus.
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Insbesondere ist Hom((p, V'), (1,W)) = {0}, wenn beide Darstellungen nicht dquivalent sind.

2. Lemma von Schur: Ist dim V' < oo und K algebraisch abgeschlossen, so ist End((p,V)) =
Kidy, .

Beweis. (a) Nach Bemerkung[3.14]sind der Kern und das Bild von ¢ Untermoduln. Da (p, V)
und (7, W) irreduzibel sind, und ¢ # 0, ist im(¢) = W und ker(¢) = {0}, so dass ¢ ein
Isomorphismus ist.

(b) Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat der Endomorphismus ¢ : V' — V einen
Eigenwert A € K. Da ¢ ein Homomorphismus von Darstellungen ist, ist der dazugehérige
Eigenraum V), C V stabil unter der Wirkung von GG

pv)=Av = p(p(g)v) = p(g)p(v) = Ap(g)v

und bildet daher eine Unterdarstellung. Da (p, V) irreduzibel ist und V), # {0}, folgt V\, =V
und somit ¢ = A idy . m

Korollar 3.23. Ist G eine abelsche Gruppe und K algebraisch abgeschlossen, so ist jede irre-
duzible endlichdimensionale G-Darstellung (p, V') eindimensional, also von der Form p(g) =
x(9)1 fiir einen Homomorphismus x: G — K*.

Fiir eine abelsche Gruppe G nennt man Homomorphismen y: G — K* auch Charaktere
von G. Wir werden bald sehen, wie sich dieser Begriff auf nichtabelsche Gruppen erweitern
lésst.

Beweis. Da G abelsch ist, ist p(G) C End((p, V')). Aus dem zweiten Schurschen Lemma folgt
daher p(G) C K1. Da (p, V) irreduzibel ist, muss daher dim V' = 1 sein. O

Bemerkung 3.24. (a) Da die Gruppe GL;(K) = K* abelsch ist, sind die Darstellungen, die
man aus zwei Charakteren y, x': G — K* erhilt, genau dann dquivalent, wenn sie gleich sind.
Die Menge der Aquivalenzklassen eindimensionaler Darstellungen einer abelschen Gruppe G
wird also durch die Gruppe Hom(G, K*) (bzgl. der punktweisen Multiplikation) beschrieben.
Uber algebraisch abgeschlossenen Kérpern erhalten wir also die einfache Beschreibung

Irrepg (G) = Hom(G, K*)

der Menge Irrepy (G) der Aquivalenzklassen endlichdimensionaler irreduzibler Darstellungen
von G iiber K.
(b) (Zyklischer Fall) Ist G = Z/kZ, so ist jeder Homomorphismus x: G — K* durch

seinen Wert auf dem Erzeuger 1 bestimmt und wir erhalten so
Hom(Z/kZ,K*) = Cf = {z e K*: 2% =1}
(vg. Lemma [3.10)).
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Bemerkung 3.25. (Zu den Voraussetzungen des zweiten Schurschen Lemmas)

(a)

Ist V' endlichdimensional und K nicht algebraisch abgeschlossen, so gilt das zweite Schur-
sche Lemma (Satz [3.22) im allgemeinen nicht. Die einfachsten Beispiele erhélt man fiir
die Gruppe G = Z/4Z, V = K? und

p(1) =g:= (? _01> :

det(A1l — g) = det (_)\1 i\) =\ +1.

Dann ist

Also besitzt g genau dann keinen Eigenvektor, wenn —1 in K kein Quadrat ist (z.B. fur
K = R). In diesem Fall gibt es keinen eindimensionalen g-invarianten Unterraum, so dass
(p, V') eine irreduzible Darstellung von G ist.

Da G abelsch ist, ist insbesondere p(g) € End((p, V), aber p(g) & Kidy.

Allgemein nennt man eine irreduzible Darstellung (p, V') absolut irreduzibel, wenn
End((p,V)) = Kidy gilt. Das zweite Schursche Lemma besagt also, dass endlichdimen-
sionale irreduzible Darstellungen {iber algebraisch abgeschlossenen Koérpern absolut irre-
duzibel sind.

Ist K algebraisch abgeschlossen und iiberabzihlbar (z.B. K = C), aber V' nicht endlichdi-
mensional, so stellt sich in der Tat heraus, dass die Voraussetzung der endlichen Dimension
von V' abgeschwicht werden kann. Es reicht aus, dass V' abzéhlbare Dimension besitzt,
wenn K iiberabzéhlbar ist.

1. Sei ¢ € End((p,V)) und A C End((p,V)) eine maximal kommutative Unteralgebra,
die ¢ enthilt (Nachweis als Ubung . Jedes 1) € A\ {0} ist invertierbar, so dass aus
der Maximalitit 1p~! € A folgt. Also ist A ein Korper, der Kidy enthélt. Ist 0 # vy € V,
so ist die Abbildung v: A — V, A — Auwg injektiv, denn aus A # 0 folgt ja ker A = {0}.
Nun ist dimg A < dimg V' hochstens abzihlbar. Wir zeigen nun, dass dies A = K1 zur
Folge hat.

2. Sei L O K eine echte Korpererweiterung, d.h. L ist ein Korper, der K als echten
Unterkorper enthélt. Ist L € L\ K, so sind die Elemente (L —\)™1, A € K, iiber K linear
unabhingig, da L nicht Nullstelle eines Polynoms iiber K ist (Nachweis als Ubung). Da
K iiberabzéhlbar ist, kann L als K-Vektorraum nicht von abzéhlbarer Dimension sein.

Die Schurschen Lemmata sind in der Praxis sehr niitzlich, um Aussagen iiber Homomor-

phismen von Darstellungen herzuleiten und zu beweisen. Als erste Anwendung betrachten
wir die Konstruktion von Homomorphismen von Darstellungen mittels Symmetrisierung aus

Lemma [3.19
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Korollar 3.26. Seien (p, V), (1, W) irreduzible Darstellungen einer endlichen Gruppe G iber
K, char K sei kein Teiler von |G| und ¢ : V — W sei eine K-lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) Sind (p, V) und (1, W) nicht isomorph, so ist Sym(p) = ﬁ Y gecT(g)opo p(g~) = 0.

(b) Ist K algebraisch abgeschlossen, char K = 0 und V' # {0}, so ist

Sym(p) = % idy  fir € Endg(V).

Beweis. (a) Nach Lemma[3.19ist Sym(p) : V' — W ein Homomorphismus von Darstellungen,
und mit dem ersten Schurschen Lemma (Satz folgt, dass Sym(p) : V' — W entweder
ein Isomorphismus von Darstellungen oder Null ist. Sind V' und W nicht isomorph, so folgt
Sym(¢) = 0.

(b) Die lineare Abbildung Sym(y) : V' — V ist ein Endomorphismus von einfachen
Darstellungen, und nach dem zweiten Schurschen Lemma existiert ein A € K mit
Sym(y) = A idy. Durch Spurbildung erhilt man

A dimg (V) = tr(A idy) = (G Zp owop(yg 1) o Ztr ) =tr(p
Gl 2= 1G] =
Wegen char K = 0 ist dimg (V) # 0 in K, so dass wir durch diese Zahl teilen diirfen. ]

Aus dem ersten Schurschen Lemma leiten wir nun ab, dass es fiir jede endliche Gruppe G
nur endlich viele Typen irreduzibler Darstellungen gibt:

Satz 3.27. (Endlichkeitssatz) Fir jede endliche Gruppe G und jeden Kérper K gilt:

(a) Jede irreduzible Darstellung einer endlichen Gruppe G ist endlich dimensional und tritt
als Unterdarstellung der reguliren Darstellung (p;, KE) mit (pi(9)f)(x) :== f(g ' x) auf.

(b) Es gibt nur endlich viele Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von G iiber K.

Beweis. (a) Sei (p, V') irreduzibel, also V' ein einfacher G-Modul, und 0 # v € V. Dann ist
W := span(p(G)v) ein Untermodul, also V' = W, da V einfach ist. Da G endlich ist, folgt
somit dim V' < |G| (siehe hierzu auch den Beweis des Satzes von Maschke [3.20).

Zu a € V* betrachten wir die lineare Abbildung

Lo: V=K Ta(v)(g) = alp(g)'v).

Dann ist
La(p(h)v)(g) = alp(g)~'p(h)v) = alp(h™"g)"'v) = Ta(v)(h'g).
Also ist Tyt (p, V) = (p1, K¢) ein Homomorphismus von Darstellungen.
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Ist  # 0, so ist ', # 0, also injektiv, da V' einfach ist. Folglich ist (p, V') dquivalent zu
einer einfachen Unterdarstellung von (p;, KY).

(b) In dem endlichdimensionalen G-Modul K¢ betrachten wir eine maximale Fahne W, =
{0} CW C...C Wy = K¢ von G-Untermoduln. Induktiv erhélt man eine solche Fahne wie
folgt. Man beginnt mit W := {0}. Zu W; wahlt man W;; D W; als einen echten “Obermodul”
von W; minimaler Dimension. Nach endlich vielen Schritten bricht das Verfahren mit Wy =V
ab.

Wir betrachten nun die Quotientendarstellungen (p;, V;) auf V; .= W;/W;_,j=1,...,N
(Definition . Da zwischen W;_; und W; kein weiterer Untermodul liegt, ist der Quoti-
ent V; einfach, denn seine Untermoduln entsprechen den Untermoduln von W;, die W;_,
enthalten. Wir erhalten so N einfache G-Moduln (p;, V).

Ist nun (p, V') ein beliebiger einfacher G-Modul, so diirfen wir wegen (a) annehmen, dass er
ein Untermodul der reguldren Darstellung ist. Wir finden daher ein minimales k£ mit V' C Wj.
Dann ist V' &€ Wj_; und daher liefert die Quotientenabbildung ¢: W — Vj einen Homo-
morphismus ¢|y: V' — Vj von einfachen G-Moduln, der nicht verschwindet. Aus dem ersten
Schurschen Lemma folgt nun (p, V') = (py, V). O

Kombinieren wir den Endlichkeitssatz mit dem Satz von Maschke, so kénnen wir das
Klassifikationsproblem fiir G-Darstellungen auf den Fall einfacher Darstellungen reduzieren:

Korollar 3.28. (Klassifikation durch Vielfachheiten) Sei G eine endliche Gruppe und char K
kein Teiler von |G|. Weiter sei

lrrepy (G) = {[(ps, Vj)]: 1 <j < N,

d.h., die Darstellungen (p;, V;) sind einfach und paarweise nicht dquivalent und jede irreduzible
Darstellungen ist zu einer Darstellung (p;,V;) dquivalent. Dann ist jede endlichdimensionale
G-Darstellung (p, V') dquivalent zu einer direkten Summe

N
(pa V) = @(pja V})@mj> m; € I\IO- (1())

j=1

Zwei solche Darstellungen (p, V') und (p', V') sind genau dann dquivalent, wenn die Vielfach-
heiten mj und m'; fir alle j ibereinstimmen.

Die Menge Irrepg (G) der Aquivalenzklassen von endlichdimensionalen G-Darstellungen
iiber K lisst sich also mit Ni™<?) =~ N identifizieren.

Beweis. Zunichst einmal liefert der Endlichkeitssatz die Existenz einer endlichen Familie
((pj, Vj))i<j<n, die jeden Typ einfacher Darstellungen genau einmal enthélt. Aus dem Satz
von Maschke folgt nun ((10) unmittelbar.

Es bleibt noch zu sehen, wie wir die Vielfachheiten m; in kanonischer Weise wieder aus der
Darstellung extrahieren konnen und insbesondere, dass sie nicht davon abhéngen, wie wir die
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Darstellung als direkte Summe von einfachen schreiben. Hierbei hilft uns das erste Schursche
Lemma, aus dem wir sofort Hom((p;,V;), (pk, Vi)) = {0} fiir j # k erhalten. Hieraus ergibt

sich
N

Hom((px, Vi), (p, V) = @D Hom((px, Vi), (pj, V)™ = End((px, Vi)™ (11)

j=1

und damit

mi(p V) = e = —— g (e i)
wobei wir den Bruch in Q interpretieren (und nicht in K).

Wir sehen also, dass aus (p, V') = (p/, V') sofort my(p, V') = my(p/, V') fir alle k folgt. Die
Umkehrung folgt sofort aus ((10)). O

3.3.4 Isotypische Komponenten
Wie in Korollar [3.28] sei

N

(0. V) = @ (p;, V3) & (12)

j=1

eine endlichdimensionale Darstellung der endlichen Gruppe G, wobei ((p;, V;))1<j<n ein Re-
prisentantensystem der Aquivalenzklassen einfacher G-Moduln ist. Ist (7, 1) C (p,V) ein
einfacher Untermodul, so existiert genau ein j mit (7, W) = (p;, V;). Nach dem ersten Schur-
schen Lemma ist dann Hom((7, W), (pk, Vi)) = {0} fir £ # j und daher

W C Vi = (p, V;)®™.

Definition 3.29. (Isotypische Komponenten) Wir sehen so, dass wir 1}, auch ohne auf eine
konkrete Zerlegung von V' in einfache Untermoduln Bezug zu nehmen, als den Untermodul

pEHom((pj,Vj),(p,V))

definieren konnen, der von allen einfachen Untermoduln erzeugt wird, die zu V; isomorph
sind. Wir nennen ihn daher die isotypische Komponente vom Typ V;. Wir schreiben py; fiir
die Darstellung auf diesem Untermodul. Insbesondere heifit ein Modul V' isotypisch, wenn er
nur einfache Untermoduln eines Typs enthilt, also wenn V' = V}; fiir ein j gilt.

Aus der Zerlegung folgt sofort, dass

N
V=P
j=1

31



die direkte Summe seiner isotypischen Komponenten ist. Das erste Schursche Lemma liefert
weiterhin

Hom((py), Vij), (o, Vi) = {0} fir 5 # K,

so dass alle isotypischen Komponenten unter End((V, p)) invariant sind. Hieraus ergibt sich
insbesondere

End(( @ End((p, Vij)))- (13)

Aus Vij] & V69 7 erhalten wir zunéchst
Endx ((p(), Vij))) = Mo, (Endk ((p5,V;)))

(Bemerkung [2.5)), wobei
py(g) = diag(p;(g),- -+, pi(9)) (14)

einer Diagonalmatrix entspricht. Hieraus ergibt sich unmittelbar
End((pp;, Vij1)) = Mu, (End((p;, V5)))-
Wir halten fest:

Satz 3.30. (Endomorphismenalgebra einer Darstellung) Ist (p, V') ein halbeinfacher G-Modul
der Gestalt @jyzl(pj, V;)®™ mit paarweise nicht isomorphen einfachen Darstellungen (p;, V;)
und schreiben wir L; fiir den Schiefkdrperf| End((p;,V;)), so ist

End(( @ M,, (L

Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt sogar

End((p, V) = @ M, (K).
Beweis. Es bleibt nur noch zu ergénzen, dass die zweite Behauptung aus dem zweiten Schur-

schen Lemma folgt. O]

Bemerkung 3.31. (a) Ist (p, V) eine Darstellung von G und (p;,V;) eine irreduzible Dar-
stellung von G, so erhalten wir eine “Auswertungsabbildung”

E;: Hom((p;, V;), (p, V) @V; =V, p®v ¢(v),

3Ein Schiefkorper ist ein Ring R, in dem jedes Element r # 0 invertierbar ist, also in dem R* = R\ {0}
gilt.
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die ein Morphismus von Darstellungen ist, denn

Ei(p @ pi(g)v) = p(pi(g)v) = p(g)e(v) = p(9) Ej(p @ v).

Das Bild von E; ist natiirlich der Untermodul, der von all homomorphen Bildern von V;

aufgespannt wird, also die isotypische Komponente Vj;.
(b) Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist End((p;, V;)) = K1 fiir alle j und aus (im
Beweis von Korollar [3.28)) ergibt sich

Hom((pj, V;), (p, V) = K™,
Hier folgt sofort (schon aus Dimensionsgriinden), dass die surjektive Abbildung
Ej: Hom((pj,Vj),(p, V))®‘/J _)‘/[jb 90®U'_>(10<U)
ein Isomorphismus von G-Moduln ist. Wir erhalten also einen kanonischen Isomorphismus
Vij =2 M;®V;, wobei M;=Hom((p;,V;),(p,V))

ein trivialer G-Modul ist. Bauen wir alle V};; zusammen, so ergibt sich

N N
VDV =DM eV
j=1 j=1

Der Vorteil dieser Zerlegung ist, dass sie kanonisch ist und auf keiner Wahl beruht.

Definition 3.32. (Vielfachheitenraum) Man nennt M; den Vielfachheitenraum fir V; in V.

3.4 Die Gruppenalgebra

Ist G eine Gruppe und K ein Kérper, so trigt der freie Vektorraum F(G) = K(©) mit der Basis
(04)gec (Definition eine natiirliche Multiplikation %, die man durch bilineare Fortsetzung
der Gruppenmultiplikation erhélt (vgl. Aufgabe . Aus

0y % Op :=0g, fir g,hed (15)

erhalten wir so
(3 70080) * (30 hlo2)dn) = 32 F9)h(92)000 = 30 (D2 Flg0)hlg2) )y (16)
g1€G g2€G 91,92€G geG  g192=g

Betrachten wir die Elemente von F/(G) als Funktionen f: G — K, so erhalten wir das Fal-
tungsprodukt

(fxh)(g) == Flghlg) =D f@)h(z™"g) =D flgz™"h(x).

9192=9g zeG zeCG
Fiir g € G und f € K[G] ergibt sich aus sofort
(0% f)(@) = flg7'x) und  (f *dg)(x) = flzg™). (17)
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Definition 3.33. Wir schreiben K[G] := (K@ %) fiir die so erhaltene assoziative Algebra
mit Eins und nennen sie die Gruppenalgebra von G.

Satz 3.34. (Universelle Eigenschaft der Gruppenalgebra) Durch n: G — K[G], g — 0, wird
ein. Homomorphismus von G in die Einheitengruppe K[G]* definiert. Fiir jeden Homomo-
morphismus «: G — A* in die Einheitengruppe einer assoziativen Algebra A mit Fins exi-
stiert genau ein Homomorphismus &: K|G] — A von assoziativen Algebren mit Eins, so dass
aon=a ist, also a(d,) = a(g) fir alle g € G.

Beweis. Da K[G] durch n(G) aufgespannt wird, ist & eindeutig durch « bestimmt. Die Exi-
stenz erhalten wir durch lineare Fortsetzung von «. Das ist immer moglich, da n(G) eine
Basis von K[G] ist. Dass @ ein Homomorphismus von Algebren wird, ergibt sich direkt aus
a(6y % 6p) = a(g)a(h) fiir g,h € G und bilinearer Fortsetzung (siehe (16)), da die Deltafunk-
tionen eine Basis von K[G] bilden. O

Korollar 3.35. (Fortsetzung von Darstellungen auf K[G]) Ist (p, V) eine Darstellung von G
auf V', so wird durch

p: K[G] = End(V), p(f) =Y f(9)r(9)

geG

eine Darstellung der K-Algebra K[G] auf V' definiert. Umgekehrt erhalten wir aus jeder Dar-
stellung 7: K[G] — End(V') von Algebren mit Fins eine Gruppendarstellung durch p := mon
und es gilt p=m und pon = p.

Bemerkung 3.36. (Irreduzible Darstellungen abelscher Gruppen und Erweiterungskorper)

(a) Wir betrachten eine irreduzible Darstellung (p, V') der endlichen abelschen Gruppe
G. Ist K algebraisch abgeschlossen, so haben wir als unmittelbare Konsequenz des zweiten
Schurschen Lemmas in Korollar [3.23| gesehen, dass dim V' = 1 sein muss.

Ist K nicht algebraisch abgeschlossen, so zeigt uns das erste Schursche Lemma, dass die
Algebra C := End((p,V')) ein Schiefkérper ist, d.h., jedes von 0 verschiedene Element in C
ist invertierbar, d.h. C* = C \ {0}. Da G abelsch ist, ist die kommutative Unteralgebra A :=
Pp(K[G]) von End(V) in C enthalten. Ist 0 # A € A, so ist A in C invertierbar. Insbesondere
ist die Multiplikationsabbildung A4: A — A, B — AB injektiv, also auch surjektiv (wegen
dim A < oo) und somit A~! = A\;'(1) € A (vgl. Aufgabe . Hieraus folgt, dass A ein
Korper ist. Wir erhalten also eine endlichdimensionale Korpererweiterung K — A. Ist K
algebraisch abgeschlossen, so folgt hieraus K = A, aber im allgemeinen kann A gréfer als K
sein.

Fiir die irreduzible Darstellung der Gruppe O, = Z/4Z auf R? aus Bemerkung [3.25|(a)
erhalten wir z.B. A = C.

(b) Ist K =R, so ist C die einzige endlichdimensionale Kérpererweiterung. Ist nun (p, V')
eine irreduzible Darstellung der abelschen Gruppe G mit dim V' > 1, so ist A = p(R[G]) = C.
Insbesondere erhalten wir auf V' die Struktur eines komplexen Vektorraums und aus der
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Irreduzibilitéat folgt dime V' = 1, also dimg V' = 2. Die zweidimensionalen reellen irreduziblen
Darstellungen einer abelschen Gruppe G entsprechen also genau denjenigen Homomorphismen
x: G — C* fiir die x(G) € R* ist. Insgesamt erhalten wir eine Bijektion

Irrepgp (G) — Hom(G, C*).

Definition 3.37. Sei G eine Gruppe und K ein Korper. Eine Funktion f : G — K heifit
Klassenfunktion, wenn sie konstant auf den Konjugationsklassen ist:

flg-h-g b = f(h) fir alle g¢g,h € G.
Die Klassenfunktionen auf einer Gruppe G bilden einen Untervektorraum
Klass(G,K) C K¢
des K-Vektorraums K¢ der Abbildungen f : G — K.

Satz 3.38. (Das Zentrum der Gruppenalgebra) Ist G eine endliche Gruppe, so bilden die
Klassenfunktionen Klass(G,K) das Zentrum der Gruppenalgebra K[G]:

Klass(G,K) = {f € K[G]: (vh € K[G]) f+h =h~* f}.

Beweis. Sei [ =3 .. f(9)d; € K[G]. Da K[G] von den Elementen 5, h € G, erzeugt wird,
ist f genau dann zentral, wenn

f=0unfx0, = f(9)0ngnr = D f(h~"gh)d,

geG geG

fiir all h € G gilt. Das bedeutet, dass f eine Klassenfunktion ist.
Da G eine endliche Gruppe ist, definiert jede Klassenfunktion auch ein Element von K|[G]
und die Behauptung folgt. [] O

Die Gruppenalgebra K[G] einer Gruppe triagt eine weitere Algebra-Struktur:

Bemerkung 3.39. Fiir jede Gruppe G erhélt man durch die punktweise Multiplikation von
Funktionen f1, fo: G - K

(f1- f2)(9) = fi(g) - f2(g) fir geG

eine zweite Algebrastruktur auf dem K-Vektorraum K() der Funktionen mit endlichem
Trager. Diese Multiplikation ist immer kommutativ, was bei * nur fiir abelsche Gruppen
der Fall ist. Allerdings existiert fiir diese Algebrastruktur nur im Fall einer endlichen Grup-
pe ein Einselement. Denn das Einselement fiir die Multiplikation ist die konstante Funktion
1:G =K, 1(g) = 1 fiir alle g € G. Ist G unendlich, so liegt dieses nicht in K(©).

4Ist G unendlich und die Konjugationsklasse [g] von g € G unendlich, so ist ihre charakteristische Funktion
zwar eine Klassenfunktion, definiert aber kein Element von K[G], da sie keinen endlichen Triger besitzt.

35



Bemerkung 3.40. (a) Wir haben schon gesehen, dass jede Darstellung (p,V) von G zu
einer Darstellung p: K[G] — End(V) der Grupppenalgebra (K[G], ) fithrt (Korollar |3.35]).
Andrerseits haben wir auf K[G] die bireguldre Darstellung von G x G, die durch

(po(g, ) f)(x) = f(g'zh) also  py(g, h)f =6y % f*5,"

gegeben ist (siehe Beispiel [2.6). Da p ein Homomorphismus ist, folgt hieraus

plpo(g: 1) f) = p(S)p(£)P(0n) "t = pl(g)p(f)p(h) .

Die Abbildung p is also ein Homomorphismus von Darstellungen, wenn wir auf End(V') die
Darstellung

pEnd(v) (9, h)A = p(g) Ap(h) ™
betrachten (Definition [3.4]b)).

(b) Sei nun dim V' < co. Andererseits erhalten wir eine natiirliche lineare Abbildung
P End(V) - K, 5*(A)(g) = tr(p(g) " A).
Fiir diese Abbildung gilt
p (p(g)Ap(h)~1)(x) = tr(p(x) " p(g)Ap(h) ™) = tr(p(h) ™ p(x) " p(g)A)
= tr(p(g~'wh) " A) = p*(A) (g™ 'zh) = (pb(g, D)p" (A)) (x).

Also ist auch p* ein Homomorphismus von Darstellungen von G x G. Wir werden spéter
sehen, dass diese Abbildungen wesentliche Informationen iiber die Natur der Gruppenalgebra
zulassen.

3.5 Charaktere

Wir mochten nun die Darstellungen einer endlichen Gruppe auf moglichst einfache Weise
klassifizieren. Ein wichtiges Hilfsmittel hierbei sind die Charaktere von Darstellungen.
In diesem Abschnitt ist durchweg char K = 0, wenn nichts anderes gesagt wird [

Definition 3.41. Sei (p, V) eine endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe G iiber K.
Der Charakter von (p, V) ist die Funktion x(,v): G = K, g+ trx(p(g)).

Bemerkung 3.42.

(a) Sei (p, V) eine endlichdimensionale Darstellung von G und B = (by, ..., b,) eine geordnete
Basis von V. Ist (m;;(g))1<ij<n die darstellende Matrix von p(g) € Endg (V') beziiglich
der Basis B, so bezeichnet man die Funktionen

mij : G =K, g~ my;(g)

5Die Voraussetzung ist hier wesentlich, da wir oft durch die Dimension einer Darstellung teilen miissen.
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als Matrizkoeffizienten der Darstellung (p, V') beziiglich der Basis B. Dann gilt

X = Z M-
i=1
Wegen der zyklischen Invarianz der Spur héngt der Charakter von (p, V') nicht von der
Wahl der Basis ab.

(b) Daraus folgt insbesondere, dass sich die Charaktere komplexer Darstellungen aus der
Jordan-Normalform berechnen lassen. Es gilt fiir jede endlichdimensionale komplexe Dar-
stellung (p, V') und jedes g € G:

X (9) = > ma A,
i=1

wobei \; die Eigenwerte von p(g) € GL¢ (V) mit den algebraische Vielfachheiten m,, sind.

(c¢) Aufgrund der zyklischen Invarianz der Spur sind die Charaktere Klassenfunktionen, d.h. auf
den Konjugationsklassen in G konstant:

x(g-h-gh) =x(h) firale g¢heG.

(d) Isomorphe Darstellungen haben den gleichen Charakter (Aufgabe [3.14)).

Aus dieser Bemerkung ergibt sich, dass die Charaktere gegeniiber den Matrixkoeffizienten
zwei wesentlichen Vorteile haben: Erstens sind sie kanonisch, hdngen also nicht von der Wahl
zusitzlicher Strukturen wie einer geordneten Basis ab. Ausserdem héngen sie nur von der
Isomorphieklasse einer Darstellung ab, unterscheiden also isomorphe Darstellungen nicht. Da
wir die Darstellungen nur bis auf Isomorphie klassifizieren mochten, bietet es sich also an, mit
Charakteren zu arbeiten.

Beispiele 3.43. (a) Sei M eine endliche Menge mit einer G-Wirkung
o:GXM— M, (g,m)— g.m.

Wir betrachten die zugehorige Darstellung (p, KM) aus Beispiel . Bzgl. der Basis
(8)menr von KM sind die Matrizen der linearen Abbildungen p(g) Permutationsmatri-
zen. Hieraus ergibt sich sofort die Spurformel

Xo(9) = tr(p(9)) = [{m € M: g.m = m}| = [Fix(o,)|.

Der Charakter der Darstellung p kodiert also fiir jedes g € G die Anzahl der Fixpunkte
der Wirkung auf M.
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b) Ist M = G und g.m = gm die Multiplikation von G, so heifit die zugehorige Darstellun
g g
(p, KE) = (pi, KY) die (links-)regulire Darstellung von G. Aus (a) erhalten wir sofort

0 g#e

Gl g—e bzw. x, = |G|d.

Xo(9) = tr(p(g)) = {

(c) Ist M = G und g.m = gmg~!, so heifit die zugehorige Darstellung (p, K¢) die Konju-
gationsdarstellung von G. Aus (a) erhalten wir

Xo(9) = tr(p(9)) = |Ca(g)l,  wobei  Cg(g) = {z € G: gzg™' =z}
der Zentralisator von g in G ist.

(d) Auf G betrachten wir die Wirkung von G x G durch (g, h).m := gmh~!. Dann heifit die
zugehorige Darstellung (p, KY) die birequlire Darstellung:

(p(g, h)f)(x) = f(g'xh).

Um (a) anwenden zu kénnen, beobachten wir, dass (g, h).z = x dquivalent ist zu gzh™! =
x, also zu g = xha~!. Schreiben wir

l9] = {zga™": 2z € G}

fiir die Konjugationsklasse von g in G, so sehen wir, dass die Existenz eines Fixpunkts

z von (g, h) dquivalent ist zu [g] = [h]. Ist dies der Fall und g = zohz; ", so haben alle
Losungen z der Gleichung g = xha~! die Gestalt x = z¢y, y € Cg(h). Also erhalten wir
mit (a)
0 fiir h
Xp(g,h) = ) ) # 17
[Ca(h)] = |Calg)|  fiir [g] = [A].

Lemma 3.44. Seien (p, V), (7’ W) endlichdimensionale Darstellungen einer Gruppe G iber
K mit Charakteren X(,v), X(=w) : G — K. Dann gilt:
(a vy(e) = dimg (V).

(b) Xy (9) = X(p,V)(g’l) firg e G.

(d

) X
) X
(©) Xpvierw) = X(pv) + X@w)-
) X(pV)a(r W) = X(o.V)X(r,W)-
) X

(e

X (ptom(w,v),Hom(W,V)) = X(p,V) X (7*,W*)-
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Beweis. (a) Aus der Definition ergibt sich sofort

X(p.v)(e) = trx(p(e)) = trg(idy) = dimg(V).

(b) Die duale Darstellung war definiert durch p*(g)a := a o p(g)~'. Ist (by,...,b,) eine
Basis von V und (b3,...,b%) die duale Basis, so ist die zugehorige Matrix von p(g) gegeben
durch (b} (p(9)bk))1<jk<n und daher

tr(p(g)) = Z b (p(9)b;).

Analog erhalten wir mit b; = (b})*

n

tr(p*(g)) = Z b (0" (9)b3) = > _(p*(9)b)(by) = Z b5 (p(g~1)bs) = tr(p(g™)).

J=1

(c) Bildet man aus geordneten Basen By von V und By von W eine geordnete Basis
Byew = (By, Bw) von VW | so hat die darstellende Matrix der linearen Abbildung pyow (g)
beziiglich Bygw die Gestalt

pvew(g) = ( p(og) T?g) ) fir geG.

Durch Spurbildung erhélt man
X(pyerw)(9) = tr(pvew(9)) = tr(p(g)) + tr(7(9)) = X(o1)(9) + Xz (9)-

(d) Analog verfahren wir fiir das Tensorprodukt. Ist By = (by,...,b,) und By = (c1,...,¢n),
so ist Bygw = {b; ® ¢;: 1 <i<n,1 < j < m} eine Basis von V ® W mit der dualen basis

(bi®e) =biwc; dh, (b®c)(vew)=>b(v)c(w).

Fiir die darstellende Matrix der linearen Abbildung pyew (9) = p(9) ®7(g) erhalten wir daher
die Eintrage

(bi @ ¢j)" (pvew(9)(br @ ce)) = b (p(g)bk)c;(T(g)ce)
und daher

tr(pvew(g)) = Z b (p(9)bi)c5(T(g)c;) = Z b (p(g)b:) Z ci(r(g)e;) = tr(p(g)) tr(r(g)). O

(e) folgt aus Lemmal[3.9] (b) und (d), da Hom(W, V') als G-Modul isomorph ist zu W*®@V.
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Wir mochten nun die Charaktere endlichdimensionaler Darstellungen einer Gruppe G
systematisch als Funktionen auf G bzw. auf der Menge der Konjugationsklassen in G' unter-
suchen und feststellen, was diese gegeniiber anderen solchen Funktionen auszeichnet. Dazu
erinnern wir uns an den Begriff der Klassenfunktion. Offensichtlich sind die Charaktere end-
lichdimensionaler Darstellungen einer Gruppe G Klassenfunktionen (Bemerkung [3.42)).

Definition 3.45. Sei G eine endliche Gruppe und char K kein Teiler von |G|, was wir im
Rest dieses Abschnitts stillschweigend annehmen. Wir betrachten auf dem endlichdimensional
K-Vektorraum K¢ der K-wertigen Funktionen auf G die symmetrische Bilinearform

_ . G
G |(f * h)( |G|Zf |G|Zf 1 fir  f,h e K¢ (18)

geG geG

(fh) =

Lemma 3.46. (Der Mittelwert eines Charakters) Fiir jede endlichdimensionale Darstellung
(p, V') von G gilt

dim( VG ZXPV) (X5 1)-
gEG
Beweis. Wir wissen schon, dass [ := |G‘ > geq P(g) eine Projektion von V' mit dem Bild V¢
ist (Proposition [3.17). Also ergibt sich die Behauptung aus dim (V%) = tr(I). O

Satz 3.47. (Orthogonalitétsrelationen fiir Matrixkoeffizienten) Seien (p, V') und (7, W) end-
lichdimensionale Darstellungen der endlichen Gruppe G und charK { |G|. Wir wdihlen ge-
ordnete Basen By = (by,...,b,) von V und By = (c1,...,¢n) von W und beschreiben die
linearen Abbildungen p(g) : V. — V und 7(g9) : W — W durch thre Matrizkoeffizienten
aji, b, : G — K beziiglich dieser Basen:

n

p(g9)bi = Z aji(9)b;, T(g)er = szk(g)cz

(a) Ist Hom((p, V), (r,W)) = {0}, so gilt

(aji,bog) =0 fir 1<id,7<mn;1<Llk<m. (19)

(b) Ist K algebraisch abgeschlossen, char K = 0 und (p, V') irreduzibel, so gilt

0;0 L
(aji, am) |G| Zaﬂ Yag(g™h) ﬁf(ﬁv) fir i3,k 0e{1,...,n}. (20)
geG

Beweis. Fiir jede lineare Abbildung ¢ : V' — W betrachten wir die darstellende Matrix
beziiglich der Basen By und Byy:
@b = Z $PjiCj-
j=1
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Die Matrixdarstellunng von Sym(y) : V' — W ist dann gegeben durch

Sym(e ( e ZZZ% 9)¢rsasig ) ZZ (jis bar) Prj (21)

geiG j=1 k=1 =1 k=1

Ist Hom((p, V), (1, W)) = {0}, so ist Sym(p) = 0 fiir alle linearen Abbildungen ¢ : V. — W
(Korollar und wir erhalten , denn man kann eine Basis (¢™) des Vektorraums
Homg (V, W) betrachten, fiir die gilt (¢™*); = 0pr0s;-

Sei nun(p, V') irreduzibel und K algebraisch abgeschlossen mit char K = 0. Mit Korol-
lar erhalten wir dann fiir jede lineare Abbildung ¢ € End(V')

tr(e) .
S ———idy .
ym(e) = dimg (V) v
Fiir ¢ = ¢* ergibt sich daher mit (21])
, Ok;00;
3 — kjy o _ Tkt
(a]“aek) Sym(gp )fl dlmK(V)
und damit die Identitédt (20]). O

Satz 3.48. (Orthogonalitétsrelationen fiir Charaktere) Seien (p, V'), (1, W) endlichdimensio-
nale Darstellungen einer endlichen Gruppe G. Dann gilt:

(i) (xv,xw) = dim Hom(W, V)¢ = dim Hom((p, V), (7, W)).
(ii) Ist K algebraisch abgeschlossen sowie p und T irreduzibel, so gilt

0 falls (p, V) 2 (1,W)

(o2 X)) = {1 falls (p, V) = (,W).

Die Charaktere irreduzibler Darstellungen bilden in Klass(G, K) also ein Orthonormalsy-
stem bzgl. (-, ).
Beweis. (i) Aus Lemma 3.9/ und Lemma folgt
xv(9)xw(g™") = xv(g)xw-(9) = xvew-(9) = Xttomw.)(9)-

Aus Lemma [3.46 ergibt sich daher

(xv,xw) = Z X Hom( WV = dim ( Hom (W, V)G). (22)

gEG’
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(ii) Da beide Darstellungen irreduzibel sind, ist
Hom(W, V) = Hom((p, V), (v, W) = {0},

wenn sie nicht dquivalent sind (erstes Schursches Lemma). Sind beide dquivalent, so ist
Hom(W, V) = End(V), und das zweite Schursche Lemma liefert End(V)¢ = Kidy. Damit

folgt (ii) aus (22). O

Bemerkung 3.49. (a) Beachte, dass auch fiir nicht algebraisch abgeschlossene Koérper
gilt, so dass auch in diesem Fall die Charaktere ein Orthogonalsytem bilden. Allerdings ist
dann

(xv, xv) = dim (End(V)G)
im allgemeinen grofler als 1, so dass die Charaktere nicht normiert sind.

(b) Will man die Voraussetzung der algebraischen Abgeschlossenheit von K vermeiden,
so kann man immer noch argumentieren, dass die irreduziblen Charaktere (falls char K die
Gruppenordnung nicht teilt) ein Orthogonalsystem in Klass(G,K) bilden. Allerdings kénnte
es noch passieren, dass char K ein Teiler von dim (End(V)G) ist, so dass

(xv, xv) = dim (End(V)%) =0

(in dem Korper K) ist. Wenn char K = 0 ist, tritt dieses Problem nicht auf und wir erhalten
ebenfalls, dass die Zahl der Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen durch dim Klass(G, K)
beschrankt ist.

Mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen kann man also untersuchen, ob zwei Darstellungen
einer Gruppe isomorph sind. Insbesondere sind Charaktere hilfreich, wenn man die Zerlegung
einer Darstellung einer endlichen Gruppe in einfache Darstellungen beschreiben will. Das
Skalarprodukt (-, -) der Charaktere gibt nun an, wie oft eine einfache Darstellung als Summand
in dieser direkten Summe auftritt.

Satz 3.50. Sei G eine endliche Gruppe und

N
V)= P m;p;, Vi),
j=1

wobei die Darstellungen (pj,V;)j=1...~N, paarweise nicht dquivalent sind. Ist K algebraisch

abgeschlossen, so ist

-----

m; = (X(pv)> X(pyvy))  Jir  j=1,...,N.

Beweis. Aus den Orthogonalitéitsrelationen fiir die Charaktere [3.48] und Lemma ergibt
sich:

(X(pV) X(pj,V; (mez(pz Vi) ) Zml X(pi,Vi)s X(pj, V) Zml ig = M- L

=1
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Korollar 3.51. Ist charK kein Teiler von |G| und K algebraisch abgeschlossen, so haben
zwei endlichdimensionale Darstellungen der endlichen Gruppe G genau dann den gleichen
Charakter, wenn sie dquivalent sind.

Beweis. Da wir schon wissen, dass dquivalente Darstellungen den gleichen Charakter haben
(Bemerkung [3.42(d)), bleibt zu zeigen, dass aus X(,v) = X(~w) die Aquivalenz der Darstel-
lungen folgt. Wegen Korollar folgt dies aus der Gleichheit der Vielfachheiten fiir alle
irreduziblen Darstellungen (p;, V;), die man aus der Gleichheit der Charaktere gewinnt. Aus

p= SN myp; und 72 SN k;p; folgt néimlich

m; = (X(p,v): X(o;.v7)) = (X)) X(p.v5)) = K- O

Beispiel 3.52. Korollar |3.51] wird falsch, wenn p = char K die Gruppenordnung teil. Ein
einfaches Beispiel sind die beiden Darstellungen (p, K?) und (o, K?) der Gruppe G = Z/pZ

mit
(10 e (11
M=y §) wa sm=(g ).
die den gleichen Charakter haben. Siehe hierzu auch Aufgabe [3.28|

Insbesondere erhélt man aus Satz [3.50] ein niitzliches Kriterium, das es erlaubt, zu un-
tersuchen, ob eine gegebene endlichdimensionale Darstellung einer endlichen Gruppe einfach
ist.

Korollar 3.53. Ist K algebraisch abgeschlossen und char K = 0, so ist eine Darstellung (p, V)
einer endlichen Gruppe G genau dann irreduzibel, wenn (X (v, X(p,v)) = 1.

Beweis. Wir schreiben p = Zjvzl m;p; als Summe von Vielfachen paarweise indquivalenter
irreduzibler Darstellungen py, ..., py und erhalten in K:

N N N
(X(p,V)aX(p,V)) = Z mjmk(X(Pj»Vj)7X(Pk7Vk)) = Z mjmkdjk - Z m?
Jrk=1 Jik=1 k=1

(Satz [3.50)). Die Summe von Quadraten ist genau dann gleich 1, wenn nur ein Summand
m; = 1 auftritt und alle anderen Summanden verschwinden. Das bedeutet, dass p irreduzibel
ist. [l

Das Ziel ist es nun, mit Hilfe der Charaktere die irreduziblen Darstellungen einer endlichen
Gruppe vollstindig zu klassifizieren. Da die Charaktere endlichdimensionaler irreduzibler Dar-
stellungen nach Bemerkung [3.42] isomorphe Darstellungen nicht unterscheiden und auch die
Ergebnisse in Satz nur von den Isomorphieklassen von Darstellungen abhéngen, bietet es
sich an, einen Repréasentanten in jeder Isomorphieklasse einfacher Darstellungen zu wéhlen,
d.h. eine Menge einfacher Darstellungen (p;, V;);=1,. ~, so dass jede einfache Darstellung zu
genau einer Darstellung aus der Menge isomorph ist. Ein solches System von Darstellungen
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bezeichnet man als Reprdsentantensystem. Zundchst untersuchen wir dazu die Zerlegung der
reguldren Darstellung beziiglich eines solchen Repréisentantensystems. Hierbei erinnern wir
uns daran, dass wir schon aus dem Endlichkeitssatz |3.27] wissen, dass alle irreduziblen Dar-
stellungen in der regulidren Darstellung auftreten. Mittels Charaktertheorie kénnen wir nun
sogar ihre Vielfachheiten bestimmen.

Korollar 3.54. (Zerlegung der reguldren Darstellung) Sei G eine endliche Gruppe und K
algebraisch abgeschlossen, so dass char K kein Teiler von |G| ist. Sind (p;,V;)i1<j<n €in Re-
prasentantensystem irreduzibler Darstellungen von G, so ist die Vielfachheit von (p;,V;) in
der regquliren Darstellung (p;, K) gegeben durch dimg V; und es gilt

|G| = dimg (V1)? + ... + dimg (Vy)?. (23)

Beweis. Wir berechnen

1 Sy xee(e)xy(e)
(xke: Xv;) = @g; xka(9) xv;(g7") = - dimg (V}),

=0 fiirg#£e

wobei die Formel fiir den Charakter der reguliren Darstellung K¢ aus Beispiel benutzt
wurde. Daraus folgt mit Satz [3.50, dass die Zerlegung von K¢ als direkte Summe einfacher
Darstellungen von der Form

KE = @) (py, Vj)ome) (24)
1<j<N
ist. Fiir die Dimension |G| von K¢ erhalten wir daher (23)). O

Der néchste Satz liefert uns schliellich die Vollstandigkeit des Orthonormalsystems der
Charaktere im Raum der Klassenfunktionen. Hieraus koénnen wir dann insbesondere ableiten,
dass die Zahl N der Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen mit der Zahl der Konjuga-
tionsklassen iibereinstimmt.

Satz 3.55. Sei G eine endliche Gruppe und K ein algebraisch abgeschlossener Korper der
Charakteristik 0. Ist (p;, Vi)1<j<n €in Reprasentantensystem irreduzibler Darstellungen von G,
so bilden die Charaktere (X (,,v;))1<j<n eine Orthonormalbasis des Vektorraums Klass(G, K)
der K-wertigen Klassenfunktionen auf G bzgl. (-,-).

Die algebraische Abgeschlossenheit ist hierbei wesentlich, denn dieser Satz wird z.B. fiir
K =R und G = Cj falsch (Aufgabe [3.39).

Beweis. Nach Satz bilden die Charaktere der irreduziblen Darstellungen ein Orthonor-
malsystem und sind daher linear unabhingig (wieso?). Zu zeigen ist also lediglich, dass
dimg Klass(G,K) < N ist. Dazu konstruieren wir einen Vektorraumhomomorphismus ¢ :
Klass(G,K) — K und zeigen dass dieser injektiv ist.
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Fiir eine Darstellung (p, V') von G betrachten wir den Algebren-Homomorphismus

p: K[G] = End(V), > fl9)p(g).

geG

Ist f eine Klassenfunktion, so ist f im Zentrum der Gruppenalgebra (Satz [3.38)), so dass p(f)
ein Endomorphismus von Darstellungen ist. Fiir die einfachen Darstellungen (p;, V;) folgt
dann mit dem zweiten Teil des Lemmas von Schur die Existenz von Zahlen \;(f) € K mit
p;(f) = A;(f) idy,. Die Abbildung

d: Klass(G,K) = KV, f—= (M), ..., (/)

ist offensichtlich linear. Zu zeigen bleibt noch, dass ® injektiv ist. Sei dazu f € ker(®). Dann
ist p;(f) = 0 fur alle j. Mit der Identitét

(p®TJ1f) =p(f) @7(f),

die sich direkt aus der Definition ergibt, und der Zerlegung der reguldren Darstellung in
Vielfache der einfachen Darstellungen (p;, V;) (siche ([24))), erhilt man daraus p;(f) = 0 fiir
die regulire Darstellung p; auf K[G] = K&. Wegen

pi(f)h=fxh fir fheKY=K[G]

(Nachweis!) folgt hieraus
Ozﬁl(f)((se) :f*ée :f

Also ist @ : Klass(G,K) — K" injektiv und die Charaktere des Reprisentantensystems bilden
eine Orthonormalbasis von Klass(G, K). O

Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir eine interessante Beziehung zwischen der Anzahl der
Konjugationsklassen einer endlichen Gruppe G und der Anzahl von Isomorphieklassen end-
lichdimensionaler einfacher Darstellungen. Die Klassenfunktionen d¢ : G — K, die auf der
Konjugationsklasse C' C GG den Wert 1 und auf allen anderen Konjugationsklassen den Wert 0
annehmen, bilden offensichtlich eine Basis von Klass(G, K). Die Anzahl solcher Klassenfunk-
tionen ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen. Andererseits bilden nach Satz [3.55]
auch die Charaktere eines Reprisentantensystems einfacher Darstellungen eine Basis von
Klass(G,K). Die Anzahl der Elemente in zwei verschiedenen Basen muss iiereinstimmen,
und somit ist die Anzahl der Isomorphieklassen endlichdimensionaler einfacher Darstellungen
gleich der Anzahl der Konjugationsklassen in G.

Korollar 3.56. Uber jedem algebraisch abgeschlossenen Korper K der Charakteristik 0 ist
die Anzahl der Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen einer endlichen Gruppe G gleich
der Anzahl | Conj(Q)| ihrer Konjugationsklassen.
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Satz 3.57. Sei G eine endliche Gruppe und (p;,Vi)i<j<n ein Reprasentantensystem der ir-
reduziblen Darstellungen von G. Dann gilt fiir die zugehorigen Charaktere:

_so_ Gl
X(Pi,%) *X(pjv‘/j) - Yy lehK(V) X(ph%)

Insbesondere sind die elemente )
_ dimg Vj
pj = WX(WVJ-)

Idempotente in der Gruppenalgebra K[G], die den Relationen

N
pi*pe=6ppr  und Y p; =0, (25)
j=1
gentgen.
Ein System py, ..., py von zentralen Idempotenten einer Algebra, die den Relationen (25)

geniigen nennt man eine Zerlegung der Eins.

Beweis. Fir k = 1,..., N seien By Basen von Vi, d;, = dim(V}) und mfj G — K die
Matrixkoeffizienten von (pg, Vi) beziiglich der Basis By, (Definition [3.41)). Dann gilt:

(X(oi,v3) * X(05,v))(9) 2 Zmi’k(h)m&(hfl Hg) = ZZ (Z mik(h)mis(h1)> mge(g)

heG k=1 (=1 k=1 £,s=1 \heG
= |G - (myy,, M) - M, (9)
k=1 £,s=1
und mit . 0f) ergibt sich
d; d; d.
- kz5ks|G| 0i1Gl —~ 0i |G|
(X(oovi) * X(p.7)) (9) = 0 Z mi,(g) = - > mig(g) = 2 T X (9)-
k=1 £,5=1 Yok=1 '
Hieraus ergibt sich sofort p; x p; = d;;p;. Insbesondere ist jedes p; ein Idempotent in

der Algebra K[G]. Aus der Zerlegung K[G] = K¢ = @jvzl Vj@dim(vj) bzgl. der reguldren
Darstellung p; (Korollar [3.54)) erhalten wir daher weiter

1 dim(V;
Oe = @X(Pvi[G]) Z G| X(Py Zpﬂ u

i=1
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Aus diesem Satz ergibt sich direkt, dass der Charakter y; einer irreduziblen Darstellung
(pj, V;) einer endlichen Gruppe G einen Projektor

KIG] = p xKIG],  f=pixf
liefert, fiir den insbesondere
p; * Klass(G,K) = Kp; = Kx,, v

gilt. Da die Idempotente p; zentral sind mit p; * py = d;,p; sind die Unterrdume p; x K[G]
Ideale in K[G] und wir erhalten eine direkte Zerlegung in zweiseitige Ideale:

K[G] = @pj * K[G].

Die Struktur der einzelnen Ideale p;xK|G] diskutieren wir spéter im Kontext der halbeinfachen
Ringe. Dort wird sich zeigen, dass sie in natiirlicher Weise zu den Algebren End(V}") isomorph
sind.

3.6 Charaktertafeln

Bemerkung 3.58. Sei K algebraisch abgeschlossen und char K = 0.

Aus den obigen Ergebnissen schliefen wir, dass sich die Klassenfunktionen auf einer end-
lichen Gruppe G vollstandig durch die Charaktere ihrer einfachen Darstellungen beschreiben
lassen. Die Charaktere enthalten also alle wesentlichen Informationen iiber eine Gruppe. Aus
diesem Grund werden die einfachen Darstellungen von G hiufig durch sogenannte Charakter-
tafeln beschrieben.

Dabei handelt es sich um Tabellen, deren Spalten durch die Konjugationsklassen von
G und deren Zeilen durch die einfachen Darstellungen indiziert werden. Der Eintrag in der
i. Zeile und j. Spalte gibt den Wert des Charakters der 7. einfachen Darstellung auf der 5. Kon-
jugationsklasse an. Uber den Konjugationsklassen wird oft noch die Anzahl ihrer Elemente
angegeben. Aus Korollar folgt, dass eine solche Tabelle stets quadratisch ist, also gleich
viele Zeilen und Spalten hat.

Beispiel 3.59. Wir betrachten die einfachen Darstellung der Permutationsgruppe G' = Ss,
wobei wir eine Permutation 7 in Zykelschreibweise darstellen. Offensichtlich enthélt die Kon-
jugationsklasse C; = [e] des Einheitselements e ein einziges Element. Eine kurze Rech-
nung zeigt, dass noch zwei weitere Konjugationsklassen existieren, namlich die Konjuga-
tionsklasse Cy = [(12)] = {(12),(13),(23)} der Transpositionen und die Konjugationsklasse
C3 = [(123)] = {(123),(132)} der 3-Zykel.

Es gibt also genau drei irreduzible Darstellungen (p;, V;)1<;<3 iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper K der Charakteristik 0. Nach Korollar muss gelten

|S3] = 6 = dim(V;)? + dim(V3)? + dim(V3)?.
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Also existiert eine irreduzible Darstellung (ps, V3) der Dimension 2 und zwei nicht-isomorphe
eindimensionale Darstellungen. Letztere sind durch die triviale Darstellung (p1,K), py(7) =1
fir alle 7 € S3 und die Signatur der Permutation (ps, K), po(m) = sgn(m) fir alle 7 € Sy
gegeben. Da sie verschieden und eindimensional sind, sind sie nicht isomorph.

Um die dritte Darstellung zu finden, betrachten wir die Permutationsdarstellung (p, K?)
von Ss. Sie enthélt die triviale Darstellung (p;, V1) als Unterdarstellung auf dem Raum V; :=
K(1,1,1). Der Unterraum

Vs i={(z,y,2) e K*: 2+ 5y + 2z =0}

ist ebenfall invariant und definiert eine 2-dimensionale Darstellung (ps,V3). Da er keinen
Eigenvektor fiir S5 enthélt (da alle eindimensionalen Darstellungen trivial auf (123) sind,
miissten alle Komponenten des Vektors gleich sein), ist die Darstellung (ps, V3) irreduzibel.
Fiir ihren Charakter erhalten wir

X(p3,V3) = X(p.K3) — X(p1,V1)-
Der Charakter x(,xs) zdhlt jeweils die Fixpunkte (Beispiel [3.43)):

X&) (€) =3, X(px)((123)) = 0, Xk ((12)) = 1.

Hieraus ergibt sich

X(PB,V3)(6) =2, X(PS,V3)((123)) = -1 X(P37V3)((12)) =0.
Wir erhalten also die folgende Charaktertafel:

1 3 2

] | [(12)] | [(123)
pi| 1| 1 1
op | 1| -1 1
P3 2 0 -1

Aus der Information, dass der Charakter x,, die Gleichungen (x,,;,x,,) = 0, j = 1,2, und
Xps(€) = dim Vi = 2 erfiillt, hitten wir den Charakter y,, auch direkt bestimmen kénnen
ohne die Darstellung ps zu kennen.

3.7 Darstellungen direkter Produkte

Sei nun G x H ein direktes Produkt zweier endlicher Gruppen und char K = 0.

Definition 3.60. Ist (p, V') eine Darstellung der Gruppe G und (7, W) eine Darstellung der
Gruppe H, so definieren wir das Tensorprodukt dieser Darstellungen (als Darstellung der
Gruppe G x H) durch

(0, VIR (r, W) := (p W7, V@W) mit (p®r7)(g,h):=p(g) @ 7(h)
(siehe Aufgabe . Man verifiziert leicht, dass dies eine Darstellung von G x H definiert.
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Theorem 3.61. (Irreduzible Darstellungen von G x H) Sei K algebraisch abgeschlossen.

(a) Ist (p, V) eine irreduzible Darstellung von G und (1,W) eine irreduzible Darstellung
von H, so ist die Darstellung (p, V') X (1, W) irreduzibel.

(b) Die regulire Darstellung (p&>*™ KM ist isomorph zu (p%, KG) X (pff, KIT).

(¢c) Fiir jede irreduzible Darstellung (C,U) von G x H existieren bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmte irreduzible Darstellungen (p, V') von G und (1, W) von H, so dass ((,U) =
(pR7,VeW) ist.

Beweis. (a) Fir den Charakter von p X 7 erhalten wir sofort (vgl. Aufgabe

Xpmr (9, h) = tr(p(g) @ 7(h)) = tr(p(g)) tr(7(h)) = X,(9)x+(h).
Hieraus ergibt sich

1 _ _
(Xp&r; Xp@‘r) = m Z Xp(g)X‘r(h)Xp(g 1>X‘r(h 1)
(g9,h)EGxH

- ﬁ pr<g>xp<g1>|—;| S xe (W) (k) = 1

geG heH

mit Korollar Wenden wir dieses Korollar noch einmal an, folgt hieraus die Irreduzibilitét
von p X 7.
(b) Die Abbildung

d: KEQK? - KYH  mit  &(f; @ f2)(g,h) := fi(g9) f2(R)

ist ein linearer Isomorphismus, der die Basis (0; ® 0p)gecnen auf die Basis (0(gn))(g.n)caxn
abbildet. Nun ist

@((pf(g)@pﬁ(h))(@@%) = ®(0g2 ®0ny) = O(gany) = plGXH(ga h)dey) = plGXH<g> h)®(6; ®dy).

Da die Elemente 4, ® 6, eine Basis von K¢ ® K bilden, ist ® ein Vertauschungsoperator von
(o, KY) B (pf!,KH) mach (pf>#, KGH).
(c) 1. Beweis: Zerlegen wir die reguldren Darstellungen in einfache (Satz von Maschke):

N M
(of K) = P(pi, Vi)™ und  (of K") 22 @) (r;, W),
i=1 j=1

so ergibt sich
~ mik;
(plGu KG) X (pﬁvKH) = @ ((p27 V;) DX (Tja VVJ’))EB :

0]
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Nach (a) sind alle Darstellungen (p;, Vi) X (7;, W;) einfach. Da jede einfach Darstellung von
G x H in der reguliiren Darstellung auftritt (Satz [3.27), erhalten wir hieraus (c).

2. Beweis: Nach dem Satz von Maschke ist die Einschrinkung der Darstellung (| auf
G zunéchst halbeinfach und ((H) besteht aus G-Endomorphismen dieser Darstellung, lasst
also die G-isotypischen Komponenten invariant. Da ( irreduzibel ist, folgt hieraus, dass (|g
isotypisch ist, also isomorph zu einer Darstellunge (p ® 1,V ® W) (Bemerkung [3.31). Aus

Satz folgt
Endg((p® 1, V@ W)) =1 Endg (W),

da K algebraisch abgeschlossen ist. Da ((H) mit ((G) vertauscht, erhalten wir so einen Ho-
momorphismus 7 : H — GL(W) mit ((e,h) = 1 ® 7(h). Hieraus ergibt sich

C(g,h) = C(g,e)C(e,h) = (p(g) @ 1)(1 @ 7(h)) = p(g9) ® T(h)

und damit ¢ = pX 7. Fiir jeden H-Untermodul Wy C W ist V @ W ein (G x H)-Untermodul
von V @ W. Also ist auch die Darstellung (7, W) einfach. O

Uber algebraisch abgeschlossenen Korpern der Charakteristik 0 erhalten wir also die fol-
gende Bijektion fiir die Menge der Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen:

Irrepg (G) X Irrepg (H) — Trrepi (G x H),  ([(p, V)], (1, W)]) = [(p R 7,V @ W)].

Fiir ein direktes Produkt zweier endlicher Gruppen reduzieren sich damit alle Klassifikations-
probleme auf die beiden Faktoren.

Bemerkung 3.62. Induktiv erhéilt man analoge Aussagen fiir endliche Produkte
Gy x--x@G,

endlicher Gruppen Gj.

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 3.1. (Isotypische Komponenten und Eigenrdume) Sei g € GL(V) und (p, V) mit p(n) := ¢g"
die zugehorige Darstelung der Gruppe G = Z. Wir nehmen an, dass K algebraisch abgeschlossen ist.
Zeigen Sie:

(a) (p,V) ist genau dann einfach, wenn dim V' =1 ist.
(b) (p, V) ist genau dann halbeinfach, wenn g diagonalisierbar ist.

(c) ¢ € End(V) heifit halbeinfach, wenn zu jedem ¢-invarianten Unterraum U C V ein ¢-
invariantes Komplement existiert. Zeigen Sie, dass g € GL(V) genau dann halbeinfach ist,
wenn g diagonalisierbar ist.
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Aufgabe 3.2. Seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume, A € End(V) und B € End(W).
Dann ist die Spur von A ® B € End(V ® W) gegeben durch

tr(A® B) = tr(A) tr(B).
Aufgabe 3.3. Seien (p, V), (7,W) Darstellungen einer Gruppe G iiber K. Zeigen Sie, dass durch

Prom(v)(9)e =T(g9) o pop(g)™"  fir ¢ € Homg(V, W)
eine Darstellung von G auf Homg (V, W) definiert wird.

Aufgabe 3.4. Zeigen Sie, dass die reguldre Darstellung einer Gruppe G aus Beispiel auf KM
tatsdchlich eine Darstellung definiert und verifizieren Sie die Relation

p(9)0m =0dgm fir geGmeM
und alle Deltafunktionen 6,, : M — K.

Aufgabe 3.5. Seien G, H Gruppen, ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus und (p, V') eine

Darstellung von H iiber K.

(a) Zeigen Sie, dass durch 7 := po ¢ : G — GLg(V) eine Darstellung von G auf V' definiert wird.
Diese bezeichnet man als Pullback der Darstellung (V, p) entlang .

(b) Untersuchen Sie fiir den Fall H = G und ¢ : G — G mit ¢(g) =go-9g- gal fiir festes gg € G, ob
der Pullback von (p, V') isomorph zu (p, V') ist.

(c) Geben Sie ein Beispiel eines Gruppenautomorphimus ¢ € Aut(G) und einer Gruppendarstellung
(p, V) von G an, so dass der Pullback von (p, V') entlang ¢ nicht isomorph zu (p, V') ist.

Aufgabe 3.6. Finden Sie eine endlichdimensionale irreduzible reelle Darstellung einer abelschen
Gruppe, die nicht eindimensional ist.

Aufgabe 3.7. Eine Darstellung (p, C™) einer Gruppe G heifit unitir, wenn p(g) fiir alle g € G eine
unitdre Abbildung ist. Zeigen Sie, dass jede unitéire Darstellung einer Gruppe auf C" halbeinfach
ist.

Aufgabe 3.8. Sei (p, V) eine endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe G auf einem K-Vektorraum
V und W C V ein Unterraum, der durch die Gruppenwirkung stabilisiert wird:

plgwe W fir alle ge G,we W.
Konstruieren Sie eine Darstellung von G auf dem Quotientenraum V/W.

Aufgabe 3.9. Sei G eine Gruppe und N C G eine normale Untergruppe, d.h. eine Untergruppe

N C G mit gN = Ng fir alle g € G. Zeigen Sie:

(a) Die Nebenklassen gN, g € G, bilden eine Gruppe. (Sie wird als Faktorgruppe und mit G/N
bezeichnet.)
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(b) Ist (p,V) eine Darstellung von G iiber K mit N C ker p, so definiert dies eine Darstellung der
Faktorgruppe G/N auf V.

Aufgabe 3.10. Sei G eine Gruppe und [G, G| = (a-b-a=*-b~! : a,b € G) die von Elementen der Form
[a,b] = a-b-a~1-b~! erzeugte Untergruppe (sie heilt Kommutatorgruppe). Zeigen Sie, dass die Isomor-
phieklassen eindimensionaler Darstellungen von G iiber einem Koérper K bijektiv den Gruppenhomo-
morphismen

¢ : G/|G,G] — K* entsprechen.

Aufgabe 3.11. (Isotypische Komponenten und Eigenrdume) Sei g € GL(V') eine diagonalisierbare
lineare Abbildung und (p, V') mit p(n) := g" die zugehorige Darstellung der Gruppe G = Z. Zeigen
Sie:

(a) Die Darstellung (p, V') ist halbeinfach.
(b) Die isotypischen Komponenten dieser Darstellung sind die Eigenrdume von g.

(c) Fir ¢ € Endg(V) ist ¢ € End((p,V)) genau dann, wenn ¢ alle Eigenrdume von ¢ invariant
lésst.

(d) Sind Aq, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von g und my, ..., m, ihre Vielfachheiten, so ist
n
End((p, V)) 2 @) M, (K),
7=1
wobei die Multiplikation in der direkten Summe von Algebren komponentenweise definiert
wird.
Aufgabe 3.12. Wir erinnern uns an das Tensorprodukt von Matrizen
®: Mp(K) X M (K) = Mpn(K),  (@ij)1<ij<n ® (Ore)1<ke<m = (@ijbre)1<i,j<mii<ke<m
und definieren

©: My(K) x Myn(K) — Mysm(K), (A, B) s (‘3 g)

Zeigen Sie: Ist K algebraisch abgeschlossen und A € M,,(K), so existieren my ) € No, so dass A
dhnlich ist zur Matrix

@ 1mkja)‘j ® kav)‘j’

N
j=1

wobei Jj, \ der Jordanblock der Gréfie £ zu dem Eigenwert A ist. Zwei solche Matrizen sind genau
dann zueinander dhnlich, wenn alle Zahlen my, », k € N, A € K*, iibereinstimmen.

Aufgabe 3.13. Sei G := Z und A € K* sowie n € N. Zeigen Sie, dass durch p(1) := J, \ eine
unzerlegbare Darstellung (p, K™) von Z definiert wird.

52



Aufgabe 3.14. Beweisen Sie, dass isomorphe Darstellungen einer Gruppe G iiber K den gleichen

Charakter haben.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass fiir A € End(V) und ¢ € Iso(V, W) die Beziehung tr(¢o Aop~!) =
tr(A) gilt.

Aufgabe 3.15. Sei G eine abelsche Gruppe und K ein Koérper.

e Zeigen Sie, dass die Menge X (G) := Hom(G,K*) bzgl. der punktweisen Multiplikation eine
Gruppe ist (Charaktergruppe von G iiber K).

o X(G1 x -+ xGy) = X(Gy) x -+ x X(Gy) fir abelsche Gruppen G1,...,Gy.

e Ist charK kein Teiler von |G| und K algebraisch abgeschlossener, so ist Hom(G,K*) = G.
Hinweis: Verwenden Sie den Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen um das Pro-
blem auf den Fall zu reduzieren, dass G zyklisch ist; Lemma [3.10)

Aufgabe 3.16. Zeigen Sie, dass die Matrixkoeffizienten a;;: G — K einer n-dimensionalen Darstel-
lung (p, V') einer Gruppe G die folgende Relation erfiillen

aij(g-h) = Zaik(g)akj(h) fir g,heG.
k=1

Aufgabe 3.17. Seien (py, V) und (pw, W) endlichdimensionale komplexe Darstellungen einer end-

lichen Gruppe G.

(a) Wir betrachten die durch py«(g)a := aop(g—!) definierte Darstellung von G auf dem Dualraum
V* = Homg (V, C). Zeigen Sie, dass fiir den Charakter dieser Darstellung gilt

Xov-(9) =Xpv(9) Vg EG.
(b) Wir betrachten die durch

Prom(v,v) (9)¢ = pw(g) o popy(g™") Vo € Home(V,W),g € G

definierte Darstellung von G auf Homg (V, W). Zeigen Sie, dass der Charakter dieser Darstellung
gegeben ist durch

XpHom(V,W) = XPW ' XpV'

Aufgabe 3.18. Sei (p, K") eine einfache endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe G, K alge-
braisch abgeschlossen, und M (g) = (pi;j(9))1<i j<n die darstellenden Matrizen der linearen Abbil-
dungen p(g) beziiglich einer Basis B = (by,...,b,) von K". Beweisen Sie, dass jede Matrix, die mit
allen Matrizen M (g) kommutiert, ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

Aufgabe 3.19. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Beweisen Sie sie, oder geben Sie ein

Gegenbeispiel an:

(a) Die einzigen eindimensionalen Darstellungen der Permutationsgruppe S, iiber K sind die triviale
Darstellung und die Darstellung sgn : S,, — K*, 7 — sgn(m).
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(b) Ist (p, V) eine endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe G , so ist (detop,K) eine eindi-
mensionale Darstellung von G.

(c) Ist (p, V) eine einfache Darstellung einer Gruppe G iiber K und H C G eine Untergruppe, so ist
(p|m, V) eine einfache Darstellung von H.

(d) Ist G eine endliche Gruppe und (p, V) eine Darstellung von G, dann existiert ein n € N mit
p(g)" =idy fiir alle g € G.

Aufgabe 3.20. (a) Klassifizieren Sie fiir n € N alle irreduziblen komplexen Darstellungen der Grup-
pe G = Z/nZ bis auf Isomorphie.

(b) Geben Sie eine Zerlegung der regulidren Darstellung C[G] als direkte Summe einfacher Darstel-
lungen an.

Aufgabe 3.21. Sei A eine K-Algebra und A € A. Zeigen Sie die Existenz einer maximal abelschen
Unteralgebra C, die A enthilt. Hinweis: Lemma von Zorn.

Aufgabe 3.22. Sei A ein Schiefkorper, also eine assoziative K-Algebra mit Eins, in der jedes Element
A # 0 invertierbar ist. Sei B C A eine endlichdimensionale Unteralgebra. Zeigen Sie, dass auch B
ein Schiefkorper ist.

Aufgabe 3.23. Sei A ein Schietkérper und B C A eine maximale kommutative Unteralgebra. Zeigen
Sie, dass B ein Korper ist.

Aufgabe 3.24. Sei K C L ein Erweiterungskorper, d.h. K ist ein Unterkoérper von L. Zeigen Sie:
Die Multiplikation p(g)h := gh definiert eine irreduzible Darstellung (p, L) der abelschen Gruppe
G := L* iiber K. Vergleiche mit dem zweiten Schurschen Lemma.

Aufgabe 3.25. Sei (p,V) eine einfache Darstellung der endlichen abelschen Gruppe G. Zeigen Sie:
(a) Die K-Algebra L := p(K[G]) ist ein Korper.
(b) Ist 0 # v € V, so ist die Abbildung ¢: L — V, A +— Aw ein linearer Isomorphismus.

(c) Definieren wir eine Darstellung pr: G — L* C GLg(L) durch pp(g)4 = p(g) - A, so ist
¢: (pL,L) = (p, V) ein Isomorphismus von G-Darstellungen.

(d) Sei L D K eine Koérpererweiterung, G eine endliche abelsche Gruppe und x: G — L* ein Ho-
momorphismus. Wir erhalten eine Darstellung (p, L) durch p(g)z = x(g) - z. Diese Darstellung
ist genau dann irreduzibel, wenn L = spang x(G) ist, also wenn x(G) den Kérper L iiber K
erzeugt.

Aufgabe 3.26. (Zweidimensionale irreduzible Darstellungen zyklischer Gruppen) Sei K ein Korper
und X\ € K mit A\¥ = 1, so dass A in K kein Quadrat ist, also A # p? fiir alle 4 € K. Zeigen Sie:

(a) Auf L := K? erhalten wir durch die Multiplikation
(a,b)(a’, V) := (aa’ + \bb', ab' + a'b)

die Struktur eines Korpers und fiir p := (0, 1) gilt p? = \.
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(b) Durch p(1) := p wird eine irreduzible Darstellung der zyklischen Gruppe G = Z/2kZ auf
K? 2 LL definiert.

(c)* Ist (p,V) eine zweidimensionale irreduzible Darstellung der zyklischen Gruppe G = Z/nZ, so
ist sie dquivalent zu einer Darstellung wie in Aufgabe [3.25(d), wobei L eine zweidimensionale
Korpererweiterung von K ist mit C # CX.

Aufgabe 3.27. (Koérper der Ordnung 4) Sei K = Z/27Z der Koérper der Ordnung 2 und G := Z/3Z
die 3-elementige zyklische Gruppe. Zeigen Sie:

(i) Ist e: G — GL1(K) = K* die triviale Darstellung und €: K[G] — K ihre lineare Fortsetzung,

50 Ist L::keré\:{Zf(g)‘SQ: Zf(g):()}
g

geG

ein 2-dimensionales Ideal in K[G].

(i) CF = {1}.

(iii) Als Unterdarstellung von (p;, K[G]) ist der G-Modul L irreduzibel. Hinweis: Es existiert kein
G-Eigenvektor in L.

(iv) L ist ein 4-elementiger Korper.
Aufgabe 3.28. Sei (p,V) eine Darstellung der Gruppe G, (pw, W) eine Unterdarstellung und
(pg, @) die zugehorige Quotientendarstellung auf @) := V/W. Zeigen Sie
X(p.V) = Xlow W) T X(pg.Q) = X(pw W)@(p@.Q)-
Charaktere kénnen (p, V) also nicht von der direkten Summe (py, W) @ (pg, Q) unterscheiden.

Aufgabe 3.29. Sei GG eine endliche Gruppe.

(a) Sei V ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum und fiir ¢ € End(V) bezeichne ¢! die
adjungierte Abbildung: (v, w) = (v, pTw) fiir alle v,w € V. Zeigen Sie, dass fiir jede endlich-
dimensionale komplexe Darstellung (p, V) von G auch (p, V) mit p(g) = p(¢~ ") eine komplexe
Darstellung von G ist, und (p, V) = (p, V).

(b) Sei (p1,V1),...,(pn,Vs) ein Représentantensystem einfacher komplexer Darstellungen von G.
Zeigen Sie, dass die Matrixkoeffizienten der Darstellungen (p;, V;) beziiglich fest gewéhlter Or-
thonormalbasen B; eine Orthogonalbasis des komplexen Vektorraums C[G] mit Skalarprodukt

(f.h) = |é| S f@h(e)  fir fheC[G)

geG

bilden.
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Aufgabe 3.30. Sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe. Ist (p, V') eine irreduzible
komplexe Darstellung von G, so ist (p|g, V') eine Darstellung von H, aber nicht notwendigerweise
irreduzibel. Zeigen Sie, dass jede Isomorphieklasse irreduzibler Darstellungen von H als direkter
Summand in einer Darstellung der Form (p|g, V') einer einfachen komplexen Darstellung (p, V') von
G auftritt.

Aufgabe 3.31. Sei G eine endliche Gruppe und (p;, V})i<j<n €in Reprasentantensystem einfacher
komplexer Darstellungen von G. Beweisen Sie, dass eine Klassenfunktion f : G — C genau dann
Charakter einer endlichdimensionalen komplexen Darstellung von G ist, wenn gilt

(f?X(pi7\/i)) € Ny Vi=1,...,n.

Aufgabe 3.32. Sei (p,V) eine d-dimensionale komplexe Darstellung einer endlichen Gruppe G.
Zeigen Sie, dass dann fiir den Charakter x(, 1 gilt

IX(pv)(9)] < d fir geG

und [x(,,v)(9)| = d genau dann, wenn p(g) = {idy mit einer Einheitswurzel §. Gilt dies auch fiir
unendliche Gruppen?
Hinweis: Cauchy—Schwarzsche Ungleichung.

Aufgabe 3.33. Sei (p1,V1),..., (pn, Vn) ein Représentantensystem einfacher endlichdimensionaler
komplexer Darstellungen einer endlichen Gruppe G. Zeigen Sie, dass fiir die zugehorigen Charaktere
gilt

n
— tj
X(pi Vi) = X(ps,Vy) = an “ X(pr, Vi)
k=1
mit ganzzahligen, nicht-negativen Koeflizienten nzj € Ny. Driicken Sie diese Koeffizienten durch die
Charaktere x(,, v;) aus.

Aufgabe 3.34. Bestimmen Sie die Charaktertafel fiir die zyklische Gruppe C5 = {e,x, 2%} der
Ordnung 3.

Aufgabe 3.35. Ergéinzen Sie in der folgenden Charaktertafel die fehlende Zeile:

Ord. |1 3|6 | 6|8
€1 91|92 | 93 | 94

01 1] 1 1 1 1
02 11 ]-1|-1]1
03 31-1111]-110
P4 3|1-1]-1]1 0
05 21 2 ? ? ?

Aufgabe 3.36. Seien G und H Gruppen. Zeigen Sie, dass K|G x H| = K[G] ® K[H] im Sinne der
natiirlichen Algebrastruktur auf dem Tensorprodukt ist (Aufgabe [2.5)).
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Aufgabe 3.37. Sei G eine endliche Gruppe und K ein algebraisch abgeschlossener Korper der
Charakteristik 0. Auf K[G] = K% betrachten wir die biregulire Darstellung p, von G x G (Be-
merkung 3.39). Sei ((p;,Vj))i<j<n ein vollstandiges System paarweise indquivalenter einfacher G-
Darstellungen. Zeigen Sie:

(a) Die Darstellungen (p; X p;)i<jr<n sind ein vollstéindiges System paarweise indquivalenter
Darstellungen von G x G.

(b) (o0, K[G]) = DXL, (p; B pL, Vi @ V).
Hinweis: Berechne (Xp,, Xp;®p)- Fiir g € G, den Zentralisator C(g) und die Konjugations-
klasse [g] gilt |[g]| = |G|/|Ca(g)l

(c) Wie sehen die zweiseitigen Ideale der Algebra K[G] aus? Wie viele gibt es?

Aufgabe 3.38. Sei (p;, V})1<j<n ein Reprisentantensystem einfacher komplexer Moduln einer end-
lichen Gruppe G. Beweisen Sie

n 1y % falls g, h in derselben Konjugationsklasse C' liegen
ZX(pi,v,-)(g)Xpi,v-( )
=1 0  sonst.

Hinweis: Beispiel d).

Aufgabe 3.39. Wir betrachten die zyklische Gruppe G = Z/4Z der Ordnung 4 und interessieren
uns fiir ihre reellen Darstellungen. Zeigen Sie:

(a) G hat genau zwei verschiedene eindimensionale reelle Darstellungen 1, x2: G — R.

(b) Durch p(1) := <(1) _01

Fiir diese Darstellung ist p(R[G]) = C (als reelle Algebra).

erhalten wir eine irreduzible zweidimensionale Darstellung von G.

¢) R|G] = Ryx1 ® Rya @ spang {5 — 95, 07 — Iz} liefert einen Isomorphismus
(c) X X R19 2,91 3
RIG]ZReRaC

von reellen Algebren, wobei die Multiplikation in der direkten Summe komponentenweise de-
finiert ist.

(d) Trrepp(G) = {[x1, [xa2l, [p]}-

(e) Irrepe(G) = Hom(G,C*) enthiilt 4 Elemente. Vergleiche die Summe der Quadrate der Dimen-
sionen im reellen und komplexen Fall.

(f) Durch 7: G x G — GL2(R), (g,h) — p(g)p(h) erhalten wir eine irreduzible 2-dimensionale
Darstellung von G x G. Sie ist nicht von der Form (73 K 72, V] ® V3).

Aufgabe 3.40. Sei 0: G x M — M eine Wirkung der Gruppe G auf der Menge M und (p, KM)
die zugehorige Darstellung mit p(g)f := f o ag_l.
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(a) Finden Sie einen linearen Isomorphismus vom Unterraum (K)¢ der Fixvektoren auf den
Raum KM/C der Funktionen auf der Menge M/G = {G.m: m € M} der G-Bahnen in M.

(b) Ist M endlich, so gilt
dim(KM)¢ = |M/q).

Aufgabe 3.41. (Darstellungen semidirekter Produkte mit abelschen Gruppen) Sei G eine endliche
Gruppe von der Struktur G = A X, H, wobei A eine abelsche Gruppe ist und a: H — Aut(A) ein
Homomorphismus. D.h. die Multiplikation in G hat die Gestalt

(a,h)(d', 1) = (aay(a’), hh').

Wir identifizieren A und H in kanonischer Weise mit Untergruppen von G. Zeigen Sie fiir jede
endlichdimensionale komplexe Darstellung (p, V) on G:

(i) pla ist diagonalisierbar: Schreiben wir A := Hom(A, C*) fiir die Charaktergruppe von A, so

erhalten wir eine direkte Zerlegung V = @X ci Vx mit den Eigenrdumen

Vy={veV:(VaeA) pla)v = x(a)v}.

(ii) Durch H x A 121\, (hy,x) = h.x:=xo ozgl wird eine Gruppenwirkung definiert.

(iii) Fiir h € H gilt die Bezichung p(h)Vy = Vj.. Insbesondere erhalten wir eine Darstellung der
Stabilisatorgruppe Hy := {h € H: h.x = x} auf V,.

(iv) Ist S C A eine H-invariante Teilmenge, so ist Vg = @D, cs Vx ein G-Untermodul.

(v) Ist (p, V) irreduzibel, so existiert eine H-Bahn O = H.xo € A mit V = Vo. In diesem Fall ist
V= @hGH/HO p(h)Vy, fiir Hy := H,,.

(vi) Sei O = H.xp C A eine H-Bahn und V = Vo. Fiir einen Unterraum Wy C V,,, der unter
der Darstellung der Stabilisatorgruppe Hy := H,, auf V,, invariant ist, betrachten wir den
Unterraum W = 3, - p(h)Wy. Dann liefert die Zuordnung W+ Wy = WNV,, eine Bijektion
zwischen den G-invarianten Unterrdumen von V und den Hy-invarianten Unterrdumen von
Vyo- Insbesondere ist (p, V') genau dann irreduzibel, wenn die Darstellung von Hy auf V,,
irreduzibel ist.

(vii) Ist H auch abelsch und (p, V) irreduzibel, so ist dim V = |O| fiir eine H-Bahn in A.

Aufgabe 3.42. (Darstellungen von Diedergruppen) Fiir n > 1 betrachten wir die Diedergruppe
Dy, = Cy Xg {1,0} mit ay(z) = 27! fiir z € C,, = {w € C*: w" = 1}. Wir schreiben ¢ := 2™/ fiir
eine primitive n. Einheitswurzel. Zeigen Sie:

(i) Fiir A = Cp ist A = {xs: 0 < s < n} mit xs(¢/) = ¢*J. Die Wirkung von H = {1,0} auf A
ist gegeben durch o.xs = xn_s fiir s > 0 und o.x0 = X0-

(ii) Jede irreduzible Darstellung von D,, ist ein- oder zweidimensional.
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(iii) Fiir jedes 0 < s < n wird durch

0= (5 L) nio= (0 0)

eine zweidimensionale Darstellung definiert. Fiir welche s ist sie irreduzibel? Zeigen Sie p; =
Pn—s-

(iv) Ist n = 2k 4+ 1 ungerade, so enthilt D,, genau k + 2 Konjugationsklassen. Ist n = 2k gerade,
so enthélt D,, genau k + 3 Konjugationsklassen.

(v)* Beschreiben Sie alle irreduziblen Darstellungen von D,,.
Aufgabe 3.43. Wir betrachten die Quaternionengruppe
Q:={£E,+I,£J,£K} C GLy(C)

mit

Zeigen Sie:
(i) ord(£l) = ord(£J) = ord(+K) = 4.
(i) Q/{£E} = Z2 ist isomorph zur Kleinschen Vierergruppe.
(iii) Jede Untergruppe H C @ ist normal.
(iv) Die Kommutatorgruppe ist (@, Q) = {+FE}.
(v) Die Charaktergruppe Hom (@, C*) is vierelementig.
)

(vi) Stellen Sie die Charaktertafel von @) auf.
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4 Moduln iiber Ringen

4.1 Grundbegriffe

In diesem Kapitel werden wir die Darstellungstheorie von Gruppen aus dem letzten Kapitel
verallgemeinern und uns mit Moduln iiber Ringen befassen. Wir werden sehen, dass dieser
Begriff mehrere schon bekannte Konzepte aus der Algebra wie Vektorrdume iiber Korpern,
abelsche Gruppen und Darstellungen von Gruppen als Spezialfille enthélt. Man kann diese
Begriffe also gemeinsam behandeln und ihre strukturellen Gemeinsamkeiten erfassen. Dazu
wiederholen wir zunéchst noch einmal die wesentlichen aus der Algebra bekannten Definitio-
nen zu Ringen.

4.1.1 Ringe
Definition 4.1.

(a) Ein Ring (R, +,-) ist eine abelsche Gruppe (R, +) zusammen mit einer Multiplikationsabbildung
-t Rx R— R, (r,s) — r- s, die assoziativ und distributiv ist:

re(st)y=(r-s)-t, r-(s+t)=r-s+r-t, (s+t)-r=s-r+t-r fir r s,t€R.
Das neutrale Element der abelschen Gruppe (R, +) wird mit 0 bezeichnet.

e Ein Ring heifit unitdr (unital) oder Ring mit Eins, wenn ein Element 1 € R existiert
mit 1z -7 =7r-1x = r fiir alle r € R. Ein Element r» € R eines unitidren Rings heifit
FEinheit, wenn es ein multiplikatives Inverses besitzt, d.h. es existiert ein s € R mit
r-s=s-r = 1g. Die Menge der Einheiten in R bildet eine multiplikative Gruppe,
die wir mit R* bezeichnen.

e Ein Ring heifit kommutativ wenn die Multiplikationsabbildung kommutativ ist: r-s =
s-r fir alle r,s € R.

e Ein Ring heifit nullteilerfrei, wenn fiir alle r;s € R aus r - s = 0 folgt » = 0 oder
s =0, d.h. R\ {0} ist multiplikativ abgeschlossen.

e Ein Integrititsring oder Integrititsbereich ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring

R # {0} mit Eins.

e Ein Ring mit Eins heifit Schiefkirper oder Divisionsring, wenn jedes Element aufler
0 ein multiplikatives Inverses besitzt: R* = R\ {0}.

(b) Unterringe und Ideale: Sei (R, +,-) ein Ring.

e Ein Unterring oder Teilring von R ist eine Untergruppe (U, +) C (R, +), die mit der
Einschrankung der Ringmultiplikation in R wieder einen Ring bildet: u - v’ € U fiir
alle u,u’ € U.
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e Ein Linksideal in einem Ring (R, +, -) ist eine Untergruppe (I,+) C (R, +), so dass
r-i € I fir alle r € R, i € I. Analog ist ein Rechtsideal in R eine Untergruppe
(I,4+) C (R,+),sodass i-r €I fiir alle r € R, i € I. Ist I C R sowohl ein Links-
als auch ein Rechtsideal in R, so nennt man [ ein zweiseitiges Ideal.

e Ein Hauptidealring ist ein Integritatsring, in dem jedes Ideal I ein Hauptideal ist,

also von der Form [ = (a) :== Ra = {r-a: r € R} fiir ein a € R ist.

Ein Ringhomomorphismus f : (R,+,-) — (S,+,-) ist ein Gruppenhomomorphismus, der
die multiplikative Struktur der Ringe respektiert:

For+v) = f0)+ F07), frer') = () - f(') far il € R

Sind (R, +,-) und (S, +, ) unitdre Ringe, so fordert man zusétzlich, dass ein Ringhomo-
morphismus f : R — S die Einselemente aufeinander abbildet: f(1r) = 1g. Die Menge
der Ringhomomorphismen von (R, +, ) nach (S, +,-) wird mit Hom(R, S) bezeichnet.

Beispiele 4.2.

(a)

(b)

()

(d)

Der Ring der ganzen Zahlen (Z,+,-). Dieser spielt eine besonders wichtige Rolle und
wird auch als initialer Ring mit Fins bezeichnet. Denn fiir jeden unitalen Ring R existiert
genau ein Ringhomomorphismus f : Z — R unitaler Ringe (Beweis: Ubung).

Der Nullring R = {0}. Dieser wird auch als terminaler Ring bezeichnet. Denn fiir jeden
Ring S existiert genau ein Ringhomomorphismus f : S — R = {0}.

Jeder Korper ist auch ein Ring, also insbesondere Q, R, C, und die endlichen Koérper
7] pZ.

Jede assoziative Algebra (A, o) ist ein Ring. Insbesondere gilt das fiir die Gruppenalgebra
K[G] einer Gruppe G aus Definition , die deswegen oft auch als Gruppenring bezeichnet
wird, sowie fiir die Endomorphismenalgebra Endg (V') eines K-Vektorraums (sieche auch

Beispiel .

Die Polynome in einer Unbestimmten X mit Koeffizienten in einem kommutativen Ring
R bilden beziiglich der Polynomaddition und Multiplikation einen Ring, der mit R[X]
bezeichnet wird.

Fiir U C R™ offen, bilden die reellwertigen Funktionen auf U einen Ring beziiglich der
punktweisen Addition und Multiplikation. Dasselbe gilt fiir die stetigen, die differenzier-
baren und die analytischen Funktionen auf U.
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(g) Ist (A,+) eine abelsche Gruppe, so bildet die Menge End(A) der Gruppenendomorphis-
men ¢ : A — A einen unitalen Ring, den Endomorphismenring . Die Ringstruktur ist
gegeben durch die punktweise Addition und die Verkettung von Gruppenendomorphis-
men.

(h) ist (R, +,-) ein Ring, so erhilt man einen weiteren Ring (R, +, %), indem man die Multi-
plikation in R umdreht: r x s := s-r fiir alle r, s € R. Dieser wird als der zu R opponierte
Ring und mit R°P bezeichnet. Offensichtlich ist der Ring (R, +, -) kommutativ genau dann,
wenn idg : R — R ein Ringhomomorphismus von R nach RP ist.

(i) Ist f : R — S ein Ringhomomorphismus, so ist ker(f) = {r € R : f(r) = 0} ein
zweiseitiges Ideal in R und im(f) = {s € S: (3Ir € R) f(r) = s} ein Unterring von S.

Ein weiteres sehr wichtiges Beispiel ergibt sich als eine Verallgemeinerung der Gruppenal-
gebra aus Definition [3.4] Ersetzen wir den Koérper K durch einen Ring R, so erhalten wir den
sogenannten Gruppenring R[G].

Beispiel 4.3. (Gruppenring) Sei G eine Gruppe, R ein Ring mit Eins und R[G] := R die
Menge der Abbildungen f : G — R mit endlichem Tréger, also f(g) = 0 fiir fast alle g € G.
Dann bildet R[G] zusammen mit der punktweisen Addition von Abbildungen und der Faltung

(f+R)(9) = D flok(g) =Y flwk(u™

91,92€G,g1-g2=9 uEG

einen Ring (R[G], +,*) mit Einselement 6., der als Gruppenring mit Koeffizienten in R be-
zeichnet wird.

4.1.2 Moduln

In Analogie zur Darstellungstheorie von Gruppen definieren wir nun den Begriff des Moduls
iiber einem Ring.

Definition 4.4. FEin (Links)modul iiber einem Ring R ist eine abelsche Gruppe (M,+)
zusammen mit einer Abbildung pu: R x M — M, (r,m) — p(r,m) = r.m (die Strukturabbil-
dung), so dass fiir alle m,m’ € M und r,r" € R die folgenden Identitéiten gelten:

(M1) r.(m +m') =r.m+r.m' bzw. u(r,m+m') = u(r,m) + u(r,m’),
(M2) (r+7").m =rm+r'.m bzw. u(r +r',m) = p(r,m) + u(r',m),
(M3) r.(r".m) = (rr').m bzw. pu(r, u(r',m)) = p(r-r',m).

Ist (R, +, ") ein unitdrer Ring, so fordert man zusétzlich

(M4) 1g.m =m bzw. u(lg,m) =m fir m € M.
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Lemma 4.5. Sei M eine abelsche Gruppe und R ein Ring. Dann gilt:

(a) Ist p: R — End(M) ein Ringhomomorphismus, dann wird eine R-Modulstruktur auf M
definiert durch p: R x M — M, u(r,m) = p(r)m.

(b) Ist durch u : R x M — M eine R-Modulstruktur auf M gegeben, dann definiert
p(r)(m) = u(r,m) einen Ringhomomorphismus p: R — End(M).

Beweis. (M1) bedeutet, dass p(r) € End(M) ist und (M2/3), dass p: R — End(M) ein
Ringhomomorphismus ist. Bedingung (M4) bedeutet p(1g) = idys. In diesem Sinn kénnen
wir einen R-Modul M auch als einen Ringhomomorphismus p: R — End(M) auffassen und
umgekehrt. O]

Bemerkung 4.6. (a) Analog definiert man einen Rechtsmodul iiber einem unitdren Ring
(R,+, ) als eine abelsche Gruppe (M, +) zusammen mit einer Abbildung

p:MxR— M, (m,r)— pu(m,r)=m.r,
so dass fiir alle m,m’ € M und r,7’ € R die folgenden Identitéten gelten:
(m+m')r=mor+m.r, m.(r+7r") =m.or +m.r’, (m.r").r = m.(r'r).
Ist (R,+,-) ein unitdrer Ring, so fordert man zusétzlich m.1g = m fiir alle m € M.

(b) Seien R, S zwei Ringe. Ein (R, S)-Bimodul ist eine abelsche Gruppe (M, +), die sowohl
die Struktur eines R-Linksmoduls (M, +, pug) als auch eines S-Rechtsmoduls (M, +, us)
hat, so dass die beiden Ringwirkungen vertréglich sind

r.(m.s) = (r.m).s fir reR,seS,me M.

Definition 4.7. Ein Modulhomomorphismus oder eine R-lineare Abbildung zwischen R-
Moduln (M, +, par) und (N, +, py) ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : M — N, der kom-
patibel mit der Ringwirkung auf den Moduln M, N ist:

@(r.m) = r.p(m) fir me M,r € R.

Ein bijektiver Modulhomomorphismus wird als Modulisomorphismus bezeichnet. Zwei Moduln
(M, +, ppr) und (N, +, ) heiBen isomorph , wenn ein Modulisomorphismus zwischen ihnen
existiert. Wir schreiben dann M = N. Die Menge der Modulhomomorphismen f : M —
N zwischen zwei Moduln M und N iiber R bezeichnen wir mit Hompg(M, N) und setzen
Endg(M) := Hompg(M, M).

Beispiele 4.8. (a) Sei R ein Ring mit Eins. Die Ringmultiplikation gibt jedem Ring R die
Struktur eines (R, R)-Bimoduls, den wir mit rRp bezeichnen. Entsprechend schreiben
wir gpR fuer den Linksmodul und Rg fuer den Rechtsmodul.
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Die Modulendomorphismen von gR sind additive Abbildungen ¢ : R — R mit ¢(ab) =
ap(b) fir a,b € R. Insbesondere ergibt sich ¢(a) = ¢(algr) = ap(lg), so dass ¢ durch
eine Rechtsmultiplikation gegeben ist. Wir erhalten so einen Isomorphismus

EIldR(RR) = RP.

Analog sieht man, dass jedes Element von Endg(Rg) durch eine Linksmultiplikation ge-
geben ist und dies fiihrt zu

EndR(RR) =~ R.

Ist ¢ € End(gRpg), so erhalten wir fiir jedes a € R die Beziechung ¢(a) = ¢(alr) = ap(1g)
und analog ¢(a) = p(1ra) = p(1gr)a. Also ist ¢ die Multiplikation mit einem zentralen
Element ¢(1g). In diesem Sinne erhalten wir fiir unitale Ringe

End(R,R)<RRR> = Z(R> = {7“ es: (VS € R) rs = 37“}_

Ist R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul, so erhalten wir durch m.r := r.m auf
M die Struktur eines R-Rechtsmoduls, so dass M hierdurch sogar zu einem R-Bimodul
wird.

Jede abelsche Gruppe A hat eine kanonische Z-Modulstruktur gegeben durch
piZxA— A pln,a)=na.

Aus Lemma |4.5| ergibt sich, dass jede abelsche Gruppe A genau eine Z-Modulstruktur
tragt, denn die Z-Modulstrukturen auf A entsprechen genau den unitalen Ringhomomor-
phismen Z — End(A) und nach Bemerkung [£.2{(a) existiert genau ein Homomorphismus
Z — End(A) von Ringen mit Eins.

Die Modulhomomorphismen zwischen zwei abelschen Gruppen A, B mit der kanonischen
Z-Modulstruktur sind gerade die Gruppenhomomorphismen ¢ : A — B, also

Hom(A, B) = Homy(A, B).

Ist R = K ein Korper, so sind die Linksmoduln iiber K gerade die K-Vektorrdume, und die
Modulhomomorphismen zwischen zwei K-Moduln V, W sind die K-linearen Abbildungen
V—=W.

Eine assoziative K-Algebra (A, +, -,0) mit Einselement (hier steht - fiir die Skalarmulti-
plikation auf A) ist gleichzeitig ein K-Modul (A, +,-) und ein Ring (A, +, o), so dass die
Skalarmultiplikation und die Ringmultiplikation vertréglich sind:

A(aod)=(N-a)od =ao(X-d) fir NeKa,d €A
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Analog definiert man fiir einen kommutativen Ring (R, +,-) eine R-Algebra als einen R-
Modul (A, +,.), der eine Ringstruktur (A, +,0) trigt, so dass die Ringaddition mit der
Moduladdition iibereinstimmt und die Multiplikation o R-bilinear ist, d.h.

r(aod)=(ra)od =ao(rad) fir 7€ R,a,d € A.

(f) Fiir jeden Ring R und jede Gruppe G tridgt der Gruppenring R[G] (Beispiel die
Struktur eines Moduls iiber R. Die Strukturabbildung ist durch die punktweise Links-
multiplikation von Funktionen f : G — R mit Ringelementen gegeben: u(r, f) =r- f.

(g) Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus und M ein S-Modul, so definiert die Abbildung
pr:Rx M — M, (r,m)— o(r).m

eine R-Modulstruktur auf M. Diese Operation von R auf M heifit Pullback des
S-Moduls entlang . Ist R € S und ¢ die kanonische Einbettung, so spricht man hier
auch von Einschrankung der Skalare.

(h) Ist (M,+, ) ein R-Linksmodul, so erhélt M durch ¢/ : M x R°® — M, y/(m,r) :=r.m
die Struktur eines R°P-Rechtsmoduls (vgl. Beispiel 1.2(h)). Umgekehrt hat auch jeder
R-Rechtsmodul eine kanonische R°P-Linksmodulstruktur.

Aus den Beispielen wird deutlich, dass es sich bei Moduln iiber Ringen um eine sehr vielsei-
tige und niitzliche Struktur handelt, mit deren Hilfe sich auch viele schon bekannte Konzepte
der Algebra erfassen lassen. Wir halten insbesondere fest, dass die gesamte Darstellungstheorie
von Gruppen im Begriff des Moduls iiber einem Ring enthalten ist.

Lemma 4.9. Ser G eine Gruppe und V' eine abelsche Gruppe. Dann definiert die Zuord-
nung p — p eine Bijektion zwischen den G-Modulstrukturen auf V' bzgl. einer K-Vektorraum-
Struktur und den unitalen K[G|-Modulstrukturen auf V.

Beweis. Ist die K-Vektorraum-Struktur auf V' gegeben, so erhalten wir aus Korollar |3.35
eine Bijektion Hom(G, GL(V)) — Hom(K[G], Endk(V)). Insbesondere liefert jede G-Modul-
struktur auf V die Struktur eine K[G]-Moduls. Ist umgekehrt die abelsche Gruppe V' mit
einer K[G]-Modulstruktur versehen, so erhélt sie iiber die Inklusion K «— K[G], r — rd,, die
Struktur eines K-Vektorraums, so dass der zugehorige Homomorphismus K[G]| — Endz(V)
Werte in Endg (V) annimmt. Hieraus folgt die Behauptung. O

Fassen wir die bisher betrachteten Beispiele von Moduln iiber Ringen zusammen und
beziehen auch das Ergebnis von Aufgabe mit ein, so erhalten wir die Tabelle in Abbildung
4.1.2, aus der deutlich wird, wie sich die schon bekannten Strukturen als Spezialfille von
Moduln iiber Ringen ergeben.
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Beispiele von Moduln iiber Ringen:

Ring R R-Moduln R-Modulhomomorphismen
7 abelsche Gruppen Gruppenhomomorphismen zwischen
abelschen Gruppen
Korper K Vektorraume iiber K K-lineare Abbildungen
Gruppenring K[G] | G-Darstellungen iiber K Homomorphismen von Darstellungen
Polynomring K[X] | K-Vektorraum V' mit Lineare Abbildungen ¢ : V- — W
linearer Abbildung ¢y : V — V' | mit gy o) = o gy

Beispiele von Endomorphismenringen eines Moduls:

Modul

EDdR(M)

Unitaler Ring R als Linksmodul: R

Gruppenhomomorphismen ¢ : (R, +) — (R, +)
mit (r) =r-@(1g) fir alle r € R
(Rechtsmultiplikationen), End(gR) = RP

Unitaler Ring R als Rechtsmodul: Rp

Gruppenhomomorphismen ¢ : (R, +) — (R, +)
mit (r) = p(1g) - r fir alle r € R
(Linksmultiplikationen), End(Rg) = R

Ring R als Bimodul: rRg

Gruppenhomomorphismen ¢ : (R, +) — (R, +)
mit o(r) =7 ¢(1r), ¢(1r) € Z(R)
End(rRr) = Z(R)

M als Modul iiber Endg(M)

Gruppenendomorphismen ¢ € End (M)
mit ¥ o p = p o fiir alle ¢ € Endg(M).

Abbildung 1: Beispiele von Moduln iiber Ringen und von Endomorphismenringen

66




4.1.3 Untermoduln

Offensichtlich lohnt es sich also, die Struktur von Moduln systematisch zu untersuchen und
die entsprechenden Begriffe aus der Theorie der abelschen Gruppen, der Vektorrdume und
der Darstellungstheorie von Gruppen zu verallgemeinern. Insbesondere benétigen wir den
Begriff eines Untermoduls, der eine Verallgemeinerung des Konzeptes der Untergruppe einer
abelschen Gruppe, des Untervektorraums und der Unterdarstellung aus Definition auf
Moduln angesehen werden kann.

Definition 4.10. Sei R ein Ring und (M, +, p) ein R-Modul. Ein R- Untermodul von M ist
eine Untergruppe N C M, die stabil unter der Operation des Rings R auf M ist, d.h. rn € N
fiir alle r € Rund n € N.

Bemerkung 4.11. (a) Jeder R-Modul M besitzt mindestens zwei Untermoduln, namlich
{0} und M. Alle anderen Untermoduln von M werden als echte Untermoduln bezeichnet.

(b) Ist ¢ : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln, so sind ker(¢) C M und im(¢) C N
Untermoduln. Fiir m € ker(yp) gilt p(r.m) = r.p(m) = r.0 = 0. Analog erhélt man fiir
m € M die Identitét r.p(m) = p(r.m) € im(p).

(¢) Ist N € M ein Untermodul, so triagt die Quotientengruppe M /N eine natiirliche R-
Modulstruktur, die fiir [m] := m + N durch r.[m] := [r.m] definiert ist (Verifikation
der Wohldefiniertheit als Ubung). Dieser wird als Quotientenmodul oder Faktormodul

bezeichnet (vgl. Satz [4.15)).

Beispiel 4.12. (a) Ist M eine abelsche Gruppe (mit der kanonischen Z-Modulstruktur), so
ist ein Untermodul von M gerade eine Untergruppe.

(b) Ist R = K ein Korper, so ist ein Untermodul eines R-Moduls M gerade ein Untervektor-
raum von M.

(c) Ist G eine Gruppe und K ein Korper, so entsprechen die Untermoduln N C M eines
K[G]-Moduls M gerade den Unterdarstellungen der Gruppe G.

(d) Die Untermoduln eines Rings R mit der kanonischen Struktur als Links, Rechts- oder
Bimodul iiber sich selbst entsprechen den Links-, Rechts- und zweiseitigen Idealen von R.

4.1.4 Torsion

Ein weiteres wichtiges Beispiel eines Untermoduls ist der Annulator einer Teilmenge U C M.
Dies fiihrt auf das Konzept der Torsion.
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Definition 4.13. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Der Annulator eines Elements m € M
ist die Menge
Ann(m) = Anng(m)={re R: rm=0} CR

und der Annulator einer Teilmenge U C M die Menge

Am(U)={reR: (MueU) ru=0}= ﬂ Ann(u) C R.

uelU

Der Annulator einer Teilmenge U C M ist ein Linksideal in R, also ein Untermodul von R als
Linksmodul tiber sich selbst. Ist die Teilmenge U C M ein Untermodul von M, so ist Ann(U)
ein zweiseitiges Ideal in R.

Ein Element m € M heifit Torsionselement, wenn Ann(m) # {0}, und die Menge der

Torsionselemente in M wird mit torr(M) bezeichnet. Ein R-Modul M heifit treu, wenn
Ann(M) = {0} und torsionsfrei, wenn torgr(M) = {0}.

Beispiel 4.14. (a) Ist A eine abelsche Gruppe, die wir als Z-Modul betrachten, so ist a € A
genau dann ein Torsionselement, wenn es ein n € N mit na = 0 gibt, d.h., a ist ein
Element endlicher Ordnung. Die Torsionslemente bilden die Untergruppe

tor(A) = {a € A: (In € N) na = 0}
der Elemente endlicher Ordnung. Fiir jedes n € N schreiben wir
Aln]:={a € A: na =0}
fiir die n-Torsion der abelschen Gruppe A. Dies ist eine Untergruppe von tor(A).

(b) Insbesondere ist A = Z eine torsionsfreie abelsche Gruppe, bzw. Z-Modul. Im Z-Modul
Z/nZ ist jedes Element ein Torsionselement.

Betrachtet man hingegen den Ring Z/nZ als Modul iiber sich selbst, so ist Z/nZ genau
dann torsionsfrei, wenn n eine Primzahl ist.

(c) Ist G eine Gruppe und K ein Korper, so ist jeder treue K[G]-Modul M eine treue Dar-
stellung der Gruppe, d.h. eine Darstellung fiir die p : G — Endg (M) injektiv ist. Denn
ist M = (p,V) ein K[G]-Modul mit p(g) = p(¢’) fiir zwei Gruppenelemente g # ¢', so
folgt g — ¢’ € Ann(M). Es gibt aber treue Darstellungen von Gruppen, die keine treuen
K[G]-Moduln sind

SEin sehr einfaches Beispiel erhiilt man fiir G = {+1} und V = K.
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4.1.5 Quotientenmoduln

Ahnlich wie bei der Konstruktion von Quotientenriumen eines Vektorraums kann man den
Quotienten eines Moduls beziiglich eines Untermoduls bilden. Dieser tragt dann wieder eine
kanonische R-Modulstruktur (Bemerkung [4.11]).

Satz 4.15. Sei M ein R-Modul, N C M ein Untermodul und w: M — M /N die kanonische
Abbildung. Dann gilt:

(a) Auf der abelschen Gruppe M/N existiert genau eine R-Modulstruktur, die w : M — M /N
zu einem R-Modulhomomorphismus macht.

(b) (Universelle Eigenschaft des Quotientenmoduls) Ist ¢ : M — M’ ein Homomorphismus
von R-Moduln, so existiert genau dann ein R-Modulhomomorphismus ¢ : M/N — M’
mit pom =, wenn N C ker ¢ gilt.

M—2 o M

| A

M/N

Die abelsche Gruppe M /N mit dieser R-Modulstruktur wird als Quotientenmodul oder
Faktormodul bezeichnet.

Beweis. (a) Wir definieren die R-Modulstruktur auf der abelschen Gruppe M /N durch
r.[m] := [r.m] fir re R,me M,

wobei [m] € M/N die Aquivalenzklasse eines Elements m € M bezeichnet. Zu zeigen ist, dass
dies tatséchlich eine Abbildung p : R x M/N — M/N definiert, also, dass aus [m] = [m/]
folgt [r.m| = [r.m/]. Sind m,m' € M mit [m'] = [m], so ist m’ —m € N, also r.m' —r.m =
r.(m’ —m) € N und daher [r.m/] = [r.m]. Die Abbildung

p:Rx M/N— M/N, (r,[m])w— r[m]=[r.m]

ist also wohldefiniert.

Dass p die Bedingungen in Deﬁnitionerﬁillt und somit eine R-Modulstruktur auf M /N
definiert, ergibt sich direkt aus den entsprechenden Eigenschaften des Moduls M. Dass die
kanonische Abbildung 7: M — M /N, m — [m] ein R-Modulhomomorphismus ist, folgt direkt
aus der Definition. Umgekehrt ist dies die einzige R-Modulstruktur, die diese Eigenschaft hat,
denn diese ist durch r.w(m) = w(r.m) festgelegt.

(b) Sei ¢ : M — M’ ein R-Modulhomomorphismus. Existiert ein Modulhomomorphismus
©: M/N — M' mit ¢ = g o, so gilt ker p D kerm = N. Ist dies umgekehrt der Fall, so ist
¢ konstant auf den Nebenklassen m + N von N, denn

o(m+n)=p(m)+en)=pim) fir meMmnecN.
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Wir kénnen somit eine Abbildung ¢ : M/N — M’ durch @¢([m]) = ¢(m) definieren. Dass es
sich dabei um einen R-Modulhomomorphismus handelt, folgt direkt aus den entsprechenden
Eigenschaften der Abbildung ¢ : M — M’, und es gilt g o = . O

Die Formulierung mittels einer universellen Eigenschaft hat zwei wesentliche Vorteile. Der
erste ist, dass sie prignant zusammenfasst, wobei es in der Konstruktion geht.

Der zweite Vorteil ist, dass die universelle Eigenschaft es einem erlaubt, R-Modulhomo-
morphismen M/N — M’ durch R-Modulhomomorphismen M — M’ mit N C ker(y) zu
beschreiben, was oft einfacher ist als ein Rechnen mit Aquivalenzklassen:

Hompg(M /N, M") — Hompg(M, M").

In vielen Beweisen wird die konkrete Beschreibung des Quotientenmoduls iiberhaupt nicht
bendtigt, und man kommt schneller und eleganter zum Ziel, wenn man die universelle Eigen-
schaft benutzt.

Beispiele 4.16. (a) Ist R = K ein Kérper und M ein R-Modul, so sind nach Beispiel
die Untermoduln von M gerade die Untervektorraume, und die Quotientennmoduln ent-
sprechen Quotienten von Vektorrdumen.

(b) Ist R = K[G], so besagt Satz [4.15 dass jede Unterdarstellung (p, N) C (p, M) eine
Darstellung der Gruppe G auf dem Quotientenvektorraum M /N definiert (sieche Aufgabe

1B3).

(c¢) Im Fall eines Rings als Links-, Rechts- oder Bimodul iiber sich selbst besagt Satz [4.15]
dass jeder Quotient eines solchen Rings beziiglich eines Links-, Rechts- oder beidseitigen
Ideals einen entsprechenden Modul {iber dem Ring liefert.

Insbesondere hatten wir in Bemerkung 4.11] gezeigt, dass der Kern und das Bild eines
R-Modulhomomorphismus ¢ : M — N Untermoduln ker ¢ C M und im ¢ C N sind. Daraus
ergibt sich insbesondere die Frage, ob sich die aus der Theorie der Vektorrdume bekannte
Beziehung zwischen dem Quotienten M/ ker(y) und im(p) auf Moduln verallgemeinern lésst.
Dies zeigt das folgende Lemma:
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Lemma 4.17. (Die Noetherschen Homomorphiesitze) [

(a) Sind M, N Moduln tiber einem Ring R und ¢ : M — N ein R-Modulhomomorphismus,
dann existiert ein kanonischer Isomorphismus M/ ker(¢)—s im(yp).

(b) Sind B C C' C M Untermoduln, so ist C/B ein Untermodul von M/B und es existiert
ein kanonischer Isomorphismus

(M/B)/(C/B)—M|/C.

(¢) Sind A, B C M Untermoduln, so sind auch AN B und A+ B Untermoduln von M und
es existiert ein kanonischer Isomorphismus

B/(AN B)5(A + B)/A.

Beweis. Diese Aussagen ergeben sich leicht aus der universellen Eigenschaft von Quotienten-
moduln (Satz [4.15(b)):

(a) ergibt sich aus der Bijektivitdt von der induzierten Abbildung ©: M/ ker(p) — im(yp).

Fiir (b) betrachtet man den surjektiven Homomorphismus ¢: M/B — M/C,m + B
m + C . Sein Kern ist der Untermodul C/B, so dass (b) aus (a) folgt.

Fiir (c¢) betrachtet man den surjektiven Homomorphismus ¢: B — (A + B)/A. Wegen
ker p = BN A folgt (c) aus (a). O

Eine weitere interessante Anwendung von Satz [£.15] ergibt sich im Zusammenhang mit
Torsionselementen. Im Allgemeinen ist die Menge torg (M) der Torsionselemente kein Unter-
modul eines Moduls M. Betrachtet man allerdings Moduln iiber einem Integritétsbereich, so
bildet torgr(M) einen Untermodul von M, und durch Quotientenbildung erhdlt man einen
torsionsfreien Modul.

Satz 4.18. Ist M ein Modul tiber einem Integrititsbereich R, so ist torg(M) ein Untermodul
und M/ torgr(M) ein torsionsfreier R-Modul.

"Auf der Gedenktafel zum Emmy-Noether-Horsaal H12 findet man die folgenden Formeln aus Emmy
Noethers Arbeit [EN2T, S. 40]:

M~M|2, M|C~M|€, und (B,2) |A~B|[B,A]

Hierbei steht die erste Isomorphie fuer den Isomorphismus M 2 M/ ker ¢ fiir einen surjektiven Modulhomomor-
phismus ¢: M — M. Die zweite Isomorphie (bei Noether der “Erste Isomorphiesatz”) steht fiir Untermoduln
BCECCMund M:=M/B, € :=¢/B fiir den Isomorphismus M/€ = M/€ (Lemma b)) In der dritten
Isomorphie (dem zweiten Homomorphiesatz) stehen 2(, 9B fiir Untermoduln des Moduls M, (2A,B) = 2 + B
ist ihr “grosster gemeinsamer Teiler” und [2(,B] = AN B ihr “kleinstes gemeinsame Vielfach”, so dass wir
Lemma M(C) erhalten.
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Beweis. (a) Ist m ein Torsionselement von M, dann existiert ein r € R\ {0} mit r.m = 0.
Dann gilt fiir alle 7’ € R:

O=7".(rom)=("-r)m=(r-r")m=r.(r".m),

also ist auch r’.m ein Torsionselement. Sind zwei Torsionselemente m, m’ € M gegeben, dann
existieren r, 7’ € R\ {0} mit r.m = r".m’ = 0, und es folgt

(r-r).(m+m)y=@-rYm+ (- -rYom'=r".(rm)+r.(r"."m)=0

und wegen der Nullteilerfreiheit von R ist 77’ # 0. Somit ist torp(M) ein Untermodul von M.
(b) Wir bezeichnen mit [m] die Aquivalenzklasse eines Elements m € M in M/ torg(M).

Ist [m] ein Torsionselement, so existiert ein » € R\ {0} mit r.[m] = [r.m| = 0, und es folgt
r.m € torg(M). Also existiert ein 7’ € R\ {0} mit ' - (r.m) = (' - r).m = 0, und da R ein
Integritatsbereich ist, gilt r - 7’ # 0. Also folgt m € torg(M) und somit [m] = 0. O

4.2 Konstruktionen mit Moduln

Wir werden nun die systematische Untersuchung der Eigenschaften von Moduln aus dem letz-
ten Abschnitt fortsetzen und uns mit Konstruktionen befassen, die es uns erlauben aus Mo-
duln oder Mengen neue Moduln zu bilden. Zunéchst erhalten wir wie im Fall der Vektorrdume
iiber Kérpern und der Darstellungen von Gruppen einen Begriff von direkten Summen von
Moduln, der direkte Summen von Vektorrdumen verallgemeinert.

4.2.1 Direkte Summen und Produkte

Definition 4.19. Sei R ein Ring und (M;);c; eine Familie von Moduln. Dann tragen die
Mengen

@Mi = {(mi)ig € HMZ H{iel:m; £0} < oo} und HMZ
iel iel i€l
eine kanonische R-Modulstruktur, die gegeben ist durch
(mi)ier + 1.(m)ier = (mi + r.m)er.

Wir bezeichnen die so erhaltenen Moduln als die direkte Summe der Moduln M; und als das
direktes Produkt der Moduln M;.

Wie auch der Quotient von Moduln lassen sich die direkte Summe und das direkte Produkt
von Moduln durch eine universelle Eigenschaft charakterisieren. Die R-Modulstruktur auf
P,c; M; ist gerade dadurch bestimmt, dass sie mit den Inklusionsabbildungen
n; © M; — @,c;M; kompatibel ist und es erlaubt aus R-Modulhomomorphismen
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M; — N einen R-Modulhomomorphismus €, ;M; — N zu konstruieren.

Die R-Modulstruktur auf [].., M; ist dadurch bestimmt, dass sie mit den Projektionsab-
bildungen p; : [[,c; M; — M; kompatibel ist und es erlaubt aus R-Modulhomomorphismen

(U

L — M, einen R-Modulhomomorphismus v : L — [[,.; M; zu konstruieren.

el

Lemma 4.20. Sei R ein Ring und (M;);c; eine Familie von R-Moduln. Dann gilt:

(a)

Die kanonische R-Modulstruktur auf M := @, ; M; ist die einzige R-Modulstruktur auf
M, die die Inklusionsabbildungen n; : M; — M, m — (md;;)jer 2u Homomorphismen
von R-Moduln macht. Ist p; : M; — N eine Familie von R-Modulhomomorphismen, so
existiert genau ein R-Modulhomomorphismus ¢ : .., M; — N mit g on; = ¢; fiir alle

i€l
iel: |
M, —2~ N (26)
Th‘j /
©
GEBjeI-A43'

Dies wird als die universelle Figenschaft der direkten Summe von Moduln bezeichnet und
lisst sich pragnant durch die Isomorphie abelscher Gruppen

Hom (@D Mi, N) = [T Hom(M;, N),  f = (f o midier

i€l el
beschreiben.

Die kanonische R-Modulstruktur auf [[,.; M; ist die einzige, die die Projektionsabbil-
dungen p; : [lie; Mi — M;, (mj)jer = m; 2u R-Modulhomomorphismen macht. Ist
v, + L — M; eine Familie von R-Modulhomomorphismen, so existiert genau ein R-
Modulhomomorphismus 1 : L — [[.c; Mi mit p; o = ; fiir alle i € 1:

il

L (27)

IIjeI‘A45'

Dies wird als die universelle Eigenschaft des direkten Produkts von Moduln bezeichnet und
lasst sich pragnant durch die Isomorphie abelscher Gruppen

Hom (L, JT M) =T Hom(L, M), f = (pio fies

1€l i€l

beschreiben.
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Beweis. (a) Dass die angegebene R-Modulstruktur auf M die Inklusionsabbildungen
ni: M; — P el M; zu R-Modulhomomorphismen macht, folgt durch direktes Nachrechnen.
Die Eindeutigkeit ergibt sich aus der Tatsache, dass sich jedes Element von M als endliche
Summe von Elementen der Form (m;d;;);er schreiben lésst, die im Bild der Inklusionsabbil-
dungen n; : M; — M liegen. Somit ist die R-Modulstruktur auf M durch die Forderung, dass
die Inklusionsabbildungen R-Modulhomomorphismen sind, eindeutig bestimmt.

Ist ¢; : M; — N eine Familie von R-Modulhomomorphismen, so erhélt man durch

e((mi)ier) = Z ©i(m;)
iel
einen R-Modulhomomorphismus ¢ : ,.; M; — N, denn die Elemente (1;);c; € M enthalten
nur endlich viele nicht verschwindenende Eintriage m;. Also ist die Summe auf der rechten Seite
endlich. Direktes Nachrechnen zeigt, dass das Diagramm kommutiert, und da die Bilder
der Inklusionsabbildungen @, ., M; erzeugen, ist ¢ durch die Forderung, dass das Diagramm
kommutiert, eindeutig bestimmt.

(b) Dass die angegebene R-Modulstruktur auf [],., M; die Projektionsabbildungen
pi: ] jer Mj = M; zu R-Modulhomomorphismen macht, folgt durch direktes Nachrechnen.
Andererseits ist die R-Modulstruktur auf [[,.; M; durch die Bilder der Projektionsabbildun-
gen eindeutig bestimmt.

Ist ¢; : L — M; eine Familie von R-Modulhomomorphismen, so erhélt man durch

w(l) = (dji(l))iel

einen R-Modulhomomorphismus 1 : L — [[,.; M;. Direktes Nachrechnen zeigt, dass das
Diagramm kommutiert, und die Forderung, dass das Diagramm kommutiert, bestimmt
den R-Modulhomomorphismus ¢ : L — [[,.; M; eindeutig. O]

iel

Offensichtlich stimmen die direkte Summe und das direkte Produkt von Moduln fiir end-
liche Indexmengen I iiberein, aber fiir unendliche Indexmengen ist dies nicht der Fall. Aus
dem Beweis von Lemma wird deutlich, warum man im Fall der direkten Summe mit
Inklusionsabbildungen und im Fall des direkten Produkts mit Projektionsabbildungen ar-
beiten muss. Im Beweis der universellen Eigenschaft der direkten Summe wird zum Be-
weis der Eindeutigkeit der R-Modulstruktur und fiir die Wohldefiniertheit der Abbildung
¢ : @,.; M; = N die Tatsache benétigt, dass sich jedes Element von @,., M; als endliche
Summen von Elementen im Bild der Inklusionsabbildungen darstellen ldsst. Dies gilt nur fiir
die direkte Summe, nicht aber das direkte Produkt, wo die Bilder der Inklusionsabbildungen
lediglich den echten Untermodul &,.; M; C [],.; M; erzeugen. Umgekehrt lisst sich fiir den
Fall der direkten Summe i.a. kein R-Modulhomomorphismus L — @, _; M; wie im Beweis des
Lemmas definieren.

Beispiele 4.21. (a) Ist R = K ein Korper, so entspricht die direkte Summe von K-Moduln
gerade der direkten Summe von Vektorrdumen und das direkte Produkt von K-Moduln
dem direkten Produkt von Vektorrdumen (vgl. Abschnitt [2)).

74



(b) Ist G eine Gruppe und R = K|G], so entspricht die direkte Summe von R-Moduln gerade
der direkten Summe von Darstellungen der Gruppe G iiber K (vgl. Lemma [4.9)).

4.2.2 Erzeuger und Relationen

Wir méchten uns nun mit der Frage befassen, wie sich Moduln iiber Ringen “konkret” be-
schreiben lassen, also indem man eine Teilmenge von Elementen eines Moduls angibt, aus
der alle anderen Elemente entweder durch Summenbildung oder durch die Operation auf M
entstehen. Im Fall von Moduln iiber Korpern, also Vektorrdumen, ist dies bereits bekannt
und fiihrt auf den Begriff des Erzeugendensystems, d.h. einer Teilmenge eines Vektorraums,
aus der sich alle anderen Elemente durch Bildung von Linearkombinationen zusammensetzen
lassen. Ein besonders effizientes Erzeugendensystem ist eine Basis - ein Erzeugendensystem,
zwischen dessen Elementen keinerlei lineare Abhéngigkeiten mehr bestehen.

Die Begriffe eines Erzeugendensystems und der linearen Abhéngigkeit lassen sich leicht
auf Moduln verallgemeinern, aber man stellt fest, dass im Allgemeinen keine Basis existieren
muss. Dadurch verliert man auch andere hilfreiche Eigenschaften von Vektorrdumen, wie
beispielsweise die Tatsache, dass zu jedem Untervektorraum U C V ein Untervektorraum
U Cc Vmit V=U®® U’ existiert. Man sollte also nicht versuchen, aus der Theorie von
Vektorrdaumen bekannte Beweismethoden unkritisch auf Moduln zu {ibertragen, sondern sich
zunachst iiberlegen, ob die betreffenden Strukturen fiir Moduln tatséchlich existieren.

Um die Situation fiir Moduln zu verstehen, miissen wir uns systematisch mit deren Be-
schreibung durch Erzeugendensysteme befassen und Begriffe wie lineare Abhéngigkeit auf
Moduln verallgemeinern. Dies fiithrt auf die folgende Definition.

Definition 4.22. Sei R ein Ring mit Eins.

(a) Fiir eine Menge S ist der freie R-Modul iiber S definiert als die Menge der Abbildungen
R® = {f:S = R: f(s) =0 fiir fast allffs € 5}
mit der kanonischen R-Modulstruktur

(f+7.9)(s)= f(s)+r.g(s) fir  f,ge R® reRscS.

(b) Ist S C M eine Teilmenge eines R-Moduls M, so ist der von S erzeugte Untermodul die

Menge
(SYg = {Zrisi: n € Ng,r; € R, s; € S} = ZRS

i=1 seS

mit der induzierten R-Modulstruktur.

8Mit “fast alle” meint man hier “alle bis auf endlich viele”.
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Fiir eine Familie von Untermoduln (M;);cr eines R-Moduls M ist die Summe der Unter-
moduln M; der von ihrer Vereinigung erzeugte Untermodul:

; M, = <L€J]M>R

Die Summe ), _; M; ist das Bild der direkten Summe @, _; M; unter der Summationsab-
bildung ¢ : @,c; My — M, (m;)ier — >_,c; . Ist @ injektiv, soist ), M; = €, M;,
und jedes Element von Zie ; M; lasst sich eindeutig als Summe von Elementen m; € M;
schreiben. Man bezeichnet die Summe )., M; dann als innere direkte Summe.

Eine Teilmenge S C M heifit Erzeugendensystem von M, wenn (S)r = M gilt. Ein
Erzeugendensystem von M heifit Basis von M, wenn es linear unabhdingig ist:

(V(r)ses €RD) D rs=0 = (Vs€8)r, =0,

SES

d.h., wenn der surjektive Modul-Homomorphismus

RY — M, (rs)ses — er.s
ses
injektiv ist. Dann gilt insbesondere M =2 RS,
Ein R-Modul M heifit

e endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt,

e zyklisch, wenn er ein Erzeugendensystem besitzt, das aus einem einzigen Element
besteht, und

e frei, wenn er eine Basis besitzt.

Fiir eine Teilmenge B C R™ des von S erzeugten freien Moduls bezeichnen wir mit
(S|B)r den Quotientenmodul R /(B)x. Ist M = (S|B)g, so nennt man (S|B) ei-
ne Prdsentation des R-Moduls M. Die Elemente von S heiflen dann FErzeuger und die
Elemente von B Relationen.

Bemerkung 4.23. (a) Da fiir einen unitalen Ring R jeder R-Modul ein Erzeugendensystem

S besitzt (z.B. S = M), gibt es einen surjektiven Homomorphismus R — M, so dass
M = R®)/N fiir einen Untermodul N C R®) gilt. Daraus folgt, dass jeder Modul eine
Présentation besitzt. Ist M ein endlich erzeugter Modul mit m Erzeugern, so erhalten wir
sogar M = R™/N. Die Présentation eines Moduls ist nicht eindeutig— man kann einen
gegebenen Modul auf viele verschiedene Weisen als Quotienten von freien Moduln dar-
stellen. In der Praxis bemiiht man sich, mit moglichst wenigen Erzeugern und Relationen
auszukommen.
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(b)

()

Ist M ein R-Modul und S C M eine Teilmenge, so ist der von S erzeugte Untermodul
der kleinste Untermodul von M, der S enthélt:

(S)p = N N.

NCM Untermodul,SCN

Ist R unital, so ist eine Teilmenge S C M genau dann eine Basis von M, wenn die
natiirliche Abbildung R — M, (rs)ses — Zse g T's-s ein Isomorphismus ist. Insbesondere
bilden die Deltafunktionen d, : S — R mit ds(t) = 041g eine Basis des freien R-Moduls
R®).

Ist M frei und endlich erzeugt, so existiert ein n € N mit M = R™: Aus der Freiheit folgt
zunichst M = R® fiir eine Menge S. Ist xy, ..., x,, ein endliches Erzeugendensystem,
so hat jedes z; nur endlich viele von 0 verschiedene Komponenten. Also existiert eine
endliche Teilmenge F' C S mit x; € R fiir alle j. Dann ist R C R¥) | das ist aber fiir
R # {0} nur dann moglich, wenn F' = S ist. Ist R = {0}, so ist sowieso nichts zu zeigen.

Ist R unital, so ldsst sich auch die Présentation/Freiheit von Moduln durch eine univer-
selle Eigenschaft charakterisieren. Sei hierzu S ein Erzeugendensystem des R-Moduls M
sowie N ein weiterer R-Modul und f: S — N eine Abbildung. Dann existiert zunédchst
genau ein R-Modulhomomorphismus 7 : R®) — M mit 7(6,) = s fiir all s € S. Wir
erhalten also fiir B := ker7 eine Darstellung M = R /B = (S|B)g von M durch
die Erzeugendenmenge S und die Relationenmenge B. Zu f finden wir dann genau einen
Modulhomomorphismus f: R®) — N mit fon = f, wobein : S — R®), s+ §, die Inklu-
sionsabbildung bezeichnet. Aus der universellen Eigenschaft der Quotientenmoduln folgt
dann, dass genau dann ein R-Modulhomomorphismus f : M = (S|B)r — N mit f|s = f
existiert, wenn B C ker(f) gilt. Das bedeutet, dass fiir jede Relation Yoseglss=0in M
auch ) 7. f(s) =0in N gilt.

Man beachte, dass fiir eine Teilmenge S C M eines R-Moduls M der von S erzeugte freie
Modul R®) und der von S erzeugte Untermodul (S)z C M im allgemeinen nicht isomorph
sind. Die erste Konstruktion liefert einen freien Modul, wérend die zweite Konstruktion
einen Untermodul von M definiert, der im allgemeinen nicht frei ist. Betrachtet man
beispielweise den Z-Modul M = Z/4Z, so ist der von der Teilmenge S = {2} € M
erzeugte freie Modul isomorph zu Z, wéhrend der von S erzeugte Untermodul (S)z =
{0, 2} isomorph zu Z /27 ist.

Beispiel 4.24. (a) Jeder unitale Ring R ist ein zyklischer freier Modul als Links- oder Rechts-

(b)

modul iiber sich selbst, denn es gilt (1) = R und aus -1 = 0 oder 1 -7 = 0 folgt r = 0.

Im allgemeinen ist nicht jeder Modul frei. Ein Gegenbeispiel ist M = 7/27 als Z-Modul,
denn jeder freie Z-Modul M # {0} ist unendlich.
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(c¢) Eine Prasentation des Z-Moduls Z /27 ist gegeben durch
<A | B>Z = <1‘2>Za

denn der von der Menge A = {1} erzeugte freie Modul ist isomorph zu Z, und der von
B = {2} € Z™ erzeugte Untermodul (B) = 27 enthilt die geraden Zahlen. Der Quotient
ist also gegeben durch

(A|B)z = Z/27.

Bemerkung 4.25. (a) Ist R = K ein Koérper, so ist jeder Modul iiber K ein freier Mo-
dul, denn ein Modul iiber K ist ein Vektorraum, und jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
Dieser Sachverhalt lédsst sich mit den gleichen Argumenten auf Schiefkérper verallgemeinern
(Aufgabe [£.2).

(b) Da abelsche Gruppen nichts anderes als Z-Moduln sind, erhalten wir aus Definition
[4.22] insbesondere die Konzepte einer Présentation einer abelschen Gruppe durch Erzeuger
und Relationen, einer freien abelschen Gruppe sowie eines Erzeugendensystems und einer
Basis fiir abelsche Gruppen.

Wir untersuchen nun, welche der aus der Theorie von Vektorrdumen bekannten Aussa-
gen iiber Basen und Erzeugendensysteme sich auf Moduln bzw. freie Moduln verallgemeinern
lassen. Eine offensichtliche Frage ist zunéchst, ob zumindest fiir freie Moduln ein Dimensions-
begriff existiert, also alle Basen eines freien Moduls gleich viele Elemente besitzen. Dies ist in
der Tat der Fall, wenn man sich auf kommutative Ringe beschrankt.

Satz 4.26. Ist R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein freier R-Modul, dann haben
zwet Basen B,C' von M stets die gleiche Kardinalitdt, d.h. es gibt eine bijektive Abbildung
f:B—=C.

Die Anzahl der Elemente in einer Basis von M wird als Rang von M und mit rang(M)
bezeichnet, also Rang(R®)) = |S].

Beweis. Die Beweisidee ist es, diese Aussage mittels Quotientenbildung beziiglich maximaler
Ideale auf die entsprechende Aussage fiir Vektorraume zuriickzufithren. Sei dazu a C R ein
maximales Ideal, d.h. ein Ideal, so dass kein Ideal b C R mit a C b C R existiert (Existenz
folgt aus dem Zornschen Lemma; Aufgabe . Dann ist K := R/a ein Korper, die Menge

a.M =spang{am: a €a,mée M}

ist ein Untermodul von M und der Quotient M/a.M ein Vektorraum iiber K.

Da M frei ist, diirfen wir M = R®) fiir eine Menge S annehmen. Dann ist a.M = a
und daher
M/a.M = R® /a®¥) =2 K®)
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der freie K-Vektorraum {iber der Menge S. Wir erhalten insbesondere
|S| = dimg (M /a.M).

Da je zwei Basen des Vektorraums K die Kardinalitéit |S| haben, folgt hieraus die Behaup-
tung. Wir haben die Aussage also auf die analoge Aussage fiir Basen von Vektorrdumen iiber
Korpern zuriickgefiihrt, die auch fiir unendlichdimensionale Vektorrdume gilt, wenn man mit
Méachtigkeiten von Mengen (Kardinalzahlen) arbeitet und den Satz von Cantor-Bernstein—
Schroder verwendet, der aus der Existenz von injektiven Abbildungen A — B — A die
Existenz einer Bijektion A — B liefert. O]

Bemerkung 4.27. Fiir nichtkommutative Ringe folgt im allgemeinen aus der Isomorphie
R"™ = R™ als Linksmoduln {iber sich selbst nicht n = m. Ein Gegenbeispiel ist der Nullring
mit {0}" = {0}™ fiir alle n,m € N. Ein interessanteres Beispiel ist der Ring R = Endg (V)
fiir einen unendlich dimensionalen K-Vektorraum (siehe Aufgabe [4.16)).

Eine weitere naheliegende Frage ist, unter welchen Voraussetzungen ein Untermodul N C
M eines R-Moduls M ein Komplement besitzt, d.h. ein Untermodul N’ C M mit M & NG N’
existiert. Im Fall von Vektorrdumen iiber Korpern ist dies stets der Fall, wie man durch
Benutzung von Basen zeigen kann. Im Fall von Moduln existiert im allgemeinen keine Basis,
und man muss solche Komplemente auf anderen Wegen konstruieren sofern sie iiberhaupt
existieren. Eine Moglichkeit ist es, hierzu Kerne und Bilder von R-Modulhomomorphismen
zu betrachten. Ist ein gegebener Untermodul N C M Kern eines R-Modulhomomorphismus
¢ : M — F in einen freien Modul F, so kann man unter Benutzung einer Basis von F
versuchen, ein Komplement zu N als Bild eines R-Modulhomomorphismus ¢ : ' — M zu
konstruieren. Das fiihrt auf das wichtige Konzept eines spaltenden R-Modulhomomorphismus.

Satz 4.28. Sei R ein Ring mit Eins, M ein R-Modul, F ein freier R-Modul und
p: M — F ein surjektiver R-Modulhomomorphismus. Dann existiert ein R-Modulhomomorphismus

Y F— M, so dass ¢ o) =idp und M = im(¢)) @ ker(yp).
Man sagt, dass ¢ den R-Modulhomomorphismus ¢ spaltet.

Beweis. Sei (g;)jes eine Basis des freilen R-Moduls F. Wir wihlen Elemente m; € M mit
©(m;) = ¢; und erhalten so einen Modulhomomorphismus

v F— M, er.qj — er.mj

j€J jeJ
mit ¢ o9 = idp. Weiter erhalten wir einen Modulhomomorphismus

D: kerp®F — M, (n,q) —n+¢(q).
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Ist ®(n,q) = 0, so ist ¥(q) = —n € kery und daher ¢ = ¢(1(q)) = ¢(—n) = 0, und
daher auch n = 0. Daher ist ® injektiv. Da der Untermodul im(®) = ker ¢ + ¢ (F') wegen
e(im(P)) = p((F)) = F alle Nebenklassen von ker ¢ enthilt, stimmt er mit M iiberein.
Also ist ® auch surjektiv und damit ein Isomorphismus. O

Aus diesem Satz erhélt man insbesondere eine Aussage iiber die Komplemente von Un-
termoduln N C M, fiir die der Quotient M /N die Struktur eines freien Moduls hat. Denn in
diesem Fall kann man den surjektiven R-Modulhomomorphismus 7 : M — M /N betrachten
und einen R-Modulhomomorphismus v : M /N — M konstruieren, der 7 spaltet.

Korollar 4.29. Ist M ein R-Modul und N C M ein Untermodul, so dass der Quotienten-
modul M /N ein freier Modul ist, so existiert ein Untermodul N' C M mit N' =2 M/N und
M=N&N.

Beweis. Die kanonische Abbildung M — M/N, m + [m] ist ein surjektiver R-Modulhomo-
morphismus. Mit Satz folgt, dass ein R-Modulhomomorphismus ¢ : M/N — M existiert
mit 7o = idyyn und M = im(vp) @ ker(7) = im(¢)) ® N. Wir kénnen also den Untermodul
N'" = im(v) wéhlen. Per Definition ist 7|y : N — M/N surjektiv, und wegen 7ot = idyn
ist 7|y injektiv. Also ist 7|y : N' — M /N ein Isomorphismus. O

4.2.3 Tensorprodukte

Wir werden nun eine weitere wichtige Konstruktion fiir Moduln kennenlernen, die es uns
erlaubt, aus zwei gegebenen Moduln iiber R eine abelsche Gruppe zu konstruieren, ndmlich
das Tensorprodukt von Moduln. Man beachte, dass man so im allgemeinen lediglich eine
abelsche Gruppe, aber keinen R-Modul erhélt. Wie auch im Fall der direkten Summen werden
wir sowohl eine konkrete Definition als auch eine Charakterisierung mittels einer universellen
Eigenschaft angeben. Fiir ersteres bendtigen wir die die Beschreibung von Moduln durch
Erzeuger und Relationen.

Definition 4.30. Sei R ein Ring, M ein Rechtsmodul und N ein Linksmodul iiber R. In der
freien abelschen Gruppe ZM*N) betrachten wir die Untergruppe B, die von den Elementen
der Gestalt

5(m,n) + 5(m’,n) - 6(m+m’,n)7 5(m,n) + 5(m,n’) - 6(m,n+n/)7 6(m.r,n) - 5(m,r.n)

fiir m,m’ € M,n,n" € N,r € R, erzeugt wird. Wir definieren das Tensorprodukt der Moduln
M, N durch
M ®p N := 723N /B,

Ist w: ZWM*N) & M ®pr N die Quotientenabbildung, so setzen wir

m@n = T(0(mn))-
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Bemerkung 4.31. (a) Offensichtlich bilden die Elemente m ® n mit m € M, n € N ein
Erzeugendensystem der abelschen Gruppe M ®g N, denn die kanonische Abbildung
m: ZM*N) — M ®p N ist surjektiv, und die Funktionen d,, ) bilden ein Erzeugendensy-
stem von ZM*N)  Jedes Element von M ® N lisst sich als endliche Summe Zle m; @,
mit m; € M, n; € N schreiben. Wir kénnen M @z N als die von der Menge M x N erzeug-
te abelschen Gruppe mit Relationen auffassen, die durch die Erzeuger von B spezifiziert
werden: M @z N = (M x N|B)z.

(b) Wir konnen die Relationen in Definition auch als Rechenregeln in M ®x N auffassen:

(m+m)@n=men+m Qn,
menm+n)=men+maen,
(m.r)®@n=m® (r.n) fir m,m' € M,n,n’ € N,r € R.

(c) Da jeder R-Modul eine abelsche Gruppe ist, also ein Z-Modul, kann man fiir beliebige
Moduln Tensorprodukte iiber Z bilden. In diesem Fall ergibt sich die letzte Relation,
(m.r) ®n =m® (r.n) fiir r € Z, als Folge der ersten beiden.

Wie der Begriff des Quotientenmoduls und der direkten Summe von Moduln lésst sich
auch das Tensorprodukt von Moduln entweder durch eine konkrete Konstruktion wie in Defi-
nition oder durch eine universelle Eigenschaft beschreiben. Dies ist jedoch etwas weniger
offensichtlich als in den vorherigen Beispielen und benétigt den Begriff einer R-bilinearen
Abbildung.

Definition 4.32. Sei R ein Ring, M ein R-Rechtsmodul, N ein R-Linksmodul und A eine
abelsche Gruppe. Eine Abbildung f : M x N — A heiit R-bilinear, wenn fiir alle m, m’ € M,
n,n’ € N und r € R gilt:

f(m+ m/’n) = f(man) + f(m',n),
f(m=n+n,) = f(m7n) + f(m,n’),
f(m.r,n) = f(m,r.n).

Satz 4.33. Sei R ein Ring, M ein R-Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul. Dann gilt:
(a) Die Abbildung ® : M x N — M ®g N ist R-bilinear.

(b) (Universelle FEigenschaft des Tensorprodukts) Ist A eine abelsche Gruppe und
[ M x N — A eine R-bilineare Abbildunyg, so existiert genau ein Gruppenhomomorphis-
mus f: M ®r N — A, so dass das folgende Diagramm kommutiert

MxN-L 4.



(¢) Das Paar (M ®gr N,®) ist im folgenden Sinne eindeutig bestimmt: Sei B eine abelsche
Gruppe und B: M X N — B eine R-bilineare Abbildung, so dass fiir jede R-bilineare
Abbildung f: M XN — A in eine abelsche Gruppe A genau ein Homomorphismus f: B —
A mit f o = f emistiert. Dann existiert genau ein Isomorphismus abelscher Gruppen
O: MRpr N — B mitbo® = 0.

Beweis. (a) Dies gilt per Definition: die Relationen in Definition sind gerade so gewéahlt,
dass diese Bedingung erfiillt ist.

(b) Ist f : M x N — A eine R-bilineare Abbildung, dann erhalten wir einen Gruppen-
homomorphismus f : ZM*N) — A durch f(§nm) := f(m,n) und additive Fortsetzung. Da
es sich bei den Elementen ¢, ,) um ein Erzeugendensystem der abelschen Gruppe Z(MxN)
handelt, ist diese Abbildung dadurch eindeutig bestimmt. Da f bilinear ist, gilt

F@mimn) = f(m+m',n) = f(m,n) + f(m',n) = f(Smm) + Smm)

f(5(m,n+n’)) = f(mv n + n,) = f(m7 n) + f(m7 n/) = f(5(m,n) + 5(m,n’))

f((s(m.r,n)) = f(m.r, TL) = f(m’ T'n) = f~(5(m,rn))

Dies zeigt, dass die Abbildung fzu/\einem Homomorphismus f: M ®r N — A mit fo ®R=f
faktorisiert. Die Eindeutigkeit von f folgt aus der Tatsache, dass die abelsche Gruppe M ®r N
von im(®) erzeugt wird.

(c) Wir argumentieren wie bei der Eindeutigkeit der Tensorprodukte von Vektorrdumen.
Wegen (b) existiert zundchst ein Homomorphismus abelscher Gruppen ®: M ®zr N — B
mit & o ® = B. Weiter existiert ein Homomorphismus abelscher Gruppen ¥: B — M ®g N
mit W o f = ®. Dann ist Yo ® € End(M ®r N) mit (Vo ®)o® = ®, so dass Vo & =
idpe,n aus der Eindeutigkeit unter (b) folgt. Analog erhalten wir ® o W = idg. Also ist ®
ein Isomorphismus. O

Die Implikationen der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts lassen sich sehr gut
anhand eines Beispiels studieren, ndmlich der Konstruktion von Gruppenhomomorphismen
M ®r N — M' ®r N aus R-Modulhomomorphismen M — M', N — N'.

Beispiel 4.34. (Tensorprodukte von Modulhomomorphismen) Sei R ein Ring mit Eins,
M, M’ R- Rechtsmoduln, N, N’ R-Linksmoduln sowie ¢ : M — M’ ein Homomorphismus
von R-Rechtsmoduln und ¢ : N — N’ ein Homomorphismus von R-Linksmoduln. Dann ist
®o(px1): Mx N — M ®g N eine R-bilineare Abbildung, und es existiert wegen der
universellen Eigenschaft somit ein eindeutig bestimmer Homomorphismus abelscher Gruppen
@@w : M@RN%M/(@RN/ mit

(p@Y)(m®n)=p(m)® en) fir me M,ne N.

Dieser wird als Tensorprodukt der R-Modulhomomorphismen ¢ und v bezeichnet. Da ®
additiv in beiden Argumenten ist, folgen die Identitéiten:

(1 +2) @Y =1 @Y + 2 ® Y, PR (W1 +1n) =Y+ oR Yy
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fiir alle R-Rechtsmodulhomomorphismen ¢, v1, 0 : M — M’ und R-Linksmodulhomomor-
phismen ¥, 91,19 : N — N'.

Bemerkung 4.35. (a) Ist M ein R-Rechtsmodul und N ein (R,S)-Bimodul, so hat die
abelsche Gruppe M ®r N auch die Struktur eines S-Rechtsmoduls, die durch

(m®n).s :=m® (n.s)
gegeben ist. Die Existenz der Abbildungen
ps: M@r N - M®@r N mit ps(m®@n)=me@n.s fir meMmneNseS
erhalten wir aus der universellen Eigenschaft von M ®r N, denn wegen
m.r@n.s=m®ar.(n.s)=me (rn).s

ist die Abbildung f: M x N — M ®g N, (m,n) — m ® n.s R-bilinear, faktorisiert also zu
einer Abbildung ps. Dass man so die Struktur eines S-Moduls auf M ®g N erhélt, rechnet

man sofort nach.

(b) Analog ist fiir einen (@, R)-Bimodul M und einen R-Linksmodul N das Tensorprodukt
M ®g N ein @Q-Linksmodul mit ¢.(m ® n) := (¢.m) ® n, und fiir einen (Q, R)-Bimodul M
und einen (R, S)-Bimodul N trégt M @ N die Struktur eines (@), S)-Bimoduls. Insbesondere
besitzt fiir einen kommutativen Ring R das Tensorprodukt zweier R-Moduln eine kanonische
R-Modulstruktur.

Beispiele 4.36. (a) Ist R ein Ring mit Eins und R* := RO R®...® R dessen k-fache direkte
Summe, dann gilt R ® R™ = R™™.

Allgemeiner gilt fiir nichtleere Mengen S, 7T die Beziechung
R Qr RT) >~ R(SXT)

Diese Isomorphie verifiziert man, indem man zeigt, dass der kanonische Gruppenhomo-
morphismus

p: R&T 5 RO @ BTN~ f(s,0)60) > > f(s,1)6, @6
s,t s,t

zu dem Homomorphismus
Y- R®) QR RD _ R(SxT)’

den man durch Faktorisierung der R-bilinearen Abbildung

G B s BT = BT (37 f()0, Y h()8) = > F(s)h()de
s t st
erhélt, invers ist.
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(b)

Ist R ein kommutativer Ring und bezeichnet R[Xj, ..., X,]| den Polynomring tiber R in
den Variablen Xi,..., X, so gilt

R[X|®gr R[Y] = R[X,Y].
Die lisst sich aus (a) ableiten, da R[X] = R[Y] = RMo) und R[X, Y] = RMNoxNo),
Das Tensorprodukt der Z-Moduln Z/nZ und Z/mZ fir n,m € N ist gegeben durch
Z/n7 Qg Z/mZ = 7,/ggT(m,n)Z,

wobei ggT(m,n) den groBiten gemeinsamen Teiler von m und n bezeichnet.

Um das einzusehen, sei d := ggT(m,n). Wir betrachten die biadditive (=Z-bilineare)
Abbildung

B: Z/nZ x Z./mZ — Z/dZ, (a,b) — ab.
Wir zeigen, dass diese Abbildung die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts besitzt.
Sei dazu f: Z/nZ x Z./mZ — A biadditiv und g(a) := f(a,1). Dann ist g: Z — A additiv
und g(n) = 0. Ebenso ist g(m) = f(m,1) = f(1,m) = 0, also kerg 2 Zm + Zn = Zd.
Wir erhalen also einen Homomorphismus §: Z/dZ — A,a — g(a) mit

?(%) = g(ab) = f(%’ T) = f(a’ l_))

Also hat (Z/dZ, ) die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts und wir erhalten mit
Satz die Behauptung.

Es gilt (Z/nZ) ®7z Q = {0}, denn fiir alle k,n € N und ¢ € Q ergibt sich:

q:6®g:0

k@q=k-n® =
n n

Allgemein gilt: Ist R ein Integritédtsbereich, so vernichtet Tensorieren eines R-Moduls M
mit dem Quotientenkorper des Integritétsbereichs R die Torsionselemente in M (Aufga-

be.

Wir erfassen nun noch systematisch die wesentlichen Eigenschaften des Tensorprodukts.

Satz 4.37. (Eigenschaften des Tensorprodukts) Seien R, S Ringe mit Eins, I eine Indexmen-

ge,

M, M; R-Rechtsmoduln, N, N; R-Linksmoduln fir alle i € I, P ein (R, S)-Bimodul und

Q ein S-Linksmodul. Dann gilt:

(a)
(b)
()

0RrN=M®r0=0.
M@rR=M, RRr N = N.

(@iel Ml) ®p N = @iel M; @r N, M ®g (@iel Ni) = @ie[ M ®g N;
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(d) (M ®rP)®sQ=M®g(P®sQ),

wobei es sich jeweils um Isomorphismen von abelschen Gruppen handelt.

Beweis. (a) Dies folgt direkt aus 0@ n=0®0-n=0®0 fir n € N.

(b) Der Gruppenhomomorphismus M — M ®g R, m — m ® 1 hat die Umkehrabbildung
M ®pr R — M, m®r — m.r (Existenz aus der universellen Eigenschaft) und ist daher ein
[somorphismus. Der Beweis fiir R @z N = N ist analog.

(c) Wir bezeichnen mit n; : M; — @,.; M; und j; : M; ®g N — @,.; M; ®r N die
Inklusionsabbildungen und betrachten fiir ¢ € I die Gruppenhomomorphismen

i =1 Qidy : M; @ N — (EBMZ> ®rN,  @ilm;®@n)=mni(m;) @n.
il

Geméf der universellen Eigenschaft der direkten Summe definiert dies einen eindeutig be-
stimmten Gruppenhomomorphismus ¢ : @, ;(M; ®g N) — (P,.; M;) @z N. Die Umkehr-
abbildung 1) : (@Ze s MZ) Qr N = @,c; M; ®r N von ¢ erhalten wir mit der universellen
Eigenschaft durch Faktorisierung der R-bilinearen Abbildung

e (@MZ) X N%@Mi ®r N, J((Zm(m»),n) :Zji(mi@)n).

Also handelt es sich bei ¢ um einen Isomorphismus. Der Beweis der Identitit
M ®p (@iel Ni) =2 P,.; M ®r N; ist analog.

(d) Die abelsche Gruppe M ®g P hat eine kanonische S-Rechtsmodulstruktur mit
(m ® p).s = m @ (p.s) und die abelsche Gruppe (P ®g @) eine R-Linksmodulstruktur mit

r(p®q) = (rp ®q
Wir betrachten zunéchst die Abbildung

frMxPxQ—Mer(PRsQ), f(mpq):=m®(peq).
Sie ist additiv in jedem Argument. Fiir r € R erhalten wir
fmrpg)=mre(peq=mer(peq=mae (rpeq) = f(mrpq)
Wir erhalten daher eine Abbildung

[:(M@rP)xQ—=M®p(P®sQ) mit f(mep,q=m®(Pq).

Fir s € S ist nun

f((m@p)s,q) = f(m@ps,q) =m@ (ps@q) =me (p®@s.q) = f(Mp,s.q).
Also faktorisiert fzu einem Gruppenhomomorphismus

v: (M ®rP)®sQ — M &g (P®sQ)
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mit
p((mep)®q)=m® (p&q) fir me M,pe P,qgeQ.

Analog erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

Y:M®p(P®sQ) = (MegrP)®sQ
mit
Y(m®(p®q))=(Mmep)®q fir meM,pe P,qcqQ.
Die Behauptung folgt nun aus ¢ o = id und 9 o p = id. ]

Bemerkung 4.38. Ist R ein kommutativer Ring, dann kann man jeden R-Linksmodul auch
als R-Rechtsmodul auffassen und umgekehrt. Das Tensorprodukt zweier R-Moduln M, N
trigt dann eine kanonische R-Modulstruktur, die gegeben ist durch

r.(m®@mn):=(r.m)®n=m® (r.n).

Bildet man das Tensorprodukt dreier R-Moduln M, N, P, so existiert ein kanonischer Isomor-
phiSl’IlllS OJM,N,P : M®R (N@RP) — (M@RN) ®RP, m®(n®p) — (m@n) ®p

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 4.1. (Eindeutigkeit des Modulquotienten) Sei M ein R-Modul und N ein Untermo-
dul sowie gy : M — M/N der Quotientenhomomorphismus. Weiter sei (@, ¢) ein Paar aus ei-
nem R-Modul Q und einem Modulhomomorphismus

q: M — (@, der folgende universelle Eigenschaft besitzt: Fiir einen Modulhomomorphis-
mus : M — M’ mit existiert genau dann ein eindeutig bestimmter Modulhomomorphismus
P:Q — M’ mit poq = p, wenn N C kerp gilt. Zeigen Sie, dass ein Modulisomorphismus
: M/N — @ mit 1 o qy = q existiert.

Hinweis: Betrachten Sie M’ = @Q und ¢ = q.

Aufgabe 4.2. Sie R ein Schiefkérper. Zeigen Sie, dass jeder R-Modul M frei ist, also eine
Basis besitzt.

Hinweis: Finden Sie zuerst mit dem Zornschen Lemma eine maximale unabhingige Teilmenge
und zeigen Sie, dass diese bereits eine Basis ist.

Aufgabe 4.3. Sei R ein unitaler Ring und a C R ein echtes Ideal. Zeigen Sie, dass ein
maximales Ideal m C R existiert, das a enthélt.

Aufgabe 4.4. Sei R ein Ring, der isomorph zu seinem opponierten Ring R°P ist. Impliziert
dies, dass R kommutativ ist? Beweisen Sie dies oder widerlegen Sie es durch ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 4.5. Sei R ein Ring. Zeigen Sie, dass jeder R-Linksmodul (M, +,u) durch
poo M x RP — M, (/(m,r) = u(r,m) die Struktur eines R°P-Rechtsmoduls erhélt und
jeder R-Rechtsmodul (M,+,v) durch v/ : R® x M — M, V/(r,m) = v(m,r) die Struktur
eines R°P-Linksmoduls.
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Aufgabe 4.6. Sei M eine abelsche Gruppe und R ein Ring. Beweisen Sie:

(a) Ist ¢ : R — Endz(M) ein Ringhomomorphismus, dann ist eine R-Modulstruktur auf M
gegeben durch p: R x M — M, u(r,m) = ¢(r)m.

(b) Ist durch p : R x M — M eine R-Modulstruktur auf M gegeben, dann definiert die
Zuordnung p: R — Endgz (M), p(r)(m) = p(r, m) einen Ringhomomorphismus.

Aufgabe 4.7. Sei M eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie:
(a) M tragt maximal eine Q-Modulstruktur.
(b) Ist M endlich und |M| > 1, so hat M keine Q-Modulstruktur.

(c) M tragt genau dann eine Q-Modulstruktur, wenn M torsionfrei ist und dividierbar, d.h.,
die Abbildungen M — M, m — nm, n € N, sind surjektiv.

Aufgabe 4.8. Ein Modul M eines unitalen Rings R heifit zyklisch, wenn ein Element m € M
mit M = R.m existiert. Zeigen Sie, dass jeder zyklische R-Modul isomorph ist zu einem
Quotientenmodul der Form R/a ist, wobei R als Linksmodul {iber sich selbst betrachtet wird
und a C R ein Linksideal ist.

Aufgabe 4.9. Bestimmen Sie den Annulator des Z-Moduls Z /27 x Z/37 x Z/AZ.

Aufgabe 4.10. Wir betrachten den Gruppenring Z[G] einer Gruppe G. Zeigen Sie, dass ein
Z|G]-Modul M nichts anderes ist als eine abelsche Gruppe (M, +) zusammen mit einem Grup-
penhomomorphismus py : G — Aut(M). Zeigen sie, dass ein Z[G]-Modulhomomorphismus
f: M — N nichts anderes ist als ein Gruppenhomomorphismus mit f o py(g) = pn(g) o f
fiir alle g € G.

Aufgabe 4.11. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und K ein Kérper. Ein Po-
lynom iiber R ist eine Abbildung p : Ny — R,n + p, mit p, = 0 fiir fast alle n € Ny. Ein
Polynom iiber R wird oft auch als p(X) = >~ p, X" geschrieben. Zeigen Sie:

(a) Die Polynome bilden mit der punktweisen Addition und der Multiplikationsabbildung

(00 =D FGeli—7)  fir ien

einen kommutativen Ring. Dieser heifit Polynomring und wird mit R[X]| bezeichnet.

(b) Ist M ein Modul iiber dem Polynomring K[X], so hat M die Struktur eines Vektorraums
iiber K und ¢ : M — M, m +— pu(X,m) ist eine K-lineare Abbildung (wobei X wie oben
das Polynom p iiber K mit p, = d;, bezeichnet).
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(c) Ist M ein Vektorraum iiber K und ¢ : M — M eine K-lineare Abbildung, so erhilt M
durch

M(kaX’im) => fipf(m) mit pF=po.. . 0p
k k=0 e
die Struktur eines K[X]-Moduls.

(d) Sind V, W Vektorraume tiber K mit linearen Abbildungen ¢y € Endg(V), ow € Endg(W),
so sind die K[X]-Modulhomomorphismen zwischen V' und W gerade die linearen Abbil-
dungen ¥ : V. — W mit ¥ o oy = oy 0.

Ein Modul tiber einem Polynomring K[X] ist also nichts anderes als ein Vektorraum iiber K
zusammen mit einer K-linearen Abbildung.

Aufgabe 4.12. Wir betrachten fiir A € R den Ring Ry, = (R? +,-) mit Ringaddition und
Ringmultiplikation

(a,b) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d) (a,b) - (c,d) = (ac+ Abd, ad + bc).
(a) Zeigen Sie, dass es sich dabei um einen kommutativen Ring mit Einselement handelt.

(b) Bestimmen Sie fir A = 0,1, —1 die Torsionselemente von R, als Rj-Linksmodul iiber
sich selbst und untersuchen Sie, ob die Menge der Torsionselemente einen Untermodul

bildet.

Aufgabe 4.13. (Direkte Summen und direkte Produkte) Sei I eine Indexmenge, R ein Ring
und (M;)ier eine Familie von R-Moduln. Dann sind die direkte Summe &, ., M; und das
direkte Produkt [[,.; M; gegeben durch die Mengen

@Mi = {(my)ier : My € My, m; = 0 fiir fast allei € I}
icl

HMi = {(mi)ier : m; € M;}

el
mit der R-Modulstruktur
(my)ier + (mg)iel = (m; + m;)ig 7.(mi)ier = (7-My)ier.

(a) Beweisen Sie, dass die R-Modulstruktur der direkten Summe die einzige R-Modulstruktur
auf dieser Menge ist, die die Inklusionsabbildungen

nj:Mj%@Mi, m (0,...,0,m,0,...)

el

zu R-Modulhomomorphismen macht.
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(b) Beweisen Sie, dass zu jeder Familie von R-Modulhomomorphismen ¢; : M; — N ein
eindeutig bestimmter R-Modulhomomorphismus ¢ : @,.;, M; — N existiert, so dass fiir
alle 1 € I das folgende Diagramm fiir jedes j € I kommutiert

®iel M;.

(c) Beweisen Sie, dass die R-Modulstruktur des direkten Produkts die einzige R-Modulstruktur
auf dieser Menge ist, die die Projektionsabbildungen

v IHMZ'—>M]‘, (mi)iep—>mj
iel
zu R-Modulhomomorphismen macht.

(d) Beweisen Sie, dass zu jeder Familie von R-Modulhomomorphismen ; : L — M; ein
eindeutig bestimmter R-Modulhomomorphismus ¢ : L — []..; M; existiert, so dass das
folgende Diagramm kommutiert

i€l

Hie] M;

Warum arbeitet man im Fall des direkten Produkts mit Projektions- und nicht mit Inklusi-
onsabbildungen? Gilt eine Aussage analog zu b) auch fiir direkte Produkte?

Aufgabe 4.14. Sei R ein Ring mit Eins. Beweisen Sie, dass jeder R-Modul M eine Prisentation
besitzt, sich also als Quotlent M =M / N eines freien Moduls M beziiglich eines geeigneten
Untermoduls N ¢ M ausdriicken lédsst. Zeigen Sie, dass man im Fall eines endlich erzeugten
Moduls M als freien Modul M = R™ mit geeignetem m € N wahlen kann.

Aufgabe 4.15. Geben Sie eine Prisentation des Z-Moduls Z/nZ @& Z/mZ durch Erzeuger
und Relationen an. Versuchen Sie dabei, mit moglichst wenigen Erzeugern und Relationen
auszukommen.

Aufgabe 4.16. Diese Aufgabe hat das Ziel, zu zeigen, dass in nicht-kommutativen Ringen
aus R" = R™ im allgemeinen nicht n = m folgt. Sei dazu V ein unendlichdimensionaler
K-Vektorraum mit abzdhlbarer Basis B = {by, b2, b3,...} und R = Endg(V) der Ring der
K-linearen Abbildungen V' — V.
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(a) Zeigen Sie, dass zu den K-linearen Abbildungen ¢, : V' — V mit

(p(b2n) = bna ()p(banl) = Oa w(bZn) = 07 w(bZHfl) = bn Vn e N
K-lineare Abbildungen «, 5 : V — V existieren mit 1z = a o ¢ + o).

(b) Folgern Sie, dass der Ring R als Linksmodul iiber sich selbst isomorph ist zu R = R.o ®
Ry = R® R, wobei Rm ={r-m: r € R}.

c¢) Folgern Sie: R = R & R, und somit = ir alle k£, € N.
Fol Sie: R= R& R, und RF = R’ fiir alle k,¢ € N

Aufgabe 4.17. Sei R ein Integritatsring, M ein Modul {iber R und K der zugehorige Quo-
tientenkorper. Beweisen Sie, dass gilt:

K ®g torg(M) = 0.
Aufgabe 4.18. (Bimoduln als Moduln) Seien R, S Ringe mit Eins.

(a) Zeigen Sie, dass das Tensorprodukt R ®7 S eine kanonische Ringstruktur hat. Geben Sie
die Ringmultiplikation explizit an, und bestimmen Sie fiir den Fall unitaler Ringe das
neutrale Element.

(b) Beweisen Sie, dass (R, S)-Bimodulstrukturen auf einer abelschen Gruppe M eins-zu-eins
den R ®7z S°P-Linksmodulstrukturen auf M entsprechen.

Aufgabe 4.19. Seien R, S}, S; kommutative Ringe mit Eins und n;: R — .S, j = 1,2, Homo-
morphismen von Ringen mit Eins. Auf S; Dbetrachten wir die durch
r.s 1= n;(r)s definierte R-Modulstruktur. Zeigen Sie, dass S := S; ® S, nicht nur die Struktur
einer abelschen Gruppe tréigt, sondern sogar eine unitale Ringstruktur mit

(51 ® 89) (8] @ s5) = (518]) ® (s28,) fiir 51,8 € 51,582,855 €55

Hinweis: Fiir A, (z) = s;x betrachte man Ay, ® Ay, € Endz(S) und zeige, dass die Zuordnung
(s1,52) = A5, ® A, liber S faktorisiert.

Aufgabe 4.20. Sei R ein kommutativer unitaler Ring und R[X}, ..., X,] den Polynomring
iiber R in den Unbestimmten Xi,..., X,,. Dann gilt

R[X] ®g R[Y] = R[X,Y]

im Sinne der Ringstruktur aus Aufgabe [4.19] bei der nx: R — R[X]|,ny: R — R[Y] die

kanonischen Einbettungen sind.

Aufgabe 4.21. Wir betrachten die endlichdimensionalen komplexen Darstellungen einer end-
lichen Gruppe G.
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(a) Zeigen Sie, dass die Isomorphieklassen endlichdimensionaler komplexer Darstellungen von
G mit der direkten Summe @ und dem Tensorprodukt ® von Darstellungen einen Ring
R bilden. Dieser wird als Darstellungsring von G bezeichnet.

(b) Zeigen Sie, dass die Charaktere der Gruppe G einen Unterring des Rings der Klassenfunk-
tionen auf G mit der punktweisen Multiplikation und Addition bilden, und dass dieser
Unterring isomorph zum Darstellungsring von G ist.

Aufgabe 4.22. (Multiplikatorring eines Rings) Sei R ein Ring. Ein Paar (), p) von additive
Abbildungen R — R heif3t Multiplikator, wenn fiir alle a,b € R gilt:

(M1) aA(b) = p(a)b.
(M2) A(ab) = A(a)b.
(M3) p(ab) = ap(b).
Wir schreiben M (R) fiir die Menge aller Multiplikatoren. Zeigen Sie:

(i) M(R) ist ein Ring bzgl.

A p) + (N p) = (A+Nop+p), (AN, ) = (AN, p'p).
(ii) n: R — M(R),a — (Mg, pa), mit A\y(b) = ab und p,(b) := ba, ist ein Ringhomomorphis-
mus.
(iii) Hat R ein Einselement, so ist 7 ein Isomorphismus.

Aufgabe 4.23. Sei G eine Gruppe und X,Y Mengen. Sei p: X x G — X, (x,g) — x.g eine
Rechtswirkung und A\: G XY — Y, (g,y) — g.y eine Linkswirkung. Zeigen Sie:

(i) Auf X x Y erhalten wir durch g.(z,y) := (x.g7!, g.y) eine Linkswirkung von G. Wir
schreiben X x¢ Y := (X x Y)/G fir die Menge [z,y] := G.(z,y) der Bahnen dieser
Wirkung und p: X xY — X xg Y, (z,y) — [z,y] fiir die natiirliche Abbildung.

(ii) X x¢Y hat folgende universelle Eigenschaft: Fiir eine Abbildung f: X xY — Z in eine
Menge Z existiert genau dann eine Abbildung f: X XgY — Z mit fop = f, wenn
f(z.g,y) = f(z,g.y) fur alle g € G,z € X und y € Y gilt.

(iii) Wir betrachten auf den Vektorrdaumen K®) und K®). Durch
(Z fxax)'(zhg(sg) = Z Jahgdsg und (Zhgég)'(zfydy) = Z hg fy0q.y
zeX geG reX,geG geG yey geGyeYy

erhalten wir auf K(*) die Struktur eines K[G]-Rechtsmoduls und auf K die Struktur
eines K[G]-Linksmoduls. Dann gilt

K& *eY) o R(X) ®K(q] KY)

Hinweis: Suchen Sie auf beiden Seiten nach geeigneten Basen.
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Aufgabe 4.24. (“Vereinsung” eines Rings) Sei R ein Ring. Auf der abelschen Gruppe R:=
R x Z betrachten wir das Produkt

(r,t)(r' ') := (rr" +tr" +t'r tt)).
Zeigen Sie:

(a) (R,+,-) ist cine Ring mit dem Einselement 1 := (0,1), der den Ring R = R x {0} als
Ideal enthalt.

(b) (Universelle Eigenschaft) Fiir jeden Homomorphismus ¢: B — S des Ringes R in einen
Ring S mit Eins existiert genau ein Homomorphismus ¢: R — S von Ringen mit Eins,
so dass ¢(r,0) = p(r) fur alle r € R gilt.

Aufgabe 4.25. (Kardinalzahlen) Wir schreiben |M]| fiir die Kardinalitét (Méchtigkeit) der
Menge M und |N| < |M], wenn N zu einer Teilmenge von M gleichméchtig ist.

(a) IN > N| = [NJ.

(b) Jede unendliche Menge M lisst sich als disjunkte Vereinigung abzdhlbar unendlicher
Teilmengen darstellen: M = X x N (Hinweis: Finde mit dem Zornschen Lemma eine
maximale Menge paarweise disjunkter abzidhlbar unendlicher Teilmengen).

(¢) Ist M unendlich, so gilt |[M| =|M x NJ.

(d) Ist I unendlich und M = J,.; M;, wobei die Teilmengen M; hichstens abzéhlbar sind,
so gilt [M| < |I x N| = |I].

(e) (Cantor—Bernstein—Schroder) Existieren injektive Abbildungen f: A — B und g: B —
A, so existiert eine Bijektion h: A — B.
Hinweis: Setze Cy := A\ ¢g(B) und Cp41 := (g o [)(C,,) sowie C := |, C,,. Definiere

dann
) f(x) fir z € C
he) = {g_l(:c) fiir x & C.

(f) Sind (b;)ier und (c¢;);es Basen des K-Vektorraums V', so gilt |J| = |I|.
Hinweis: Fiir ¢ € I und b; = ) _; a;;¢; betrachte die Teilmenge

Ji::{jGJ:aij;&O}

und zeige J = |J,.; J;. Schlieflen Sie hieraus |J| < |I] < |J] und dann weiter mit (e).

iel
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5 Moduln iiber Hauptidealringen

Nachdem wir uns in den letzten Abschnitten mit grundlegenden Definitionen und Konstruk-
tionen fiir Moduln iiber Ringen befasst haben, haben wir nun die nétigen Voraussetzungen,
um die Struktur von Moduln zu untersuchen und Moduln unter bestimmten Zusatzannahmen
vollstandig zu klassifizieren (wobei man natiirlich nur an der Klassifikation bis auf Isomor-
phie interessiert ist). Dabei sind prinzipiell zwei Arten von Zusatzannahmen denkbar: Ein-
schréankungen an den zugrundeliegenden Ring und Einschrénkungen an den Modul selbst. Im
Fall der Klassifikation von Darstellungen einer endlichen Gruppe wiirde ersteres beispielsweise
der Beschrinkung auf den Fall, dass char(K) nicht die Gruppenordnung teilt, und letzeres der
Beschrankung auf einfache oder halbeinfache Darstellungen entsprechen.

Wir befassen und zunéchst mit der Klassifikation endlich erzeugter Moduln {iber Ringen,
die eine besonders einfache Gestalt haben. Der einfachst mogliche Fall wire hierbei zu fordern,
dass der zugrundeliegende Ring ein Korper ist. Endlich erzeugte Moduln iiber einem Kérper
sind gerade endlichdimensionale Vektorrdume. Die Klassifikation endlich erzeugter K-Moduln
bis auf Isomorphie entspricht der Aussage, dass jeder endlichdimensionale Vektorraum V iiber
K isomorph zu K4™x(V) jst. Die Isomorphieklassen von K-Moduln werden also durch Zahlen
n € Ny charakterisiert, die der Dimension des Vektorraums entsprechen.

Mochte man die einschrénkenden Voraussetzungen an den zugrundeliegenden Ring
lockern, um interessantere Moduln zu gewinnen, so ist der néchsteinfache Fall der eines Haupt-
idealrings, also eines kommutativen nullteilerfreien Ring, in dem jedes Ideal von der Form Ra,
a € R, ist.

In diesem Abschnitt werden wir also Moduln iiber Hauptidealringen betrachten und end-
lich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen bis auf Isomorphie vollstdndig klassifizieren. Dies
stellt eine Verallgemeinerung der gerade betrachteten Klassifikation von Vektorrdaumen dar. Es
ist offensichtlich, dass man hierbei nicht mehr mit dem Rang des Moduls als alleinigem Klas-
sifikationsmerkmal auskommen wird, denn dieser existiert ja nur fiir freie Moduln, aber nicht
jeder Modul iiber einem Hauptidealring ist frei. Neben Kérpern K sind Z und K[X] wichtige
Beispiele von Hauptidealringen. Fiir Z sind die endlich erzeugten Moduln die endlich erzeug-
ten abelschen Gruppen und fiir K[X] entspricht die Klassifikation der endlichdimensionalen
Moduln genau der Klassifikation von Endomorphismen endlichdimensionaler K-Vektorraume
bis auf Ahnlichkeit (Jordansche Normalform, wenn K algebraisch abgeschlossen ist).

Mochte man Moduln klassifizieren, so stellt sich insbesondere die Frage nach der Struktur
ihrer Untermoduln, denn aus diesen kann man Moduln durch verschiedene Konstruktionen
zusammensetzen. Im Fall von Moduln iiber Hauptidealringen ergibt sich dabei eine wichtige
Vereinfachung, ndmlich die Tatsache, dass jeder Untermodul eines freien Moduls frei ist.

5.1 Der Elementarteilersatz

Satz 5.1. Ist M ein freier Modul tiber einem Hauptidealring R, so ist auch jeder Untermodul
U C M frei, und es gilt Rang(U) < Rang(M).
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Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir freie Moduln endlichen Rangs durch Induktion iiber
n := rang(M). Der allgemeine Fall ist etwas aufwéndiger und wird mit dem Zornschen Lemma
bewiesen ([SS81, Satz II1.B.3]). Sei M ein freier Modul vom Rang n mit Basis {my,...,m,}
und U C M ein Untermodul.

1. Schritt: Fiir n = 0 folgt M = {0} und die Aussage ist klar. Fiir n = 1 ist M = R und
wir diirfen M = R annehmen. Nun ist N C R ein Ideal. Da R ein Hauptidealring ist, existiert
einn € Rmit N = Rn. Ist n =0, so ist N = {0} frei vom Rang 0. Ist n # 0, so folgt aus
der Nullteilerfreiheit, dass die Abbildung R — N, r — rn ein Isomorphismus von R-Moduln
ist. Also ist der R-Modul N frei vom Rang 1.

2. Schritt: Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir Moduln von Rang < n — 1 gilt.
Dann ist per Induktionsvoraussetzung der Untermodul

U:=UnM fir M =(m,....m)p=Y Rm=R""

1=2

frei als Untermodul des freien Moduls M’, und es gilt rang(U’) < rang(M’) =n — 1.

Der Quotientenmodul U/(U N M) ist ein Untermodul des freien Moduls M/M' = R vom
Rang 1, also frei nach dem 1. Schritt. Aus Korollar folgt dann U =2 (UNM") & (U/(UN
M")). Da beide Summanden frei sind, ist auch U ein freier Modul und aus der Konstruktion
folgt Rang(U) < (n—1)+1=n.

O

Aufgrund der Tatsache, dass Untermoduln von freien Moduln iiber Hauptidealringen frei
sind, verhalten sich freie Moduln iiber Hauptidealringen in vielerlei Hinsicht wie Vektorrdaume.
Indem wir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen als Quotienten endlich erzeugter
freier Moduln beschreiben, werden wir diese Moduln vollstandig klassifizieren konnen. Ein we-
sentliches Hilfsmittel ist dabei die Darstellung von R-Modulhomomorphismen zwischen freien
Moduln durch Matrizen, die die bekannte Beschreibung von Vektorraumhomomorphismen
durch Matrizen verallgemeinert.

Bemerkung 5.2. (a) Ist F' € M, ,,(R) eine Matrix, so erhalten wir mit der iiblichen Matri-
zenmultiplikation einen Endomorphismus

¢: R™ — R", ¢(x) = Fu, (28)

wobei wir Elemente von R™ und R" als Spaltenvektoren auffassen. Ist R nicht kommutativ,
so ist ¢ i.a. nicht R-linear fiir die kanonische Linksmodulstruktur, aber fiir die kanonische
Rechtsmodulstruktur. Das muss man beachten, wenn man Homomorphismen freier Moduln
durch Matrizen beschreiben mochte.

(b) Sei R ein Ring und M, N endlich erzeugte freie Rechtsmoduln iiber R mit geordneten
Basen By = (b1,...,b,) und By = (c1,...,¢,). Dann ist jeder R-Modulhomomorphismus
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f M — N durch seine Werte auf B, eindeutig bestimmt, und es existiert eine eindeutig
bestimmte Matrix F' = (fji) € M, (R) mit

f(bk) = Z Cj-fjk-
j=1

Umgekehrt definiert jede solche Matrix durch diese Formel und R-lineare Fortsetzung einen
eindeutig bestimmten R-Modulhomomorphismus
fZM—>N, f(Zbka'k) :ZZCj.fjkl’k:ZCj.<ijkZEk).
k=1 j=1 k=1 j 1

=1

Fiir den Koordinatenvektor x € R"™ ergeben sich die Koordinaten des Bildes also durch den
Vektor Fz im Sinne von (28)). Bezeichnen

ov R =M, (r,...,mm) — Zbﬂ“i
i=1

und

n
QONZRn—)N, (rl,...,rn)Hch.rj
j=1

die kanonischen R-Modulisomorphismen, dann sind die Spalten der Matrix F' gerade die Bilder
der Basisvektoren b; unter dem R-Modulhomomorphismus @' o f. Wir haben also

(' © f o pur)(a) = Fu.

Wie auch im Fall von Vektorrdumen entspricht die Multiplikation von Matrizen der Kompo-
sition von linearen Abbildungen (Man beachte, dass man hierzu mit Rechtsmoduln arbeiten
muss, was bei kommutativen Ringen unproblematisch ist).

Obwohl die Beschreibung von R-Modulhomomorphismen zwischen freien Moduln durch
Matrizen im Prinzip fiir beliebige Ringe R mit Einselement moglich ist, ist sie im Fall kom-
mutativer Ringe besonders hilfreich. Wir beschréinken uns daher im Folgenden auf diesen
Fall. Wie auch im Fall von Matrizen mit Eintrédgen aus Koérpern kann man fiir Matrizen mit
Eintrédgen aus kommutativen Ringen Zeilen- und Spaltenoperationen, Transponierte und De-
terminante definieren. Die Definition und die Eigenschaften dieser Begriffe sind véllig analog
zum Fall von Matrizen mit Eintragen aus Kérpern.

Definition 5.3. Sei R ein kommutativer Ring und A = (a;;)1<; j<n € M, (R) eine quadrati-
sche Matrix mit Fintrdgen in R. Dann ist die Determinante von A definiert als

det(A) := Z sgn(7) a1r(1) * * * Gnr(n)-

7T€Sn
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Wir schreiben
SL.(R) :={A € M,(R): det(A) =1}

fiir die spezielle lineare Gruppe iiber R (Nachweis der Gruppeneigenschaft als Ubung).

Die Determinante fiir Matrizen mit Eintrégen in einem kommutativen Ring hat viele Ei-
genschaften mit den schon bekannten Matrizen iiber Korpern gemeinsam, und der Nachweis
dieser Eigenschaften ist eine direkte Verallgemeinerung der entsprechenden Beweise fiir Ma-
trizen mit Eintragen aus einem Korper.

Bemerkung 5.4. (a) Sind A, B € M,(R), so gilt det(A - B) = det(A) - det(B).

(b) Eine Matrix A € M, (R) ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante eine Einheit
in R ist, d.h. ein multiplikatives Inverses besitzt. Das folgt aus der Cramerschen Regel,
die auch iiber kommutativen Ringen gilt ([SS80, Satz 4.6.6]).

Bevor wir zum Beweis des Elementarteilersatzen kommen, stellen wir einige kleinere Beo-
bachtungen und Wiederholungen vorweg.

Ab nun sei R immer ein Hauptidealring.

Bemerkung 5.5. (a) Uber einem Korper K fiihren viele Normalformprobleme auf Matrizen
mit den Eintrégen 0 und 1, da sich jedes Element von K durch Multiplikation auf diese Gestalt
bringen 148t.

In einem Hauptidealring R betrachtet man Elemente oft bis auf Multiplikation mit Ele-
menten der Einheitengruppe R*. Wir schreiben dann [a] := aR* € R/R*, wobei R/R* =
{aR*: a € R} die Menge der Bahnen der Gruppe R* bzgl. der Multiplikationswirkung ist.
Ist R ein Korper, so ist R/R* = {[0], [1]}.

(b) Ist = dy fiir ein d # 0, so schreiben wir auch

E:y

Das ist dadurch gerechtfertigt, dass y wegen der Nullteilerfreiheit von R eindeutig durch die
Relation x = dy bestimmt ist.

Lemma 5.6. Fiir a,b € R gilt Ra = Rb genau dann, wenn r € R* existiert mit b = ra.

Die Abbildung
R/R* — Ideal(R), aw Ra
ist also eine Bijektion.
Beweis. Ist b = ra fiir ein r € R*, so folgt sofort Rb = Rra = Ra.
Sei umgekehrt Ra = Rb. Ist Ra = {0}, so folgt a = b = 0. Wir nehmen daher a # 0 an.

Dann existieren r,s € S mit ra = b und sb = a. Damit erhalten wir sra = a und aus der
Nullteilerfreiheit folgt sr = 1. Also ist r € R*. O
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Lemma 5.7. In R existiert keine unendliche strikt aufsteigende Folge von Idealen
apCayCagC---  mit a; #a;q  firalle i€N.

Beweis. Sei (a;);en eine strikt aufsteigende Folge von Idealen in R. Da R ein Hauptidealring
ist, ist das Ideal b := U]Oi1 a; von einem Element ¢ € R erzeugt. Dann existiert aber einn € N
mit ¢ € a, und daher ist a, = b, im Widerspruch zu a,, # a,1. O

Definition 5.8. Sind =,y € R, so ist (z,y) = Rx + Ry ein Hauptideal, also von der Form
Rd, wobei d bis auf Multiplikation mit einer Einheit eindeutig bestimmt ist (Lemma. Wir
schreiben dann

d=ggT(r,y) und d=wr+ovy fir wu,veR.

Die Koeffizienten u, v heiflen dann Bézout-Koeffizienten von d bzg. x,y.
Wir beachten ggT(0,0) = 0 und dass d nur bis auf Multiplikation mit einer Einheit
definiert ist. Streng genommen diirfte man daher nur

ggT(z,y) = [d] = R*d
schreiben, aber das ist nicht iiblich.

Lemma 5.9. Sei A € My(R) und d = ggT(x,y) firx,y € R.

(a) (Zeilenoperationen) Ist A = (z i), so existiert S € SLo(R) mit SA = (g :)

(b) (Spaltenoperationen) Ist A = (ji i{), so ezistiert T € SLy(R) mit AT = (il ())'

*

T

(c) (Diagonaloperationen) Ist A = (0

d 0 :
<0 e) mit de.

Beweis. Sind x,y beide 0, so setzen wir jeweils S = T' = 1. Wir nehmen nun an, dass dies
nicht der Fall ist. Dann ist auch d # 0. Sei d = uz + vy.

(a) Setze S := (_;/d xjd).
(b) Setze T = <:j ‘y/d>.

2), so existieren S, T € SLo(R) mit SAT =

x/d
(c) Setze S := (—;j/d ;/}d) und T := (1 _uz;y/iid) Damit erhalten wir
T yx yx
p—t _—— _—— = d_—
©=Waat"aa~ %a
und damit d|e. O
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Proposition 5.10. (Elementarteilersatz fiir 2 x 2-Matrizen) Fir A € My(R) existieren S,T €

GL2(R) mit SAT = <g 2) und dle.

Beweis. (Algorithmus von Gaui-Bézout)
Wir betrachten den folgenden Verfahrensschritt: Losche ao; mittels der Zeilenoperation
aus Lemma 5.9|(a) und anschliessend a;» mittels der Spaltenoperation aus Lemma [5.9|(b). Wir

erhalten so eine neue Matrix
/
a 0
A = SAT = ( n )
Qg Qg9
wobei af; ein Teiler von a; ist. Wir wenden nun den gleichen Schritt wieder an, und erhalten
so eine Folge von Matrizen

alt) o
AR — SLAT), = 1 , keN,
(k) (k)
(a1 Qg
wobei aﬁ)|aﬁ_1)| -+ +|ay. Daher ist a5 := Raﬁ) eine aufsteigende Folge von Idealen in R und
wird daher nach Lemma stationdr. Es existiert also ein k mit ax,; = a;. Dann ist aber
schon agﬁ) ein Teiler von a;i , so dass wir agi) durch Subtraktion eines Vielfachen der 1. Zeile
von der zweiten elimieren kénnen, so dass A**1 eine Diagonalmatrix ist. Auf diese wenden

wir schlieflich die Diagonaloperation aus Lemma [5.9)c) an und sind fertig. O

a b

Lemma 5.11. Firz,y € R und S = (c d) € GLo(R) ist

<x7y>R = <CLI‘ + by7 cx + dy>R

Beweis. Fiir x := <§) sei Iy = (x,y)g. Dann ist Iy = (ax + by, cx + dy)r C Iy fiir jede

b

invertierbare Matrix T = (CCL J

) € GLy(R). Damit ergibt sich

Iy = Iss—1x € Isg-1x C Ix
und damit Gleichheit. O

Betrachtet man eine lineare Abbildung ¢ : V' — W zwischen endlichdimensionalen K-
Vektorrdumen, so kann man durch geeignete Wahl zweier Basen By von V und By von W
stets erreichen, dass ihre darstellende Matrix Diagonalgestalt hat und in der Diagonale nur
die Eintrage 1 und 0 auftreten. Wir iiberlegen uns nun, wie das ensprechende Resultat fiir
endlich erzeugte freie Moduln iiber Hauptidealringen aussieht. Da hier nicht jedes Element ein
multiplikatives Inverses besitzt, ist in diesem Fall nicht damit zu rechnen, dass in der Diagonale
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nur 0 und 1 auftreten, aber es ist moglich, eine darstellende Matrix in Diagonalgestalt zu
erhalten.

Der folgende Satz gibt vollstéindige Auskunft iiber das qualitative Verhalten von R-linearen
Abbildungen zwischen endlich erzeugten freien Moduln.

Satz 5.12. (Elementarteilersatz) Sei R ein Hauptidealring, M, N freie Moduln tiber R von
Rangm,n und f : M — N ein R-Modulhomomorphismus. Dann existiert eine Diagonalmatriz
D = diag(dy,...,d,),r = min(n,m), mit

di|ds| ... |d,,

und Isomorphismen ¢ : R™ — M, ¢ : R — N, so dass das folgende Diagramm kommutiert

M —r v N

G ) E

R —— R
Die Elemente d; € R sind bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimmt.

Beweis. Reduktion auf Matrizen: Wir diirfen 0.B.d.A. M = R™ und N = R" annehmen.
Der R-Modulhomomorphismus f : M = R™ — N = R" lasst sich eindeutig durch seine
darstellende Matrix A = (a;;) € M, (R) mit

fle) =) ajie;
j=1

beschreiben. Da R kommutativ ist, miissen wir hierbei nicht zwischen Links- und Rechtsmo-
duln unterscheiden. Es reicht also, zu zeigen, dass invertierbare Matrizen S € SL,(R) und
T € SL,,(R) existieren, so dass die Matrix D := SAT diagonal ist und ihre Eintrége die
Teilbarkeitsbedingung im Satz erfiillen.

Algorithmus von Gauf3-Bézout: Wir wenden die Reduktionsschritte aus Lemma [5.9

jeweils auf zwei Zeilen, Spalten oder Diagonaleintriage von A an. Wir verfahren ansonsten
analog zum Fall von 2 x 2-Matrizen.
Schritt I: Losche sukzessive die Eintrédge a;1, ¢ = n,...,2 in der 1. Spalte durch Anwendung
der Zeilenoperation aus Lemma (a) auf die Zeilen a; und a;_;. Losche anschlieend die
Eintrige a,;, j = m,...,2 in der 1. Zeile durch Anwendung der Spaltenoperation aus Lem-
ma [5.9/(b) auf die Spalten @’ und a’~! von A. Wir erhalten so eine neue Matrix A’ = SAT,
S € SL,(R), T € SL,,(R), in der die Eintrége a5, j > 1, alle verschwinden und a;|a;;.

Wir wenden nun den gleichen Schritt wieder an, und erhalten so eine Folge von Matrizen
A®) = S ATy, Sy, € SLy(R), Ty, € SL,,(R), wobei die Eintriige a{?, j > 1, in der 1. Zeile

verschwinden. Bei jedem Schritt wird hierbei ai’i) durch einen Teiler agliﬂ) ersetzt. Da die

aufsteigende Folge von Idealen a; := Raﬁ) nach Lemma [5.7|stationdr wird, existiert ein & mit
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ar+1 = a;. Dann ist aber schon agli) ein Teiler aller Eintréige in der 1. Spalte der Matrix A®).

Daher konnen wir durch Subtraktion eines geeigneten Vielfachen der 1. Zeile von den anderen
erreichen, dass in der nun entstehenden Matrix A aufler a;; alle Eintrége in der 1. Spalte und
der 1. Zeile verschwinden.

Schritt II: Wir haben gesehen, dass eine Anwendung des Schritts I auf die Matrix A zu einer

Matrix -~
o a1 0
= (% 1)

fiihrt, wobei die Lénge der Diagonale in A’ um 1 kleiner ist als bei A bzw. A. Anwendung von
Schritt I auf die Matrix A’ fithrt nun rekursiv zu einer Diagonalmatrix

D©® = SAT mit S e SL,(R),T € SL(R).

Wobei die Matrizen S und T jeweils die Produkte der Matrizen sind, die durch Links- bzw.
Rechtsmultiplikation die Zeilen- bzw. Spaltenoperationen geméfl Lemma (a,b) beschreiben.
Schritt ITI: (Teilerbedingung) Wir haben jetzt noch durch Diagonaloperationen geméfi Lem-
ma [5.9c) die Teilerbedingungen sicherzustellen.

Hierzu wenden wir zuerst die Diagonaloperation auf die Eintrige vom D in den Posi-
tionen

(r—1,7r),(r—=2,r—1),...,(1,2)

an. Wir erhalten so eine Diagonalmatrix DM = S, DT, bei der dgl) alle anderen Eintrige
teilt. Nun wenden wir die Diagonaloperation auf die Eintrdge in den Positionen

(r—1,r),(r=2,r—1),...,(2,3)

von DM an und erhalten so eine Diagonalmatrix D@ = S DWT, mit d'? = dV|d?, bei der
zusétzlich dg) alle Eintrage d§2), j > 2 teilt. Verfahren wir induktiv so weiter, erhalten wir
schlieBlich eine Diagonalmatrix D = D) = diag(dy, ..., d,) mit d;|ds|- - - |d,.

Schritt IV: (Eindeutigkeit bis auf Einheiten) Fiir A € M,,,,(R) und

I={i<...<i}C{l,...,n}, J={n<...<ji} C{1,....,m}
sei A7 € My (R) die quadratische k x k-Matrix (a;;)ics jes. Wir betrachten das Ideal
(A)g := (det(A7): [I| = [J| = k) C R,

das von allen k£ x k-Minoren von A erzeugt wird.
Fiir S € SL,(R) erhalten wir mit der Cauchy-Binet Formel

det((SA)) = det(S;A”) = ) det(S[) det(Ax).
|K|=k
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Hieraus ergibt sich

(SA), C (A)y = (ST1SA), C (SA),

und damit die Gleichheit (A)y = (SA)x. Analog erhalten wir fir 7' € SL,,(R) die Relation
<AT>k = <A>k Damit héngt
di -+ dpR = (D) = (A

nur von der Matrix A ab und &ndert sich nicht bei Zeilen-, Spalten- oder Diagonaltransfor-
mationen. Sind ay, ..., a, Erzeuger der Ideale (A), so erhalten wir die Relationen

dy---dy € akRX.
Modulo R* ist daher
[di] = [a1] und [dy] = [ag/ak—1] fir ag_q #0.

Ist a1 = 0, so folgt aus ayR = dyar_1 R = {0} auch a; = 0. Ist 7 minimal mit a; = 0, so
ist entweder j = 1 und daher d; = 0. Wegen der Teilerbedingung verschwinden dann alle d;.
Oder j > 1 und [d;] = [ajil} = 0. Hieraus folgt d; = 0 fiir ¢ > j. In allen Féllen sind die
Klassen der d; modulo R* bestimmt sind durch die Ideale (A);.

Alternativer Beweis fiir die Invarianz von (A);: Man kann auch direkt die Invarianz
der Ideale (A); und unter Links- bzw. Rechtsmultiplikationen mit Matrizen S € SL,,(R) und
T € SL,,(R) zeigen, die jeweils nur Transformationen zweier Zeilen bzw. Spalten betreffen.

Sei hierzu S € SL,(R) eine Matrix, die eine Transformation mit den Zeilen i < j beschreibt
und [/ und J wie oben. Enthélt I weder ¢ noch j, so gilt

det((SA)7) = det(A7).
Sind i, 5 € I, so erhalten wir ebenfalls
det((SA)Y) = det(S) det(A7) = det(A7).
Seinun i € [ und j ¢ I. Wir betrachten dann die Menge I’ := (I \ {i}) U{j}, die j aber nicht

¢ enthélt. Fir S = (CCL b) ergibt sich durch Entwicklung nach der i. Zeile bzw. der j. Zeile

d
det((SA)]) = adet(A]) +bdet(A}), det((SA)}) = cdet(A]) + ddet(AF).
Wegen det(S) = 1 ist daher
ggT(det(A7), det(A7))) = ggT(det((SA)7), det((SA)7))
(Lemma [5.11)).

Den anderen Fall j € I und ¢ ¢ I behandelt man analog. Ebenso zeigt man die Invarianz
fiir Spaltenoperationen. O
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5.2 Struktur endlich erzeugter Moduln

Mit Hilfe des Elementarteilersatzes konnen wir nun endlich erzeugte Moduln iiber Haupt-
idealringen durch die Quotienten R/a; beziiglich einer aufsteigenden Kette von Idealen

o C...Ca;, CR

charakterisieren. Diese ergeben sich aus den Diagonalelementen d; der Matrix in Satz [5.12]
Dadurch reduziert sich die Klassifikation von endlich erzeugten Moduln iiber Hauptidealringen
auf die Klassifikation der entsprechenden Ideale.

Satz 5.13. Ser M ein endlich erzeugter Modul tiber einem Hauptidealring R. Dann ezistiert
eine aufsteigende Kette ay C as C ... C ag © R von echten Idealen von R, so dass

M%R/al@...@R/as,

wobei auch a; = {0} zugelassen ist. Insbesondere ist M direkte Summe zyklischer Untermo-
duln.

Beweis. 1. Schritt: Sei M ein endlich erzeugter Modul mit n Erzeugern. Nach Bemer-
kung 4.23| existiert ein Untermodul U C R™ mit M = R"/U. Dieser ist nach Satz als
Untermodul eines endlich erzeugten freien Moduls ebenfalls wieder ein endlich erzeugter frei-
er Modul vom Rang m < n. Also existiert ein R-Modulhomomorphismus f : R™ — R" mit
M = R"/im(f).

2. Schritt: Nach dem Elementarteilersatz (fiir r = m) gibt es R-Modulautomorphismen
B:R"— R", C': R™ — R™ und eine Diagonalmatrix D € M,, ,,(R), so dass das Diagramm

plx =

kommutiert und die Eintrége von D die Teilbarkeitsbedingung d;|ds| . . . |d,, erfiillen. Also gilt
M=R"/im(f)= R"/im(D)= R" " & (R/dnR)® ... ® (R/dR).

Setzen wir a; = {0} fir 1 <i<n—mund a,_; = (d;y1) fir i = 0,...,m — 1, so erhalten wir
eine aufsteigende Kette von Idealen a; C as C ... C a, C R, denn aus d;|d; 4 folgt (d;11) C
(d;). Sei s = max{i : a; # R}. Dann gilt R/a; = {0} fir allei > sund a; C ... C a; C R ist
die gewiinschte Kette von Idealen. O]

Mit Satz haben wir die endlich erzeugten Moduln iiber einem Hauptidealring schon
recht weitgehend klassifiziert. Allerdings lésst sich die Aussage noch in einer konkreteren und
eingéngigeren Form formulieren. Dazu benutzt man, dass jedes Ideal in R ein Hauptideal ist,
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also von einem Element r; € R erzeugt wird. Ist r; = 0, so gilt ohnehin R/a; = R und es lasst
sich nichts weiter vereinfachen. Andernfalls zerlegt man die Elemente r; € R, die die Ideale a;
erzeugen, in ihre Primfaktoren. So erhélt man eine eindeutige Charakterisierung eines endlich
erzeugten Moduls M durch Primpotenzen in R.

Satz 5.14. Sei M ein endlich erzeugter Modul tiber einem Hauptidealring R. Dann existieren
Primpotenzen qi,...,q € R und ein n € Ny mit

M=ZR'"®R/qR®...® R/qR. (29)

Die Zahl n € Ny ist eindeutig bestimmt und die Primpotenzen q; sind eindeutig bis auf Mul-
tiplikation mit Finheiten und die Reihenfolge.

Bewers. 1. Schritt: Nach Satz existiert eine aufsteigende Kette von Idealen
@ CaC...Caa,C R mit MXER/a;®...0 R/a,.

Da R ein Hauptidealring ist, existiert zu jedem Ideal a; ein r; € R mit a; = r;R. Sei n :=
max{i : a; = {0}}. Dann lassen sich fiir i > n die Zahlen r; als Produkte von Primpotenzen
schreiben

s
r; = H ij mit paarweise teilerfremden Primpotenzen g;;.
j=1

und nach dem Chinesischen Restsatz (vgl. Algebra-Vorlesung) gilt dann
Rfa;=R/(ri) = R/(qn) ® ... ® R/(Gs,)-

Dies beweist die Existenz der Zerlegung.

2. Schritt: Wir beweisen die Eindeutigkeit der Zahl n, indem wir diese auf eine Weise cha-
rakterisieren, die nicht von der Zerlegung abhéngt. Sei K der Quotientenkorper von R. Dann
gilt aufgrund der universellen Eigenschaft der direkten Summe

Hompg(M,K) = Homg(R",K) x Homg(R/q:1 R, K) x ... x Homg(R/q R, K).

Da jeder R-Modulhomomorphismus f : R — K wegen f(r) = r.f(1) durch f(1) eindeu-
tig bestimmt ist, gilt Homg(R,K) = K. Insbesondere ist jeder nicht verschwindende R-
Modulhomomorphimus f : R — K injektiv. Ist a # {0} ein Ideal in R, so ergibt sich aus der
universellen Eigenschaft des Quotienten

Hompg(R/a,K) = {f € Homg(R,K) : a C ker f} = {0}.

Also ergibt sich
Hompg(M,K) = Homg(R",K) = K",

und die Zahl n = dimg Hompg (M, K) hangt daher nicht von der Wahl der Zerlegung ab.
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3. Schritt: Wir beweisen die Eindeutigkeit der Primpotenzen ¢; bis auf Multiplikation mit
Einheiten und Reihenfolge. Dazu {iberlegen wir uns das Folgende: Fiir jedes Primelement
p € R ist das Ideal pR maximal und daher R, := R/pR ein Korper. Ist nun M ein R-Modul,
so ist fiir alle ¥ € N der Quotient p*~'M/p*M ein Vektorraum iiber dem Kérper R,. Wir
betrachten seine Dimension

d];(M) = dimpg, (pk_lM/pkM).

Offensichtlich gilt df(M @& N) = d(M) + dj(N) fiir alle endlich erzeugten R-Moduln N, M.

Wir berechnen nun die Dimension d’;(M ) fiir den Modul M in , und zeigen, dass diese

die Primfaktoren ¢; in der Zerlegung bestimmen. Dazu betrachten wir die folgenden drei Félle:
I) Ist M = R, so definiert die Multiplikation mit p*~! einen R-linearen Isomorphismus

fiR/pR = p"'RIpER, ] [p"] (30)
und es folgt dj(R) = 1.

IT) Ist M = R/p™R fiir ein m > 1, so gilt p* " (R/p™R) = {0} fiir k > m. Ist 1 < k < m,
so haben wir
PIRC PR C PR

und daher nach den Noetherschen Isomorphiesidtzen und I)

(P" " (R/P"R))/ (0" (R/p"R)) = (0" 'R/p™R)/(»*R/p"R)
=~ p"'R/p*R = R/pR = R,.

Daher it di(R/p™R) = 1 fiir k < m und 0 sonst.

III) Seinun M = R/q™R fiir ein Primelement ¢, das nicht von p geteilt wird, d.h. (p,q)gr = R.
Dann ist die Restklasse von p eine Einheit im Ring R = R/q™ R (Chinesischer Restsatz).
Die Multiplikation mit p™ definiert also einen Isomorphismus R/¢™R — R/q™R und
somit df(R/q™R) = 0.

Durch Kombination dieser drei Félle ergibt sich:
dy(M) =n+|{i: pla}]

und somit

[{i: gi € R*pF}| = db(M) — dE+ ().

Daher ist die Anzahl der Faktoren R/q;R = R/p*R fiir alle Primelemente p und k € N
eindeutig bestimmt. Dies legt die Primpotenzen ¢; bis auf Multiplikation mit Einheiten und
deren Reihenfolge fest. O
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Damit haben wir die endlich erzeugten Moduln iiber einem Hauptidealring R vollstéindig
klassifiziert. Solche Moduln sind isomorph zu einer direkten Summe eines freien Moduls der
Form R"™ und Moduln der Form R/¢; R mit Primpotenzen g;.

Insbesondere erlaubt es uns diese Charakterisierung von endlich erzeugten Moduln iiber
Hauptidealringen, das Konzept der Torsion besser zu verstehen. Ist R ein Hauptidealring und
M ein Modul iiber R, so bilden die Torsionselemente von M nach Satz [4.1§ einen Untermodul
von M. Mit Hilfe von Satz koénnen wir diesen nun explizit bestimmen.

Korollar 5.15. Jeder endlich erzeugte Modul M diber einem Hauptidealring R ist von der
Form
M = torg(M) & R"

mit eindeutig bestimmtem n € Ny. Insbesondere ist jeder torsionsfreie endlich erzeugte Modul
M diber R frei.

Beweis. Nach Satz existiert eine Zerlegung
M=>~=R'® M, M =R/$4R&...® R/qR mit Primpotenzen g;.

Jedes Element von R/q1 R®...® R/q,R ist ein Torsionselement und somit M’ C torg(M).
Andererseits folgt aus 7.(m; + my) = 0 mit m; € R™ und my € M’, dass r = 0 oder m; = 0
gelten muss. Also ist torg(M) = M’, und die Behauptung ist bewiesen. O

Eine weitere niitzliche Folgerung aus Satz [5.13| und [5.14] ist eine vollstdndige Klassifika-
tion endlich erzeugter abelscher Gruppen. Denn abelsche Gruppen sind ja nichts anderes als
Moduln iiber dem Hauptidealring R = Z. Wendet man diese Sétze also auf den Fall endlich
erzeugter Z-Moduln an, so erhéalt man:

Korollar 5.16. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gilt:
(a) Es existieren eindeutig bestimmte Zahlen dy,...,d. € {0,2,3,4,...} mit d;|d; 1 fir alle
ie{l,...,r}, so dass
G=Z/dZ&.. &7Z/dZ.

(b) Es existieren eindeutig bestimmte Primzahlpotenzen qi,...,q und ein eindeutig bestimm-
tes s € Ny mit
GELSL/GZ® ... 7L qL.

Bemerkung 5.17. Ein weiterer wichtiger Typ von von Hauptidealringen ist der Polynomring
R = K[X] fiir einen Korper K. In diesem Fall sind die Primelemente p € K[X] genau die
irreduziblen Polynome, (p) = pK[X] ist ein maximales Ideal und K, = K[X]/pK[X] eine
Korpererweiterung von K, deren Dimension iiber K der Grad von p ist.

Ist K algebraisch abgeschlossen, sind alle Primelemente (bis auf Einheiten) vom Typ X — A\,
A € K. Die Bausteine im Struktursatz sind also vom Typ

My, == KIX]/{((X = X)F).
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Ist K nicht algebraisch abgeschlossen, so existieren Polynome vom Grad > 1, die irreduzibel
sind. Fiir K = R trifft dies fiir alle Polynome f = X2 + pX + ¢ mit p? < 4q zu, denn in
diesem Fall existiert keine reelle Nullstelle. Dann ist der Korper Ry eine zweidimensionale
Kérpererweiterung von R, also isomorph zu C und die Klasse X von X in R ¢ = C ist eine
Nullstelle des Polynoms f. Sie kann also mit der komplexen Zahl

. D . 5
T iy =5 +ivg—p/d

identifiziert werden. Bzgl. der Basis 1, des rellen Vektorraums C = Ry ist die Matrix der
Multiplikation mit X also gegeben durch

r -y
y )’
In Aufgabe wird gezeigt, wie man mit diesem Voriiberlegungen den Satz iiber die

Jordansche Normalform iiber algebraisch abgeschlossenen Kérpern und R aus dem Struktur-
satz fiir endlich erzeugte Moduln {iber Hauptidealringen gewinnen kann.

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 5.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie, dass R genau dann ein Haupt-
idealring ist, wenn jeder Untermodul eines freien R-Moduls M vom Rang 1 torsionsfrei und frei vom
Rang 1 ist.

Aufgabe 5.2. (Darstellungen von K[X] und Jordansche Normalform) Wir betrachten den Polynom-

ring K[X] iiber einem Koérper K. In Aufgabe wurde gezeigt, dass ein Modul (M, p) tiber K[X]

nichts anderes ist als ein K-Vektorraum M zusammen mit einer linearen Abbildung ¢ : M — M.
Die Vektorraumstruktur auf M und die lineare Abbildung ¢ sind dann gegeben durch

A-m = pu(Al,m) = (\1).m p(m) = pu(X,m) = X.m,

Umgekehrt liefert ein K-Vektorraum M zusammen mit einer linearen Abbildung
@ : M — M eine K[X]-Modulstruktur auf M mit Strukturabbildung

7 [k X" m) = Y fepf(m) mit @ =po...0p.
(X suxmm) =3 s LI

(a) Zum Aufwirmen: Vergewissern Sie sich, dass es sich bei dem Polynomring K[X] um einen
Hauptidealring handelt, und geben Sie jeweils ein Element von K[X] an, das die folgenden
Ideale erzeugt:

a=(X?-X,X?-1) b=(X+1,(X>-1)%X*+1).
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(b)

Zeigen Sie: Ein K[X]-Modul M ist direkte Summe M = M; & ... & M, von K[X]-Untermoduln
My, ..., M, genau dann, wenn der zugehorige Vektorraum M direkte Summe der Vektorrdume
M; ist und die zugehérige lineare Abbildung ¢ : M — M die Bedingung ¢(M;) C M; fiir alle
i €{1,...,n} erfiillt. Was bedeutet das fiir die beschreibende Matrix der Abbildung ¢ beziiglich
einer geeignet gewéhlten Basis des K-Vektorraums M?

Zeigen Sie, dass ein freier K[X]-Modul vom Rang eins identifiziert werden kann mit dem Vektor-
raum K®Mo) der K-wertigen Folgen, bei denen nur endlich viele Folgenglieder nicht verschwinden,
zusamimen mit der linearen Abbildung

v(ag,a1,as,...) = (0,a0,a1,...).

Zeigen Sie: Ein zyklischer K[X]-Modul M, der von einem Element m € M erzeugt wird, ent-
spricht einem K-Vektorraum M zusammen mit einer linearen Abbildung ¢ : M — M so dass
{m, p(m), ¢*(m), ...} ein Erzeugendensystem von M ist.

Zeigen Sie, dass der K[X]-Modul K[X]/fK[X] mit einem Polynom
f=ar+aX+...4a, 1 X"+ X"

einem K-Vektorraum V zusammen mit einer linearen Abbildung ¢ : V' — V entspricht, so dass
V eine Basis B = {vg, ..., vp—1} besitzt mit

Vit1 firo<i<n-—2
p(vi) = L
—apvp — a1V — ... — Ap—-1Vn—-1 firi =n—1.

Geben Sie die beschreibende Matrix von ¢ beziiglich der Basis B an.

Geben Sie die Primelemente und Primpotenzen in C[X] und R[X] an.

Zeigen Sie, dass ein K[X]-Modul der Form K[X]/¢K[X] mit ¢ = (X — A)" einem Vektorraum V'
zusammen mit einer linearen Abbildung ¢ : V' — V entspricht, so dass fiir eine geeignete Basis
B ={vy,...,v,} gilt:

)\vi—i—viﬂ firl<i<n-1
p(vi) = L
AUy, fir i = n.

Wie sieht die beschreibende Matrix von ¢ beziiglich dieser Basis aus?

Zeigen Sie mit (e), dass fiir den K[ X]-Modul K[X]/fK[X] das Polynom f dem charakteristischen
Polynom der linearen Abbildung ¢ : V' — V entspricht und dass gilt f(¢) = 0 (Satz von Cayley-
Hamilton).

Welche aus der linearen Algebra bekannter Satz entspricht der Aussage, dass fiir einen algebraisch
abgeschlossenen Koérper K jeder endlichdimensionale K[X]-Modul isomorph zu einem Modul der
Form

K[X)/(X = A)™) @ ... @ KIX]/((X = Am)™)

ist? Fassen Sie Ihre Ergebnisse zusammen, indem Sie sie in die folgende Tabelle eintragen.
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(j) Sehen Sie, wie man auf diesem Weg die reelle Jordansche Normalform zeigen kann?

K[X]-Modul M K-Vektorraum M mit Matrix-Schreibweise
linearer Abbildung pps : M — M

direkte Summe
von K[X]-Moduln

freier K[X]-Modul

vom Rang eins

zyklischer K[X]-Modul
Quotient K[X]/fK[X]
Quotient C[X]/qC[X],

g = (X — A\)™ Primpotenz
Klassifikation

von C[X]-Moduln

Aufgabe 5.3. Wir betrachten die Z-Moduln mit Erzeugern z,y und Relationen
(a) x+4y =0,

(b) x+3y =0, 6y =0,
(c) 3z +4y =0.
(d) 2z +4y =0.
Geben Sie jeweils einen Z-Modul der Form
"7 ...o7L/qT

mit n € Ng und Primpotenzen ¢y, ..., gs an, zu dem die betrachteten Moduln isomorph sind.

Aufgabe 5.4. Wir betrachten die abelsche Gruppe G mit Erzeugern x,y und einer Relation der
Form az + by = 0 fiir vorgegebene a, b € Z. Geben Sie eine abelsche Gruppe der Form

7" @Z/qlz@ o @Z/QKZ
mit n € Ng und Primpotenzen ¢1, ..., qs an, zu der die abelsche Gruppe G isomorph ist.

Aufgabe 5.5. Klassifizieren Sie bis auf Isomorphie alle abelschen Gruppen der Ordnung m = 400,
d.h. geben Sie alle abelschen Gruppen der Form

Z“@Z/qlze]B...@Z/qu

mit n € Ng und Primpotenzen q1, ..., g an, zu denen eine abelsche Gruppe der Ordnung m = 400
isomorph sein kann.
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Aufgabe 5.6. Sei A eine abelsche Torsionsgruppe, d.h. A = tor(A4). Fiir eine Primzahl p sei

A, = UA[p”] ={a€ A: (3n € N) p"a = 0}.

Zeigen Sie A = P Ap.

p prim

Aufgabe 5.7. Bringen Sie die Matrix

48 12 18
A= <36 21 9) € Mz4(Z)

mit dem Algorithmus von Gaufi—-Bézout auf Elementarteilerform.
Aufgabe 5.8. Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Bringen Sie die Matrix

2 3
A:< X2-1 X3 -1

X2 92X +1 X4- X3> € My(K[X])

mit dem Algorithmus von Gaufi—-Bézout auf Elementarteilerform.

Aufgabe 5.9. Sei K ein Korper und
(e}
R:=K[[X]] = {f(X) =3 @ X" ay € K}
n=0

den Ring der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in K auf dem Addition und Multiplikation
definiert sind durch

i an X" + i b X" = i(an +by) X"
n=0 n=0 n=0
(D anx™) - (Yo 0ax™) =30 (D anbar) X"
n=0 n=0 n=0 k=0
Zeigen Sie:

(a) R* ={f € R: f(0) =ao # 0}.
(b) Was ist das Inverse von f(X)=1- X7

)
)
(c) Fiir jedes f € R\ {0} existiert genau ein k € Ny und eine Einheit r € R* mit f = r- X%,
(d) R ist ein Hauptidealring.

)

(e

Seien f,g € R. Wie kann man an f und g ablesen, ob f ein Teiler von g ist?
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6 Halbeinfache Moduln und Ringe

6.1 Einfache Moduln

Wie im Fall von Gruppendarstellungen mochten wir uns nun den Moduln widmen, die eine
besonders “einfache” Gestalt besitzen, d.h. keine echten Untermoduln haben oder sich zu-
mindest als direkte Summe von einfachen Moduln beschreiben lassen. Die Begriffsbildung ist
analog zum Fall von Gruppendarstellungen.

Definition 6.1. Sei R ein Ring.

(a) Ein R-Modul M # {0} heifit einfach oder irreduzibel, wenn er keine echten Untermoduln
besitzt.

(b) Ein R-Modul M # {0} heifit unzerlegbar, wenn er nicht isomorph zu einer direkten Summe
M, ® My nichttrivialer R-Moduln ist.

(c) Ein R-Modul M heiit halbeinfach, wenn er isomorph zur direkten Summe einfacher R-
Moduln ist.

Beispiele 6.2. (a) Ist G eine Gruppe, so ist ein (halb-)einfacher K|[G]-Modul nichts anderes
als eine (halb-)einfache Darstellung von G iiber K, und unzerlegbare K[G]-Moduln ent-
sprechen unzerlegbaren Darstellungen. Insbesondere sind nach dem Satz von Maschke fiir

endliche Gruppen G und charK / |G| alle K[G]-Moduln halbeinfach.

(b) Ist K ein Korper, so sind die einfachen K-Moduln gerade die eindimensionalen Vek-
torrdume iiber K. Jeder einfache K-Modul ist also isomorph zu K. Auflerdem ist jeder
K-Modul halbeinfach, denn jeder K-Vektorraum besitzt eine Basis und lésst sich als di-
rekte Summe der von den Basisvektoren erzeugten einfachen K-Moduln schreiben.

(c) Ein Ring als Links-/Rechts-/Bi-Modul iiber sich selbst ist ein einfacher Modul, wenn er
keine links- /rechts-/beideitigen Ideale auler {0} und R besitzt.

(d) Offensichtlich ist nicht jeder Modul halbeinfach oder zerlegbar, denn es gibt Moduln mit
Untermoduln, die kein Komplement besitzen (z.B. 2Z in Z). Hat ein Modul M einen
echten Untermodul {0} # N C M, so dass M/N ein freier Modul ist, so ist der Modul
nach Korollar zerlegbar.

(e) Jeder freie R-Modul M = RY) mit |I| > 1 ist zerlegbar. Jeder einfache freie Modul muss
daher vom Rang eins sein. Ein freier Modul vom Rang eins ist einfach, genau dann, wenn
der zugrundeliegende Ring R keine echten Linksideale besitzt.

(f) Ist R ein Hauptidealring und M = R/p"R fiir ein Primelement R, so ist M genau dann
einfach, wenn n = 1 ist. In diesem Fall ist M = R, = R/pR ein Korper. Fiir n > 1 ist
pR/p" R ein echter Untermodul.
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Wir zeigen, dass M unzerlegbar ist. Sei dazu M = M; ® M, fiir echte Untermoduln M, /.
Da diese Untermoduln direkte Summanden sind, sind sie auch Quotienten von M und
damit zyklisch, also M; = R/q;R. Aus p".M = {0} folgt nun p".M; = {0} und somit
gi|p", also ¢; = p™ mit 1 < n; < n. Dann erhalten wir mit den Rechnungen aus dem

Beweis von Satz den Widerspruch
1 =d(R/p"R) = d)(M) = d},(My) + d),(Ms) = d\(R/p™ R) + d)(R/p"™R) =1+ 1.

Wie im Fall der Darstellungen von Gruppen, beschéftigen wir uns zunéchst mit einfa-
chen Moduln, und untersuchen dabei insbesondere die Struktur der Modulhomomorphismen
zwischen einfachen R-Moduln. Hierbei ergeben sich Aussagen, die die entsprechenden Aus-
sagen iiber Homomorphismen von Darstellungen zwischen einfachen Gruppendarstellungen
verallgemeinern. Insbesondere existieren nur sehr wenige R-Modulhomomorphismen zwischen
einfachen Moduln gibt.

Lemma 6.3. (1. Lemma von Schur fiir Moduln) Sei M ein R-Modul und N ein einfacher
R-Modul. Dann gilt:

(a) Jeder Homomorphismus ¢ : N — M von R-Moduln ist injektiv oder null.
(b) Jeder Homomorphismus ¢ : M — N von R-Moduln ist surjektiv oder null.
(¢) Der Endomorphismenring Endgr(N) ist ein Schiefkorper.

Beweis. (a) Ist ¢ : N — M ein Homomorphismus von R-Moduln, so ist ker(p) C N ein
Untermodul, und da N einfach ist, folgt ker(y¢) = {0}, also ist ¢ injektiv, oder ker(p) = N
und ¢ = 0.

(b) Ist ¢ : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln, so ist im(¢) C N ein Un-
termodul, und da N einfach ist folgt im(¢) = N, also ¢ surjektiv, oder im(¢) = {0} und
¢ =0.

(c) Ein Schiefkorper ist ein Ring, in dem jedes Element aufler 0 ein multiplikatives Inverses
besitzt. Aus (a) und (b) folgt, dass jedes Element 0 # ¢ € Endg(N) bijektiv ist, also ein
multiplikatives Inverses beziiglich der Komposition besitzt. O

Dieses Lemma legt es nahe, nach einem Analogon des zweiten Schurschen Lemmas fiir Mo-
duln zu suchen. Allerdings gilt bereits das zweite Schursche Lemma fiir Gruppendarstellungen
nur iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern, und es ist zunéchst unklar, was eine adaquate
Einschrankung fiir Homomorphismen von Moduln sein sollte. In der Tat findet man zunéchst,
dass sich eine Version des zweiten Schurschen Lemmas fiir Moduln nur dann angeben lésst,
wenn der zugrundeliegende Ring auch gleichzeitig die Struktur eines Vektorraums iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Kérper K hat, und diese Vektorraumstruktur kompatibel mit der
Ringmultiplikation ist. Man betrachtet also Moduln iiber unitalen K-Algebren fiir algebraisch
abgeschlossene Korper K.
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Korollar 6.4. (2. Lemma von Schur fiir Moduln) Sei K ein algebraisch abgeschlossener
Korper, A eine unitale Algebra tber K und M ein einfacher A-Modul. Dann hat M die
Struktur eines K-Vektorraums und ist dimg (M) endlich, so folgt End 4(M) = K.

Beweis. Die K-Vektorraumstruktur von M ist gegeben durch die Strukturabbildung: Am =
(A1,4).m fur alle A € K, m € M. Insbesondere folgt, das alle A-Modul-Endomorphismen von
M auch lineare Abbildungen sind:

e(Am) = p((A1a).m) = (A14).o(m) = Ap(m) fir ANeK,me M,p e Ends(M).

Da M ein einfacher A-Modul ist, folgt M # {0}. Jeder Endomorphismus ¢ € End4(M)
hat wegen der algebraischen Abgeschlossenheit von K mindestens einen Eigenwert A. Der
zugehorige Eigenraum M, (@) = ker(¢ — Nidyy) ist somit ein A-Untermodul. Da M einfach
ist, folgt My(¢) = M und somit ¢ = Xidy,. O

Dass das zweite Schursche Lemma fiir Moduln tatséchlich eine Verallgemeinerung des
zweiten Schurschen Lemmas fiir Gruppendarstellungen ist, ergibt sich, wenn man als Alge-
bra A die Gruppenalgebra K[G] betrachtet. So erhdlt man schon bekannte Aussagen iiber
Darstellungen von Gruppen als Spezialfille allgemeinerer Aussage fiir Moduln.

Beispiel 6.5. (a) Schurs Lemma fiir Darstellungen von Gruppen: Die Gruppenalgebra A =
K[G] ist eine Algebra iiber K und die einfachen K[G]-Moduln entsprechen gerade den
einfachen Darstellungen von G. Die K|G]-Modulendomorphismen eines einfachen Moduls
V' entsprechen gerade den Endomorphismen von Darstellungen. Mit Schurs Lemma fiir
Moduln folgt, dass jeder Endomorphismus von Darstellungen iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper K von der Form Aidy mit A € K ist.

(b) Jede einfache Darstellung (p, V') einer endlichdimensionalen kommutativen Algebra A
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K ist eindimensional. Denn da A kom-
mutativ ist, gilt p(A) C End4 (V). Ist V ein einfacher A-Modul, so ist V' zyklisch und
daher wegen dimg A < oo auch endlichdimensional. Daher folgt p(A) C Kidy und wegen
der Einfachheit somit dimg (V') = 1.

Wir mochten uns nun etwas genauer mit der Struktur einfacher Moduln befassen und ins-
besondere deren Erzeugendensysteme untersuchen. Dabei stellt sich heraus, dass die einfachen
Moduln iiber einem Ring R in enger Beziehung zu den zyklischen Moduln stehen.

Lemma 6.6. (Charakterisierung einfacher Moduln)

(a) Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann ist M einfach genau dann, wenn jedes Element
m € M\ {0} den Modul M erzeugt. Insbesondere sind einfache Moduln zyklisch.

(b) Sei R wnital. Fir jeden Erzeuger m eines zyklischen Moduls M st die Abbildung
Om : R — M, r — r.m surjektiv und thr Kern ist ein Linksideal in R. Dieses ist ge-
nau dann maximal, wenn M einfach ist.
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Beweis. (a) Ist M einfach, so ist fiir jedes Element 0 # m € M der von m erzeugte Untermodul
ganz M. Erzeugt umgekehrt jedes Element m € M \ {0} den ganzen Modul M, so kann er
keinen echten Untermodul haben, denn jedes Element 0 # n eines Untermoduls N wire ein
Erzeuger von M.

(b) Betrachtet man R als Linksmodul iiber sich selbst, so ist die Abbildung ¢,, : R — M
ein R-Modulhomomorphismus, und da m den Modul erzeugt, ist ¢, surjektiv. Weiter ist
ker ¢,, ein Untermodul von R als Modul iiber sich selbst, also ein Linksideal.

Ist M’ ein Untermodul mit {0} # M’ C M, also M nicht einfach, so ist (¢,,) " (M’') ein
Linksideal in R mit ker(p,,) € (©n,) '(M') € R, denn ™ ist surjektiv. Also ist ker(p™)
kein maximales Linksideal. Ist umgekehrt M einfach, so ist fiir jedes Linksideal @ C R mit
ker(¢p™) C a das Bild ein Untermodul von M mit {0} # ¢™(a) und somit ¢™(a) = M. Aus
ker(ynm,) 2 a folgt daher a = R. Also ist ker(¢™) ein maximales Linksideal. O

Beispiel 6.7. (a) Eine abelsche Gruppe G ist ein einfacher Z-Modul genau dann, wenn G
eine zyklische Gruppe ist, die keine echte Untergruppe besitzt, also wenn G = Z/pZ fir
eine Primzahl p.

(b) Der Z-Modul Z/127Z ist zyklisch, aber nicht einfach, denn die Elemente 2, 3,4, 6 erzeugen
echte Untermoduln.

(c) Jede einfache Darstellung (p, V') einer Gruppe G iiber K ist zyklisch, und fiir jedes Element
v e V\ {0} gilt Span{p(g)v: g€ G} =V.

Wir mochten nun die Struktur von Moduln analysieren, indem wir sie auf einfache Moduln
zuriickfithren. Im Fall von halbeinfachen Moduln ist es offensichtlich moglich, sich dabei auf
direkte Summen einfacher Moduln zu beschrinken. Allerdings méchte man auch allgemeine
Aussagen iiber Moduln treffen, die nicht halbeinfach sind. Insbesondere sind die Z-Moduln
Cpn = Z/p"Z mit p prim und n > 1 nicht halbeinfach, denn sie besitzen echte Untermoduln
Cov = Z/p*Z fiir k € {1,...,n — 1}. Andererseits sind sie nicht zerlegbar, denn fiir jede
Zerlegung Cpn = A @ B miissen A und B zyklische Gruppen, also A = Z/p*Z, B = Z/p'Z
mit p + ¢ = n. Dies widerspricht der Tatsache, dass Cp» nur eine Untergruppe der Ordnung
p enthilt, was aber auch fiir A und B gilt (vgl. auch das allgemeinere Argument in Beispie-
le (f)) Ausgehend von den Ergebnissen fiir Hauptidealringe, ist es naheliegend, Moduln zu
untersuchen, die sich als (endliche) aufsteigende Kette von Untermoduln ausdriicken lassen,
so dass die Quotienten aufeinanderfolgender Untermoduln einfach sind. Dies fithrt auf das
Konzept eines Moduls endlicher Lénge und der Kompositionsreihe.

6.2 Moduln endlicher Linge

Definition 6.8. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann heifit M Modul endlicher Léinge
iiber R, wenn es eine endliche Kette von Untermoduln

{0} =MycM,C...CM, =M
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gibt, so dass alle Quotientenmoduln M;/M;_; einfach sind. Eine solche Kette bezeichnet man
als Kompositionsreihe von M und die Moduln M;/M;_; als Subquotienten oder Kompositions-
faktoren. Die Lange ¢(M) des Moduls M ist die minimale Léinge n einer Kompositionsreihe
von M.

Allgemein nennt man eine endliche Kette von Untermoduln

{0}y =MycCcM,C...CM, =M
eine Filtrierung von M.

Beispiel 6.9. (a) Jede endliche direkte Summe einfacher Moduln ist ein Modul endlicher
Léange. Denn ist M = @?:1 N; mit einfachen R-Moduln Ny, ..., N, und setzt man M =
@le N;, so definiert dies eine Kompositionsreihe von M

ocMycMcC..cM,.CM,=M

(b) Der Z-Modul Ci5 = Z/127 ist nicht halbeinfach, aber ein Modul der Lénge drei. Die
Kompositionsreihen von C5 sind gegeben durch

{1} CC3CCsCC, {1} CCCCsCCh, {1} CC,CCyC (.

(c¢) Der Ring Z als Linksmodul iiber sich selbst ist kein Modul endlicher Lénge. In der Tat
folgt aus Beispiel [6.7(a), dass jeder Z-Modul endlicher Lénge endlich ist, da alle einfachen
Z-Moduln endlich sind.

(d) Ist R ein Hauptidealring und p € R ein Primelement, so ist M := R/p™R ein Modul der
Lénge n. In der Tat erhalten wir durch

M;:=p" ' R/p"R, j=0,...,n
eine Filtrierung von M mit
My/M;1 = (" RJ5"R)/ (5" R/p"R) = " R/p" 7' R = R/pR.

Fiir diese Rechnung verwenden wir einerseits die Noether-Sitze (Lemma und die
letzte Isomorphie folgt wie im Beweis des 3. Schritts im Beweis von Satz [5.14 Da R/pR
ein Korper ist, ist es insbesondere ein einfacher R-Modul und die angegebene Filtrierung
somit eine Kompositionsreihe.

Anhand von Beispiel [6.9) wird deutlich, dass es sich bei Moduln endlicher Lénge um eine
Verallgemeinerung endlich erzeugter halbeinfacher Moduln handelt, und da nicht jeder Modul
endlicher Léange halbeinfach ist, ist dies eine echte Verallgemeinerung.
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Aus den Beispielen ergibt sich auflerdem, das die Kompositionsreihen fiir einen Modul
keineswegs eindeutig sind. Allerdings haben in beiden Beispielen die verschiedenen Komposi-
tionsreihen stets die gleiche Léange, und im ersten Beispiel sind die Subquotienten eindeutig
bestimmt bis auf deren Reihenfolge.

Ebenso fallt auf, dass im zweiten Beispiel in allen drei Kompositionsreihen jeweils zweimal
der Subquotient

Cy =2 C12/Cs = Cs/Cs = Cy ) Cy

und einmal der Subquotient
Cs = (C12/Cy = C/Cy

auftritt. Analog konnte man zeigen, dass fiir den Z-Modul Z/nZ gerade die Moduln Z/pZ
fiir die Primteiler p von n als Subquotienten auftreten und zwar jeweils so oft wie p in der
Primfaktorzerlegung von n vorkommt. Dass dies Teil eines allgemeineren Musters ist, ist die
Aussage des Satzes von Jordan—Holder.

Satz 6.10. (Satz von Jordan—Holder)
(a) Ist M ein R-Modul endlicher Linge, so auch jeder Quotienten- und Untermodul von M,
und es gilt fiir jeden Untermodul N C M :

((M/N) + €(N) = ¢(M).

(b) Zwei Kompositionsreihen eines R-Moduls M haben die gleiche Linge und bis auf die
Reihenfolge isomorphe Subquotienten: Sind

{0}=MycC...CM,=M wund {0}=M,C...CM,=M

Kompositionsreihen, so ist k = n, und es treten, inklusive Vielfachheiten, die gleichen
Kompositionsfaktoren auf.

Beweis. (a) Sei {0} = My € M, C ... C M, = M eine Kompositionsreihe von M und
N C M ein Untermodul. Wir zeigen zunéchst, dass wir aus dieser Kompositionsreihe von M
Kompositionsreihen des Untermodul N C M und des Quotienten M /N konstruieren kénnen,

so dass die Summe derer Léngen gerade die Lénge der Kompositionsreihe von M ist.
_ Seidazum: M — M = M/N die kanonische Surjektion. Wir setzen N; = M; N N,
M; := 7(M;) und betrachten die Filtrierungen

{0y =MycM,C...C M,=MJ/N, {0}=NyCN, C...CN,=N.

Wir zeigen zunéchst, dass jeder Subquotient dieser Filtrierungen {0} oder einfach ist. Dazu
betrachten wir die R-Modulhomomorphismen

fi : Ni/N'—l - Mi/Mi—h [n]Ni—l = [n]Mi—l
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und die von der kanonischen Surjektion 7 : M — M /N induzierten R-Modulhomomorphismen
g Mi/Miy — Mi/M;—y,  [m]a,_, = [7(m)]e(ar, ).

Da M;/M;_; einfach ist, folgt mit Lemma , dass f; surjektiv oder 0 ist und g; injektiv
oder g; = 0 gilt. Aulerdem ist f; injektiv, denn aus f;([n]y,_,) = 0 mit n € N; folgt n €
M; 1N N; = N;_; und somit [n]y, , = 0. Es ist klar, dass g; surjektiv ist. Aulerdem gilt

ker(g;) = (M1 + N) N M;) /Mi—y = (M;_1 + N;)/M;_1 = im(f;)

und somit im(f;) = ker(g;).

Setzt man diese Aussagen zusammen, so erhélt man, dass entweder f; bijektiv ist und
gi = 0 oder f; = 0 und g; bijektiv ist. Im ersten Fall hat man M;/M; ; = {0} und N;/N;_; =
M;/M;_y, im zweiten M;/M;_; = M;/M;_, und N;/N;_; = {0}.

Wir entfernen nun aus der Filtrierung {0} = No C N; C ... C N,, = N alle Untermoduln
N; mit N;/N;_; = {0} und aus der Filtrierung {0} = My € M; C ... C M, = N alle
Untermoduln M, mit M/m = {0}. Damit haben wir Kompositionsreihen von N und
M = M/N konstruiert, deren Lingen zusammen gerade die Linge der Kompositionsreihe
von M ergeben. Damit folgt insbesondere, dass jeder Untermodul und Quotient eines Moduls
endlicher Lange ein Modul endlicher Linge ist.

(b) Wir beweisen nun, dass je zwei Kompositionsreihen eines Moduls die gleiche Lénge
haben. Die Beweisidee ist Induktion iiber die Lénge des Moduls. Existiert eine Komposi-
tionsreihe der Lénge null, so ist offensichtlich, dass auch alle weiteren Kompositionsreihen
Lénge null haben. Sei nun bereits gezeigt, dass fiir Moduln der Lange r < n folgt, dass alle
Kompositionsreihen des Moduls Léange r haben. Sei M ein Modul der Lénge n + 1 mit einer
Kompositionsreihe

{0}=MycMyC...CMyy=M ud {0}=M,cM C...CM,=M

eine weitere Kompositionsreihe von M. Dann erhélt man durch Faktorisierung nach dem
Untermodul M; # {0} zwei Kompositionsreihen des Moduls M/M;. Nach dem ersten Be-
weisschritt haben diese Lange n und k — 1, denn {0} C M, ist eine Kompositionsreihe des
Moduls M; der Léange eins. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt nun n = k£ — 1 und somit
haben die zwei betrachteten Kompositionsreihen die gleiche Lénge.

(c) Wir beweisen die Eindeutigkeit der Subquotienten bis auf deren Reihenfolge und Iso-
morphie. Dazu betrachten wir die folgende Situation: Ist N C M ein einfacher Untermodul
und {0} = My C M; C ... C M, = M eine beliebige Kompositionsreihe eines Moduls M,
so ist fiir jeden Untermodul M; der Modul N; = N N M; ein Untermodul von N und daher
NN M; ={0} oder NN M; = N. Also existiert genau ein ¢ € {1,...,n} mit N N M,;_, = {0}
und N N M; = N. Es folgt N = M;/M; 1, und nach (a) ist

{0} cn(My) C...C7(M-y) C7(Miy1) C ... C 7(M,) = M/N
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mit der kanonischen Surjektion 7 : M — M /N eine Kompositionsreihe des Moduls M /N.

Die Eindeutigkeit der Subquotienten folgt mit vollstdndiger Induktion iiber die Lénge des
Moduls. Fiir £(M) = 1 ist sie offensichtlich. Sei die Aussage nun bereits bewiesen fiir Moduln
der Lange ¢(M) < mn — 1. Sei M ein Modul der Lange ¢(M) = n und

{0}c M, C...Cc M, =M, {0}cM,Cc...CcM, =M (31)

zwei Kompositionsreihen von M. Dann ist M; C M ein einfacher Untermodul von M und
somit existiert genan e eini € {1,...,n} mit MyNM,_ , ={0}, MyNn M= M, (also My C M)
und somit M]/M/!_; = M, bzw. ]\/[ My + M]_,. Durch Quotientenbildung erhélt man nun
zwel Kompositionsre1hen

und
{0} cn(M7) C...C (M) Cm(M)C...Cn(M))=M/M,

wobei m: M — M /M, die kanonische Surjektion bezeichnet.
Nach Induktionsvoraussetzung stimmen die auftretenden Kompositionsfaktoren

(M /My)/(M;/My) = Mja /M, j=1,...,n—1,
bis auf ihre Reihenfolge genau mit den folgenden Kompositionsfaktoren iiberein:
(M) /(M) & (M -+ M/MR), (O M0)/M) S My /M, 055 <=2

(M +>/7r<M'~>%< M, /M) (M/My) = MY, /M it1<j<n—1
(M) 7(MLy) & (Mo /M) (MLy + Mi)/M:) 2 My /(i + ML) % My /M.

1%

Hieraus folgt, dass die Kompositionsfaktoren der Kompositionsreihen in bis auf die Rei-
henfolge die gleichen sind. Die Aussage ist damit bewiesen fiir Moduln der Lénge
(M) <n. O

Aus dem Satz von Jordan—Holder lassen sich insbesondere Aussagen iiber Ringe gewinnen,
die als Linksmodul iiber sich selbst ein Modul endlicher Lénge sind. In diesem Fall folgt insbe-
sondere, dass jeder einfache R-Modul als Quotient in einer Kompositionsreihe von R auftritt.
Beziiglich der Kompositionsreihen spielt R als Modul iiber sich selbst also eine &hnliche Rolle
wie die reguldre Darstellung einer endlichen Gruppe G: Jeder einfache Modul tritt als Sub-
quotient in dieser Kompositionsreihe auf, genau wie jede einfache Darstellung einer endlichen
Gruppe G in der reguldren Darstellung enthalten ist (Satz .

Korollar 6.11. Sei R ein Ring, der als Linksmodul tiber sich selbst endliche Léinge hat. Dann
tritt jeder einfache R-Modul in jeder Kompositionsreihe von R als Subquotient auf.
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Beweis. Sei M ein einfacher R-Modul. Dann ist nach Lemmal6.6| jedes Element m € M \ {0}
ein Erzeuger von M, und wir erhalten einen surjektiven R-Modulhomomorphismus

Om:R— M, rw—rm,
also M = R/a fiir a := ker(¢,,) (Lemma [4.17)). Ist
{0}=ayC...Ca,=a

eine Kompositionsreihe (deren Existenz folgt aus dem Satz von Jordan-Holder), so ist {0} =
ap C ... C a C R eine Kompositionsreihe von R und nach Satz tritt der Subquotient
M = R/a somit in jeder Kompositionsreihe von R als Subquotient auf. O

Beispiel 6.12. (Matrizenringe) Sei K ein Koérper und R := M,,(K) der Ring der n x n-
Matrizen iiber K. Fiir jedes & < n, erhalten wir ein Linksideal

ag ;= {A = (aij): ] >k = (VZ) Qa5 = O}

Die Elemente von a, sind also Matrizen der Gestalt

apr aip o a0 0
az Qg -+ ag 0 0
A=1 . .
anl CLTLQ .. a’nk O .« .. O

Dann ist
{0}CayyCayC---a,=R

und die Moduln a;4/a; sind jeweils isomorph zum Modpl K™ der Spaltenvektoren mit A.x =
Ax (Matrixprodukt). Da diese Moduln einfach sind (Ubung), bilden die a; eine Komposi-
tionsreihe des Linksmoduls M, (K) tiber sich selbst. Der Modul hat also insbesondere die

Lénge n.

Insbesondere kann man den Satz von Jordan—Holder dazu benutzen, um in bestimm-
ten Spezialfillen eine Aussage iiber die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher R-Moduln
zu gewinnen. Dazu betrachtet man Ringe wie etwa den Gruppenring R = K[G| oder den
Endomorphismenring R = Endg (V) eines K-Vektorraums, die einen Korper K als Teilring
enthalten. In diesem Fall ist jeder R-Modul auch ein Vektorraum iiber K. Insbesondere gilt
das fiir den Ring R als Linksmodul iiber sich selbst und fiir jeden Subquotienten in seiner
Kompositionsreihe. Die Dimension von R ist dann die Summe der Dimensionen der Subquo-
tienten, und man erhilt eine Beziehung zwischen der Linge einer Kompositionsreihe und der
Dimension von R.
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Korollar 6.13. Sei R ein Ring, der einen Korper K als unitalen Unterring enthdlt. Dann ist
R ein Vektorraum iber K. Ist R endlichdimensional, so gibt es maximal dimg (R) verschiedene
Isomorphieklassen von einfachen R-Moduln.

Beweis. Ist K ein Unterring von R, so ist jeder R-Modul M auch ein Vektorraum iiber K.
Insbesondere gilt dies fiir R als Linksmodul iiber sich selbst. Da dieser nach Voraussetzung
ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K ist, folgt aulerdem, dass R ein Modul endlicher
Lénge ist. Denn jedes Ideal a C R ist ein Untervektorraum von R und aus a C a’ folgt
dimg (a’) > dimg(a). Jede Filtrierung durch Linksideale ist also in einer maximalen Filtrierung
enthalten und diese ist eine Kompositionsreihe. Nun tritt nach Korollar jeder einfache
R-Modul M als ein Subquotient in einer Kompositionsreihe {0} = Ry C ... C R, = R von R

auf und es folgt:
dlmK(R) = dlmK M1 + dlmK(Mg/Ml) + ...+ dimK<R/Mk_1) 2 k.

Also kann es maximal dimg(R) Isomorphieklassen einfacher R-Moduln geben. O

6.3 Halbeinfache Moduln

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Struktur halbeinfacher Moduln, also von Moduln, die
direkte Summen einfacher Moduln sind. Das Ziel ist eine Verallgemeinerung der Resultate,
die in Kapitel |3 fiir die endlichdimensionalen halbeinfachen Darstellungen endlicher Grup-
pen erzielt wurden. Dazu miissen wir uns zunéchst noch genauer mit den Eigenschaften der
Untermoduln halbeinfacher Moduln befassen.

Satz 6.14. Seir R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sind dquivalent:
(i) M st halbeinfach.
(ii) M ist die (nicht-notwendigerweise direkte) Summe einfacher Untermoduln.

(iii) Jeder Untermodul N C M besitzt ein Komplement, d.h. es existiert ein Untermodul
N Cc M mit M =N@&N".

Beweis. Offensichtlich gilt (i) = (ii). Wir zeigen (ii) = (iii) und (iii) = (i).

(i) = (iii): Sei M Summe einfacher Moduln und N C M ein Untermodul. Wir betrachten
die Menge M aller Mengen einfacher Untermoduln, deren Summe N nur in der 0 schneidet.
Wir ordnen sie durch Inklusion. Dann hat jede Kette in M eine obere Schranke (ihre Ver-
einigung), und das Zornsche Lemma liefert ein maximales Element {V;: i € I} von M. Sei
N':=>..; Vi. Wir haben zu zeigen, dass N’ ein Modulkomplement von N ist. Zunéchst ist
NN N'"={0} und es bleibt N + N = M zu zeigen.

Ist dies nicht der Fall, so existiert wegen (ii) ein einfacher Untermodul W C M, der nicht
in N+ N’ enthalten ist und damit (wegen der Einfachheit von W) W N (N + N’) = {0} erfiillt.
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Also ist die Summe N + N'+W = N & N' @ W direkt. Wegen der Maximalitdt von N’ ist
(N"+W)N N # {0}, im Widerspruch zur Direktheit der Summe. Also ist M = N + N'.

(iii) = (i): (a) Wir zeigen zuerst, dass sich die Eigenschaft (iii) auf Untermoduln vererbt.
Dazu nehmen wir an, dass M (iii) erfiillt und N C M ein Untermodul ist. Ist nun U C N ein
Untermodul und U’ € M dazu ein Modulkomplement, so folgt aus M = U U und U C N
schon N =U & (U' N N).

(b) Jetzt zeigen wir, dass jeder Modul W, der die Bedingung (iii) erfiillt, einen einfachen
Untermodul enthélt. Dazu sei 0 # w € W und W = (w)r @ W’'. Da auch (w)g nach (a)
die Bedingung (iii) erfiillt, diirfen wir W = (w)r annehmen. Wir betrachten die Menge M
aller Untermoduln U C W, die w nicht enthalten und ordnen M durch Mengeninklusion.
Man sieht nun leicht ein, dass jede Kette in M eine obere Schranke hat (ihre Vereinigung), so
dass die Existenz eines maximalen Elements U € M aus dem Zornschen Lemma folgt. Nach
Voraussetzung existiert ein komplementérer Untermodul U’ zu U in W. Ist nun {0} # U] C U’
ein Untermodul, so folgt aus der Maximalitdt von U, dass w € U + U7 ist. Aus W = (w)r
folgt daher W = U + Uj, also U} = U’, da W =2 U @ U’. Hieraus folgt, dass U’ einfach ist.

(c) Jetzt zeigen wir, dass (i) aus (iii) folgt. Hierzu betrachten wir die Menge M aller
Mengen einfacher Untermoduln, deren Summe direkt ist. Wir ordnen die Menge M durch
Inklusion. Dann hat jede Kette eine obere Schranke (ihre Vereinigung), und das Zornsche
Lemma liefert ein maximales Element {V;: i € I} von M. Sei W = .., Vi = @, Vi.
Wir haben W = M zu zeigen. Sei hierzu M = W & W’ fiir ein Modulkomplement W”’. Ist
W' # {0}, so existiert wegen (a) ein einfacher Untermodul U C W’. Also ist die Summe
U+ >, Vi direkt, im Widerspruch zur Maximalitdt der Familie {V;: i € I'}. Wir erhalten
daher (i). O

Korollar 6.15. Jeder Untermodul und jeder Quotient eines halbeinfachen Moduls ist halb-
einfach.

Beweis. Unter (a) im Beweis von Satz [6.14] (iii)= (ii) haben wir bereits gesehen, dass sich
Halbeinfachheit auf Untermoduln vererbt.

Ist U C M ein Untermodul, so existiert nach Satz[6.14]ein Komplement U’ mit M = UaU’.
Daraus folgt M /U = U’, und nach dem ersten Beweisschritt ist U’ halbeinfach. O

Man kann einen halbeinfachen Modul M beschreiben, indem man eine Menge einfacher
Untermoduln von M betrachtet, die zusammen den Modul M erzeugen. Da es dabei auch nicht
zueinander isomorphe einfache Untermoduln geben kann, stellt sich allerdings die Frage, ob
man so bis auf Isomorphie alle einfachen Untermoduln von M erfasst hat, oder ob es weitere
einfache Untermoduln oder einfache Quotienten beziiglich Untermoduln gibt, die in dieser
Sammlung von erzeugenden Untermoduln nicht auftreten. Dass dies nicht der Fall ist, zeigt
das folgende Lemma.

Lemma 6.16. Sei M ein halbeinfacher R-Modul und (L;);c; eine Familie einfacher Unter-

moduln mit M = Y. . L;. Dann existiert zu jedem einfachen Untermodul L C M ein i mit
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L = L; und zu jedem Untermodul N C M, fir den der Quotient M /N einfach ist, ein j € I
mit M/N = L,

Beweis. (a) Sei N C M ein Untermodul von M und M /N einfach sowie 7 : M — M/N die
kanonische Surjektion. Dann existiert mindestens ein ¢ € I mit 7(L;) # {0}. Die Abbildung
7|, Li = M/N ist ein R-Modulhomomorphismus zwischen einfachen Moduln und wegen
7(L;) # {0} nach dem ersten Schurschen Lemma [6.3| ein Isomorphismus.

(b) Seinun L C M ein einfacher Untermodul. Da M halbeinfach ist, gibt es nach Satz
einen Untermodul ' € M mit M = L@ L'. Also ist M /L' = L einfach, und nach (a) existiert
ein i € [ mit L= M/L' = L, O

Dieses Ergebnis suggeriert, dass es sinnvoll ist, habeinfache Moduln {iber einem Ring R
durch ihre einfachen Untermoduln zu charakterisieren. Wie im Fall der Klassifikation von
Darstellungen interessiert man sich dabei fiir die einfachen Moduln jeweils nur bis auf Iso-
morphie. Daher betrachtet man die Summe seiner einfachen R-Moduln einer bestimmten
Isomorphieklasse. Dies fiihrt auf das Konzept der isotypischen Komponenten.

Definition 6.17. Sei R ein Ring. Wir schreiben
R = {[L]: L einfacher R-Modul }

fiir die Menge der Aquivalenzklassen einfacher R-Moduln.
Sei M ein R-Modul. Fiir jeden einfachen R-Modul L ist die isotyische Komponente von
M vom Typ L definiert als die Summe

M = Z U.

UCM Untermodul UL,

Da dieser Untermodul nur von der Aquivalenzklasse [L] von L abhingt, setzen wir auch
M) := M¢.

Der Sockel von M ist die Summe aller einfachen Untermoduln von M

Soc(M) = Z U.

U C M einfacherUntermodul
Satz 6.18. (Isotypische Zerlegung des Sockels)

(a) Der Sockel eines R-Moduls M ist der grofite halbeinfache Untermodul von M in dem
Sinne, dass er jeden halbeinfachen Untermodul enthdlt. Insbesondere ist M halbeinfach
genau dann, wenn M = Soc(M).

(b) Soc(M) = Dyyyer M-
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Beweis. (a) Nach Satz ist der Sockel von M ein halbeinfacher Untermodul von M. Ist
N C M ein weiterer halbeinfacher Untermodul von M, so ist N die Summe seiner einfachen
Untermoduln F'. Da alle solche Untermoduln F' im Sockel enthalten sind, ist N C Soc(M).

(b) Als halbeinfacher Modul ist Soc(M) nach Satz die Summe einfacher Untermoduln.
Also gilt Soc(M) = 3 ez M- Zu zeigen ist, dass diese Summe direkt ist, also

M[L] N ( Z M[L/]> = {O} fir alle [L] S /R
[L1#([L]

Ist dies nicht der Fall, so existiert ein [L] mit

U:= M[L] N ( Z M[L’]) 7§ {0}
(L'JAIL]

Dann ist auch der Modul U als Untermodul des halbeinfachen Moduls M halbeinfach und
enthélt daher einen einfachen Untermodul N. Dies impliziert N C Mz;, und mit Lemmal6.16]
folgt N = L. Andererseits ist N C Z[L,] ) Mz, und mit Lemma folgt N = L’ fiir ein
[L'] # [L]. Dies ist ein Widerspruch. O

Beispiel 6.19. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem algebraisch abgeschlos-
senen Korper K und ¢ € Endg (V). Wir betrachten V' als Modul des Rings R := K[X] mit
X.v = ¢(v) (Aufgabe 4.11]). Die Untermoduln von V' sind dann genau die @p-invarianten Un-
terrdume W C V. Ist W # {0}, so besitzt ¢|y einen Eigenvektor. Die einfachen Untermoduln
sind also eindimensional und erzeugt von einem Eigenvektor. Daher ist der Sockel Soc(V') der
Unterraum, der von den Eigenvektoren von ¢ aufgespannt wird.

Die isotypische Zerlegung charakterisiert halbeinfache Moduln vollstéindig durch einfache
Untermoduln. Insbesondere erhalten wir daraus die Folgerung, dass jeder endlich erzeugte
halbeinfache Modul ein Modul endlicher Lénge ist, sowie eine explizite Beschreibung halbein-
facher Moduln endlicher Lange.

Korollar 6.20. Fir einen halbeinfachen R-Modul M sind dquivalent:
(a) M ist ein Modul endlicher Linge.
(b) M ist endlich erzeugt.

(c) M = @;:1 L

;1 wobet die Moduln L; einfach und paarweise nicht isomorph sind sowie
n; € No.

Beweis. (a) = (b): Sei My ={0} C M; C ... C M, = M eine Kompositionsreihe von M und
m; € M;\ M;_ fiiri = 1,...,n. Wir zeigen durch Induktion nach k, dass My, = (mq,...,my)r
gilt. Fir k = 0 ist das klar. Gilt es fiir ein k < n, so ist N := (my,...,mpr1)r C My ein
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Untermodul, der My, echt enthdlt. Da My /My, einfach ist, folgt N = My ;. Fiir k = n sehen
wir, dass M endlich erzeugt ist.

(b) = (c): Ist M = @,.; L; mit einfachen Moduln L;, so ist jedes Element m eines
Erzeugendensystems von M eine endliche Summe m = ¢;, + ... +¥¢; mit ¢;, € L;, . Da ein
endliches Erzeugendensystem existiert, muss es somit eine endliche Teilmenge J C I geben mit
M = @,.; L; und damit auch I = J. Fassen wir jeweils isomorphe Summanden zusammen,
so erhalten wir eine Zerlegung wie unter (c).

(¢) = (a) folgt aus Beispiel [6.9(a). O

Als eine weitere wichtige Konsequenz von Satz [6.18] erhalten wir eine Verallgemeinerung
des zweiten Schurschen Lemmas fiir Moduln. Nach dem ersten Schurschen Lemma ist der
Endomorphismenring eines einfachen Moduls ein Schiefkérper. Der Satz iiber die isotypische
Zerlegung erlaubt es uns, jetzt auch explizit die Endomorphismenringe halbeinfacher Moduln
endlicher Linge zu bestimmen.

Satz 6.21. Sei M ein halbeinfacher Modul endlicher Linge tiber einem Ring R und M =
D._, L™ seine isotypische Zerlegung sowie D; := Endg(L;). Dann ist

eine endliche direkte Summe von Matrizringen tber Schiefkorpern.
Beweis. Da nach Lemma [6.3| Hompg(L;, L;) = {0} fir ¢ # j gilt, folgt
Homp(L™, L") 2 Homp(L;, L;))™™ = {0} fir i # j.
Also ist
Endg(M) = @5 Homp (L™, L) = @5 Endp(L]")
i=1

ij=1

%Mml (EndR(Ll)) D...D Mmr(EndR(LT))

(vgl. Bemerkung [2.5]), und nach Lemma sind die Endomorphismenringe ID; = Endg(L;)
Schiefkorper. O

Wir mochten uns nun noch detaillierter mit den Endomorphismen halbeinfacher R-Moduln
M beschiftigen, die mit allen R-Modulendomorphismen kommutieren. Es wird sich zeigen,
dass diese ein sehr niitzliches Hilfsmittel zur Klassifizierung von halbeinfachen Moduln dar-
stellen.
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Beispiel 6.22. Fiir jeden R-Modul M bilden die R-Modulendomorphismen von M mit der
punktweisen Addition und der Verkettung einen Ring, der als Endomorphismenring des R-
Moduls M und mit R}, := Endg(M) bezeichnet wird. Die abelsche Gruppe M ist dann auch
ein Modul iiber dem Ring R, mit Strukturabbildung

p: Ry x M — M, ulp,m)=pm=p(m).

Die Modulendomorphismen des R';-Moduls M bilden wieder einen Ring R}, := Endgna(ry(M)
(Aufgabe [6.1]). Per Definition enthélt dieser den Ring

Ry = {¢r: 7 € R}, or(m) = r.m,

denn fiir jeden R-Modulhomomorphismus ¢ : M — M ist ¢(r.m) = r.@(m). Da R}, ein
Unterring von End(M) ist, ist die Abbildung ® : R — R,,r — ¢, ein Ringhomomorphis-
mus. Dieser spielt eine wichtige Rolle, und wir werden ihn in Abschnitt noch genauer
untersuchen.

Dabei stellte sich insbesondere die Frage nach der Injektivitdt und Surjektivitdt von .
Diese Fragen werden wir nun unter geeigneten Voraussetzungen beantworten. Um uns mit
diesen Strukturen vertraut zu machen, betrachten wir zunéchst einige Beispiele.

Beispiele 6.23. (a) Sei R = K ein Korper und {0} # V ein K-Vektorraum positiver Dimen-
sion. Dann ist der Ringhomomorphismus ® : K — Ky, = Endgna, (v)(V), A = Aidy offen-
sichtlich injektiv. Der Ring KY, ist der Ring der Gruppenhomomorphismen V' — V' die
mit allen Vektorraumendomorphismen V' — V' kommutieren. Insbesondere miissen solche
Gruppenhomomorphismen K-linear sein, denn Endg (V') enthilt alle Skalarmultiplikatio-
nen Kidy. Ein Vektorraumendomorphismus, der mit allen Vektorraumendomorphismen
V' — V kommutiert, ist notwendigerweise ein Vielfaches der Identitdt (Aufgabe [6.3]) und
somit ist ¢ auch surjektiv. d.h. Ky = KY,.

(b) Allgemein gilt fiir einen kommutativen Ring R und einen R-Modul M die Beziehung
Ry C Ry, = Endg(M). Also ist fiir kommutative Ringe R der Ring der R}, ein Unterring
von R,. Wir haben dann

v = Z(Ry) = {¢ € Endg(M): (Vi € Endr(M)) ¢t = ¢}
und insbesondere ist R}, auch kommutativ.

(c) Ist R ein Schiefkérper und M # {0}, so ist ® : R — R’ injektiv, denn {0} ist das einzige
echte Ideal von R. Wir werden spéter zeigen, dass ® in diesem Fall auch surjektiv, also
ein Isomorphismus ist (Satz [6.33)).

(d) Fur Z als Linksmodul iiber sich selbst ist der Ringhomomorphismus ® sowohl surjektiv
als auch injektiv, denn jeder Endomorphismus ¢ : Z — Z ist durch (1) eindeutig
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bestimmt. Ist (1) = n € Z, so folgt ¥(z) = n - z fir alle z € Z. Wir haben also einen
Ringisomorphismus
End(Z) = (Z,+, ).

(e) Fir R = Z und M = Z/nZ ist der Ringhomomorphismus ® : Z — End(M) nicht
injektiv, denn ¢, : Z/nZ — Z/nZ, Z — n.Z = m.z = 0 ist die Nullabbildung. Allerdings
ist ® surjektiv, denn jeder Gruppenendomorphismus Z/nZ — Z/nZ ist von der Form
Op 1 LINL — LINZL, Z — 1r.Z =T - z:

End(Z/nZ) = (Z/nZ,+,-).

Allgemein gilt ja fiir jeden unitalen kommutativen Ring Endg(R) = R (Beispiel [4.8).

Offensichtlich spiegeln sich in dem Ringhomomorphismus ¢ : R — R}, r — ¢, wichtige
Eigenschaften des Rings R und des Moduls M wieder. Insbesondere suggeriert das erste
Beispiel, dass die Surjektivitdt von ® etwas mit der Frage zu tun haben kénnte, ob der Modul
M halbeinfach ist. Wir werden nun fiir halbeinfache Moduln iiber beliebigen Ringen zeigen,
dass R) in einem gewissen Sinn dicht in R, ist.

Theorem 6.24. (Dichtesatz von Jacobson) Sei M ein halbeinfacher Modul des unitalen
Rings R. Dann existiert zu jedem v € R}, und zu endlich vielen my,...,m, € M stets
einr € R mit (m;) =r.m; firalei=1,... n.

Beweis. (a) Sei zunédchst n = 1. Dann ist fiir jedes m € M der Modul R.m ein Untermodul
des halbeinfachen Moduls M und besitzt nach Satz ein Komplement. Es existiert also
ein Untermodul N C M mit M = Rm & N. Sei py: M — M, (a,b) — (a,0) die Projektion
auf den ersten Summanden. Dann ist p; ein Endomorphismus von R-Moduln und kommutiert
somit mit jedem ¢ € RY,. Also folgt 1»(m) = 1 o p1(m) = p; o ¥(m) € R.m. Somit existiert
ein r € R mit ¢)(m) = r.m.

(b) Fiir n > 1 und vorgegebene my,...,m, € M, ¢ € R}, betrachten wir die n-fache
direkte Summe M" = M®" den R-Modulhomomorphismus

W = (.. ) MO s MET
und das Element m = (my, ..., m,). Dann ist
" = diag(V, ..., ¥) € My(Enda(M)) = Endp(M") = (Rysn)".

Da M ein halbeinfacher R-Modul ist, ist auch die direkte Summe M®" wieder ein halbeinfa-
cher R-Modul (Satz|6.14]), und die Aussage folgt dann mit dem ersten Teil des Beweises. [

Der Dichtesatz von Jacobson besagt also, dass fiir halbeinfache Moduln M Endomor-
phismen v : M — M, die mit allen R-Modulhomomorphismen kommutieren, sich auf ei-
ner beliebigen Anzahl vorgegebener Punkte durch einen R-Modulhomomorphismus der Form
@ : m— r.m darstellen lassen. Ist der Endg(M)-Modul M endlich erzeugt, so bestimmt dies
1 eindeutig, und wir erhalten das folgende Korollar:

125



Korollar 6.25. Sei M ein halbeinfacher R-Modul, so dass M als R};-Modul endlich erzeugt
ist. Dann ist Ry = RY;.

Beweis. Seien my,...,m, Erzeuger des R),-Moduls M. Dann existiert zu jedem ¢ € R,
nach dem Dichtesatz von Jacobson ein r € R mit ¢(m;) =r.m;,i=1,...,n. Damy,...,m,
ein Erzeugendensystem bzgl. R, ist, folgt ©» = ¢, € Ry, da ker(¢) — ¢,) ein Untermodul
ist. O

Als ein weiteres Korollar aus dem Satz von Jacobson erhalten wir den Satz von Wed-
derburn. Dieser ergibt sich, wenn wir Unterringe des Endomorphismenring eines Vektorraums
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper betrachten, so dass der Vektorraum als Modul
iiber dem Unterring einfach ist.

Korollar 6.26. (Satz von Wedderburn) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, V
ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und R C Endg(V) ein Unterring, so dass V' ein
einfacher R-Modul ist. Dann gilt R = Endg (V).

Beweis. Nach dem zweiten Schurschen Lemma (Korollar [6.4)) gilt R}, = Endg(V) = K1 =K,
SO dass Korollar 6.25 wegen
dimg V' < oo anwendbar ist. Wir erhalten daher R = Ry = R, = Endg (V). O

Bemerkung 6.27. In der Sprache der linearen Algebra besagt der Satz von Wedderburn das
Folgende: Ist R C Endg (V) ein Unterring des Rings der linearen Abbildungen V' — V und
existiert zu jedem Vektor v € V' \ {0} und w € V ein ¢ € R mit w = ¢(v), so muss R der
ganze Endomorphismenring Endg (V') sein.

Bemerkung 6.28. Sei M ein halbeinfacher R-Modul und M = @_, L" seine isotypische
Zerlegung sowie D; := Endg(L;). Wir haben in Satz gesehen, dass

Ry = Endp(M) = @5 M, (D).
=1

Da R/, insbesondere die Projektionen auf die isotypischen Komponenten enthélt, bildet R,

ebenfalls die isotypischen Komponenten Mz,; = L;* alle in sich ab. Wir erhalten so

Ry = @) M., ().

=1

wobei M, (ID;)" fiir den Kommutanten von M,, (D;) in End(L]"") = M,,.(End(L;)) steht. Da
jede Matrix, die mit M,,,(Z) vertauscht, von der Gestalt A-1 ist (Aufgabe|6.14]), erhalten wir

My, (D;) = I, = Endp, (L;).
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Ist L; ein endlich erzeugter D;-Modul, so folgt aus Korollar Rp, = R] =D} und damit

T
/!
=1

Andrerseits ist dann auch M = @;_, L™ als R),-Modul endlich erzeugt und daher

Ry =R, = DR,
i=1
Ist die Darstellung von R auf M injektiv, so erhalten wir also eine direkte Zerlegung von R:

RgRMgéRL,

i=1

6.4 Strukturtheorie halbeinfacher Ringe

Wir mochten die Resultate iiber (halb)einfache Moduln nun insbesondere auf Ringe anwenden,
also Ringe betrachten, die (halb)einfach als Modul tiber sich selbst sind, und anschliessend
die Moduln iiber solchen Ringen klassifizieren. Dabei ist zu beachten, dass ein Ring sowohl
die Struktur eines R-Linksmoduls als auch eines R-Rechtsmoduls und eines (R, R)-Bimoduls
iiber sich selbst besitzt. Wenn wir von halbeinfachen oder einfachen Ringen sprechen, miissen
wir daher genau spezifizieren, auf welche dieser Modulstrukturen wir uns beziehen.

Definition 6.29. (a) Ein Ring R heifit links(halb)einfach, wenn er (halb)einfach als Linksmo-
dul iiber sich selbst ist und rechts(halb)einfach, wenn er (halb)einfach als Rechtsmodul iiber
sich selbst ist.

(b) Fir einen linkshalbeinfachen Ring verwenden wir auch die abkiirzende Bezeichnung
halbeinfacher Ring.

(c) Ein Ring R heifit einfach, wenn er halbeinfach ist und auer {0} und R keine zweisei-
tigen Ideale besitzt.

Bemerkung 6.30. Offensichtlich ist ein Ring linkseinfach (rechtseinfach), wenn er aufler {0}
und sich selbst keine Linksideale (Rechtsideale) besitzt. Ein linkseinfacher oder rechtseinfacher
Ring ist immer einfach, denn jedes zweiseitige Ideal ist ein Linksideal und ein Rechtsideal.
Die Umkehrung gilt aber nicht. Ein Ring, dessen einzige zweiseitige Ideale Null und er selbst
sind, muss nicht einmal halbeinfach sein, weswegen man dies in der Definition eines einfachen
Rings zusétzlich fordert (Matrixringe).

Beispiele 6.31. (a) Der Ring Z ist nicht halbeinfach.
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(b) Der Ring Z/nZ ist genau dann halbeinfach, wenn in der Primfaktorzerlegung von n jede
Primzahl maximal einmal auftritt, denn fiir n = pi"* - - - p*¢ mit paarweise verschiedenen
Primzahlen p; und m; € N folgt mit dem chinesischen Restsatz

ZInZ=Z|p\"L & ... B L/p<ZL

(als Isomorphie von Ringen), und der Z/nZ-Untermodul Z/p;'Z C Z/nZ ist genau dann
einfach wenn s; = 1 ist.

(¢) Der Ring M,,(K) der n x n-Matrizen mit Eintrigen in einem Korper K ist einfach, aber
fiir n > 1 nicht linkseinfach (siche Aufgabe 3)6.12]).

(d) Ist R ein Schiefkorper, dann ist R als Linksmodul (Rechtsmodul) iiber sich selbst links-
einfach (rechtseinfach). Denn ist U C R ein Linksideal (Rechtsideal), so existiert zu jedem
u € U \ {0} ein multiplikatives Inverses u™* € R mit u-u™' = ™' - u = 1. Also gilt
entweder U = {0} oder 1z € U, und letzeres impliziert r = r -1z = 1 - r € U fiir alle
r € R, also U = R.

(e) Ist G eine endliche Gruppe und charK t |G|, so ist der Gruppenring K[G] halbeinfach,
denn K[G] ist als Linksmodul iiber sich selbst durch die regulidre Darstellung von G gege-
ben, die sich nach dem Satz von Maschke|3.20|als direkte Summe einfacher Darstellungen
schreiben lasst.

Wir interessieren uns nun zunéchst dafiir, halbeinfache Ringe so weit wie moglich zu klas-
sifizieren und wollen anschlieBend die Moduln {iber solchen halbeinfachen Ringen betrachten.
Eine explizite Charakterisierung halbeinfacher Ringe erhélt man direkt aus den Ergebnissen
des letzten Abschnitts. Kombiniert man Satz [6.21) mit dem Satz iiber die isotypische Zerle-
gung, so findet man némlich, dass sich jeder halbeinfache Ring als Produkt von Matrixringen
iiber Schiefkérpern schreiben ldsst.

Satz 6.32. (Struktursatz von Wedderburn) Sei R ein halbeinfacher Ring mit 1. Dann exi-
stieren Schiefkorper K1, ..., K, und natirliche Zahlen mq,...,m, € N, so dass

R= M, (Ki)®...® M, (K,).

Die Paare (my, Ky), ...., (m,, K,) sind eindeutig bestimmt bis auf Permutationen. Genau
dann ist R kommutativ, wenn alle Schiefkorper K; Kéorper und alle m; = 1 sind, so dass R
eine direkte Summe endlich vieler Korper ist.

Beweis. Da R halbeinfach ist und als Linksmodul iiber sich selbst endlich erzeugt, ist R nach
Korollar[6.20ein Modul endlicher Léange als Linksmodul iiber sich selbst, und seine isotypische
Zerlegung ist von der Form R = @;_, L} mit L, einfach, L; 2 L; fiir ¢ # j und m; € N. Mit
Satz ergibt sich

Endz(R) & M,,, (Endg(Ly)) ® ... ® M,, (Endg(L,)),
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wobei die Endomorphismenringe Endg(L;) nach Lemma Schiefkorper sind.

In Beispiel haben wir gesehen, dass die Abbildung ¥ : R°® — Endg(R),r — p, mit
pr(r") =" -r fiir alle v € R ein Ringisomorphismus ist. Damit folgt Endz(R) = R°P, und wir
erhalten

R = (R°P)°P 2 (Endg(R))® = M,,,(Endg(L))® & ... ® M, (Endg(L,))°P
> My, (K1) @ ... 0 M, (K,),

wobei K; := Endg(L;)°® den Schiefkérper Endg(L;) mit der umgekehrten Multiplikation
bezeichnet. Der Ringisomorphismus wird durch die Transpositionsabbildung

T : My(K) — M,(K®), A= (a;)— A" = (a;)

induziert.

Hier ist m; die Vielfachheit des einfaches Linksideals L; in R, also eindeutig durch R
bestimmt, was ebenso fiir K; = Endg(L;)? gilt.

Der Ring M,,(K), K ein Schiefkorper, ist genau dann kommutativ, wenn n = 1 und K ein
Korper ist. Hieraus ergibt sich die letzte Behauptung. O

Nun widmen wir uns Moduln {iber halbeinfachen Ringen. Wir haben schon mehrfach gese-
hen, dass es einen Zusammenhang zwischen Untermoduln eines gegebenen R-Moduls M und
Linksidealen im Ring R gibt. Dies suggeriert, dass die Moduln iiber einem linkshalbeinfachen
Ring eine besonders einfache Form haben sollten, denn linkshalbeinfache Ringe lassen sich als
direkte Summe von Linksidealen ohne echte Unterideale schreiben. Tatséchlich findet man,
dass jeder Modul iber einem (links)halbeinfachen Ring halbeinfach ist.

Satz 6.33. Ist R ein halbeinfacher Ring, so ist jeder R-Modul halbeinfach.

Beweis. Jeder Modul iiber R ist Quotient eines freien Moduls, und jeder Quotient eines
halbeinfachen Moduls ist nach Satz halbeinfach. Es reicht also, zu zeigen, dass jeder freie
Modul iiber R halbeinfach ist. Da direkte Summen halbeinfacher Moduln halbeinfach sind,
folgt aus der Halbeinfachheit von R, dass auch R fiir jede Menge I halbeinfach ist. O

Dieses Ergebnis kann man wie folgt als Verallgemeinerung des Satzes von Maschke in-
terpretieren. Er ergibt sich aus Satz zusammen mit der Aussage, dass fiir eine endliche
Gruppe der Gruppenring K[G] halbeinfach ist sofern char K { |G|. Mit Hilfe von Satz
konnen wir insbesondere die Eigenschaften des Ringhomomorphismus ® : R — R}, r — ¢,
mit ,.(m) = r.m aus Beispiel untersuchen. Indem wir Satz mit dem Satz von
Jacobson bzw. Korollar kombinieren, erhalten wir insbesondere, dass dieser Ringhomo-
morphismus ein Isomorphismus ist, falls es sich bei R um einen Schiefkérper handelt.

Satz 6.34. Ist M # {0} ein Modul iber einem Schiefkorper R, so gilt:
(i) M is frei und halbeinfach.
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(ii) Der Ringhomomorphismus ® : R — R}, r +— @, mit p.(m) = r.m ein Isomorphismus.

Beweis. (i) Zunéachst enthéilt R auer {0} und R keine weitere Links- oder Rechstideale (Bei-
spiele[6.31](d)). Insbesondere ist R ein halbeinfacher Ring. Aus Satz folgt daher zunéchst,
dass jeder R-Modul M halbeinfach ist.

Ist N ein einfacher R-Modul, so ist N zyklisch, also von der Form R/a fiir ein echtes
Linksideal a. Aus a = {0} folgt nun N = R (als Linksmodul) und damit M = R fiir eine
Menge 1.

(ii) Offensichtlich ist ® injektiv, denn ® # 0, so dass ker ® kein invertierbares Element
enthdlt und daher ker @ = {0} ist.

Jetzt zeigen wir, dass M als R),-Modul zyklisch ist. Aus (i) wissen wir, dass M = RU)
gilt. Sind (e;);e; die zugehorigen Basiselemente, so erhalten wir durch R-lineare Fortsetzung
jeder Permutation o € S; ein Element ¢, € R}, mit ¢,(e;) = €,(;) fiir alle 7. Insbesondere ist
jedes Basiselement e;, zyklisch fir R),. Die Behauptung folgt nun aus Korollar (aus dem
Dichtesatz von Jacobsen). O

Wir méchten nun die Klassifikation von Moduln iiber halbeinfachen Ringen auf die Klas-
sifikation von Idealen in halbeinfachen Ringen zuriickfiihren. Dies kann man als eine Verallge-
meinerung von Korollar [3.54] ansehen, das besagt, dass iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper dessen Charakteristik nicht die Gruppenordnung teilt, jede endlichdimensionale
K-Darstellung (p, V') einer endlichen Gruppe G als Summand in der Zerlegung der reguléren
Darstellung auf K¢ mit Vielfachheit dimg (V') auftritt. Die reguliire Darstellung entspricht da-
bei offensichtlich dem Gruppenring K[G] als Linksmodul iiber sich selbst, und die einfachen
Darstellungen entsprechen einfachen K[G]-Moduln. Betrachtet man statt dem Gruppenring
K[G] einen halbeinfachen Ring R, so wiirde die entsprechende Aussage lauten, dass jeder ein-
fache R-Modul als Summand in der Zerlegung von R als Linksmodul iiber sich selbst auftreten
muss. Allerdings ist in diesem fall das Konzept der Vielfachheit nicht so leicht zu fassen, da
wir auch unendliche Summen einfacher R-Moduln betrachten. Daher erscheint es sinnvoll,
hier stattdessen die Struktur der isotypische Zerlegung von R als Linksmodul iiber sich selbst
zu untersuchen.

Kombiniert man den Satz iiber die isotypische Zerlegung mit der Beobachtung, dass ein
Ring R als Linksmodul iiber sich selbst von seinem Einselement 1z erzeugt wird, so erhalt
man den folgenden Satz.

Satz 6.35. Sei R ein halbeinfacher unitaler Ring. Dann gilt:

(a) Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen einfacher R-Moduln

(b) Ist L ein einfacher R-Modul, so ist die isotypische Komponente Rj;) C R ein zweiseitiges
Ideal in R.

(¢) Wir haben eine direkte Summenzerlegung von unitalen Ringen:

R= @ Ry mit  RyyRypy={0}  fur [L] # [L],

[LleR
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wober die Ideale Ry Matrizringe tiber Schiefkorpern sind:

Ry = M, (Dr)  fir Dy := Endg(L).

Beweis. (a) Nach dem Satz iiber die isotypische Zerlegung haben wir die isotypische Zerlegung
R = @[L]E 7 Ryr). Insbesondere konnen wir das Einselement als Summe 1z = Z[L] er mit
er € Ry schreiben. Aus der Definition der direkten Summe folgt, dass e; # {0} nur fiir
endlich viele [L] gilt. Nun ist aber R = (1g) und daher treten nur endlich viele isotypische
Komponenten auf.

Andererseits ist jeder einfache R-Modul L ein Quotient von R, so dass Ry # {0} sein
muss, denn fiir [L'] # [L] ist Hompg (R, L) = {0}. Also ist die Menge R endlich.

(b) Die Rechtsmultiplikationen p,.(s) := sr auf R sind R-linear und lassen daher die isotypi-
schen Komponenten invariant (vgl. Bemerkung. Also sind die isotypischen Komponenten
Ry zweiseitige Ideale in R.

(c) Wir zeigen zunéchst, dass die Elemente ey, € Rz aus (a) multiplikative Einheiten in
Ry sind. Da die Ry zweiseitige Ideale sind, gilt fiir [L'] # [L] die Beziehung

Ry - Ry € Ry N Ry = {0}

Wir haben also fiir r € Ryp:

T:]_R'T:ZGL/-TzeL-T und T:T-IR:ZT-GL/:T-BL.
(L] (L]

Also ist jede isotypische Komponente Rz ein Ring mit Einselement e;,. Wegen Ryj- Rz = {0}
fir [L] # [L'] ist die Summenabbildung

@ R[L] — R, (TL)[L]GI:E — ZTL

[L]eR (L]

ein Isomorphismus unitaler Ringe. Alles weitere folgt aus dem Struktursatz von Wedder-

burn [6.26 O

Satz [6.33] bringt die Klassifikation einfacher Moduln iiber einem halbeinfachen Ring R
in Zusammenhang mit der Zerlegung des Rings als kartesisches Produkt von zweiseitigen
Idealen. Ist letztere bekannt, so erhélt man aus ihr unmittelbar alle einfachen Untermoduln.
Als eine weitere wichtige Konsequenz ergibt sich fiir jeden R-Modul M eine Charakterisierung
der isotypischen Komponenten durch die Summanden ey, in der direkten Summenzerlegung
der multiplikativen Einheit 1. Die Elemente e, sind zentrale Idempotente in R.

Korollar 6.36. Ist M ein Modul tiiber dem halbeinfachen Ring R mit isotypischer Zerlequng
M = @[L}eﬁz Mz und er € Ry das Einselement, so gilt so gilt M) = ep. M.
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Beweis. Sei p: R — End(M) gegeben durch p(r)m := r.m. Dann ist

idy = p(1r) = Y pler)

[L]eR

eine Darstellung von idy; als endliche Summe von Idempotenten p; := p(ey) mit prpr = 0

fir [L] # [L']. Also ist
M= p(M)=eL.M
(L]

(L]

eine direkte Summe abelscher Gruppen und die Projektion auf ey. M ist durch Anwenden von
ey, gegeben.
Wegen Hom (R, M) = {0} fiir [L] # [L'] ist Ryz). My = {0}, denn fiir jedes m € M
ist ¢m: R — M,r +— r.m eine R-lineare Abbildung. Daher ist e;. M = {0} fiir [L] # [L]
und hieraus ergibt sich
AﬁL]::1R.AﬂL]::eLhﬂﬁL]:reL.Af. ]

6.5 Anwendung: Fouriertransformation fiir endliche Gruppen

Wir behandeln nun eine interessante Anwendung der im letzten Abschnitt entwickelten Theo-
rie auf die Darstellungstheorie von Gruppen. Dazu erinnern wir zunéchst daran, dass jede
Darstellung (p, V') einer Gruppe G iiber einem Korper K einen Ringhomomorphismus

7 KIG] = Endg(V),  f=Y f9)d,— > f9)nlg)

geG geG

induziert (Korollar [3.35)). Hierbei ergab sich insbesondere die Frage, wann dieser Homomor-
phismus surjektiv bzw. injektiv ist. Die erste Frage lidsst sich zumindest fiir den Fall eines
algebraisch abgeschlossenen Korpers mit Hilfe des Satzes von Wedderburn (Korollar
leicht beantworten.

Satz 6.37. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und (p,V') eine irreduzible end-
lichdimensionale Darstellung einer Gruppe G iiber K. Dann ist der Ringhomomorphismus
p: K[G] — Endg (V) surjektiv.

Beweis. Offensichtlich ist das Bild R := im(p) C Endg(V) ein Unterring des Endomorphis-
menrings. Der endlichdimensionale K-Vektorraum V ist ein einfacher R-Modul, da es sich um
eine einfache Darstellung handelt. Somit folgt mit dem Satz von Wedderburn (Korollar
die Identitat im(p) = Endg (V). O

Nun interessieren wir uns fiir den Kern dieses Ringhomomorphismus und untersuchen,
unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen dieser Ringhomomorphismus ein Isomorphismus
ist. Intuitiv ist es naheliegend, hier eine direkte Summe einfacher Darstellungen zu betrachten,
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in der jede einfache endlichdimensionale Darstellung genau einmal auftritt. So wird einerseits
sichergestellt, dass alle in den einfachen Darstellungen enthaltene Information iiber K[G|
erfasst wird, andererseits aber die Darstellung nicht unnotig kompliziert gewéhlt.

Satz 6.38. (Fouriertransformation fiir endliche Gruppen) Sei K ein Kdrper, G eine endliche
Gruppe mit char(K) 1 |G| und (p1, V1), ..., (pn, V) ein Reprasentantensystem der einfachen
endlichdimensionalen Darstellungen von G tber K. Dann erhalten wir einen Ringisomorphis-
mus

U = (ﬁl, e 7b\N) . K[G] — Enle(Vl) D...D EDdDN (VN> fUT’ ]D)z = Endg(\/;)
Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist D; = K fir alle i.

Beweis. Aus dem Satz von Maschke folgt, dass die regulére Darstellung von G halbeinfach ist
und somit K[G] ein halbeinfacher Ring ist. Mit Satz erhalten wir einen Isomorphismus

K[G] = M,,(K)) & ... ® M,, (Ky)

zu einer direkten Summe von Matrizenringen iiber Schiefkérpern K; = Endg(V;)? = D5P,
wobei s; die Vielfachheit von V; in K[G] ist. Aus Korollar folgt sofort, dass M;, (K;) C
ker p; fiir j # 4 gilt. Bis auf Isomorphie ist der Spaltenraum K" der einzige einfache Modul
von M, (K;) (Aufgabe [6.8)), so dass wir V; = K’ erhalten, wobei das Ideal M,,(K;) durch
Linksmultiplikation operiert. Hierbei besteht I; = Endg(V;) aus den Rechtsmultiplikationen
mit Elementen von K; (Nachweis!). Also ist D; = K* und p; bildet M, (K;) bijektiv auf
Endp, (K?*) = M, (K;) ab. Daher ist ¥ ein Isomorphismus.

Ist K algebraisch abgeschlossen, so folgt D; = Endg(V;) = K aus dem zweiten Schurschen
Lemma (Korollar (6.4)). O

Die Bezeichnung “Fouriertransformation” fiir den Ringisomorphismus in Satz[6.38]ist zwei-
fach gerechtfertigt. Zunéchst ist die Multiplikation im Gruppenring durch die Faltung von
Funktionen f: G — K gegeben, und die Ringmultiplikation in

ist die Komposition von Endomorphismen. Im Fall einer eindimensionalen Darstellung ent-
spricht diese Komposition gerade der Multiplikation von Elementen im Korper K. Die Bezie-
hung zwischen den zwei Ringmult@ﬁa‘cionen verallgemeinert also die von den Fouriertrans-
formationen bekannte Beziehung f g = ]/”\ g zwischen der Faltung zweier Funktionen und
der punktweisen Multiplikation ihrer Fouriertransformierten.

Der zweite Grund fiir diese Bezeichnung ist, dass sich die iibliche Fouriertransformierte
auch als Ringhomomorphismus zwischen einer Verallgemeinerung des Gruppenrings und dem
Endomorphismenring ihrer Darstellungsraume verstehen lasst.
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Beispiel 6.39. Wir betrachten die Gruppe G = T := {z € C : |z| = 1} mit der durch
die Multiplikation komplexer Zahlen gegebenen Gruppenmultiplikation. Da es sich um eine
abelsche Gruppe handelt, sind alle einfachen endlichdimensionalen komplexen Darstellungen
eindimensional und entsprechen somit Gruppenhomomorphismen T — GL;(C) = C*. Man
kann zeigen, dass die stetigen einfachen endlichdimensionalen komplexen Darstellungen genau
den Gruppenhomomorphismen p,, : T — C*, z + 2" fiir n € Z entsprechen.

Verallgemeinert man den Gruppenring, indem man stetige Funktionen f : T — C zulésst
und die endlichen Summen durch Integrale ersetzt, so ist die Darstellung einer stetigen Funk-
tion gegeben durch

w0 = [ 1@ ds= [ 1= [ e

Identifiziert man die Funktion f mit einer Z-periodischen Funktion g : R — C, g(z) = f(e*™®)

so sieht man, dass p,(g) gerade durch Multiplikation mit den Fourierkoeffizienten

1
Gn = / g(x)e%rinxdx
0

von g operiert. Die Verallgemeinerung des Ringisomorphismus aus Satz [6.38) ordnet einer
periodischen Funktion g : R — C mit g(x + 1) = g(x) fiir alle z € R, also gerade deren
Fourierkoeffizienten zu.

Aufgaben zu Kapitel []

Aufgabe 6.1. Sei M eine abelsche Gruppe. Fiir eine Teilmenge S C End(M) betrachten wir
den Kommutanten

§":={p € End(M): (V¢ € 5) ot = v},

Zeigen Sie fiir Teilmengen E, F' C End(M):

i) ECF & FCE.

(i) EC E".
(i) ECF=F CFE.
(iv) B/ = E".
(v) E = E" genau dann, wenn E = F’ fiir eine Teilmenge F' C End(M).
(vi) E’ ist ein Unterring von End(M).

Aufgabe 6.2. Geben Sie alle Kompositionsreihen des Z-Moduls Z/18Z an.
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Aufgabe 6.3. Sei V ein K-Vektorraum und ¢ € Endg (V) ein linearer Endomorphismus, der
mit allen 1) € Endg (V') vertauscht. Dann ist ¢ € Kidy.

Aufgabe 6.4. Beweisen Sie, dass der Z-Modul Z/nZ halbeinfach ist genau dann, wenn jeder
Primfaktor in einer Primfaktorzerlegung von n hochstens einmal auftritt, also n = py---pm,
mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; und m € N.

Aufgabe 6.5. Zeigen Sie, dass der Z-Modul Q weder einfache noch maximale Untermoduln
besitzt. (Erinnerung: Ein maximaler Untermodul eines R-Moduls M ist ein Untermodul N C
M, so dass kein Untermodul N’ C M mit N C N’ C M existiert.)

Aufgabe 6.6. Geben Sie einen Ring R, einen R-Modul M und einen Untermodul N C M
an, so dass N und M /N halbeinfach sind, aber M nicht.

Aufgabe 6.7. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem algebraisch abgeschlos-
senen Korper K und ¢ : V' — V eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass der zugehorige
K[X]-Modul V' genau dann halbeinfach ist, wenn ¢ diagonalisierbar ist. Gilt eine analoge
Aussage fiir Vektorrdume V iiber beliebigen Kérpern? Beweisen Sie dies, oder geben Sie ein
Gegenbeispiel an.

Aufgabe 6.8. Sei D ein Schiefkérper und M, (D) der Ring der (n x n)-Matrizen mit Ein-
tragen in D. Zeigen Sie, dass der Spaltenraum D" mit A.x = Ax (Matrixprodukt) ein einfacher
M, (D)-Modul ist und dass jeder einfache M, (DD)-Modul hierzu isomorph ist. Hinweis: Bei-

spiel [6.12]

Aufgabe 6.9. Sei R ein unitaler Ring und M ein R-Modul. Dann ist nach Vorlesung der
Annulator einer Teilmenge S C M

Ann(S)={r € R: r.s =0 fiir alle s € S}

ein Linksideal in R. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Ist M ein zyklischer R-Modul mit Erzeuger m € M, so gilt M = R/Ann(m).

(b) Ein zyklischer R-Modul M mit Erzeuger m € M ist einfach genau dann, wenn Ann(m)
ein maximales Linksideal in R ist.

(c) Ist a C R ein zweiseitiges Ideal in R, so gilt Ann(R/a) = a.

(d) Ist R kommutativ, so induziert die Abbildung a — R/a eine Bijektion zwischen der
Menge der maximalen Linksideale in R und den Isomorphieklassen einfacher R-Moduln.
Was kann man im Fall eines nichtkommutativen Rings sagen?

Aufgabe 6.10. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K und
¢V — V eine lineare Abbildung, die beziiglich einer bestimmten Basis von V' durch eine
obere Dreiecksmatrix gegeben ist. Geben Sie eine Kompositionsreihe fiir V' als K[X]-Modul
an.
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Aufgabe 6.11. Ist R ein Ring, der als Linksmodul {iber sich selbst halbeinfach ist und a C R
ein zweiseitiges Ideal in R, dann ist auch R/a ein halbeinfacher R-Modul.

Aufgabe 6.12. Zeigen Sie, dass der Ring M, (D) der (n x n)-Matrizen mit Eintrdgen aus
einem Schiefkérper ID einfach ist.

Aufgabe 6.13. Sei S ein Ring und R = M,,(S) der Ring der (n x n)-Matrizen mit Eintragen
in S (mit der iiblichen Matrixmultiplikation und Addition). Zeigen Sie:
(a) Ist M ein S-Modul, so ist M™ = M @ ... @ M mit der Strukturabbildung

—_———

nx

p:Rx M™— M"  u(A, (myg,...,my,)) = <Za1j.mj, . .,Zanj.mj>,
=1 =1

ein R-Modul, und fiir jeden S-Untermodul L C M ist L™ C M" ein R-Untermodul.
(b) Jeder R-Untermodul N C M™ ist von der Form N = L" fiir einen S-Untermodul L C M.
(c) Ist M ein einfacher S-Modul, so ist M™ ein einfacher R-Modul.

(d) Sind Ly, Ly zwei S-Moduln und ¢ : L1 — Ls ein S-Modulhomomorphismus, so ist die
Abbildung

UL LR (e 0) = (0(0), . o(6))

ein R-Modulhomomorphismus.
(e) Die Abbildung ¢ : Endg(L) — Endg(L"), ¢ — ¢" ist ein Ringhomomorphismus.

(f) Ist S ein Schiefkorper, so ist S™ (wobei S als Linksmodul iiber sich selbst betrachtet wird)
ein einfacher R-Modul.

Aufgabe 6.14. Sei R ein Ring mit Eins und X € M, (R) eine Matrix, die mit allen ganzzah-
ligen Matrizen Z € M,,(Z) C M,(R) vertauscht. Dann ist X = a -1 fiir ein a € R.

Aufgabe 6.15. Sei S ein Schiefkérper und R C M, (S) ein Unterring des Rings M, (S).
Zeigen Sie: Ist S™ ein halbeinfacher R-Modul (mit der R-Modulstruktur aus der vorherigen
Aufgabe), so ist R halbeinfach.

Aufgabe 6.16. Geben Sie einen Ring R und einen R-Modul M an, so dass M nicht einfach
ist, aber Endg(M) ein Schiefkorper ist.

Aufgabe 6.17. Ist I eine Indexmenge und R; ein Ring fiir alle ¢ € I, dann ist der Produktring
P :=[],c; Ri definiert durch punktweisen Addition und Multiplikation

()ier + (Yi)ier = (Ti + Yi)ier, ()ier - (Yi)ier = (i - Yi)ier-
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(a) Zeigen Sie: P ist ein Ring. Bestimmen Sie die neutralen Elemente der Multiplikation und
Addition.

(b) Sei nun K ein Kérper und S = K. Zeigen Sie: die Elemente s; = (z;)ieny mit x; = §;
erzeugen einfache Untermoduln von S als Linksmodul iiber sich selbst, und die Summe
der Untermoduln (s;)g C S ist direkt.

(c) Zeigen Sie, dass der Ring S nicht halbeinfach ist.

Aufgabe 6.18. Sei G eine endliche Gruppe und K ein Korper mit char(K) 1 |G|. Zeigen Sie,
dass dann der Gruppenring von der Form

K[G] & My, (Ky) & ... & M, (K,)

mit m; € N und Schiefkérpern K; ist. Driicken Sie die Zahlen m; und die Schiefkérper K;
durch darstellungstheoretische Gréflen aus. Was kénnen Sie iiber diese Grolen folgern, wenn
K algebraisch abgeschlossen ist?

Aufgabe 6.19. Zeigen Sie: Ist R ein einfacher Ring und L C R ein einfaches Linksideal, so
ist der Ringhomomorphismus

®: R — R} = Endgpa,)(L), r— ¢, mitp(l)=r-1
ein Ringisomorphismus.

Aufgabe 6.20. (Schiefkorper) Sei K ein Koérper mit charK # 2, 0: K — K,z +— T ein
involutorischer Koérperautomorphismus (o # id) und L := Fix(0). Zeigen Sie:

(a) L ist ein Unterkorper von K und dimy, K = 2. Hinweis: o lasst sich iiber L. diagonalisie-
ren.

(b) Der L-Untervektorraum
a —b
= : C
D: {(b a).a,bEK}_MQ(K)

ist eine 4-dimensionale L-Unteralgebra. Gilt a@ + bb # 0 fiir (a,b) # (0,0), so ist
D ein Schiefkorper. Ist K = C und o die komplexe Konjugation, so ist D = H der
Quaternionenschiefkirper.

(c) Ist ¢ € K\ L mit ( = —(, so ist a := ¢?> € K und K 2 LL[\/a]. Dann ist

(z+Cy)(x+Cy) =2 —ay® fix z,yel.
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Ist umgekehrt a € L kein Quadrat und K := L[\/a], so definiert
o(r + V/ay) := x — \/ay einen involutorischen Automorphismus von K. Damit D ein
Schiefkorper wird, bendtigt man die Bedingung

2+ y* —a(u®+0?) £0  fir  (z,y,u,v) # (0,0,0,0).
Warum ist diese Bedingung fiir D = H erfiillt?

Aufgabe 6.21. Seien Dy, ..., D, Schiefkorper und mq, ..., m, € N sowie
R = M,, (D).
i=1

Zeigen Sie, dass R ein halbeinfacher Ring ist und dass fiir jeden einfachen R-Modul L ein
i€ {l,...,r} existiert, so dass

L=D™ mit (A,...,4,)x=A4x,

wobei x € D™ ein Spaltenvektor ist. Hinweis: Aufgabe 9.7.

7 Kategorien und Funktoren

7.1 Kategorien, Funktoren und natiirliche Transformationen

Wie vielleicht schon im Verlauf dieser und friitherer Vorlesungen beobachtet, ergibt sich eine
gewisse Systematik in der Untersuchung algebraischer Strukturen. So folgt beispielsweise auf
die Definition eines Vektorraums direkt der Begriff der linearen Abbildung (Vektorraumho-
momorphismus) und analog auf die Begriffe der Gruppe, des Rings, des Korpers und der
Algebra direkt die Begriffe des Gruppen-, Ring- und Koérper- und Algebrahomomorphismus.
Ebenso ergab sich in dieser Vorlesung direkt nach dem Begriff der Gruppendarstellung der
Begriff eines Homomorphismus von Darstellungen und auf den Begriff des Moduls folgte die
Definition des Modulhomomorphismus.

In all diesen Féllen wurde zunéchst eine mathematische Struktur definiert (Vektorraum,
Gruppe, Ring, Korper, Algebra, Gruppendarstellung, Modul) und anschliessend die Abbil-
dungen zwischen solchen Strukturen untersucht, die die Strukturmerkmale erhalten. So sind
Homomorphismen von Vektorrdumen, Gruppen, Ringen, Korpern, Algebren, Darstellungen,
Moduln jeweils dadurch charakterisiert, dass sie kompatibel mit der Vektorraum- Gruppen-,
Ring-, Korper-, Algebra-, Darstellungs- und Modulstruktur sind, also mit den entsprechenden
Strukturabbildungen vertauschen. In all diesen Féllen ergibt die Verkettung von zwei Homo-
morphismen wieder einen Homomorphismus, die Verkettung ist assoziativ, und es existieren
jeweils Identitdtshomomorphismen.
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Diese Betrachtungsweise léasst sich auch auf andere Gebiete der Mathematik anwenden. So
ist beispielsweise ein topologischer Raum eine Menge zusammen mit einem System bestimm-
ter ausgezeichneter Teilmengen, die als offene Mengen bezeichnet werden. Eine Abbildung
zwischen topologischen Radumen heifit stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge eine offene
Menge ist, wenn sie also mit der Topologie kompatibel ist. Die Verkettung stetiger Abbil-
dungen ist wieder stetig und zu jedem topologischen Raum ist die Identitdtsabbildung stetig.
Man kann also stetige Abbildungen als Homomorphismen von toplogischen Raumen betrach-
ten. Ein weiteres einfaches Beispiel sind Mengen und Abbildungen zwischen Mengen. Auch
hier gibt es jeweils eine Identitatsabbildung, und Abbildungen von Mengen kénnen verkettet
werden. Man kann also Abbildungen als Homomorphismen von Mengen auffassen.

Es bietet sich nun an, diese Zusammenhéange systematisch zu untersuchen, um die Gemein-
samkeiten und Unterschiede zwischen diesen Strukturen klar herauszuarbeiten. Ein weiterer
Grund, dieses Vorgehen zu systematisieren, ergibt sich aus dem Wunsch, Beziehungen zwi-
schen verschiedenen Teilgebieten der Mathematik herzustellen. Nun stellt sich aber die Frage,
welche mathematischen Begriffe dafiir geeignet sind, um Beziehungen zwischen beispielswei-
se Topologie und Gruppentheorie auszudriicken. Es ist unmittelbar einleuchtend, dass dafiir
geignete mathematischen Begriffe so detailarm und allgemein wie moglich sein miissen. Dies
fithrt auf den Begriff der Kategorie. Der zentrale Punkt bei diesem Begriff ist, dass man hier

die mathematischen Strukturen und die damit kompatiblen Abbildungen jeweils gemeinsam
behandelt.

7.1.1 Kategorien
Definition 7.1. Eine Kategorie C besteht aus:

(a) einer Klasse ObC von Objekten[]
(b) fiir je zwei Objekte X, Y € Ob C einer Menge Home(X,Y') von Morphismen

(c) fir je drei Objekte XY, Z einer Kompositionsabbildung

o : Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z),

so dass die folgenden Axiome erfiillt sind:
(K1) Die Morphismenmengen Home (X, Y') sind paarweise disjunkt.

(K2) Die Komposition ist assoziativ: fo (goh) = (f o g)oh fiir alle Objekte W, X, Y, Z und
Morphismen h € Hom¢(W, X)), g € Home(X,Y), f € Home(Y, Z)

9Dieser Begriff kommt aus der Mengenlehre von von Neumann-Bernays—Godel. Jede Menge ist eine Klas-
se, aber es gibt auch die “Klasse aller Mengen”. Unter den Klassen sind die Mengen genau diejenigen, die
Element einer Klasse sein kénnen. Zum Beispiel bildet die Gesamtheit der Kardinalzahlen (=Méichtigkeiten
von Mengen) eine Klasse, die keine Menge ist.
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(K3) Fiir jedes Objekt X existiert ein Morphismus 1x € Home(X, X) mit 1x o f = f und
goly = g fir alle f € Home(W, X), g € Home(X,Y). Diese Morphismen werden als
Identitdtsmorphismen bezeichnet.

Statt f € Home(X,Y) schreibt man auch f: X — Y. Das Objekt X heifit dann Quelle und
das Objekt Y Ziel des Morphismus f.

Definition 7.2. (a) Ein Morphismus f : X — Y heit Isomorphismus , wenn es einen
Morphismus g : Y — X mit go f = 1x und f o g = 1y gibt. Zwei Objekte X und Y heiflen
1somorph, wenn ein Isomorphismus zwischen ihnen existiert.

(b) Eine Kategorie, in der alle Morphismen Isomorphismen sind, nennt man ein Gruppoid.

Beispiele 7.3. (a) Die Kategorie Set der Mengen: die Objekte sind Mengen, die Morphismen
Abbildungen, und die Isomorphismen Bijektionen.

(b) Die Kategorie Set* der punktierten Mengen: die Objekte sind Paare (m, M) einer Menge
M und eines Elements m € M, die Morphismen f : (m, M) — (n, N) Abbildungen von
M nach N, die das Element m auf das Element n abbilden. Die Isomorphismen sind die
Bijektionen mit dieser Eigenschaft.

(c) Die Kategorie

e Grp der Gruppen (Objekte: Gruppen, Morphismen: Gruppenhomomorphismen)

¢ Ring der Ringe (Objekte: Ringe, Morphismen: Ringhomomorphismen)

e Ring' der Ringe mit Eins (Objekte: Ringe mit Eins, Morphismen: Ringhomomor-
phismen ¢ mit p(1) = 1)

o K-Alg der Algebren iiber K (Objekte: K-Algebren, Morphismen: Algebrahomomor-
phismen).

(d) Eine Kategorie mit nur einem Objekt ist nichts anderes als ein Monoid. Eine Kategorie
mit einem Objekt, in der alle Morphismen Isomorphismen sind, ist eine Gruppe.

(e) Die Kategorie Top der topologischen Rdume (Objekte: topologische Raume, Morphismen:
stetige Abbildungen, Isomorphismen: Homéomorphismen).

Ebenso kann man eine Kategorie der punktierten topologischen Rdume definieren, deren
Objekte Paare (z, X) aus einem topologischen Raum X und einem ausgezeichneten Ba-
sispunkt € X und deren Morphismen f : (z, X) — (y,Y) basispunkterhaltende stetige
Abbildungen sind, also stetige Abbildungen f: X — Y mit f(z) = y.

Diese und noch einige weitere Beispiele sind in Abbildung dargestellt.
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Kategorie | Objekte Morphismen Isomorphismen
Set Mengen Abbildungen Bijektionen
Set* punktierte Mengen | basispunkterhaltende basispunkterhaltende
Abbildungen Bijektionen
Grp Gruppen Gruppenhomomorphismen | bijektive Homomorphismen
Ab abelsche Gruppen Gruppenhomomorphismen | bijektive Homomorphismen
Ring Ringe Ringhomomorphismen bijektive Homomorphismen
Ring' unitale Ringe Ringhomom. mit ¢(1) = 1 | bijektive Homomorphismen
Vect(K) K-Vektorrdume K-lineare Abbildungen bijektive lineare Abb.
K-Alg Algebren iiber K Algebrahomomorphismen | bijektive Homomorphismen
R-Mod R-Moduln R-Modulhomomorphismen | bijektive Homomorphismen
Mod-R R-Rechtsmoduln R-Modulhomomorphismen | bijektive Homomorphismen
Repy(G) | Darstellungen der Homomorphismen Isomorphismen
Gruppe G iiber K von Darstellungen von Darstellungen
Top topologische Rédume | stetige Abbildungen Homoomorphismen
Top* punktierte basispunkterhaltende basispunkterhaltende
topologische Réume | stetige Abbildungen Homd&omorphismen
hTop topologische Raume | Homotopieklassen Homotopiedquivalenzen

stetiger Abbildungen

Abbildung 2: Beispiele von Kategorien
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Beispiel 7.4. (Quotientenkategorien) (a) Ist C eine Kategorie und fiir je zwei Objekte X, Y
~ eine Aquivalenzrelation auf Home(X,Y), so dass aus f ~ g € Home(X,Y) und h ~ k €
Home (Y, Z) folgt ho f ~ ko g (Kongruenzrelation), dann erhilt man eine neue Kategorie C’
mit

ObC=0b(C" und Home(X,Y)=Home(X,Y)/ ~

mit der durch die Komposition in C induzierte Komposition: [h] o [f] = [h o f].

(b) Ein Beispiel dieser Konstruktion ist die Homotopiekategorie topologischer Raume
hTop: Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y zwischen topologischen Raumen heilen homo-
top, f ~ g, wenn eine stetige Abbildung & : [0,1] x X — Y existiert mit h(0,2) = f(z) und
h(1,z) = g(z) fiir alle # € X. Man kann zeigen, dass Homotopie eine Aquivalenzrelation ~
auf der Menge der stetigen Abbildungen X — Y definiert, und fiir alle stetigen Abbildungen
fog: X =Y und h,k:Y — Z mit f ~gund h ~ k folgt ho f ~ ko g (Ubung).

Die zugehorige Kategorie, deren Objekte topologische Rdume und deren Morphismen
die Homotopiedquivalenzklassen stetiger Abbildungen sind, bezeichnet man als Homotopie-
kategorie topologischer Rdume und mit hTop. Die Isomorphismen in hTop sind die Ho-
motopiedquivalenzklassen stetiger Abbildungen f : X — Y fiir die eine stetige Abbildung
g:Y — X mit gof ~ idy und f o g ~ idy existiert. Solche Abbildungen f : X — VY
bezeichnet man als Homotopidquivalenzen (siche Aufgabe [7.8)).

Man beachte, dass in der Definition einer Kategorie zwar gefordert wird, dass die Mor-
phismen zwischen zwei gegebenen Objekten XY in einer Kategorie eine Menge Home(X,Y)
bilden, nicht jedoch, dass die Objekte eine Menge bilden. Eine Kategorie, in der auch die
Objekte eine Menge bilden heifit kleine Kategorie. Zu fordern, dass die Morphismen Mengen
bilden, ist notwendig, um eine verniinftige Definition zu erhalten, mit der man in der Praxis
arbeiten kann. Der Grund, warum man dies bei Objekten nicht fordert ist, dass man so wich-
tige Beispiele verlieren wiirde, namlich die Kategorie Set der Mengen. Wie oben angedeutet,
sollen die Objekte dieser Kategorie Mengen sein und die Morphismen Abbildungen zwischen
Mengen. Wiirde man fordern, dass die Objekte einer Kategorie eine Menge bilden, so miisste
man die Menge aller Mengen betrachten, was bekannterweise problematisch ist. Deswegen be-
schrénkt man sich in der Definition darauf, zu fordern, dass die Morphismen Mengen bilden
und fordert es nicht fiir Objekte.

Wie auch im Fall der bisher untersuchten Strukturen gibt es bei Kategorien einige na-
heliegende Konstruktionen, mit Hilfe derer man aus gegebenen Kategorien neue Kategori-
en konstruieren kann. Wie im Fall der Ringmultiplikation kann man die Verkniipfung von
Morphismen in einer Kategorie umdrehen, man kann Produkte verschiedener Kategorien be-
trachten und Unterkategorien konstruieren, indem man auf konsistente Weise Objekte und
Morphismen aus einer Kategorie entfernt.

Definition 7.5. Seien C, D Kategorien.
(a) Die zu C opponierte Kategorie C° ist die Kategorie mit denselben Objekten wie C,

umgedrehten Morphismen Homeer (X, Y) = Home (Y, X) und umgedrehter Komposition
f Oop § = g ©C f .
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(b) Das kartesische Produkt C x D ist die Kategorie, deren Objekte Paare (X, Y’) von Objekten
X € Ob Cund Y € Ob D sind und deren Morphismen durch

Homeyp((U, V), (X,Y)) = Home (U, X) x Homp(V,Y)
gegeben sind.

(c) Eine Unterkategorie einer Kategorie C ist eine Kategorie D, deren Objekte eine Teilklasse
Ob D C Ob C bilden, so dass Homp(X,Y) C Home(X,Y) fir alle X, Y € Ob D und
die Verkniipfungen solcher Morphismen in C und D {ibereinstimmen. Eine Unterkategorie
heiBt voll, wenn fiir alle X, Y € Ob D gilt Homp(X,Y) = Hom¢(X,Y).

Beispiele 7.6. (a) Die Kategorie Vectf” der endlichdimensionalen Vektorrdume iiber K ist
eine volle Unterkategorie der Kategorie Vectk aller K-Vektorraume.

(b) Die Kategorie Ab der abelschen Gruppen ist eine volle Unterkategorie der Kategorie Grp
aller Gruppen.

(c) Fiir jede Kategorie C erhdlt man eine Kategorie C*, deren Objekte die Objekte in C
und deren Morphismen die Isomorphismen in C sind. Diese ist im Allgemeinen nicht voll,
sonder nur wenn C schon ein Gruppoid war, also wenn C = C* gilt.

(d) Die Kategorie Ring' der unitalen Ringe ist eine Unterkategorie der Kategorie Ring der
Ringe. Sie ist nicht voll, da nicht jeder Homomorphismus ¢: R — S von Ringen, die
Einselemente besitzen, auch ¢(1g) = 15 erfiillen muss. Das einfachste Beispiel ist ¢ = 0.

Aus den Beispielen wird deutlich, dass es sich bei Kategorien um eine sehr flexible und
allgemeine Struktur handelt, die sich auf ganz verschiedene Teilgebiete der Mathematik an-
wenden lédsst. Die Frage ist nun, wie man Beziehungen zwischen verschiedenen Kategorien
charakterisiert, also etwa die Kategorie punktierter topologischer Raume mit der Kategorie
der Gruppen in Beziehung setzt. Dies fithrt auf das Konzept des Funktors.

Definition 7.7. (a) Seien C, D Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor F': C — D besteht aus
einer Vorschrift, die

(a) jedem Objekt X € Ob C ein Objekt F(X) € Ob D zuordnet und

(b) fiir je zwei Objekte X,Y in C, jedem Morphismus f € Home(X,Y') einen Morphismus
F(f) € HomD(F(X)aF(Y))u

so dass:

F(fog)=F(f)oFlg)  fir f&Home(X,Y),q € Home(IV, X)
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(b) Ein Funktor f : C — C wird oft als Endofunktor bezeichnet. Ein kontravarianter
Funktor F : C — D ist ein Funktor F': C® — D.

(c) Sind F' : C — D, G : B — C Funktoren, so ist die Verkettung FG : B — D de-
finiert durch (FG)(X) := F(G(X)) fiir Objekte X € Ob B und (FG)(f) := F(G(f)) fur
Morphismen.

Beispiele 7.8. (a) Der Identitétsfunktor ide : C — C, der jedes Objekt und jeden Morphis-
mus sich selbst zuordnet.

(b) Der Funktor R — Mod — Ab, der einem R-Modul M die zugrundeliegende abelsche
Gruppe M zuordnet.

(c) Die Funktoren Grp — Set, Ring — Set, K-Alg — Set, R — Mod — Set, die einer
Gruppe, einem Ring, einer Algebra, einem R-Modul die zugrundeliegende Menge zuord-
nen. Solche Funktoren heiflen Vergissfunktoren.

(d) (Skalarwechsel) Jeder Ringhomomorphismus ¢ : R — S liefert durch Restriktion der Ska-
lare einen Funktor S—Mod — R — Mod, der einem S-Modul M mit Strukturabbildung
ps den R-Modul M mit Strukturabbildung pug(r,m) = ps(¢(r), m) zuordnet und einem
S-Modulhomomorphismus ¢ : (M,us) — (N,vg) den R-Modulhomomorphismus

w : (M,ILLR) — (N,VR).

(e) Der Funktor * : Vect(K) — Vect(KK)°P, der jedem K-Vektorraum V seinen Dualraum V'*
und jeder K-linearen Abbildung f : V — W die dazu duale Abbildung f* : W* — V*,
f*(a) = ao f fiir alle & € W* zuordnet.

(f) Tensorprodukte: Der Funktor ®g : R°® — Mod x R —Mod — Ab, der einem R-Modul
M und einem R°P-Modul (also R-Rechtsmodul) N das Tensorprodukt M ®r N und
einem R-Modulhomomorphismus f : M — M’ und einem R°P-Modulhomomorphismus
g : N — N’ den Gruppenhomomorphismus f ® g : M g N — M’ @ N’ zuordnet, der
in Beispiel konstruiert wurde. Ist R kommutativ erhdlt man so sogar einen Funktor
R°®» —Mod xR — Mod — R — Mod.

(g) Die Hom-Funktoren: Ist C eine Kategorie und X ein Objekt von C, dann erhélt man
einen Funktor
Home (X, —) : C — Set,

der einem Objekt Y in C die Menge Hom¢ (X, Y') und einem Morphismus f : Y — Z in
C die Abbildung

Home (X, f) : Home(X,Y) — Home (X, Z), g+ fog

zuordnet.
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Ebenso erhalt man einen kontravarianten Funktor
Hom(—, X)) : C°” — Set,

der einem Objekt W in C die Menge Home (W, X') und einem Morphismus f : V — W in
C die Abbildung

Hom(f, X) : Home(W, X) — Home(V, X), g+ go f
zuordnet.

(h) Ist R ein unitaler Ring, so erhdlt man durch die Zuordnung Fg, die einer Menge A den
von A erzeugten freien R-Modul R zuordnet, und die Abildung, die einer Abbildung
f : A — B den zugehorigen R-Modulhomomorphismus Fr(f): R — R®) zuordnet,
einen Funktor Fr: Set — R— Mod.

Wir mochten nun noch zwei wichtige und weniger offensichtliche Funktoren betrachten,
die sich aus der Darstellungstheorie von Gruppen ergeben. Diese sind Funktoren zwischen
der Kategorie Repg(G) der Darstellungen einer Gruppe G und der Kategorie Repy(H)
einer darin enthaltenen Untergruppe H C G und werden als Restriktion bzw. Induktion von
Darstellungen bezeichnet.

Beispiel 7.9. (Restriktion und Induktion von Darstellungen)

(a) Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann definiert jede Darstellung
(p, V) von G tiber K eine Darstellung (p|x, V') der Untergruppe H und jeder Homomorphismus
©:(p, V) — (7,W) von Darstellungen von G einen Homomorphismus von Darstellungen von
H. Man erhélt einen Funktor

Res% : Repy(G) — Repy(H).

Dies ist ein Spezialfall von Beispiel [7.§(c), wobei der Ringhomomorphismus ¢ : K[H]| —
K[G] durch die Inklusionsabbildung ¢ : H — G gegeben ist, und wird als Restriktion von
Darstellungen bezeichnet.

(b) Ist umgekehrt eine Darstellung (n,V) von H iiber K gegeben, so erhilt man eine
Darstellung von G auf dem K-Vektorraum Ind$ (V) der Abbildungen G — V, die mit der
Wirkung der Gruppe H vertréglich sind

nd (V) ={f:G = V: (Vhe H g € G) f(gh) =n(h)"" f(9)}
mit der Darstellung

7:G— GLg(Ind§(V)), (i(g)f)(u) = flg"'u)  fiir gu€G,fendf(V).
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Diese wird als die von (1, V) induzierte Darstellung Ind%(n) bezeichnet. Ist ¢ : (5, V) —
(k, W) ein Homomorphismus von Darstellungen von H, so erhélt man durch f +— o f einen
Homomorphismus von Darstellungen Ind% () : Ind% (V) — Ind$ (W) von G, denn es gilt:

(o f)lgh) = m(h)~".f(9)) = K(h)"(po filg)  fix heHged, fehdzV.
Die Induktion von Darstellungen definiert einen Funktor Ind$, : Repy (H) — Repg(G).

Interessante Beziehungen zwischen verschiedenen Teilgebieten der Mathematik nehmen
héufig die Form von Funktoren an. Beispiele solcher Funktoren finden sich beispielsweise in der
algebraischen Topologie, die die Kategorie der topologischen Rédume und stetigen Abbildungen
mit Kategorien aus dem Bereich der Algebra wie der Kategorien der Gruppen, der abelschen
Gruppen oder der Moduln iiber einem Ring in Verbindung bringt. Ein wichtiges Beispiel eines
solchen Funktors ist die Fundamentalgruppe.

Beispiel 7.10. (Fundamentalgruppe) Sei X ein topologischer Raum. Ein Weg in X mit
Anfangspunkt x € X und Endpunkt y € X ist eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X mit
¢(0) = z und ¢(1) = y. Fir zwei Wege ¢, d : [0,1] — X mit ¢(1) = d(0) definiert man die
Verkettung d x ¢ : [0,1] — X als

) e(2t) fiir
([dxe)(t) = {d(2t 0 fi

Zwei Wege ¢, : [0,1] — X mit ¢(0) = ¢(0) =z und ¢(1) = (1
eine stetige Abbildung A : [0,1] x [0, 1] — X mit h(t,0) = c(t), h
und h(0,s) =z, h(1,s) = y fur alle s € [0, 1] existiert.

Man kann zeigen, dass die Homotopie von Wegen eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Wege mit Anfangspunkt z und Endpunkt y definiert, und aus ¢ ~ ¢, d ~ d’ folgt d x ¢ ~
d' x fir alle Wege ¢, ¢, d,d" : [0,1] — X mit ¢(0) = (0) =z, ¢(1) = (1) =d(0) =d'(0) =y
und d(1) = d'(1) = 2.

Also kann man eine Verkettung von Homotopiedquivalenzklassen von Wegen definieren
durch [d] - [¢] = [d % ¢]. Man kann zeigen, dass die Homotopiedquivalenzklassen von Wegen
mit dieser Komposition ein Gruppoid bilden, das Fundamentalgruppoid m (X) von X. Man
kann diese Struktur als Kategorie auffassen, deren Objekte die Punkte von X sind und deren
Morphismen von z nach y die Homotopieklassen [¢] von Wegen von x nach y sind.

Beschréankt man sich auf geschlossene Wege mit einem festen Anfangs- und Endpunkt
x € X, so erhilt man eine Gruppe 7 (z, X), die Fundamentalgruppe des topologischen Raums
X mit Basispunkt z (siehe Aufgabe [7.9). Ist f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen
topologischen Raumen, die den Basispunkt x € X auf y € Y abbildet, so erhélt man durch
m(f)([c]) := [f o ¢] einen Gruppenhomomorphismus 7 (f) : m(x, X) = m(y,Y).

Dies definiert einen Funktor 71 : Top® — Grp von der Kategorie punktierter topologischer
Réaume in die Kategorie der Gruppen, der einem punktierten topologischen Raum (z, X) die
Fundamentalgruppe 7 (z, X) und einer basispunkterhaltenden stetigen Abbildung f: X — Y
den Gruppenhomomorphismus 7 (f) : m1(z, X) — m1(y, Y') zuordnet (siche Aufgabe [7.11]).

A IA
~ ~~
)'—l N |

o= O
IA A

) = y heiBen homotop, wenn
(t,1) = d(¢) fiir alle t € [0, 1]
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7.1.2 Isomorphie von Kategorien

Nachdem wir mit dem Begriff des Funktors Beziehungen zwischen verschiedenen Kategorien
herstellen kénnen, stellt sich insbesondere die Frage, wann wir zwei Kategorien als “im wesent-
lichen gleich” betrachten wollen, wie wir das beispielsweise mit isomorphen Vektorrdumen,
Gruppen oder Moduln tun. Verallgemeinert man diese Isomorphiebegriffe direkt auf Katego-
rien, so erhélt man die folgende Definition.

Definition 7.11. Zwei Kategorien C, D heiflen isomorph, wenn Funktoren F': C — D und
G:D—Cmit GoF =ide und F o G = idp existieren.

Beispiele 7.12. (a) Ist R ein Ring, dann ist die Kategorie der R-Linksmoduln isomorph zur
Kategorie der R°P-Rechtsmoduln.

(b) Ist K ein Korper, dann ist die Kategorie K-Mod der K-Moduln isomorph zur Kategorie
Vecti der K-Vektorrdume und K-linearen Abbildungen.

(c) Ist K ein Korper und G eine Gruppe, dann ist die Kategorie der K[G]-Moduln isomorph
zur Kategorie Repg (G) der Darstellungen von G iiber K.

(d) Die Kategorie Z-Mod der Z-Moduln und Z-Modulhomomorphismen ist isomorph zur
Kategorie Ab der abelschen Gruppen und Gruppenhomomorphismen.

7.1.3 Natiirliche Transformationen

Schon anhand der Schwierigkeit, interessante Beispiele fiir isomorphe Kategorien zu finden,
kommt der Verdacht auf, dass der Begriff der Isomorphie von Kategorien eventuell zu streng
ist, und gelockert werden muss, um auf ein interessantes Konzept zu fithren. Dies bedeutet,
dass die Bedingungen F' o G = idp und G o F' = id¢ durch eine allgemeinere Beziehung
zwischen den Funktoren F': C — D und G : D — C ersetzt werden muss. Dazu miissen wir
uns aber zunéchst mit Beziehungen zwischen Funktoren befassen und verschiedene Funktoren
miteinander in Verbindung bringen kénnen, also im wesentlichen Morphismen von Funktoren
definieren. Dies fithrt auf den Begriff der natiirlichen Transformation.

Definition 7.13. Seien F,G : C — D Funktoren von einer Kategorie C in eine Kategorie D.
Eine natirliche Transformation n : F — G ist eine Vorschrift, die jedem Objekt X in C einen
Morphismus 1y : F(X) — G(X) zuordnet, so dass fiir jeden C-Morphismus f : X — Y das
folgende Diagramm kommutiert
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Sind fiir alle Objekte X in C die Morphismen ny : F(X) — G(X) Isomorphismen, so nennt
man 7 : F' — G einen natiirlichen Isomorphismus und schreibt n : F = G.

Beispiel 7.14. Fiir jeden Funktor F': C — D wird durch nx := idp(x) ein natiirlicher Iso-
morphismus n: F' — F definiert.

Bemerkung 7.15. Ist C eine kleine Kategorie und D eine Kategorie, so bilden die Funktoren
F : C — D und die natiirlichen Transformationen 7 : F' — G zwischen solchen Funktoren
eine Kategorie, die als Funktorkategorie und mit Fun(C, D) bezeichnet wird. (Aufgabe [7.16]).

Beispiele 7.16. (a) In der Kategorie C = Vect(K) existiert zwischen den Funktoren
id : Vect(K) — Vect(K) und  xx*: Vect(K) — Vect(K)
eine natiirliche Transformation 7 : id — **. Die Morphismen
Vo= (V) av(v)(a) = av)

sind gerade die natiirlichen linearen Abbildungen, die einen Vektorraum V' in seinen
Bidualraum (V*)* einbetten.

(b) Ist G eine Gruppe und g € G ein fest gewihltes Element, so erhdlt man einen (inneren)
Automorphismus ¢ = ¢, : G — G, h— g-h-g~* und durch Restriktion der Skalare einen
Funktor F, : Repg(G) — Repg(G), der eine Darstellung (p, V') auf die Darstellung (p, V')
mit p = p o ¢ abbildet. Dies ist offensichtlich ein Spezialfall von Beispiel [7.8(d).

Behauptung: die linearen Abbildungen 7,y = p(g) : V' — V definieren einen natiirlichen
Isomorphismus 7 : idrep, (@) — Fy.

Beweis: Es handelt sich bei den linearen Abbildungen 7,y : V' — V um Homomorphis-
men von Darstellungen ¢, vy : (p, V') = (p, V), also um Morphismen in Repy(G):

p(h) oy =plg-h-g ) oplg) = p(g) o p(h) = nvy o p(h) fir heq.

AuBerdem ist jeder Morphismus 7,y) invertierbar mit (n,y)" = p(g~'). Ist
f:(p,V)— (1,WW) ein Homomorphismus von Darstellungen, so gilt

fonevy=foplg)=7(g) o f=newof

Also kommutiert das Diagramm

(p, V) (5, V)
fj lf:Fg(f)
(r, W) —"" (7, W)

und die Morphismen 7, v) : (p, V) = (p, V') definieren einen natiirlichen Isomorphismus
n: idRepK(G) — Fg.
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(c) Wir betrachten die Kategorie Ring' der unitalen Ringe und Ringhomomorphismen und
die Kategorie Grp der Gruppen. Dann erhélt man einen Funktor

GL; : Ring' — Grp, R+~ R*

indem man jedem unitalen Ring R die Gruppe R* seiner Einheiten zuordnet und jedem
unitalen Ringhomomorphismus ¢: R — S den induzierten Gruppenhomomorphismus
lpx: R* — S*.

Fiir jedes n € N erhilt man Funktoren GL,, : Ring' — Grp, die jedem unitalen Ring R
die Gruppe GL,,(R) = M, (R)* der invertierbaren Matrizen mit Eintrégen in R zuordnen
und jedem Ringhomomorphismus f : R — S den zugehorigen Gruppenhomomorphismus

GL,(f) : GL,(R) — GL,(S5), (ai;) = (f(ai)).

Auf der Kategorie CRing' der unitalen kommutativen Ringe, definiert die Determinante
dann eine natiirliche Transformation n : GL,, — GL;1, denn fiir jeden Ringhomomorphis-
mus f: R — S kommutiert das Diagramm

GL,(R) — R
GLn(f)j jﬂRx
GL, () —2 > 5%

Weiter erhalten wir natiirliche Transformationen 7},: GL, — GL,;; durch
g 0 ..
T(g) = 01 fir ¢ € GL,(R).

7.1.4 Aquivalenz von Kategorien

Mit Hilfe des Begriffs der natiirlichen Transformation kénnen wir nun die Bedingungen aus
Definition [7.11] abschwéchen. Anstatt zu fordern, dass die Funktoren GF : C — C und
FG : D — D mit den Identitatsfunktoren bereinstimmen, fordern wir nur noch, dass diese
zu Identitédtsfunktoren natirlich isomorph sind. Dies fithrt auf den Begriff der Aquivalenz
von Kategorien. Es wird sich zeigen, dass dieser Begriff viel brauchbarer ist als der Isomor-
phiebegriff, der sich als naive Verallgemeinerung der schon bekannten Isomorphiebegriffe auf
Funktoren und Kategorien ergeben hat.

Definition 7.17. Ein Funktor F : C — D von einer Kategorie C nach D heifit Aquivalenz
von Kategorien, wenn ein Funktor G : D — C und natiirliche Isomorphismen € : F'G — idp,
n :ide — GF existieren. Die Kategorien C und D heifien dquivalent, wenn eine Aquivalenz
von Kategorien F': C — D existiert.
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Diese Definition ist konzeptionell und einleuchtend, aber in der Praxis oft schwer zu hand-
haben, da sie dazu zwingt, die natiirlichen Isomorphismen explizit zu konstruieren. Schon im
Fall von linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen ist es oft deutlich einfacher, zu zeigen,
dass eine lineare Abbildung surjektiv und injektiv ist, als zu versuchen eine Umkehrabbildung
explizit zu konstruieren. Wir suchen also nach einem Kriterium, das es uns erlaubt, festzu-
stellen, ob ein gegebener Funktor F : C — D eine Aquivalenz von Kategorien ist, ohne einen
Funktor G : D — C und natiirliche Isomorphismen 7 : ide — GF und € : idp — F'G explizit
anzugeben. Dies fithrt auf das Konzept des wesentlich surjektiven und (voll)treuen Funktors.

Definition 7.18. Ein Funktor F': C — D heif}t
e volltreu (treu), wenn fiir alle Paare von Objekten X, Y € Ob C die Abbildung

FX,Y : Homc(X,Y) —)HOIIID(F(X),F(Y)), fl—> F(f)
eine Bijektion (Injektion) ist.

o wesentlich surjektiv, wenn zu jedem Objekt Y in D ein Objekt X in C mit YV = F(X)
existiert.

Ein wesentlich surjektiver Funktor ist also ein Funktor, der bis auf Isomorphie surjektiv
auf den Objekten ist, und ein volltreuer Funktor, ein Funktor, der fiir je zwei Objekte ei-
ne Bijektion zwischen deren Hom-Mengen und den Hom-Mengen ihrer Bilder definiert. Mit
Hilfe dieser Konzepte erhalten wir den folgenden Satz, der uns eine in der Praxis besser zu
handhabende Beschreibung von Aquivalenzen von Kategorien liefert.

Satz 7.19. (Charakterisierung von Aquivalenzen) Ein Funktor F : C — D ist genau dann
eine Aquivalenz von Kategorien, wenn er volltreu und wesentlich surjektiv ist.

Beweis. (a) Sei F' : C — D eine Aquivalenz von Kategorien. Dann existiert ein Funktor
G : D — C und natiirliche Isomorphismen ¢ : FG — idp, 1 : ide — GF'. Dies impliziert,
dass F' wesentlich surjektiv ist, denn zu einem gegebenen Objekt D in D existiert ein Objekt
F(G(D)) und ein Isomorphismus ep : FG(D) — D. Analog folgt, dass G wesentlich surjektiv
ist.

Um zu zeigen, dass F' und G treu sind, betrachten wir Morphismen f, f': X — Y in C
mit F'(f) = F(f’). Dann folgt aus der Kommmutativitit der Diagramme fiir den natiirlichen
[somorphismus 7 : id¢ — GF

X

GF(X) +«—X X GF(X) X
)

lcp( f) lf lGF(f’
Y

ny

X
7
GF(Y) +—2X — 0

GF(Y) «— ™ Yy

die Identitat
f=noGF(f)onx =ny' o GF(f)onx = f.
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Analog erhilt man mit Hilfe des natiirlichen Isomorphismus € : FG — idp, dass aus G(g) =
G(g') fiir Morphismen ¢,¢' : W — Z in D folgt g = ¢’. Also sind F und G treu.

Sei nun g : F(X) — F(Y) ein Morphismus in D. Dann gilt ¢ = F(f) fir
f=ny"0G(g)onx: X — Y. Denn aus den kommutativen Diagrammen folgt

nyto GF(f)onx = f =nyt o G(g) o nx

und somit GF(f) = G(g). Da der Funktor G treu ist, folgt F'(f) = ¢g. Also ist F' volltreu.
(b) Sei nun F' : C — D ein wesentlich surjektiver und volltreuer Funktor. Dann wéhlen
wir zu jedem Objekt W in D ein Objekt Xy in C mit F'(Xy ) = W und einen Isomorphismus
ew - F(Xw) — W. Wir setzen G(W) = Xy . Fiir einen Morphismus g : W — Z in D
betrachten wir den wegen der Volltreue von F' eindeutig bestimmten Morphismus

G(9): GW) = G(Z) mit F(G(g) =e, 0ogoew: FGW) — FG(Z).

Eine kurze Rechnung (Ubung) zeigt, dass dies einen Funktor G : D — C definiert und dass die
Morphismen ey : FG(W) — W einen natiirlichen Isomorphismus € : FG — idp definieren.
Wir definieren fiir jedes Objekt X in C einen Isomorphismus 7nx : X — GF(X) als den
wegen der Volltreue von F' eindeutig bestimmten Isomorphismus mit
F(nx) = €pixy : F(X) = FGF(X).
Eine kurze Rechnung zeigt, dass dies einen natiirlichen Isomorphismus 7 : ide — GF' definiert.
Also ist F': C — D eine Aquivalenz von Kategorien. O

Bemerkung 7.20. Der Beweis von Satz zeigt auBlerdem, dass die natiirlichen Isomor-
phismen € : FG — idp, n : id¢ — GF fiir alle Objekte X in C und W in D die Beziehungen

erx) o F(nx) =1pxy  Glew) o newy = Lamw)

erfiillen. Eine Aquivalenz von Kategorien, bei der fiir die natiirlichen Isomorphismen solche
Beziehungen gelten, bezeichnet an auch als adjungierte Aquivalenz.

Wir werden nun noch einige wichtige Beispiele fiir Aquivalenzen von Kategorien betrach-
ten, die zeigen, dass dieser Begriff ergiebiger und interessanter ist als der zu eng gefasste
Begriff der Isomorphie in Definition [7.11}

Beispiele 7.21. (a) Die Kategorie Vect™(K) der endlichdimensionalen K-Vektorrdume ist
aquivalent zu der Kategorie C deren Objekte nichtnegative ganze Zahlen n € Ny und deren
Morphismen f : n — m Matrizen M,, ,(K) sind. Die Komposition von Morphismen entspricht
der Matrixmultiplikation.

Die Aquivalenz von Kategorien erhilt man, indem man jedem endlichdimensionalen Vek-
torraum V' seine Dimension und jeder linearen Abbildung die beschreibende Matrix beziiglich
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fest gewéhlter Basen zuordnet. Offensichtlich definiert dies einen Funktor, denn die Verket-
tung von linearen Abbildung entspricht gerade der Multiplikation von Matrizen. Ebenso ist
der Funktor wesentlich surjektiv und volltreu, denn jede natiirliche Zahl tritt als Dimensi-
on eines Vektorraums auf und die Wahl zweier Basen definiert eine Bijektion zwischen den
linearen Abbildungen g : V' — W und Matrizen in Mgimw),dim(v) (K).

(b ) Ein Skelett einer Kategorie C ist eine volle Unterkategorie D von C, so dass jedes
Objekt von C isomorph ist zu genau einem Objekt von D. Jedes Skelett von C ist dquivalent
zu C, und der Inklusionsfunktor + : D — C definiert eine Aquivalenz von Kategorien. Denn
per Definition ist jedes Objekt von C isomorph zu genau einem Objekt «(D), D € ObD, also
ist « : D — C wesentlich surjektiv. Da D eine volle Unterkategorie ist, gilt auflerdem per
Definition Home(¢(D), o(D’)) = Homp(D, D").

Offensichtlich ist das erste Beispiel ein Spezialfall dieser Konstruktion. Allgemeiner ist
das Angeben eines Skeletts fiir eine gegebene Kategorie C dquivalent zur Klassifikation ihrer
Objekte bis auf Isomorphie. Man kann zeigen (siche Aufgabe[7.23)), dass zwei Kategorien mit
Skeletten genau dann dquivalent sind, wenn ihre Skelette isomorph sind.

(¢) Die Kategorie Set™ der endlichen Mengen hat als Skelett die Kategorie der endlichen
Kardinalzahlen mit Objekten 0 = 0, 1 = {0}, ...., n = {0,1,...,n — 1} und Morphismen
f :n — m die Abbildungen {0,1,...,n — 1} — {0,1,...,m — 1}. Somit ist die Kategorie
Set™ der endlichen Mengen #quivalent zur Kategorie der endlichen Kardinalzahlen, die eine
kleine Kategorie ist.

7.2 Universelle Eigenschaften und adjungierte Funktoren

Nachdem wir uns mit den grundlegenden Begriffen in Kategorien befasst haben, mochten wir
nun untersuchen, wie wir Konstruktionen, die mit universellen Eigenschaften einhergehen,
und wie sich aus der Algebra bekannte Konstruktionen wie beispielsweise das direkte Produkt
und die direkte Summe im Rahmen von Kategorien formulieren lassen. Die zentrale Idee ist
es dabei, die universellen Eigenschaften solcher Konstruktionen zu benutzen und diese als
Abbildungen zwischen den Morphismenmengen in der Kategorie zu interpretieren.

Wir prézisieren dies am Beispiel der direkten Summe und des direkten Produkts von R-
Moduln. Betrachtet man fiir einen gegebenen Ring R die Kategorie R-Mod der Moduln iiber
R, so sind die direkte Summe und das direkte Produkt einer Familie (M;);c; von R-Moduln
offensichtlich wieder Objekte in R-Mod. Diese sind aber nicht nur Objekte, sondern Objekte
zusammen mit einer Familie von Morphismen, ndmlich respektive, die Inklusionsabbildungen
n;  M; — @ie[ M; und die Projektionsabbildungen 7; : Il;c;M; — M;. Die direkte Summe
und das direkte Produkt sind durch ihre universellen Eigenschaften charakterisiert.

Die universelle Eigenschaft der direkten Summe besagt, dass zu jeder Familie von R-
Modulhomomorphismen (f; : M; — N);c; ein eindeutig bestimmter R-Modulhomomor-
phismus f : @,., M; — N mit f on; = f; existiert, also dass es fiir jedes Objekt N eine
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Bijektion von Hom-R&umen
Hompg_nod ( @ M;, N) = H Homp_noa(M;, N)
iel iel
gibt, wobei ], ., A; das kartesische Produkt der Mengen A; bezeichnet. Analog findet man,

dass sich die universelle Eigenschaft des direkten Produkts fiir jedes Objekt L eine Bijektion
von Hom-Raumen

Homp_Mod <L, 1T Mz) = [ [ Homp_noa(L, M;)
iel iel
verstehen ldsst. Verallgemeinert man diese Aussagen auf beliebige Kategorien, so erhéilt man
die folgende Definition.
Definition 7.22. Sei C eine Kategorie und (X;);c; eine Familie von Objekten in C.

(a) Ein Object X in C zusammen mit einer Familie von Morphismen 7; : X; — X heifit
Koprodukt der Objekte X; und wird mit [[,.; X; bezeichnet, wenn fiir jedes Objekt Y
von C die Morpismen n; : X; — X eine Bijektion von Mengen induzieren:

Home(X,Y) = HHomC(Xi,Y) = {(gi)ier : 9i € Home(X;,Y)}
iel
[ (foniier
(b) Ein Objekt Y zusammen mit einer Familie von Morphismen m; : Y — Y; heifit Produkt

der Objekte Y; und wird mit J[,., Y; bezeichnet, wenn die fiir alle Objekte Y in C die
Morphismen 7; : Y — Y; eine Bijektion von Mengen induzieren

Home(Z,Y) = [[Home(Z,Y;) = {(g:)ier : 9: € Home(Z,Y;)}
iel
g+ (i 0 g)ier.
Eine leichte Umformulierung dieser Definition liefert das exakte Gegenstiick der Formu-
lierung in Lemma fiir den Fall der R-Moduln. Die Isomorphismen von Hom-Raumen in

der Definition beschreiben also gerade die universelle Eigenschaft des direkten Produkts und
der direkten Summe.

Bemerkung 7.23. (a) Ein Koprodukt von Objekten A; in C ist ein Objekt [[..; A; in C
zusammen mit Morphismen 7; : A; = [],; Ai, so dass zu jeder Familie von Morphismen
fi + A; = Y ein eindeutig bestimmter Morphismus f : []..; A; — Y existiert, so dass fiir
alle 7 € I das folgende Diagramm kommutiert

ni
Aj : HiEI A

i€l

Dies wird als die universelle Eigenschaft des Koprodukts bezeichnet.
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(b) Ein Produkt von Objekten A; in C ist ein Objekt [],.; A; in C zusammen mit Morphismen
7t [Lie; Ai — Aj, so dass fiir jede Familie von Morphismen g; : W — A; ein eindeutig
bestimmter Morphismus g : W — [[._; A; existiert, so dass fiir alle 7 € I das folgende
Diagramm kommutiert

i€l

5

A [Lics A

|

W.

Dies wird als die universelle Figenschaft des Produkts bezeichnet.

(¢) Im Allgemeinen muss in einer Kategorie C fiir beliebige Objekte das Koprodukt oder
Produkt nicht unbedingt existieren. Z.B. existicren in der Kategorie Set™ keine unend-
lichen Koprodukte nichtleerer Mengen und in der Kategorie Vect™ keine unendlichen
Produkte von nicht-trivialen Vektorraumen. Wenn Produkte oder Koprodukte existieren,
sind sie aber eindeutig bestimmt. Dies beweist man analog zum Beweis der universellen
Eigenschaft von direkten Summen und Produkten von R-Moduln (Lemma [4.20)).

Beispiele 7.24. (a) Die direkte Summe von Moduln ist ein kategorielles Koprodukt und das
direkte Produkt von Moduln ein kategorielles Produkt in der Kategorie von
R-Moduln.

(b) Das Tensorprodukt R®7.S von kommutativen unitalen Ringen iiber dem Teilring Z ist ein
kategorielles Koprodukt in der Kategorie der kommutativen Ringe. Beachte, dass dieser
Ring trivial sein kann. Z.B. ist

7.)27 7, 7./3Z = {0}.

(c) Das kartesische Produkt von unitalen Ringen ist ein kategorielles Produkt.
(d) Die disjunkte Vereinigung von Mengen ist ein Koprodukt in der Kategorie Set.

(e) Die Summe und das Produkt topologischer Raume sind ein Koprodukt und ein Produkt
in der Kategorie Top der topologischen Raume.

Existieren in einer Kategorie alle Produkte und Koprodukte, so lassen diese sich auch
als Funktoren zwischen der Kategorie und einem mehrfachen Produkt der Kategorie mit
sich selbst interpretieren. Auf diese Weise erhalten wir eine interessante Interpretation ihrer
universellen Eigenschaften als Beziehung zwischen zwei Funktoren.

Bemerkung 7.25. Sei C eine Kategorie, in der alle Produkte und Koprodukte existieren,
I eine Indexmenge und C! bezeichne die Produktkategorie, deren Objekte und Morphismen
Tupel (X;)ie; und (f;)ier von Objekten X; und Morphismen f; in C sind.
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Dann definieren Produkt und Koprodukt (iiber I) Funktoren [],]] : ¢! — C, die einem
Objekt von C’, also einer Familie (A;);c; von Objekten A; in C, das Produkt [Lic; Ai bzw. Ko-
produkt [, ; A; zuordnen und einem Morphismus in C!, also einer Familie von Morphismen
(fi ©+ Ai = Bi)ier von Morphismen in C, den durch die universelle Eigenschaft eindeutig
bestimmten Morphismus

iel i€l i€l iel iel iel
Andererseits erhiilt man einen Diagonalenfunktor A : C — C!, der einem Objekt C' in C
die konstante Familie von Objekten (C');e; = (C,C,...) und einem Morphismus f : C' — C’
die konstante Familie von Morphismen (f);c; = (f, f,...) zuordnet.
Die Bedingungen an die Hom-Réume in Definition besagen dann, dass fiir jedes
Objekt D = (A;)ie; in C! und jedes Objekt C' von C Bijektionen zwischen den folgenden
Hom-R&umen existieren

HOIHC <H Ai, C) 1) Homcl((Ai>i€[, A(C))
iel
Home (C, I1 A,) = Homer (A(C), (Ai)icr).
el
Ebenso zeigt man leicht, dass dieser Zusammenhang kompatibel mit der Komposition von

Morphismen ist, d.h. die folgenden Diagramme und ihre Gegenstiicke fiir das Koprodukt
kommutieren fiir alle Familien von Morphismen g; : B; — A; und Morphismen f : C' — D

Home ( [Le, A, c) ~ . Homer ((As)ser, A(C))

h—ho(I;er gi)l ‘h'_’ho(gi)iel

Home ( ITie Biy €') ——= Homer (Bi)ier, A(C))

HOIHC ( Hz’e[ Ai, C) = Homcl((Ai)iej, A(C))
h»—)fohl |hb—>A(f)oh
Homp <LL-61 A;, D> ~ . Homer((Bi)ier, A(D))

Die Ausdriicke in Bemerkung[7.25 erinnern an die Definition einer adjungierten Abbildung
in unitdren Vektorrdumen, wobei die Ausdriicke Home( , ) und Homp( , ) die Rolle des
Skalarprodukts einnehmen und die Bijektionen zwischen Hom-Raumen das Gleichheitszeichen
ersetzen. Verallgemeinert man diese Beziehung zwischen den Funktoren A : C — D und
[I.1] : D — C auf beliebige Kategorien C, D und beliebige Funktoren F' : C — D, G : D — C,
so erhélt man das Konzept des links- und rechtsadjungierten Funktors.
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Definition 7.26. (Adjungierte Funktoren) Seien C,D Kategorien. Ein Funktor ¥ : C — D
hei3t linksadjungiert zu einem Funktor G : D — C, F' 4 G, oder dquivalent, G rechtsadjungiert
zu F', wenn zu je zwei Objekten X € Ob C und Y € Ob D eine Bijektion

oxy : Home(X, G(Y))—— Homp(F(X),Y)

existiert, so dass fiir alle Morphismen f: X’ — X in C und g : Y — Y’ in D das Diagramm

Hom(f,G(9))
Home (X, G(Y)) — (g)ohgo - Home(X',G(Y"))
leox,y j%’x',y’
Hom(F(f),
Homp (F(X),Y) ;Hgihip) (j; Homp (F(X'),Y")

kommutiert, d.h.

ox v (G(g)oho f)=gopxy(h)oF(f).

Dies bezeichnet man als die Natirlichkeit der Bijektionen ¢x y.

Beispiele 7.27. (a) Produkte, Koprodukte und der Diagonalenfunktor:

Nach Bemerkung ist fiir jede Kategorie C, in der alle Produkte und Koprodukte
existieren, und jede fest gewéhlte Indexmenge I der Funktor [],.;C’ — C linksadjungiert
zum Funktor A;: C — C! und der Funktor [],.,C! — C rechtsadjungiert zum Funktor
A]Z Cc —C!.

el

Vergissfunktoren und freie Moduln:

Sei R ein unitaler Ring und G : R —Mod — Set der Vergissfunktor, der jedem R-Modul
M die zugrundeliegende Menge M und jedem R-Modulhomomorphismus ¢ : M — N die
zugrundeliegende Abbildung ¢ : M — N zuordnet. Dann ist der Funktor

Fr: Set - R — Mod,

der jeder Menge A den von ihr erzeugten freien R-Modul R“ und jeder Abbildung
f : A — B den zugehorigen R-Modulhomomorphismus Fr(f) : R4 — R®) zuordnet,
linksadjungiert zu G (Beispiele [7.8{(h)). Der Isomorphismus

0an : Homge (A, G(M)) = HomR_Mod(R(A), M),

ergibt sich, indem man einer Abbildung f : A — G(M) den eindeutig bestimmten R-
Modulhomomorphismus f : R4 — M mit f(8,) = f(a) fiir alle a € A zuordnet. Man
rechnet leicht nach, dass dies eine Bijektion ist und die natiirliche Eigenschaft besitzt. So-
mit ist der durch die freie Erzeugung definierte Funktor linksadjungiert zum Vergissfunk-
tor. Insbesondere lasst sich dies auf die Félle R = Z (Kategorie Ab der abelschen Grup-
pen), R = K (Kategorie Vectg der K-Vektorrdume) und R = K[G] (Darstellungskategorie
Repk (G) einer Gruppe G) spezialisieren.
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Freie Gruppen:

Wie betrachten den Vergissfunktor V: Grp — Set, der jeder Gruppe G die unterliegende
Menge V(G) zuordnet.

Fiir eine Menge M sei F(M) die freie Gruppe tiber M. Ihre Elemente sind Worter
91" gy gi € Mg € {£1},n € Ny,

die durch Konkatenation multipliziert werden. Hierbei kiirzt man alle Ausdriicke der
Gestalt gg~! und g~ 'g. Man erhilt so eine Gruppe, deren Einselement e das leere Wort
ist (n = 0) und die Inversion in F'(M) ist gegeben durch

1 —€1

(97" - 9) " =g,

—En

0

Zu jeder Mengenabbildung f: M — N, existiert dann ein eindeutig bestimmter Grup-
penhomomorphismus

F(f): F(M) = F(N), gi" g = flg)" - flgn)™

Wir erhalten so einen Funktor F': Set — Grp.

Der Funktor F' ist linksadjungiert zu dem Vergissfunktor V. Der Isomorphismus
YMG - HOl’Ilset<M, V(G)) :> HOH’lGrp(F(M), G),

ergibt sich, indem man einer Abbildung f : M — V(G) den eindeutig bestimmten Grup-
penhomomorphismus

frP(M) =G mit  f(gf =) = flg)™ - fga)

zuordnet. Man verifiziert leicht, dass dies eine natiirliche Bijektion ist (universelle Eigen-
schaft der freien Gruppe iiber M). Daher ist der freie Gruppenfunktor F' linksadjungiert
zu dem Vergissfunktor V.

Grothendieck-Gruppen von Monoiden:

Wie betrachten den Vergissfunktor V: Grp — Mon, der jeder Gruppe G das unterlie-
gende Monoid (G, -, e) zuordnet.

Ist M = (M, -, e) ein Monoid, so betrachten wir in der freien Gruppe F'(M) den Normal-
teiler N, der von den Elementen der Gestalt

ab(ab)™  fiir a,be M
erzeugt wird. Wir erhalten so eine Gruppe

G(M) := F(M)/N
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mit der universellen Eigenschaft, dass fiir jeden Monoidhomomorphismus f: M — G in
eine Gruppe G genau ein Homomorphismus

f:GM) =G, m§-mN = f(my)* - f(m,)™

existiert. Hierbei haben wir verwendet, dass f(a)f(b)f(ab)™' = e in G fiir alle a,b € M
gilt. Wir erhalten so einen Funktor G: Mon — Grp, der jedem Monoid M eine Gruppe
zuordnet; seine Grothendieck-Gruppe. Z.B. gilt

G(Ny) =2 Z,
so dass man mit dem Grothendieck-Funktor insbesondere die negativen ganzen Zahlen

gewinnen kann.

Der Funktor G ist linksadjungiert zu V', denn
SDM,G : HomMon(Ma V(G)) ; HomGrp(G(M)7 G)7 f — f

ist eine natiirliche Bijektion. Daher ist der Funktor G linksadjungiert zu dem Vergissfunk-
tor V.

Abelsche Gruppen und Abelisierung:

Der Inklusionsfunktor G : Ab — Grp von der Kategorie der abelschen Gruppen in die
Kategorie der Gruppen hat als linksadjungierten Funktor den Funktor F' : Grp — Ab,
der jeder Gruppe G ihre Abelisierung G/[G, G] und jedem Gruppenhomomorphismus
f + G — H den zugehorigen Homomorphismus von abelschen Gruppen f: G/|G,G] —
H/[H, H] zuordnet.

Vergissfunktoren ohne Linksadjungierte:

Der Vergissfunktor G : Field — Set, der einem Korper die zugrundeliegende Menge
zuordnet, hat keinen linksadjungierten Funktor. Denn gébe es einen linksadjungierten
Funktor F': Set — Field, so ergébe sich fiir alle Mengen A und Korper K eine Bijektion

Homset (A, G(K)) 1) Hompield(F(A), K)

Insbesondere miisste also der leeren Menge A = () ein Korper F()) zugeordnet werden,
so dass fiir alle Kérper K

Homget (0, G(K)) = Hompiaq(F(0), K).

Da es zu jeder Menge B genau eine Abbildung fp : # — B gibt, wiirde dies bedeu-
ten, dass F(()) ein Korper sein miisste, so dass zu jedem anderen Koérper K genau ein
Koérperhomomorphismus g : F(f)) — K existiert. Da Kérperhomomorphismen injektiv
sind, wire F(()) damit Unterkorper jedes anderen Korpers K. Ein solcher Korper existiert
nicht (Nachweis!).
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(g) Tensorprodukte und Hom-Funktoren:

Sei R ein Ring und M ein R-Rechtsmodul. Dann definiert das Tensorprodukt von R-
Moduln einen Funktor Fy; = M ®g — : R — Mod — Ab, der einem R-Linksmodul
L die abelsche Gruppe M ®pz L und einem R-Modulhomomorphismus f : L — L' den
Gruppenhomomorphismus Fy,(f) = idy ®f : M g L — M ®g L' aus Beispiel
zuordnet.

Ebenso erhalt man einen Funktor
Hom(M,—): Ab - R —Mod, A+ Homgy(M,A),

der einer abelschen Gruppe A den R-Modul Homgz (M, A) mit der durch die R-Rechts-
modulstruktur von M definierten R-Linksmodulstruktur (r.¢)(m) = ¢ (m.r) fir alle ¢ €
Homy (M, A), r € R, m € M, zuordnet und einem Gruppenhomomorphismus f: A — A’
den R-Modulhomomorphismus

Hom(M, f) : Homgz (M, A) — Homg (M, A"), Y for.

Der Funktor F); ist linksadjungiert zu Gj,. Denn fiir alle abelschen Gruppen A und
R-Linksmoduln L erhélt man einen Isomorphismus

¢r.4 : Homg(L, Homgz (M, A)) = Bilg(M x L, A)—— Homz(M ®x L, A),
der einem R-Modulhomomorphismus ¢ : L — Homg (M, A), ¢ — 1, die Abbildung
GiLOM = A (6m) = do(m)

zuordnet. Hierbei beachten wir, dass sich fiir einen Homomorphismus ¢ : L — Homgy (M, A)
die R-Lineritit ausdriickt durch

bro(m) = (r-4pe)(m) = ve(m.r)

und das ist genau die R-Bilinearitit der zugehorigen Abbildung M x L — A, (m,{) —

¥e(m). Die Existenz von @Z folgt daher aus der universellen Eigenschaft des Tensorpro-
dukts.

Das Inverse des Isomorphismus ¢y, 4 ordnet einem Gruppenhomomorphismus
X M®rL— A
den Gruppenhomomorphismus

X : L — HOIHZ(M, A), {— Xe it )V(g(m) = X(m Xr f)
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zu, der die Bedingung

Xre(m) = x(m &g (rl)) = x((m.r) @r £) = xtbe(m.r)

erfiillt und somit ein R-Modulhomomorphismus ist.
Sind f: L/ — Lund g : A — A" Morphismen in R-Mod, so zeigt eine kurze Rechnung,
dass das Diagramm

h—Hom(M,g)oho f

HOIHR(L, HomZ(M, A)) HOIIlR(L/, HomZ(M, A/))

l%ﬂL,A l@L',A’

Homy (M ®p L, A) brrgokolida Grf) Homy (M ®r L', A')

kommutiert. Also ist der Funktor Fy; = M ®g — : R — Mod — Ab linksadjungiert
zu Gy = Hom(M,—) : Ab — R — Mod. Analog kann man zeigen, dass fiir jeden R-
Linksmodul M der Funktor Fj, = — ®gr M : R°®* — Mod — Ab linksadjungiert zum
Funktor Hom(M, —) : Ab — R°® — Mod ist.

Ein weiteres sehr wichtiges Beispiel fiir adjungierte Funktoren ergibt sich aus der Restrik-
tion der Skalare und dem Tensorprodukt von R-Moduln. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomor-
phismus, so erhélt man durch die Restriktion der Skalare jeder S-Modul die Struktur eines
R-Moduls, und nach Beispiel definiert dies einen Funktor S-Mod— R-Mod. Wir zeigen
nun, dass dieser Funktor einen links- und rechtsadjungierten Funktor besitzt.

Satz 7.28. Seien R, S unitale Ringe, p : R — S ein Ringhomomorphismus und
®: S—Mod -+ R — Mod

der durch Restriktion der Skalare definierte Funktor aus Beispiel [7.8 Dann gilt:

(a) Der Induktionsfunktor
F=S®r—:R—Mod - S—Mod mit F(M)=S®grM, F(f)=ids®f
fiir R-Moduln M und f € Homg(M, N) ist linksadjungiert zu ®.
(b) Der Koinduktionsfunktor

G =Hom(S,—) : R—Mod — S—Mod mit G(M)=Homg(S, M), G(f)= fo

fiir R-Moduln M und f € Hompg(M, N) ist rechtsadjungiert zu ®.
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Beweis. (a) Wir versehen den Ring S mit der durch ¢ : R — S und durch die Linksmultipli-
kation in S definierten (S, R)-Bimodulstruktur: §'.s.r = §' - s- o(r) fir alle r € R, 5,8 € S,
wodurch die abelsche Gruppe S ®r M die Struktur eines S-Linksmoduls erhélt. Also ordnet
F' jedem R-Linksmodul M einen S-Linksmodul S ®z M zu und nach Beispiel jedem
R-Modulhomomorphismus f : M — N einen S-Modulhomomorphismus idg ®gf. Diese Zu-
ordnung ist vertridglich mit den Identitdtsmorphismen und der Komposition und definiert
somit einen Funktor F': R — Mod — S—Mod.

Um zu zeigen, dass F' linksadjungiert zu @ ist, betrachten wir die Gruppenhomomorphis-
men

(I)M,N : HOIHR(M, (I)(N)) — HomS(S KR M, N), f — (S XK m — Sf(m))
Uy n : Homg(S ®r M, N) — Hompg(M, P(N)), g— (m—g(lg®@m))
Eine direkte Rechnung zeigt, dass diese zueinander invers und somit Isomorphismen von
abelschen Gruppen sind. Die Natiirlichkeitseigenschaft beweist man durch direktes Nachrech-

nen: Zu zeigen ist, dass fiir alle R-Modulhomomorphismen f : M’ — M, S-Modulhomo-
morphismen g : N — N’ und R-Modulhomomorphismen h : M — ®(N) die Bedingung

Car v (P(g) o ho f) =goPun(h)o F(f): S®r M — N’
gilt. Der Morphismus auf der linken Seite ist gegeben durch
s@m'— s.(goho f(m)) Vse S,m e M,

und der Morphismus auf der rechten Seite durch
s@m' =5 & f (') s h(f () g (s.h(f () = s.(g 0 ho f(m)),

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass g ein S-Modulhomomorphismus ist. Also ist die
Natiirlichkeitsbedingung erfiillt und F' ist linksadjungiert zu ®.

(b) Wir versehen den Ring S mit der durch ¢ : R — S induzierten R-Linksmodulstruktur
r.s = (r)-s und die abelsche Gruppe Hompg(.S, M) mit der natiirlichen S-Linksmodulstruktur
s'.f(s) == f(s-s). Also ordnet G jedem R-Linksmodul M den S-Linksmodul Homg(S, M)
und jedem R-Modulhomomorphismus f: M — N den S-Modulhomomorphismus

Hom(S, f) : Homg_noa(S, M) — Hompg_noa(S, V)

zu, der einen R-Modulhomomorphismus g : S — M auf den R-Modulhomomorphismus

G(g) = fog: M — N abbildet. Die Zuordnung ist vertréglich mit den Identitédtsmorphismen

und der Komposition und definiert daher einen Funktor G : R — Mod — S—Mod. Um zu

zeigen, dass G rechtsadjungiert zu ® ist, betrachten wir die Gruppenhomomorphismen
Homp(®(N), M) — Homg (N, Hompg(S, M)), fr=(nw— (s f(s.n)))

Homg (N, Hompg(S, M)) — Hompg(®(N), M), g— (n—g(n)(1ls)).
Wie im ersten Beweisschritt kann man zeigen, dass diese zueinander invers und natiirlich sind.
Also ist G rechtsadjungiert zu ®. O
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Ein wichtiger Spezialfall dieses Satzes ergibt sich, wenn man man Darstellungen einer
Gruppe G und einer Untergruppe H C G iiber einem Korper K betrachtet und als Ring-
homomorphismus ¢ : K[H] — K[G] den durch die Inklusionsabbildung H — G induzierten
Ringhomomorphismus wéhlt. In diesem Fall entspricht der Funktor ¢ aus Satz der Re-
striktion von Darstellungen (siehe Beispiel [7.9) und die Koinduktion entspricht der Induktion
von Darstellungen.

Beispiel 7.29. (Frobenius-Reziprozitit) Sei K ein Korper, G eine Gruppe und H C G eine
Untergruppe. Dann definiert die Inklusionsabbildung ¢ : H — G einen Ringhomomorphismus
¢ : K[H] — K]|G], und der zugehorige Funktor

¢ : Repy(G) = K[G] — Mod — Repg(H) = K[H] — Mod

ist die Restriktion von Darstellungen Resg aus Beispiel .
Der Funktor

Coind% = Hom(K[G], —) : Repg(H) — Repg(G), Coind% (M) = Homy (K[G], M)

aus Satz [7.2§ ordnet jedem H-Modul M den G-Modul der H-Modulmorphismen
f : K[G] — M zu. Ein solcher H-Modulmorphismus ist charakterisiert durch die Eigenschaft

S f(0,) = f(6n%0,) = f(6ny) VheE H,geG, f: K[G]— M.

Identifiziert man die Deltafunktionen ¢, mit Gruppenelementen g € G so sieht man, dass das
gerade der K[G]-Modul Ind% (M) aus Beispiel [7.9] ist. Der Funktor

Ind% : Repy(H) — Repy(G)

ist also rechtsadjungiert zu dem Funktor Res% : Repy(G) — Repy(H).

Der Funktor F' : Repg(H) — Repg(G) aus Satz ordnet jedem H-Modul M das
Tensorprodukt K|G]®@kg M zu, wobei K[G] mit der (K[G], K[H])-Bimodulstruktur é,.6,.0, =
0y * 0y % O, = g, versehen wird. Ist (p, M) eine Darstellung von H, so definiert dies eine
Darstellung der Gruppe G auf dem Vektorraum K[G] @k M.

7.2.1 Charakterisierung durch natiirliche Transformationen

Die Charakterisierung adjungierter Funktoren durch Bijektionen von Hom-R&umen in Defi-
nition ist giinstig fiir praktische Anwendungen, da sie sich in konkreten Beispielen leicht
nachrechnen lédsst. Allerdings ist sie etwas technisch und unkonzeptionell, da sie nicht von
den Strukturen Gebrauch macht, die Funktoren zueinander in Beziehung setzen, ndmlich den
natiirlichen Transformationen. Wir betrachten daher noch eine alternative Charakterisierung
adjungierter Funktoren durch natiirliche Transformationen.
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Satz 7.30. (a) Ein Funktor F : C — D ist linksadjungiert zu einem Funktor G : D — C
genau dann, wenn es natirliche Transformationen € : FG — idp und n : ide — GF ¢ibt, so
dass fir alle Objekte X € Ob(C) und Y € Ob(D) gilt:

G(Ey) o NGY) = ]‘G(Y): G(Y) — GFG(Y) — G(Y)
(b) Ein Paar adjungierter Funktoren F - G definiert genau dann eine Aquivalenz von Ka-

tegorien, wenn die natiirlichen Transformationen € : FG — idp und n : ide — GF' natiirliche
Isomorphismen sind.

Beweis. (a) Sei F': C — D linksadjungiert zu G : D — C. Dann folgt aus der Definition, dass
fiir jedes Paar von Objekten D, D' in D und jedes Paar von Objekten C,C" in C Bijektionen
YG(D),D’ - HomC(G(D)a G(l)/));> HOIl’lD(FG(D>, D,)
or(cry * Homp(F(C), F(C")—— Home(C, GF(C))
existieren. Fiir jedes Objekt D in D bezeichnen wir mit ep : FG(D) — D das Bild des
Identitdtsmorphismus 1g(py unter der ersten Bijektion und fiir jedes Objekt C' in C mit
ne : C — GF(C) das Bild des Identitdtsmorphismus 1p) unter der zweiten Bijektion.
Wir zeigen nun, dass diese Morphismen natiirliche Transformationen ¢ : FG — idp und

n :ide — GF definieren. Aus dem kommutierenden Diagramm in Definition [7.26] erhélt man
fiir alle Morphismen f: D — D’ in D:

ep o FG(f) =pc),0 (1)) o FG(f) = pap),p (Lam © G(f))
=pan),0(G(f) o 1apy) = f o vaw)p(lamp)) = foep.

Diess zeigt, dass die Morphismen e¢p : FG(D) — D eine natiirliche Transformation
€ : FG — idp definieren. Ebenso ergibt sich aus dem kommutierenden Diagramm in De-

finition [7.26]
erx) © F(nx) =pcrx).re)(larx)) o F(@}}F(X)(lF(X)))
= px,r(0) (Lar) © Px p (Lr(x))
= PX,F(x) © Pxpx) (LF0) = Lrex),
also die zweite Identitdt in der Definition. Der Beweis, dass die Morphismen
ne : C — GF(C) eine natiirliche Transformation n : ide — GF' definieren, und der Be-
weis der ersten Identitéit im Satz sind analog.

(b) Seien nun F': C — D und G : D — C Funktoren, fiir die natiirliche Transformationen
€ : FG — idp und 7 : ide — GF existieren, die die Bedingungen in Satz [7.30] erfiillen. Dann
erhélt man fiir alle Objekte X in C und Y in D Abbildungen

ox.y : Home(X, G(Y))—— Homp(F(X), FG(Y))—2 s Homp(F(X),Y)
Yxy : Homp(F(X), Y)L> Hom¢(GF(X),G(Y)) lehonx Home (X, G(Y)).
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Nun gilt fiir alle Morphismen f : X — G(Y) in C und alle Morphismen g : F(X) — Y in D

Uxy o pxy(f) =Gley) o GF(f)onx = Gley) ongyyo f = f
pxy oYxy(g) = ey o FG(g) o F(nx) = goerix)o Fnx) =y,

wobei die Natiirlichkeit von € und n und die Identitédten aus Satz benutzt wurden. Dies
zeigt, dass die Abbildung ¢xy : Home (X, G(Y)) — Homp(F(X),Y) bijektiv ist.

Zu zeigen ist noch die universelle Eigenschaft aus Definition Seien dazu
f:X — X h:X — G) Morphismen in C und g : ¥ — Y’ ein Morphismus in D.
Einsetzen der Definition von ¢xy und Ausnutzen der Natiirlichkeit von € ergibt dann

px(Glg) o ho f) = ev: 0 FG(g) o F(h) o F(f) = g o ey o () o F(f)
=gopxy(h)o F(f).

(c) Sind F' 4 G ein Paar adjungierter Funktoren, so dass die natiirlichen Transformationen
€ : F'G — idp und 7 : id¢ — GF' Isomorphismen sind, so sind nach Definition F und G
Aquivalenzen von Kategorien. Bilden umgekehrt F : C — D und G : D — C eine Aquivalenz
von Kategorien, so folgt aus dem Beweis von Satz[7.19] (siehe Bemerkung und (a)), dass
diese auch zueinander adjungiert sind mit natiirlichen Isomorphismen ¢ : FG — idp und
n:ide — GF. O

7.2.2 Das Yoneda-Lemma

Aufgrund der bisherigen Ergebnisse ist es naheliegend, die Eigenschaften von adjungierten
Funktoren wie beispielsweise die Existenz und Eindeutigkeit von links- oder rechts-adjungierten
Funktoren genauer zu untersuchen. Ebenso mochte man den Zusammenhang zwischen adjun-
gierten Funktoren und Produkten detaillierter untersuchen.

Dies erfordert, dass wir uns zunéchst genauer mit Funktoren von einer gegebenen Kategorie
C in die Kategorie Set der Mengen und Abbildungen befassen. Beispiele solcher Funktoren
sind die Hom-Funktoren aus Beispiel [7.8] Ist X ein Objekt in der Kategorie C, so erhilt man
nach Beispiel Funktoren

Hom(X,—) : C — Set Hom(—, X)) : C°? — Set
Y — Home(X,Y) W — Home(W, X)
frHom(X,f):g— fog h+— Hom(h,X): g+ goh.

Hieraus ergibt sich nun die Frage, welche Funktoren F' : C — Set sich als Funktoren
Hom(X,—) : C — Set beschreiben lassen bzw. zu solchen Funktoren isomorph sind. Dies
fithrt auf den Begriff der Darstellbarkeit von Funktoren.

Definition 7.31. Sei C eine Kategorie. Ein Funktor F' : C — Set heifit darstellbar, wenn
ein Objekt X € Ob C und ein natiirlicher Isomorphismus 1 : F = Hom(X, —) existiert.
Ein solches Objekt X wird als darstellendes Objekt von F' bezeichnet. Analog definiert man
Darstellbarkeit fiir kontravariante Funktoren F': C — Set.
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Aus dieser Definition ergibt sich sofort die Frage nach der Eindeutigkeit des darstellen-
den Objekts fiir einen darstellbaren Funktor. Ebenso muss man sich fiir einen gegebenen
Funktor C — Set und ein gegebenes Objekt X mit der Existenz und Eindeutigkeit von
natiirlichen Transformationen 1 : Hom(X, —) — F befassen. Das zentrale Resultat, dass die-
se Frage beantwortet ist das Yoneda-Lemma, das besagt, dass jede natiirliche Transformation
n : Hom(X, —) — F durch ihren Wert nx(1x) : F(X) — F(X) eindeutig bestimmt ist. Dies
erlaubt es einem oft, durch “Raten” von X und 7x(1lx) einen natiirlichen Isomorphismus
n : Hom(X, —) — F und damit ein darstellendes Objekt zu einem F' zu konstruieren.

Lemma 7.32. (Yoneda-Lemma) Sei C eine Kategorie, F': C — Set ein Funktor und X ein
Objekt in C. Dann bilden die natirlichen Transformationen n : Hom(X, —) — F eine Menge
Mx g und die Yoneda-Abbildung Mx r — F(X), n+— nx(1x) ist eine Bijektion.

Beweis. (a) Injektivitit der Yoneda-Abbildung: Eine natiirliche Transformation
n:Hom(X,—) — F

definiert fiir jedes Objekt Y von C eine Abbildung 7y : Home(X,Y) — F(Y), so dass fur
jeden Morphismus f : Y — Y’ das folgende Diagramm kommutiert

Home(X,Y) QHZ;_I F(Y)

g—fog

Home(X,Y') —2 = F(Y").

g'—)gO£71

Setzt man X =Y und betrachtet das Bild von 1x € Hom¢(X, X) unter diesen Abbildungen,
so erhélt man

F(f)onx(1x) =mnv(f)  Vf € Home(X,Y").

Dies zeigt, dass die Abbildung ny+ : Home(X,Y’) — F(Y’) durch F und nx(1x) eindeutig
bestimmt ist. Somit ist die Yoneda-Abbildung Mx p — F(X) injektiv.

(b) Surjektivitit der Yoneda-Abbildung: Um zu zeigen, dass die Yoneda-Abbildung
surjektiv ist, miissen wir zu jedem Element x € F(X) eine natiirliche Transformation 7 :
Hom(X, —) — F konstruieren mit 7x(1x) = x. Dazu betrachten wir fiir gegebenes z € F(X)
die Abbildung

Ty : Home(X,Y) = F(Y), h~— F(h)(z)
Offensichtlich gilt

Tx(1x) = F(1x)(z) = 1r (2) = idpx) (o) = 2.
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Dass die Morphismen 7y : Home(X,Y) — F(Y') eine natiirliche Transformation definieren ist
dquivalent zur Kommutativitdt des Diagramms
Home(X,Y) —2 F(Y)
ngogL LF (F)
Home(X,Y') — F(Y)

fiir alle Morphismen f : Y — Y’. Diese ergibt sich durch direktes Nachrechnen:

F(N)(Fh)(x)) = F(f) o F(h)(x) = F(f o h)(x).

Also kommutiert das Diagramm und die Morphismen 7y : Home(X,Y) — F(Y') definieren
eine natiirliche Transformation 7 : Hom(X, —) — F mit 7x(1x) = x. Die Yoneda- Abbildung
ist also surjektiv. O

Das Yoneda-Lemma hat viele wichtige Anwendungen, da es erlaubt aus Abbildungen zwi-
schen Mengen natiirliche Transformationen zu konstruieren. Ein weiteres schones Ergebnis,
das sich direkt aus dem Yoneda-Lemma ergibt, ist eine Eindeutigkeitsaussage fiir darstellende
Objekte von Funktoren.

Korollar 7.33. Sei C eine Kategorie. Dann gilt:

(a) Die Funktoren Hom(X,—) : C — Set, Hom(Y, —) : C — Set fiir zwei Objekte X,Y in C
sind genau dann isomorph, wenn die Objekte X und'Y isomorph sind.

(b) Ist ein Funktor F' : C — Set darstellbar, so ist das darstellende Objekt eindeutig bis auf
Isomorphie.

(¢) Analoge Aussagen gelten fir die kontravarianten Funktoren Hom(—, X) : C°® — Set.

Beweis. (a) Existiert ein Isomorphismus € : X = Y, so definieren die Abbildungen

nz : Home(X, Z) — Home(Y, Z), g+ goe

fiir jedes Objekt Z eine Bijektion zwischen Home (X, Z) und Home (Y, Z). Diese setzten sich
zu einem natiirlichen Isomorphismus 7 : Hom(X, —) — Hom(Y, —) zusammen, denn fiir alle
Morphismen f : Z — W kommutiert das folgende Diagramm

Home(X,Z) —2~ Home(Y, Z)

Hom(XJ)lngog Hom(Y,f)Lngog

Home(X, W) > Home(Y,W).
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Existiert umgekehrt ein natiirlicher Isomorphismus 7 : Hom(X,—) = Hom(Y,—), so
existiert ein Morphismus f : X — Y mit ny(f) = 1y, denn

ny : Home(X,Y) — Home (YY)

ist eine Bijektion. Wir setzen h := nx(1x) € Home(Y, X). Wegen der Natiirlichkeit von 7
kommutieren auflerdem die Diagramme

-1
Home (X, X ) > Home(Y, X) Home (Y, Y) —2~ Home(X, Y)

Hom(X,f)lg»—)fog Hom(Y,f)Lngog g»—>hogl lg»—ﬂzog
Home(X,Y) ——= Home (Y, Y). Home (Y, X ) — Home (X, X),

Nx

und es folgt

foh=ny(folx)=ny(f) =1y
hof=hony'(1y) =nx (holy) =nx'(h) = 1x

Also sind f: X — Y und h: Y — X zueinander inverse Isomorphismen.
(b) Dies ergibt sich direkt aus der Definition. Sind X, X’ zwei darstellende Objekte von
F : C — Set, dann existieren natiirliche Isomorphismen

n:F = Hom(X,—) und 7% :F < Hom(X', )

und somit sind auch die Funktoren Hom (X, —) und Hom(X’, —) isomorph. Aus (a) folgt dann
X =X O

Dieses Korollar und das Yoneda-Lemma sind deswegen so hilfreich, weil sich damit Aus-
sagen iiber Funktoren und natiirliche Transformationen in Aussagen iiber die Isomorphie von
Hom-R&umen iibersetzen lassen. Insbesondere lassen sich diese Ergebnisse leicht auf Funk-
toren anwenden, die gerade iiber Beziehungen zwischen Hom-R&umen charakterisiert sind,
wie die links- oder rechtsadjungierten Funktoren eines gegebenen Funktors. Wir erhalten den
folgenden Satz, dessen Beweis noch einmal die Niitzlichkeit des Yoneda-Lemmas verdeutlicht.

Satz 7.34. Besitzt ein Funktor F : C — D einen linksadjungierten oder einen rechtsadjun-
gierten Funktor, so ist dieser eindeutig bestimmt bis auf Isomorphie.

Beweis. Seien F, F' : C — D zwei Linksadjungierte zu einem Funktor G : D — C. Dann hat
man fiir alle Objekte C'in C und D in D Isomorphismen:

/
¥Yc,D

Homp(F(C), D) 252 Home(C, G(D)) 222 Homp (F'(C), D),
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und die Tsomorphismen ¢¢, p, ¢t p erfiillen die Natiirlichkeitsbedingung aus Definition [7.26]
Dies definiert fiir jedes Objekt C' einen natiirlichen Isomorphismus

C _
7@ Hom(F(C),—) — Hom(F'(C), —), 7753 )= Ye,p © SOC,ID

denn das Diagramm

o
Homp(F(C), D) ——2~ Home(C, G(D)) ——2~ Homp(F'(C), D) (32)
ngogl gHG(f)Ogl ngogl

—1
Yc.E

Homp(F(C), E) Hom¢(C, G(E)) Homp(F'(C), E)

— =

"

kommutiert fiir alle D-Morphismen f: D — E wegen der Natiirlichkeitseigenschaft in Defini-
tion [7.26] Also ergibt sich aus dem Beweis von Korollar [7.33] dass fiir alle Objekte C' ein Iso-
morphismus 7¢ = ng’g)c)(l roy) @ F'(C) — F(C) existiert. Aus der Natiirlichkeitseigenschaft
in Definition folgt dann, dass das folgende Diagramm fiir alle Morphismen f : B — C'
kommutiert

o
Homp(F(C), D) —— 22~ Home(C, G(D)) ——2~ Homp(F'(C), D) (33)
gHgoF(f)l ) gHgij gHgoF’(f)l

¥B,D

Homp(F(B), D) ’ Home (B, G(D))

— T =

9

Setzt man darin D = F(C') und betrachtet das Bild des Morphismus 1p(¢), so erhélt man

7e o F'(£) © 0 (1rey 0 F()) = 080 (F(f) 0 1rs)

F(f) o npin (Lem) = F(f) o 3,

wobei wieder die Natiirlichkeitseigenschaft in Definition benutzt wurde. Also bilden die
Isomorphismen 7¢ : F'(C') — F(C) einen natiirlichen Isomorphismus 7 : F' = F’. O

Mit Hilfe dieser Ergebnisse kénnen wir nun auch die Beziehung zwischen adjungierten
Funktoren und den Produkten und Koprodukten in einer Kategorie kldren. Die Definition
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eines links- bzw. rechtsadjungierten Funktors ergab sich ja gerade als Verallgemeinerung der
Beziehung zwischen den durch Produkte und Koprodukte definierten Funktoren und dem
Diagonalenfunktor. Wir zeigen nun, dass rechts- bzw. linksadjungierte Funktoren mit Pro-
dukten und Koprodukten in den zugrundeliegenden Kategorien kompatibel sind, d.h. bis auf
[somorphie Produkte und Koprodukte erhalten.

Satz 7.35. Sei F': C — D linksadjungiert zu G : D — C. Dann vertauscht G mit Produkten
und F mit Koprodukten:

G< I1 Di> ~T[G(D)  und F(]_[ ci) ~ [ F(C).
iel iel iel iel
Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir Produkte. Der Beweis der Aussage fiir Koprodukte ist

analog. Sei Il;c;D; ein Produkt in D und C' ein beliebiges Objekt in C. Dann gilt:

univ. Eigenschaft
-G von

II
Homc(C, G(HZEIDZ)) = HOH]D(F(C), HiEIDi) = Hie] HOIHD(F(C), Dz)
univ. Eigenschaft

-G von I1
= Hie[ HOmc(C,G(DZ)) = HOI’Ilc(C, HzelG(Dz))

Diese Isomorphismen definieren einen natiirlichen Isomorphismus 7 : Hom(—, G(Ile; D;)) —
Hom(—,I1;e;G(D;)), denn das Diagramm
Home (C, G(I;e; D;)) —— Home(C, Tic, G(D;))
g—gof l lgHQOf
HOHIC(C/, G(H'LEID’L)> 77_0’) HOHIC(C/, HZGIG(Dz))
kommutiert fiir alle Morphismen f : C’ — C. Dies ergibt sich aus der obige Kette von
[somorphismen, indem man die universelle Eigenschaft der Produkte sowie die kommutie-

renden Diagramme in Definition benutzt. Mit Korollar folgt nun, dass die Objekte
G(I;erD;) und ;e G(D;) isomorph sind. O

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 7.1. Zeigen Sie, dass eine Kategorie C existiert, deren Objekte die Mengen sind und deren
Morphismen alle injektiven Abbildungen.

Aufgabe 7.2. Sei V eine Menge und E C V? eine Teilmenge. Unter welchen Bedingungen an E
erhalten wir durch Ob(C) =V,

{(y,z)} falls (z,y) € F

0 sonst und  (z,y) o (y,2) = (,2)

Home(z,y) = {

eine Kategorie? Wann ist diese Kategorie ein Gruppoid (alle Pfeile sind invertierbar)?
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Aufgabe 7.3. (Quotientenkategorien) Ist C eine Kategorie und fiir je zwei Objekte X, Y ~ eine
Aquivalenzrelation auf Homeg(X,Y), so dass aus f ~ g € Home(X,Y) und h ~ k € Home(Y, Z)
folgt ho f ~ ko g (Kongruenzrelation), dann erhélt man eine neue Kategorie C’ mit

ObC=0b(C und Home(X,Y)=Home(X,Y)/~
mit der durch die Komposition in C induzierte Komposition: [h] o [f] = [ho f].

Aufgabe 7.4. (Kategorie der Mengenpaare) Zeigen Sie die Existenz einer Kategorie C deren Objekte
Paare von Mengen (A, X) mit A C X und deren Morphismen f: (4, X) — (A’, X') alle Abbildungen
f: X — X' mit f(A) C A’. Wann sind zwei Paare (A, X) und (4’, X’) isomorph?

Aufgabe 7.5. (Freie Gruppen) Verifizieren Sie die folgenden Behauptungen: Fiir eine Menge M sei
F(M) die freie Gruppe iber M. Ihre Elemente sind Worter

91 9" 9i € Mg € {£1},n € Ny,
die durch Konkatenation multipliziert werden. Hierbei kiirzt man alle Ausdriicke der Gestalt gg~—*
und g~'g. Man erhilt so eine Gruppe, deren Einselement e das leere Wort ist (n = 0) und die
Inversion in F'(M) ist gegeben durch
(67 - g) =g
Zu jeder Mengenabbildung f: M — N, existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus

F(f): F(M) = F(N), gy g5 = f(g)™ - fgn)™

Zu jeder Abbildung f: M — G der Menge M in eine Gruppe G existiert genau ein Gruppenhomo-
morphismus

F(M) =G mit  f(gi - g7") = flg)™ - f(ga)™

I
Aufgabe 7.6. Ist F': C — D ein Funktor und ¢ € Homg(X,Y) ein Isomorphismus, so ist auch
F(¢) € Homp(F(X), F(Y)) ein Isomorphismus.

Aufgabe 7.7. Fiir eine Gruppe G ist die Kommutatorgruppe [G, G| die von Elementen [g, h] =
g-h-g~'-h~! mit g, h € G erzeugte Untergruppe. Sie bildet eine normale Untergruppe von G, und
die Faktorgruppe G/[G,G] ist eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen mit 7 : G — G/[G, G| die
kanonische Surjektion. Zeigen Sie:

(a) Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so existiert genau ein Gruppenhomomorphismus
f:G/|G,G] - H/[H,H] mit forg =mgo f.

(b) Die Zuordnungen G — G/[G,G), f — f definiert einen Funktor F : Grp — Grp.

(c) Die kanonischen Surjektionen 7g : G — G/[G, G] definiert eine natiirliche Transformation zwi-
schen dem Identitdtfunktor idgrp : Grp — Grp und dem Funktor F': Grp — Grp.
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Aufgabe 7.8. Seien X,Y topologische Rdume. Zwei stetige Abbildungen f, g : X — Y heiflen ho-

motop, f ~ g, wenn eine stetige Abbildung h : X x [0,1] — Y mit h(x,0) = f(z) und h(z,1) = g(x)

fir alle z € X existiert.

(a) Zeigen Sie, dass die Homotopie von Abbildungen eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
stetigen Abbildungen von X nach Y definiert.

(b) Zeigen Sie, dass fiir topologische Rdume X,Y, Z und stetige Abbildungen f,g : X — Y, h, k :
Y > Zaus f~gund h ~ k folgt ho f ~kog.

(c) Zeigen Sie, dass die topologischen Rdume und die Homotopiedquivalenzklassen stetiger Abbil-
dungen eine Kategorie hTop bilden und bestimmen Sie die Isomorphismen in dieser Kategorie.

(d) Zeigen Sie, dass dies einen Funktor 7 : Top — hTop definiert, der wesentlich surjektiv, aber
nicht volltreu ist.

Aufgabe 7.9. Sei X ein topologischer Raum. Ein Wegin X ist eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X.
Die Verkettung zweier Wege ¢, d : [0,1] — X mit ¢(1) = d(0) ist der Weg d % ¢ : [0,1] — X mit

 (e2t) )
dxelt) = {d(2t— 1) telk1).

Zwei Wege ¢, : [0,1] — X mit gleichen Anfangs- und Endpunkten ¢(0) = ¢/(0), ¢(1) = ¢/(1) heiBen
homotop, ¢ ~ ¢, wenn eine stetige Abbildung h : [0,1] x [0,1] — X mit h(t,0) = c(t), h(t, 1) = ¢ (t)
fiir alle t € [0,1] und h(0, s) = ¢(0), h(1,s) = ¢(1) fiir alle s € [0, 1] existiert.

(a) Untersuchen Sie, ob die Verkettung von Wegen assoziativ ist.

~
m
=)
— DN

(b) Zeigen Sie, dass die Homotopie von Wegen eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege
c¢:]0,1] — X mit festem Anfangs- und Endpunkt ¢(0) = zg, ¢(1) = 1 definiert.

(¢) Zeigen Sie: Sind ¢,c,d,d : [0,1] = X Wege mit ¢(0) = ¢/(0), ¢(1) = (1) = d(0) = d’'(0) und
d(1) =d'(1), so dass gilt ¢ ~ ¢/, d ~ d’, dann folgt d ¢ ~ d' x .

(d) Zeigen Sie, dass man eine Kategorie erhilt, deren Objekte Punkte des topologischen Raums X
und deren Morphismen Homotopiedquivalenzklassen von Wegen in X sind. Uberlegen Sie sich,
dass das nicht der Fall ist, wenn man versucht, als Morphismen Wege in X zu wihlen.

(e) Zeigen Sie, dass die Kategorie aus Aufgabenteil (d) ein Gruppoid ist. Sie wird als Fundamental-
gruppoid des topologischen Raums X bezeichnet.

(f) Zeigen Sie: Ist eine Kategorie C ein Gruppoid, so bilden fiir jedes Objekt X in C die Morphismen
f : X — X eine Gruppe. Folgern Sie, dass fiir jeden fest gewdhlten Punkt € X die Homo-
topieklassen von Wegen ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = ¢(1) = z eine Gruppe bilden. Diese wird als
Fundamentalgruppe des topologischen Raums X mit Basispunkt  und mit 71 (x, X') bezeichnet.

Aufgabe 7.10. Zeigen Sie, dass das Tensorprodukt von R-Moduln einen Funktor
Qg : R°® — Mod xR — Mod — Ab

definiert.
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Aufgabe 7.11. Seien X,Y, Z topologische Ridume mit ausgewihlten Punkten r € X,y € Y,z € Z

und 71 (x, X), m(y,Y), m(z, Z) die zugehorigen Fundamentalgruppen. Fiir Wege ¢ : [0,1] — X mit

¢(0) = ¢(1) = z bezeichnen wir mit [c]x die entsprechende Homotopieklasse in 71 (z, X) und analog

fir Y und Z. Zeigen Sie:

(a) Ist f: X — Y eine stetige Abbildung mit f(x) = y, dann erhélt man durch 71 (f)([c]) := [f o ]
einen Gruppenhomomorphismus 71 (f) : m1(z, X) = m(y,Y).

(b) Es gilt mi(idx) = ids, (z,x) und fiir alle stetigen Abbildungen f : X — Y, g : ¥ — Z mit
f(@) =y, gly) = = folgt m1(g o f) = m1(g) o m1(f).

(¢) Die Zuordnungen (z, X) — m1(x, X) und f — m1(f) definieren einen Funktor
m : Top* — Grp
von der Kategorie Top* der punktierten topologischen Raume in die Kategorie Grp der Gruppen.

Aufgabe 7.12. (Grothendieckgruppen von Monoiden) Sei M = (M, -, e) ein Monoid und G(M)
seine Grothendieck—Gruppe. Zeigen Sie:

(a) Sein: M — G(M) die kanonische Abbildung. Dann wird G(M) von n(M) erzeugt.
(b) Ist M kommutativ, so auch G(M), und in diesem Fall gilt G(M) = n(M)n(M)~L.

(c) Sei (M,+,e) kommutativ mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass fiir a,b € M ein ¢ € M
existiert, so dass b = a + ¢ oder a = b+ ¢ gilt und die Additionsabbildungen \,(b) = a + b
injektiv sind. Wir betrachten die Menge M? mit der Monoidstruktur, die gegeben ist durch

ey2 = (e,e) und  (m,n) + (m',n') := (m+m/,n+n).
Zeigen Sie:

(i) Durch (m,n) ~ (m/,n’), falls ein a € M existiert mit (m’,n’) = (m + a,n + a) oder
(m,n) = (m' + a,n’ + a) wird auf M? eine Aquivalenzrelation definiert.

(ii) Die Menge M?/ ~ triigt eine natiirliche Gruppenstruktur, so dass die Quotientenabbil-
dung M? — M?/ ~ ein Homomorphismus ist.

(iii) Die Abbildung f: M?/ ~— G(M), (m,n) — m — n ist ein Gruppenisomorphismus.
(iv) G(No) = Z und G((Z\ {0},1)) = Q*.

Aufgabe 7.13. Sei R ein Ring (ohne Eins) und
R:=R®7Z, mit (r,n)(s,m) := (rs + ns + mr,nm), rse€ERnmeZ
die zugehorige “Vereinsung” mit dem Einselement 1 = (0, 1). Zeigen Sie:

(i) Durch ¢: R — R, 7+ (r,0) wird ein injektiver Homomorphismus von Ringen definiert, der R
auf ein Ideal von R abbildet.
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(ii) Der zugehorige Vergissfunktor
V:R—Mod — R — Mod

ist ein Isomorphismus von Kategorien. Hierbei sind die Modulstrukturen in R — Mod immer
mit 1.m = m zu verstehen.

Aufgabe 7.14. Sei F': C — D ein Funktor. Zeigen Sie, dass F' genau dann ein Isomorphismus von
Kategorien ist, wenn F' volltreu ist und fiir jedes Objekt Z € Ob(D) genau ein X € Ob(C) mit
F(X) = Z existiert.

Aufgabe 7.15. Sind F: C — D und G: D — £ Aquivalenzen von Kategorien, so auch GoF: C — &.

Aufgabe 7.16. Zeigen Sie: ist C eine kleine Kategorie und D eine Kategorie, so bilden die Funktoren
F : C — D und die natiirlichen Transformationen 7 : F' — G eine Kategorie.

Aufgabe 7.17. Zeigen Sie, dass die Kategorie Vect®(K) der endlichdimensionalen
K-Vektorrdume aquivalent ist zur Kategorie der nichtnegativen ganzen Zahlen mit Matrixen M €
M. (K) als Morphismen M : n — m, indem sie eine Aquivalenz von Kategorien und die zugehorigen
natiirlichen Isomorphismen explizit angeben.

Aufgabe 7.18. Betrachten Sie den Beweis der Aussage, dass ein Funktor genau dann eine Aquivalenz
von Kategorien ist, wenn er wesentlich surjektiv und volltreu ist (Satz|7.19), und ergénzen Sie alle
Schritte, die dort nicht genau ausgefiihrt sind. Zeigen Sie, dass die in diesem Beweis definierten
natiirlichen Isomorphismen ¢ : FG = idp und 7 : ide — GF die Bedingungen

erxy o F(nx) =1pxy  Glew) ongw) = lamw)

erfiillen und somit die Funktoren F,G eine adjungierte Aquivalenz bilden.

Aufgabe 7.19. Seien G, G5 Gruppen mit neutralen Elementen e; und es und G7 N Gy = (. E
Dann ist das freie Produkt G1 x G5 definiert als die Menge der freien Worter in G; und Ga

GixG2={(91,92,---,9n) : n €No,g; € (G1\ {e1}) U (G2 \ {e2}),9: € G1 & git1 € Ga},

mit der Verkniipfung

fallsgn—s - hiys = e fiir0 < s < k
(.917 -y 9n—k—1,9n—k ° hk+17 teey hm) und In—k, hk+1 € G’Lk mit
(G1s- s Gn)-(B1s o b)) = In—k - hi1 7 €,

falls gn—s - hiys = e fiir0 < s < k

1y Gn—ks Pkt1s -5 o,
(g In + m) und gp,—x € G, hy1 € Gjmiti # j

\

0Djese Voraussetzung beschrinkt die Allgemeinheit der Definition nicht—man kann ansonsten eine der
beiden Gruppen durch eine dazu isomorphe Gruppe ersetzen.
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Die Inklusionsabbildungen t; : G; — G1 * G2 sind definiert durch

Loy~ L) g F e
i(9) {() g=ei

Zeigen Sie:

(a) Die Menge G x G2 mit dieser Verkniipfung bildet eine Gruppe mit dem leeren Wort () als
neutralem Element und Inversen (g1,...,9,)"" = (g7 % ..., g7 ")

(b) Ist H eine Gruppe und ¢; : Gi — H, 9 : G2 — H Gruppenhomomorphismen, so existiert
genau ein Gruppenhomomorphismus @1 x g : G1 * Go — H, so dass das folgende Diagramm

kommutiert

Gl % G2 P1*xP2

Dies nennt man die universelle Figenschaft des frez’en Produktes von Gruppen.
(c) Das freie Produkt von Gruppen ist assoziativ.
(d) Sind G4, ...,Gy Gruppen mit G; NG = 0 fiir i # j, so ist das freie Produkt
Gi*Gyx...xG,
ein Koprodukt der Objekte G, ..., G, in der Kategorie Grp.

Aufgabe 7.20. Wir betrachten den Funktor F' : Grp — Ab, der einer Gruppe G die abelsche
Gruppe G/[G,G] und einem Gruppenhomomorphismus f : G — H den eindeutig bestimmten
Gruppenhomomorphismus F(f) : G/|G,G] — H/[H, H] mit F(f) ong = mg o f zuordnet, wobei
e : G — G/[G,G] die kanonische Surjektion bezeichnet. Zeigen Sie, dass dieser Funktor linksad-
jungiert zum Inklusionsfunktor ¢+ : Ab — Grp ist.

Aufgabe 7.21. Wir betrachten die Kérper R und C und den durch die Inklusionsabbildung defi-

nierten Ringhomomorphismus ¢ : R — C.

(a) Zeigen Sie, dass der durch Restriktion von Skalaren definierte Funktor
® : Vect(C) — Vect(R) gerade die kanonischen Struktur eines rellen Vektorraums fiir jeden
komplexen Vektorraum V angibt. Uberlegen Sie sich, wie man aus einer Basis des komplexen
Vektorraums V' eine Basis des reellen Vektorraums ® (V') erhélt.

(b) Zeigen Sie, dass der dazu linksadjungierte Funktor F' : Vect(R) — Vect(C) mit F(V) = CerV
und F(f) = idc ®rf gerade der Komplexifizierung von Vektorrdumen entspricht. Geben Sie fiir
eine gegebene Basis B des reellen Vektorraums V eine Basis des komplexen Vektorraums C Qg V'
an.
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(c) Zeigen Sie, dass der Endofunktor ® o F': Vect(R) — Vect(R) dquivalent ist zum Verdopplungs-
funktor, der durch D(V) =V @V und D(f) = f @ f gegeben ist.

(d) Zeigen Sie, dass der Endofunktor F' o ®: Vect(C) — Vect(C) dquivalent ist zum Endofunktor,
der durch D(V) =V @V und D(f) = [ & f gegeben ist. Hierbei ist V der komplexe Vektorraum
mit der Skalarmultiplikation A * v := Av.

(e) Sei G: Vect(R) — Vect(C) der Funktor, der einem rellen Vektorraum V' den komplexen Vek-
torraum G(V') = Homg(C, V) mit (Af)(z) := f(2A) zugeordnet und einer R-linearen Abbildung
f:V — W die C-lineare Abbildung

G(f) : Homg(C,V) — Homg(C,W), g+ fog.

Konstruieren Sie zu einer gegebenen Basis B von V eine Basis des komplexen Vektorraums
HOmR(C, V)

(f) Zeigen Sie, dass die komplexen Vektorrdume F(V) = C ®r V und G(V) = Homg(C, V) stets
isomorph sind. Erhélt man so eine natiirliche Transformation 7: F — G?

Aufgabe 7.22. Geben Sie ein Skelett in der Kategorie Vect™(K) der endlichdimensionalen K-
Vektorrdume an.

Aufgabe 7.23. Seien C,D Kategorien, S¢ ein Skelett von C und Sp ein Skelett von D. Zeigen Sie,
dass die Kategorien C und D genau dann dquivalent sind, wenn die Kategorien S¢ und Sp isomorph
sind.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass die Inklusionen S¢ — C und Sp — D eine Aquivalenz von Kategorien
definieren.

Aufgabe 7.24. Seien G : C - D, E : B - C und H : D — & Funktoren und
n : I — G eine natiirliche Transformation. Zeigen Sie, dass dies natiirliche Transformationen
nE: FE — GE und Hn: HF — HG definiert und H(nE) = (Hn)E.
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