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1 Die komplexen Zahlen

In diesem Abschnitt werden wir uns mit dem Korper C der komplexen Zahlen vertraut machen.
Insbesondere werden wir die verschiedenen Beschreibungen komplexer Zahlen kennenlernen und
sehen, wie man mit ihnen rechnet. Danach werden wir stetige Funktionen auf Teilmengen von C
diskutieren.

Da die reellen Zahlen einen angeordneten Korper bilden, sind alle Quadrate nichtnegativ und die
Zahl —1 ist in R kein Quadrat. Wir werden nun einen Korper konstruieren, der den Korper R der
reellen Zahlen enthéalt und in dem die Gleichung

22 =-1 (1)
eine Losung besitzt. Hierzu betrachten wir auf R? folgende Addition und Multiplikation

(a,b) + (¢,d) :== (a+ ¢,b+ d)
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, bc + ad).

Die so entstandene algebraische Struktur nennen wir den Korper
C:= (Rza =+, )

der komplexen Zahlen. Der Nachweis der Korperaxiome ist eine elementare Verifikation (Auf-
gabe . Das Einselement ist
1:=(1,0).
Das Element
i:=(0,1)
heiflt imagindre Einheit. Es gentigt der Gleichung

i? = (—1,0) = —1,

d.h., in C ist —1 ein Quadrat, so dass die Gleichung eine Losung besitzt. Eine zweite Losung
dieser Gleichung ist —i.
Die reellen Zahlen finden wir in C leicht wieder, da

(a,0) 4+ (¢,0) :==(a+¢,0), und (a,0)-(c0):=(ac,0) fur a,ceR

gilt, d.h., die Abbildung
p:R—=C, z~ (z,0)

ist eine Einbettung von Korpern. In diesem Sinne diirfen wir R als Unterkorper von C auffassen,
was wir von nun an tun werden.

Da 1 und i eine Basis des R-Vektorraums C sind, lasst sich jede komplexe Zahl (z,y) in ein-
deutiger Weise schreiben als

(x7y):x+7’y7 x?yER'

Von nun an werden wir komplexe Zahlen immer in dieser Form notieren. Addition und Multiplika-
tion sehen in dieser Darstellung wie folgt aus:

(a+1ib)+ (c+id) = (a+¢)+i(b+d)
(a +1ib)(c+id) = (ac — bd) + i(bc + ad).



1.1 Die komplexe Konjugation und der Betrag
Definition 1.1. Fiir z = x + iy € C definieren wir
(a) die konjugierte Zahl durch z := x — iy.

(b) den Betrag von z durch |z| := 2z = /22 +y?. Man beachte, dass die Wurzel wegen
22 + 3% > 0 existiert.

(¢) den Realteil von z: Rez :=x.
(d) den Imagindrteil von z: Imz = y.

Eine komplexe Zahl z heifit reell, falls Im(z) = 0 ist, also z € R gilt. Sie heifit rein imagindr,
falls Re(z) = 0 gilt, also wenn z € iR ist. Offensichtlich sind Re und Im reell lineare Abbildungen
C—R.

Im Folgenden schreiben wir

C*:=C\ {0}
fiir die Menge der von 0 verschiedenen komplexen Zahlen.

Lemma 1.2. (Rechenregeln fiir die Konjugation) Fir z,w € C gilt:

gl

(i) zw=z-w.
(i) z+w=z+w.

(iii) Fiir 2 € C* ist 27! = %

(iv) Rez = 22 und Im z = 232,
(v) |Re z| < |z| und |Im z| < |z].

Beweis. (i) und (ii) rechnet man direkt nach.

(iii) Wegen z # 0 ist |z| > 0, und die Behauptung ergibt sich aus (i) und |z|? = 2% (siehe hierzu
auch Aufgabe [L.T).

(iv)-(v) sind offensichtlich. O

Lemma [I.2{i) und (ii) bedeuten, dass die komplexe Konjugation ein Kérperautomorphismus
0c:C—>C, zw—7%
d.h. sie ist vertriglich mit Addition und Multiplikation
o(z4+w)=0(2)+o(w) und o(zw)=o0(z)o(w)

und es gilt (1) = 1. Offenbar ist die komplexe Konjugation R-linear und z = Z genau dann, wenn
z reell ist. Weiter ist Z = —z genau dann, wenn z rein imaginér ist.

Satz 1.3. (Rechenregeln fiir den Betrag) Fs gelten fir z,w € C:
(i) |0] =0 und |z| > 0 fir z # 0.

(ii) |zw| = |2| - [w| und |%| = %, falls w # 0.

(iii) |z +w| <|z| + |w| (Dreiecksungleichung; Subadditivitat).
)

(iv) [zt w| > ||z| — |w|’



Beweis. (i) Die Beziehung |0| = 0 ist trivial. Ist z = x +dy # 0, so ist « # 0 oder y # 0. Also ist
|z|? = 2% + y? > 0 und somit |z| > 0.
(ii) Die erste Behauptung ergibt sich direkt aus Lemma [1.2(i), denn

|zw| = Vzwzw = V2Zww = V2ZVww = |z| - |w]
folgt aus den Rechenregeln fiir die reelle Quadratwurzel. Ist z # 0, so folgt hieraus

L=1] =1z ]z7}, also |27

|2

Hieraus folgt | 2| = [z[|w™!| = % falls w # 0 ist.

(iii) Wir erhalten mit Lemma iv)
|z +w|* = (2 + w)(Z + W) = 2Z + W + wZ + 20
= |2)? + |w|* + 2w + 2w = |2]® + |w|* + 2 Re(2W)
< |2 + [w]? + 22w] = |2 + |w]? + 2|z]Jw]| = (|2] + |w])®.
(iv) Aus (iii) erhalten wir
Izl =lz+w—w| < |z4+w|+]|—w|=|z4+w +|w]|
und analog |w| < |z 4+ w| + |z|. Somit haben wir |z| — |w| < |z + w| und |w| — |z] < |z + w|, also

||2] = |w|| < |z 4+ w|. Ersetzt man w durch —w, so ergibt sich ||z] — |w|| < |z + w]. O

1.2 Polarkoordinaten

Die Multiplikation komplexer Zahlen lasst sich am einfachsten mittels Polarkoordinaten beschreiben:
Wie schon in der Grundvorlesung Analysis gezeigt wurde, lisst sich jeder Vektor (0,0) # (z,y) € R?
eindeutig schreiben in der Form

(x,y) =r(cosg,sinp) mit r=+22+y> und ¢ €[0,2m).

Ist 0 <p< g, so erhalten wir den Winkel ¢ durch

¢ = arctan (%), da == = tan(p). (2)
Mit [Anall, Satz 5.4.15] erhalten wir:
Lemma 1.4. Die Abbildung
Ry x [0,27) — R%\ {(0,0)}, (r,¢) — 7(cosp,sin @)
ist eine Bijektion. Insbesondere ist die Abbildung
[0,00) x R = R2,  (r,¢) s r(cos @, sin )
surjektiv.

Identifizieren wir R? \ {(0,0)} mit C*, so kénnen wir also jede komplexe Zahl mittels Polarko-
ordinaten schreiben. Insbesondere existieren fiir z € C* eindeutig bestimmte Zahlen r» > 0 und
© € [0,27) mit

z =r(cosp +isinp). (3)



Hierbei ist natiirlich r = |z| die euklidische Lénge von z.
Die Multiplikation komplexer Zahlen lasst sich am elegantesten mittels Polarkoordinaten beschreiben,
denn es gilt die polare Multiplikationsformel

r(cos +ising) - s(costp +isiny) = rs(cos(p + ) +isin(p +¢)) fir r,s>0,p,9 € R. (4)
In der Tat ist diese Formel dquivalent zu den Additionstheoremen fiir Sinus und Kosinus

cos(¢ + 1) = cos(p) cos() — sin(yp) sin(v)
sin(p 4 ) = sin(p) cos(y) + cos(p) sin(y)  fir ¢, € R.

Aus der Multiplikationsformel erhalten wir sofort die Inversionsformel
(r(cos¢ +ising)) ! = Y (cos(—¢p) + isin(—)) = r~(cos ¢ — isin ), (5)
was sich auch direkt aus Lemma [T.2](iii) ergibt.

1.3 Konvergenz und stetige Funktionen

Um von Stetigkeit und Konvergenz im Kontext der komplexen Zahlen reden zu kénnen, verwenden
wir die euklidische Metrik
d(z,w) :=|z—w| fir zweC. (6)

Fir z = x + iy, w = u + v ist dann
d(z,w) = /(z —u)? + (y = v)?,

was die aus der Analysis bekannte euklidische Metrik auf dem R? ist.
Dass man durch (6) eine Metrik auf C erhélt, folgt auch direkt aus Satz [L.3]i), (iii):

d(z,w) >0, d(z,w)=0<z=w, d(z1,23) <d(z1,22)+ d(22, 2z3) (Dreiecksungleichung)

fitr 2,w, 2; € C (Leichter Nachweis als Ubung).

Damit iibertragen sich die Begriffe wie Konvergenz von Folgen und Reihen und die Stetigkeit
von Funktionen direkt vom R? auf C. Wir wiederholen kurz die wesentlichen Definitionen und
fixieren unsere Notation.

Definition 1.5. (a) Fiir ein z € C und eine reelle Zahl r > 0 definieren wir die offene Kreisscheibe
vom Radius v um z durch
K (2) ={weC||lw—2z<r}

und die abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius r um z durch
Kop(z) ={weC||w—z<r}.

(b) Eine Teilmenge U von C heifit offen, falls fiir alle z € U ein € > 0 mit K.(z) C U existiert.
Eine Teilmenge A C C heifit abgeschlossen, falls ihr Komplement A¢ := C\ A offen ist.
(c) Eine Folge (zp)nen in C heiit konvergent gegen z € C, geschrieben

lim z, =2z oder 2z, — z,
n—oo

wenn die reelle Folge (|zp, — 2|)nen = (d(2n, 2))nen gegen 0 konvergiert; konkret
(Ve > 0)(IN: € N)(Vn > N¢) |z, — 2| < e.

(d) Eine Reihe komplexer Zahle > 7 | z,, heiit konvergent, wenn die Folge ihrer Teilsummen
konvergiert. Sie heifit absolut konvergent, wenn >~ |z,| < oo ist. Aus der Analysis I wissen wir,

dass Konvergenz aus absoluter Konvergenz folgt ([Anall Satz 3.3.13]).



Beispiel 1.6. (a) Offene Kreisscheiben K,.(z) sind offen.
(b) Abgeschlossene Kreisscheiben K<, (z) sind abgeschlossen.
(c) Der Streifen S := {z € C: 0 < Imz < 2} ist offen.
(d) R ist als Teilmenge von C abgeschlossen.
(e) K1(1) U{3+ 4i} ist weder offen noch abgeschlossen.

Wie allgemein in jedem metrischen Raum (siehe Analysis) gilt nun:
Lemma 1.7. Die offenen Teilmengen definieren eine Topologie auf C, d.h.,
(Top0) Die Mengen ) und C sind offen.

(Topl) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.
(Top2) Endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.

Man spricht daher auch von dem topologischen Raum C, wenn man sich auf das in Definition [1.5
spezifizierte System der offenen Mengen bezieht.

Bemerkung 1.8. Durch Ubergang zu den Komplementen erhalten wir sofort:
e Die Mengen () und C sind abgeschlossen.
e Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
e Endliche Vereinigungen abgeschlossener Menge sind abgeschlossen.

Definition 1.9. (a) Sei U C C eine Teilmenge und f: U — C eine Funktion. Die Funktion f heift
stetig in z € U, falls fiir jede Folge (z,)nen in U gilt:

Zn — 2 = fzn) = f(2).

Die Funktion f heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt z € U stetig ist.
(b) Sind allgemein (X3, d;) und (X3, ds) metrische Rdume und f: X; — X5 eine Funktion, so
heifit f stetig in x € X, wenn fiir jede Folge (z,,)nen in X gilt:

Tp — T = flzn) = f(x).

Aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen ([Anall Satz 3.2.14]), erhalten wir die folgenden Perma-
nenzeigenschaften der Stetigkeit.

Satz 1.10. Sei U,V C C Teilmengen.

(a) Sind f,g: U — C stetig in z € U, so sind auch f+g und f-g: U — C stetig in z. Insbesondere
sind Summen und Produkte stetiger Funktion stetig.

(b) Ist g: V. — C stetig in z, f: U — C stetig in g(z) und g(V) C U, so ist die Komposition
fog: V — C stetig in z. Insbesondere sind Kompositionen stetiger Funktionen stetig.

(c) Ist f: U — C in z stetig und f(z) # 0, so ist die reziproke Funktion %: f7cx) - ¢
ebenfalls stetig in z. Ist f stetig, so ist f~1(C*) offen in U.

Beweis. Sei (z,)nen eine Folge in U mit z,, — z.
(a) Aus der Stetigkeit von f und g in z folgt

(f +9)(zn) = F(zn) + 9(2n) = f(2) +9(2) = (f +9)(2)



und
(f9)(zn) = f(zn)g(2n) = f(2)g(2) = (f9)(2).

(b) Aus der Stetigkeit von g in z folgt g(z,) — g(z) in U, so dass aus der Stetigkeit von f in g(z)
weiter

(fog)(zn) = f(9(zn)) = f(9(2)) = (fog)(2)

folgt.
(c) Aus f(zn) — f(2) # 0 folgt zunéchst, dass f(z,) # 0 fir fast alle (= alle bis auf endlich viele)
n € N gilt. Die Grenzwertsétze liefern nun

1
%7

1
fla)  f(2)
Sei nun f: U — C stetig. Um zu sehen, dass
FHC) ={z € U: f(2) # 0}

in U offen ist, zeigen wir, dass das Komplement abgeschlossen ist. Ist (z,,)nen eine Folge in diesem
Komplement, die gegen z € U konvergiert, so ist 0 = f(z,) — f(z2), also f(z) = 0. Also ist
F~HC*)e = f71(0) abgeschlossen in U. O

Da eine Folge z,, = x,, + iy, komplexer Zahlen genau dann konvergiert, wenn die Folgen (x,,)nen
und (yn)nen der Real- und Imaginérteile konvergieren ([Anall Aufg. 3.5]), erhalten wir sofort:

Lemma 1.11. FEine Funktion f: U — C ist genau dann stetig, wenn ihr Realteil Re f: U — R und
ihr Imagindrteil Im f: U — R stetig sind.

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 1.1. Sei K ein Koérper, a € K und F := K?, versehen mit der Multiplikation
(z,y) - (@',y) = (22’ + ayy’,zy’ + 2'y).

(i) Zeige, dass (F,+,-,(0,0),(1,0)) ein Ring mit Eins ist.
(ii) Fiir (z,y) € F definiere N(z,y) := 2 — ay®. Dann gilt:

N((z,y)(z,y") = N(z,y)N(z',y).

(i) F* = {(z,y) € F: N(z,y) # 0}, und fiir (z,y) € F* hat man

(z,y)" = (N(i,y)’_N(iy)) '

(iv) F ist genau dann ein Koérper, wenn a kein Quadrat in K ist, d.h. wenn a # b? fiir alle b € K gilt.

(v) Zeige, dass fur K =R und a = —1 der Korper F der Korper C der komplexen Zahlen ist.
(vi) Sei K= Q. Fiir welche natiirlichen Zahlen a € N ist F ein Korper?

Aufgabe 1.2. Seien \,u € C und T: C — C die Abbildung T(z) = Az + pz. Man zeige, dass T genau
dann bijektiv ist, wenn |A| # |u| ist.

Aufgabe 1.3. Sei M,(R) der Ring der n x n-Matrizen iiber den reellen Zahlen. Man betrachte in M3(RR)

die Teilmenge
@::{<a b):a,bER}.
-b a

Man zeige:



1. Cc My (R) ist ein Unterring und sogar ein Korper.
2. C ist eine Korpererweiterung von R von Rang 2, also dimg C=2.
3. Man gebe explizit einen Isomorphismus C 5 C an.
4. Wie sieht die komplexe Konjugation in C aus?
Aufgabe 1.4. Sein > 0 und ¢, := sin(%ﬁ) + icos(?‘?“) € C. Man zeige (;; = 1 und folgere, dass es genau

n n-te Wurzeln von 1 in C gibt.
Hinweis: Aus leite man die Gleichung

(cosp + isinp)™ = cosny + isinng
ab.
Aufgabe 1.5. Zeigen Sie, dass
Cni={ze€C*:2" =1}
eine zyklische Untergruppe der Ordnung n der multiplikativen Gruppe C* ist. Zeigen Sie weiter, dass jede

endliche Untergruppe von C* von dieser Gestalt ist.

Aufgabe 1.6. (a) Zeigen Sie: Eine komplexe Zahlenfolge

(zn)nen = (Tn + 1Yn)nen
konvergiert genau dann gegen die komplexe Zahl z = = + iy, wenn x, — « und y, — y gelten. Hinweis:
max([zn — al, [y — y1) < 20 — 2| < ln — 3] + [y — .
(b) Zeigen Sie: limp—oo 57 +ignyg = L.

Aufgabe 1.7. Man bestimme alle Kérperautomorphismen ¢: C — C, die R C C punktweise stabil halten
(diese bilden die Galoisgruppe Gal(C/R)).

Aufgabe 1.8. Man bestimme alle Kérperautomorphismen ¢: R — R.
Hinweis: Jeder solche Automorphismus muss Q punktweise fest halten. Auflerdem muss er die Ordnung
auf R erhalten.

Aufgabe 1.9. Man zeige, dass jede komplexe Zahl eine n-te Wurzel besitzt. Man berechne alle Quadratwurzeln
von z = x + ¢y explizit in der Form w = a + b.

Aufgabe 1.10. (Nichtexistenz einer stetigen Quadratwurzel) Man zeige, dass es keine stetige Funktion
f:C* = C* mit f(2)* = 2 fiir alle z € C gibt.

Aufgabe 1.11. Zeigen Sie, dass fiir eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rédumen (X, dx) und
(Y, dy) die folgenden Eigenschaften dquivalent sind:
(i) f ist stetig.
(ii) Fiir jede offene Teilmenge O C Y ist f~*(O) offen in X.
(iii) Fiir jede abeschlossene Teilmenge A C Y ist f~'(A) abgeschlossen in XEI

Aufgabe 1.12. (Eindeutigkeit von Grenzwerten) Gilt lima, = z und lima,, = w fiir eine Folge (an)nen
komplexer Zahlen, so ist z = w.

2 Holomorphe Funktionen

Nachdem wir Setigkeit von Funktionen auf Teilmengen von C diskutiert haben, wenden wir uns in
diesem Abschnitt komplex differenzierbaren Funktionen zu. Komplex differenzierbare Funktionen
auf offenen Teilmengen von C heiflen holomorph.

LWir erinnern uns daran, dass A abgeschlossen heifit, wenn das Komplement A€ offen ist.



2.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Wir beginnen mit einer kurzen Diskussion von Grenzwerten, um spater Grenzwerte von Differen-
zenquotienten behandeln zu konnen.

Definition 2.1. Sei U C C eine offene Teilmenge, a € U und f: U \ {a} — C eine Funktion. Wir
schreiben
lim f(z) = w,

z—a

wenn die durch

w fir z=ua

) {f(z) fir z #a

definierte Funktion ]7: U — C in a stetig ist, also wenn fiir Folgen (2, )nen in U gilt:

Die komplexe Zahl w ist hierdurch eindeutig bestimmt (Nachweis als Ubung). Sie heifit Grenzwert
von f(z) fir z — a.

Bemerkung 2.2. Eine Funktion f: U — C ist genau dann in a € U stetig, wenn lim,_,, f(z) =
f(a) gilt.
Definition 2.3. Sei U C C eine offene Teilmenge.
(a) Eine Funktion f: U — C heifit komplez differenzierbar im Punkt a € U, falls der Grenzwert
f’(a) — lim f(Z) — f(a’)
z—a ZzZ—Q

existiert.
(b) f heiit holomorph (oder komplex differenzierbar), falls f an jedem Punkt a € U komplex
differenzierbar ist. Die Funktion f': U — C heifit dann Ableitung von f.

Lemma 2.4. Sei U C C offen und a € U. Die Funktion f: U — C ist genau dann in a komplex
differenzierbar, wenn eine in a stetige Funktion h: U — C existiert, so dass

f(z)=fla)+h(z)(z—a) firale =ze€U (7)
gilt. In diesem Fall ist h(a) = f'(a).
Beweis. Ist f in a differenzierbar mit Ableitung f’(a), so ist die Funktion
ET
f(a) fir z=a

in a stetig und erfiillt (7).
Gilt umgekehrt fiir eine in a stetige Funktion h, so ist h(z) = W fiir z # a und der
Grenzwert f'(a) = h(a) existiert. O

Wie im Reellen folgt auch im Komplexen aus der Differenzierbarkeit die Stetigkeit:
Lemma 2.5. Holomorphe Funktionen sind stetig.

Beweis. SeiU C C offen, f: U — C holomorph und a € U. Dann existiert eine in a stetige Funktion
h mit
f&)=f(a)+h(z)(z—a) fir zeUl.

Hieraus folgt sofort die Stetigkeit von f in a mit Satz O



Lemma 2.6. (Ableitungsregeln) Seien U,V C C offen.

(i) Sind f,g: U — C holomorph, so auch f+ g und fg und es gilt

(f+9)=f+9 und (fg)=fg+fdg (Produktregel).

(ii) Ist f: U — C holomorph mit f(U) C V und g: V. — C holomorph, so ist go f: U — C
holomorph und

(gof) =(g'of)-f (Kettenregel).
(iii) Sei f: U — C holomorph. Dann ist auch %: U\ f~1(0) — C holomorph und

() -7

- =—% (Quotientenregel).

7)o 7

Beweis. Wir verwenden Lemma Hierzu nehmen wir an, dass f in ¢ und ¢ in b differenzierbar
ist. Entsprechend schreiben wir

f(z) = fla) + h(z)(z —a) und  g(2) = g(b) +q(z)(z — b),
fiir eine in a stetige Funktion h und eine in b stetige Funktionen gq.
(i) Fiir b = a erhalten wir

(f +9)(z) = (f +9)(a) + (h(z) + ¢(2))(z — a),
wobei die Funktion h + ¢ in a stetig ist mit dem Wert (h + ¢)(a) = h(a) + q(a) =
Ebenso erhalten wir

7'(@) + ¢/ (@)
(£9)(2) = (f9)(@) + (F(@a(2) + h()g(@) + h()a()(= — ) = ),

u(z):=
wobei die Funktion u(z) in a stetig ist und den Wert u(a) = f(a)g’(a)+ f'(a)g(a) annimmt. Hieraus
folgt (i).

(ii) Fiir b = f(a) erhalten wir

(g0 f)(2) = 9(f(2)) =

9(f(a)) +q(f(2))(f(2) — f(a)) = g(f(a)) + q(f(2))h(2)(z — a)
mit der in a stetigen Funktion v(z) := ¢(f(2))h(z) (Satz[L.10)), die in a den Wert v(a) = ¢'(f(a)) f'(a)

annimmt.
(iii) Aus Satz[1.10|c) wissen wir, dass f~1(C*) in U offen ist, also auch in C, da U selbst offen
ist. Fiir f(z) # 0 erhalten wir

1 L _ fla) = f(z) _ _ h(z)(z—qa) Mz) g

) fla) fa)f(z) f@)f(z) f@)f(z) ’
wobei die Funktion w(z) := f(g)(;)( y in a stetig ist (Satz und den Wert w(a) = }”;g‘;g
annimmt. O



2.2 Beispiele holomorpher Funktionen

Beispiel 2.7. (a) Die identische Funktion f(z) := z ist holomorph mit f’(z) = 1. Aus Lemma [2.6]
folgt nun induktiv, dass alle Polynomfunktionen

p(z) =ap+arz+ -+ a,z"
holomorph sind. Fiir die Ableitungen erhalten wir durch eine leichte Induktion wie im Reellen

p(2)=a1+--+a,nz"""t

(b) Ist f(z) = Z 8 eine rationale Funktion, so folgt aus Lemma dass f auf der offenen

Menge U := C\ {z € C: ¢(z) = 0} = ¢~ 1(C*) eine holomorphe Funktion definiert mit

Um kompliziertere holomorphe Funktionen zu konstruieren, betrachten wir Potenzreihen Z;O:o anz".

Um zu zeigen, dass sie auf dem Innern ihres Konvergenzkreises holomorphe Funktionen definieren,
schauen wir uns zuerst die Monome z" quantitativ etwas genauer an.

Lemma 2.8. Fur z,w,h € C und n € Ny gilt:
(a) " —w™) =(z —w) Z;é Zhn 1=k,

(b)

n—1k—-1
(z4+h)" — 2" —nz""th = h? Z Z(z + )iz,
k=0 j=0
Fir |z|, |z 4+ h| < r ist also insbesondere
|(z 4+ Rh)™ — 2" —nz""th| < |B|?n?r" 2. (8)

Beweis. (a) Fir w = 0 ist die Behauptung trivial. Fiir w = 1 ist es die geometrische Summenformel

n—1

z"flz(z—l)z:zk, 9)
k=0

Z
w

die man leicht induktiv verifiziert. Fiir w # 0 setzen wir £ in @ ein und multiplizieren mit w™.

(b) Wir wenden (a) zweimal an und erhalten so

n—1
(Z + h)n R nzn—lh _ hz ((Z + h)kzn—l—k _ zn—l)
k=0
n—1
=h Z ((z+h)F = 2F) 1ok
k=0
n—1k—1
_ h2 Z Z(z + h)jzkflsznflfk
k=0 j=0
n—1k—1
= h? Z Z(z + h)I 2, O
k=0 j=0
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Lemma 2.8 liefert uns sofort das Werkzeug, um die Holomorphie von Funktionen zu verifizieren,
die durch Potenzreihen dargestellt werden.

Satz 2.9. Ist die Reihe f(z) =Y ." a,z" in zg # 0 konvergent und r := |zo|, so definiert sie auf
der offenen Kreisscheibe K.(0) eine holomorphe Funktion f: K.(0) — C, deren Ableitung gliedweise
berechnet werden kann:

= Z an,nz"t fir 2 € K. (0).
n=1
Beweis. Aus der Konvergenz der Reihe ) a,z{ folgt |a,|r™ — 0. Fir jedes s < r sind daher die

Reihen
Z|an|s", Zn|an|s" und Zn2|an|5",
n n

n
konvergent, da
n
n?anfs” =n?(2)" |anlr”
r N——
beschriankt
und fiir 0 < ¢ := 2 < 1 die Reihe ) q"n? konvergiert (Analysis 1).
Hieraus folgt zunéchst die Konvergenz der Reihe f(z) := Y.° a,2™ fiir |z| < r. Ebenso folgt

die absolute Konvergenz der Reihe w := > °° a,nz""'. Wir zeigen nun, dass die so definierte

Funktion f in z differenzierbar ist mit f’(z) = w. Dazu sei h € C mit |h| < r — |z| und s := |z| +]h/|.
Aus der Abschitzung in Lemma [2.§|(b) erhalten wir

\f(z+h) — f(2) — hw| = ‘Zan((z+h)n_zn_hnz ) < |h‘2Z|an|n2 s
n=1

Aus der Konvergenz der Reihe ZZOZO lan|n?s"=2 folgt daher

f(z+h)— 2 p—2
N 22007 TN 7 <
lim - w’ lim |h|Z|a In2s""2 = 0
und daher N
i JEE =S 0
h—0 h

Damit erhalten wir nun einen reichhaltigen Vorrat holomorpher Funktionen, die auf ganz C
definiert sind (man nennt solche Funktionen auch ganze Funktionen): E|

Die Ezponentialfunktion: exp(z):=e® := Z—|
n!
n=0
oo Z2n+1 % — e %
Die hyperbolische Sinusfunktion: sinh(z) := 2 @n 1) = 5
=2 ef + e ?
Die hyperbolische Kosinusfunktion: cosh(z Z = .
n:O (2n)!
© —1)" inh(s iz _ ,—1z
Die Sinusfunktion: sin(z) := sznﬂ _ o (zz) ¢ -¢
— (2n+1)! i 2
b —1)" iz —iz
Die Kosinusfunktion: cos(z) := (=1) 22" = cosh(iz) = efre ™
= (2n)!

2Die absolute Konvergenz dieser Reihen folgt sofort aus der Konvergenz der entsprechenden Reihen im Reellen.
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Aus den Definitionen erhalten wir sofort die Formel
e® = cosh(z) + sinh(z), (10)

wobei cosh der gerade und sinh der ungerade Anteil der Exponentialfunktion ist. Ebenso erhalten
wir die Eulersche Formel '
€' = cos(z) + isin(z), (11)

wobei cos der gerade und 7sin der ungerade Anteil von e'* ist.

2.3 Komplexe und reelle Differenzierbarkeit

Seien m,n > 0 und U C R™ offen. Wir erinnern kurz an den Begriff der reellen Ableitung einer
Funktion f: U — R".

Definition 2.10. Sei p € U. Die Funktion f heifit in p reell differenzierbar (oder total differen-
zierbar), falls es eine R-lineare Abbildung df(p): R™ — R"™ gibt, so daf

i W@+ 1) = F®) = a1 D))

=0
h—0 |2 ]]

gilt. Hier bezeichnet || - || die euklidische Norm auf dem R™ bzw. dem R™.

Die lineare Abbildung df(p) ist dann eindeutig bestimmt und heifit Differential von f im
Punkt p. In der Analysis II haben wir gesehen, dass eine in p reell differenzierbare Funktion
f: U — R" in alle Richtungen partiell differenzierbar ist und man ihre Richtungsableitung durch
Auswerten des Differentials erhélt:

L1 oth) = ar @),

Bzgl. der kanonischen Basis wird df(p) durch die Jacobi-Matriz

ofi Cr
(833j (p)> 1<i<n,1<j<m B (dfl(p)(ej))léiémlijgm

dargestellt. Ist umgekehrt f: U — R"™ stetig partiell differenzierbar in alle Koordinatenrichtungen,
so ist f reell differenzierbar.

Satz 2.11. Sei U C C offen, p € U und f = u+iv: U — C eine Funktion mit Realteil u und
Imagindrteil v. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist in p komplex differenzierbar.
(ii) f ist in p reell differenzierbar und das Differential df (p): C — C ist komplex linear.
(iii) f ist in p reell differenzierbar und es gelten die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen:
ou v Ju v
3P = 37/(13) und afy(p) =5, @)

Beweis. (i) = (ii): Sei f: U — C in p komplex differenzierbar und

f(z) = f(p) + h(z)(z — p)

12



mit einer in p stetigen Funktion h auf U fiir die h(p) = f'(p) gilt. Dann ist

lim |f(Z) — f(p> — f/(p)<25 _p)‘ — lim \h(z)

z—p ‘z 7p| zZ—p

- f'(p)]=0.

Also ist f reell differenzierbar in p, wobei

df(p): C—C, df(p)(z) = f'(p)z

die Multiplikation mit f’(p) ist. Insbesondere ist df(p) komplex linear.
(ii) = (i): Ist f in p reell differenzierbar und df(p): C — C komplex linear, so ist df(p) die
Multiplikation mit einer komplexen Zahl w € C. Aus

o () = f(p) —w(z—p))l ’f )_

Z—>P |Z —p| z—>p

folgt sofort die komplexe Differenzierbarkeit von f in p mit f/(p) = w.
(ii) < (iii): Bzgl. der Basis (1,i) des reellen Vektorraums C = R? ist die lineare Abbildung

df(p) durch die Jacobi-Matrix
gep) Ga(p)
oz Ay
(gm 2 (p) (12)

gegeben. Andererseits ist die lineare Abbildung

L:C—C, L(z+iy) = (ax+by)+i(cx+ dy),

Z gegeben ist, genau dann komplex linear,
wenn b+ id = L(i) = iL(1) = i(a +ic) = —c +ia ist. Diese Bedingung ist dquivalent zu a = d und
b = —c. Fir die Matrix (12) von df(p) ist dies gleichbedeutend mit den Cauchy—Riemannschen
Differentialgleichungen. O

die bzgl. der reellen Basis (1,4) durch die Matrix

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 2.1. Man beweise, dass fiir alle z,w € C gilt:
(a) exp(w + z) = exp(w) exp(z). Hinweis: Cauchy—Produktformel
(b) exp(z) = exp(z).
(c) |exp(z)| = exp(Re z).
(d) |exp(iz)| =1 fir z € R.
Aufgabe 2.2. Zeigen Sie, dass exp: (C,+) — (C*,-) ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist.
Hinweis: Polarkoordinaten.
Aufgabe 2.3. Zeigen Sie:
(a) exp’ = exp, cosh’ = sinh, sinh’ = cosh, cos’ = — sin und sin’ = cos.
(b) cosh?(z) — sinh?(z) = 1 fiir alle z € C.
(c) cos®(z) +sin?(z) = 1 fiir alle z € C.

b
d

Matrix und Uy := {z € C: cz +d # 0}, also Uy = C fiir c =0 und Uy = C\ {—%} sonst. Wir definieren die
Funktion

Aufgabe 2.4. (Mobiustransformationen) Sei g := (Z > € GL2(C) eine invertierbare komplexe 2 X 2-

az+b
cz+d’

mg: : Uy — C, my(z) =

Zeigen Sie:
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(i) mg ist holomorph.

(ii) Fiir g,h € GL2(C) ist U :=m;, " (Uy) C Uy, und auf dieser Menge gilt mgp(2) = ma(ms(2)).
Die Abbildungen ma heiflen Mébiustransformationen.
Aufgabe 2.5. (Mobiustransformationen) Sei g € GL2(C) und my: U, — C die zugehdrige Mobius-
transformation aus Aufgabe Zeigen Sie:

(a) Man kann mg in natiirlicher Weise zu einer Bijektion g von Co := CU{oo} fortsetzen.

(b) Mg omyp = Mgy fiir g,h € GL2(C). Wir erhalten also einen Gruppenhomomorphismus von GL3(C)

in die Gruppe der Bijektionen von Ce.

Aufgabe 2.6. Wir identifizieren C mit R? auf die iibliche Weise. Sei T: C — C die R-lineare Funktion mit
T(z +1iy) = (az + by) + i(cx +dy) mit a,b,c,d € R.

Die lineare Abbildung T ist also in der Standardbasis durch die Matrix (Z Z) gegeben. Zeigen Sie die

Aquivalenz folgender Bedingungen:
(a) T ist komplex linear.
(b) T ist komplex differenzierbar in 0.
(¢) a=dund b= —c.
Hinweis: Man betrachte die Richtungsableitung entlang der reellen und der imaginéren Achse.

Aufgabe 2.7. Sei U offen in C und f: U X [a,b] — C stetig und fiir alle s € [a, b] sei die Abbildung
FUSC ) = ()
holomorph. Dann ist auch die Abbildung

b
F:U—C, F(z):/f(z,s)ds

holomorph und es gilt
b
Fw) = [ (w)ds.

Aufgabe 2.8. Zeigen Sie: Ist f = u+iv: U — C zweimal komplex differenzierbar, so ist u eine harmonische
Funktion d.h.
Au=0, fir A=08+0;.

Der Operator A heif3t Laplace-Operator. Ist der Imaginérteil auch harmonisch?

3 Wegintegrale und Stammfunktionen

Nachdem wir wissen, was komplexe Differenzierbarkeit bedeutet und einer holomorphen Funktion
f: U — C ihre Ableitung f': U — C zuordnen konnen, stellt sich natiirlich die Frage, welche
Funktionen f: U — C eine Stammfunktion, also eine holomorphe Funktion F: U — C mit F' = f
besitzen. Im eindimensionalen reellen Kontext wird diese Frage im wesentlichen durch den Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung beantwortet: Ist f: [a,b] — R eine stetige Funktion, so
wird durch

F(x) ::c+/wf(t)dt

eine Stammfunktion F von f mit F'(a) = ¢ definiert. Im Komplexen wollen wir dhnlich vorgehen
und miissen uns dazu iiberlegen, welche Art von Integral wir hier verwenden kénnen. Dies fiihrt uns
auf die komplexen Wegintegrale. Diese Wegintegrale werden uns zeigen, wie man die Verénderung
einer Funktion entlang eines Weges durch ein Integral beschreibt. Die Frage danach, welche Punkte
in einer offenen Menge U sich durch einen Weg verbinden lassen, fithrt schlielich auf den Begriff
des Wegzusammenhangs.
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3.1 Wegintegrale
Definition 3.1. Seien a < b reelle Zahlen.

(a) Ein Weg ist eine stetige Abbildung v: [a,b] — C. Die Werte v(a) und (b) heilen Anfangs-
bzw. Endpunkt von . Der Weg ~ heiflt geschlossen, wenn v(a) = ~y(b) gilt.

(b) Ein Weg v heifit stetig differenzierbar, falls die Ableitung +': [a,b] — C existiert und stetig
ist, also wenn 7: [a,b] — C =2 R? eine C'-Abbildung ist.

(c) Ein Integrationsweg ist eine stiickweise stetig differenzierbarer Weg ~: [a,b] — C. Das be-
deutet, dass es eine Unterteilung a = tgp < t; < --- < t,, = b gibt, so dass die Abbildung
Ylit: 4.4 stetig differenzierbar ist.

(d) Eine Polygonzug ist ein Integrationsweg, fiir den eine Unterteilung derart existiert, dass
t—t;

(Y(tj1) — (L)) fir ¢ <t <tj
L1 =t

v(t) =~(t;) +
gilt. Man nennt solche Kurven auch stickweise linear. Ein Polygonzug heifit achsenparallel,
wenn die Differenzen (¢;11) — v(t;) jeweils alle reell oder rein imaginér sind.

Definition 3.2. Sei f: [a,b] — C eine stetige Funktion. Dann definieren wir das Integral von f
tiber [a, b] als

b b b
/ F(t)dt = / Re f(1)dt +¢/ Im f(£)dt.
Definition 3.3. Sei f: U — C eine stetige Funktion.
(a) Sei~: [a,b] — C ein stetig differenzierbarer Weg mit vy([a,b]) C U. Dann heifit

b
/ f(2)dz = / FO ) (Bt

das Wegintegral oder Kurvenintegral von f langs ~.

(b) Ist v: [a,b] = C ein Integrationsweg und a =ty < t; < --- < t,, = b eine Unterteilung, so
dass V|, 1,,,) stetig differenzierbar ist, so definieren wir das Wegintegral von f bzgl. v durch

n—1
/f(z)dz = Z f(z)dz
0l j=0

'Ylltj i1l

und beachten, dass die rechte Seite nicht von der gewéhlten Zerlegung abhéngt (Aufgabe|3.1)).
Ist v ein geschlossener Weg, so schreiben wir auch

7{ f()dz = / f(2) dz,

um die Geschlossenheit des Weges in der Notation anzudeuten.

(¢) Sind p, ¢ zwei Punkte in U, deren Verbindungsstrecke [p,q] :=={p+t(¢ —p): 0 <t < 1} ganz
in U liegt, so schreiben wir auch

f(z)dz = / fo+ta—p)- (g —p)dt

[p.q]

fiir das zugehorige Wegintegral.
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Satz 3.4. (Unabhéngigkeit von der Parametrisierung) Sei U C C offen, v: [a,b] — U stetig dif-
ferenzierbar und f: v([a,b]) — C stetig. Ist ¢: [c,d] — [a,b] stetig differenzierbar und ¢(c) = a,

p(d) = b, dann gilt
z)dz = dz.
/vw f(z) L f(z)dz

Beweis. Es ist (v 0 ¢)'(t) = +v'(¢(t))¢’(t) nach der Kettenregel. Daher gilt
d
| t@daz= [ foeewibop @i (Defition)
’YOLP [

d

o R R OO
b

= / F(v(@®)y (¢) dt (Substitutionsregel)

:/f(z) dz. (Definition) O
gl

Definition 3.5. Die Integrationswege ~: [a,b] — C und 7: [¢,d] — C heiflen komponierbar, falls
~(b) = n(c). Dann kénnen wir einen zusammengesetzten Weg

. {v(t) fiir ¢ € [a, b]

. ,b d_ _>(Ca
yon: [ab+d—d Nt +c—b) firte b d+b—c

definieren. Offenbar ist dann auch v o n: [a,d 4+ b — ¢] = C ein Integrationsweg.
Auflerdem erhalten wir aus v einen inversen Weg

¥:[a,0] = C, () =v(a+b—1t) mit F(a)=~(b),7(b) =(a).
Dies ist ebenfalls ein Integrationsweg und die Komposition v ¢ 7 ist ein geschlossener Weg.

Lemma 3.6. Sei f: U — C eine stetige Funktion. Sind v und n komponierbar Integrationswege,
die ganz in U verlaufen, so gilt

an(z)dzzlf(z)dz—s—/nf(z)dz und /vf(z)dz:_fyf(z)dz'

Beweis. Die erste Gleichung folgt direkt aus der Intervalladditivitdt des Riemann—Integrals, wenn
man Unterteilungen von v und 7 in stetig differenzierbare Wege betrachtet und die Definition des
Integrals iiber v ¢ n bzgl. der zusammengesetzten Unterteilung hinschreibt.

Um die zweite Gleichung zu zeigen, rechnen wir mit der Substitutionsregel (markiert durch !):

b b
[ﬂaw:/fﬁmwwﬁ:/mew—mwmw—MAMt

a b
=Af@@h@ﬁ=—lfwwh®ﬁ=—lﬂﬁw~ 0

Sei nun f: U — C nicht nur stetig, sondern sogar stetig komplex differenzierbar. Dann existiert
die komplexe Ableitung f’: U — C und ist stetig. Seiy: [a,b] — U ein stetig differenzierbarer Weg.
Dann ist offenbar f o~v: [a,b] — C reell differenzierbar und es gilt

(f o)1) =af(v()) (' ().

Da die lineare Abbildung df(y(t)) die Multiplikation mit der komplexen Zahl v/(t) ist, konnen wir
dies auch schreiben als

(fon) () = F(v(®) -~ (®). (13)
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Satz 3.7. (Wegintegral einer Ableitung) Ist U C C offen, f: U — C stetig komplex differenzierbar
und ist v: [a,b] = U ein Integrationswey, so ist

[ #1@)dz = 1620 - (@), (14)
.
Ist v geschlossen, so erhalten wir insbesondere
7{ f(z)dz=0. (15)
.

Beweis. Sei zunéchst v stetig differenzierbar. Dann ist

b b
/ f(2) dz = / P (0 (B)dt = / (f o) (Dt = F((b) — F(+(a)). (16)

Also folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Fiir Integrationswege folgt nun, indem wir das eben bewiesene Resultat auf eine geeignete
Unterteilung anwenden. O

Definition 3.8. Wir nennen eine holomorphe Funktion F': U — C mit F’ = f eine Stammfunktion
von f.

Wir stellen uns nun die Frage nach der Existenz und der Mehrdeutigkeit von Stammfunktionen.

3.2 Zusammenhangende Teilmengen in C

Definition 3.9. (a) Eine Teilmenge U C C heifit zusammenhdngend, wenn sie nicht disjunkte
Vereinigung von zwei in U offenen nichtleeren Teilmengen istE| D.h., sind Uy,Us C U offen
mit

U:U1UU2 und UlﬂUQZ(D, (17)

so ist eine der Mengen Uj leer.

(b) Eine Teilmenge U C C heifit wegzusammenhdngend, wenn je zwei Punkte x,y € U sich durch
einen Weg in U verbinden lassen, wenn es also eine stetige Abbildung ~: [a,b] — U mit
v(a) = z und ~(b) = y gibt.

(¢) Eine Teilmenge U C C heifit (achsenparallel) polygon-zusammenhdingend, wenn je zwei Punkte
x,y € U sich durch einen (achsenparallelen) Polygonzug in U verbinden lassen.

Beispiel 3.10. (a) Leere und einpunktige Teilmengen sind wegzusammenhéngend.
(b) Wir nennen U C C sternférmig bzgl. p, wenn fiir jeden Punkt ¢ € U die Verbindungsstrecke

[p,gl ={p+tlg—p):0<t <1}

ganz in U liegt. Dann ist U wegzusammenhéngend, denn [g1,p] U [p, o] liefert einen Weg von ¢
nach ¢s.

Eine nichtleere Teilmenge U C C ist genau dann konvex, wenn sie sternférmig bzgl. jedem ihrer
Punkte ist.

(¢) Kreisscheiben K, (p) und K<, (p) sind wegzusammenhéngend, denn diese Mengen sind kon-
vex.

(d) Ist v: [a,b] — C ein Weg, so ist y([a, b]) wegzusammenhéngend.

3Wir erinnern daran, dass eine Teilmenge A C U der Teilmenge U C C offen heiit, wenn zu jedem a € A ein
€ > 0 mit Kc(a) NU C A existiert. Ist U selbst offen in C, so diirfen wir € so klein wahlen, dass K¢(a) C U ist und
dann ist A C U genau dann offen in U, wenn A offen in C ist.
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Lemma 3.11. (Polygonzuglemma) Sei U C C offen und x € U. Dann ist die Menge C(x)

aller Punkte in U, fir die ein achsenparalleler Polygonzug von x nach y existiert, offen und ihr
Komplement U \ C(x) ist ebenfalls offen.

Beweis. Sei y € C(x). Dann existiert ein achsenparalleler Polygonzug v: [a,b] — U mit y(a) = =
und «y(b) = y. Da U offen ist, existiert ein r > 0 mit K, (y) C U. Fiir z € U ist der Weg

y+tRe(z —y) firo<¢<1

2:10,2] = U, 2(t) == . ) .
e 0,2 .= () {Re(z)+zlm(y)+(tl)zlm(zy) fir1 <t<2

mit v komponierbar und o, . ist ein achsenparalleler Polygonzug von x nach z. Also ist K, (y) C
C(z). Da y € C(z) beliebig war, ist C(z) offen.
Ist y € U\ C(z) und K, (y) C U, so ist kein z € K, (y) in C(z) enthalten, denn sonst kénnten

wir einen achsenparallelen Polygonzug von x nach z mit dem Weg 7, , := 7, . zusammensetzen,
um einen achsenparallelen Polygonzug von x nach y zu erhalten. Also ist K,.(y) C U \ C(z) und
das Komplement von C(x) somit offen. O

Mit dem Polygonlemma sehen wir nun leicht, dass fiir offene Teilmengen von C die vier Zusam-
menhangsbegriffe zusammenfallen:

Lemma 3.12. Fir eine offene Teilmenge U C C sind folgende Bedingungen dquivalent:

a) U ist achsenparallel polygon-zusammenhdngend.

(
(b

U ist polygon-zusammenhdngend.

(¢) U ist wegzusammenhdangend.

)
)
)
(d) U ist zusammenhingend.

Nichtleere offene Teilmengen mit dieser Eigenschaft heiflen Gebiete.

Beweis. (a) = (b) = (c) ist klar.

(¢) = (d): Sei U wegzusammenhéngend. Seien A, B C C offen, ANB =0, U = AU B und
A # (. Wir miissen zeigen, dass B leer ist. Dazu nehmen wir an, dass ein y € B existiert. Sei
xz € A und sei v: [a,b] = U ein Weg von z nach y. Die Menge

J:={t €[a,b]: y(t) € B} =y 1(B)

ist offen in [a,b], da B offen ist und ~ stetig (Aufgabe [1.11)). Ebenso ist ihr Komplement v~1(A)
offen und diese Menge enthélt a. Also ist J abgeschlossen und wegen a ¢ J ist ¢ := infJ in
J enthalten. Also ist a < ¢. Wegen der Offenheit von J in [a,b] kann J aber kein minimales
Element besitzen, das von a verschieden ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass B leer ist. Also ist U
zusammenhéangend.

(d) = (a): Sei U zusammenhéngend und z,y € U. Aus Lemma folgt, dass sowohl die
Menge A := C(x) als auch ihr Komplement B := U \ C(z) offen sind. Aus dem Zusammenhang
von U folgt jetzt, dass B leer sein muss. Also ist y € C(x) und somit sind « und y durch einen
achsenparallelen Polygonzug verbunden. O

3.3 Mehrdeutigkeit von Stammfunktionen

Satz 3.13. Sei U C C ein Gebiet und f: U — C stetig komplex differenzierbar. Dann ist f genau
dann konstant, wenn f' =0 ist.
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Beweis. Ist f konstant, so ist f’ = 0, wie sofort aus der Definition folgt.

Sei umgekehrt f/ = 0 und x,y € U. Da U ein Gebiet ist, folgt aus dem Polygonzuglemma [3.11]
die Existenz eines Polygonzugs v: [a,b] — U von z nach y. Dieser Weg ist insbesondere ein
Integrationsweg. Dann erhalten wir mit Satz

Also ist f konstant. O

Beispiel 3.14. Die Voraussetzung des Zusammenhangs in Satz [3.13] ist wesentlich. Die offene
Menge
U .= Kl(O) @] K1(2 + 32)

ist nicht zusammenhangend und die Funktion

0 fiurze Kl(O)

JU=CJE) ::{1 fiir 2 € K1 (2 + 3i)

ist nicht konstant, aber holomorph und f’ = 0.

Definition 3.15. Sei U C C eine offene Teilmenge. Eine Funktion f: U — C heifit lokal konstant,
wenn es fir jeden Punkt z € U ein € > 0 gilt, so dass f auf K.(z) konstant ist.

Folgerung 3.16. Eine holomorphe Funktion f: U — C ist genau dann lokal konstant, wenn f' =0
15t.

Beweis. Sei zuerst f lokal konstant. Zu p € U finden wir dann eine Kreisscheibe K. (p) C U, auf
der f konstant ist. Hieraus folgt f'(p) = 0. Da p € U beliebig war, ist f' = 0.

Ist umgekehrt f* =0 und € > 0, so dass K.(p) C U ist, so folgt aus dem Zusammenhang von
K.(p) und Satz dass f auf K.(p) konstant ist. O

3.4 Existenz von Stammfunktionen

Sei U C Coffen und f: U — C eine Funktion. Eine Stammfunktion von f ist eine holomorphe Funk-
tion F: U — C mit F' = f. Ist U zusammenhangend, so ist F nach Satz eindeutig bestimmt
bis auf Addition einer Konstanten, d.h. die Stammfunktionen von f sind genau die Funktionen der
Gestalt F'+ ¢, c € C.

Satz 3.17. Sei U C C offen. FEine stetige Funktion f: U — C besitzt genau dann eine Stammfunk-

tion, wenn
j{ f(z)dz=0
¥

fiir jeden geschlossenen Integrationsweg «y: [a,b] — U gilt.
Ist diese Bedingung erfillt, U zusammenhdngend, p € U und c € C, so erhalten wir durch

Fw):=c+ f(z)dz, Yw ein Integrationsweg von p nach w,
Yw

eine Stammfunktion F von f mit F(p) = c.
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Beweis. Besitzt f eine Stammfunktion, so gilt f,y f(z)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Integra-
tionsweg v nach Satz [3.7]

Wir zeigen nun die Umkehrung. Sei dazu also f: U — C stetig und gelte f“/ f(2)dz = 0 fir jeden
geschlossenen Integrationsweg v in U. Da U eine Partition in offene zusammenhéngende Teilmengen
besitzt (Aufgabe Lemma , reicht es aus zu zeigen, dass auf jeder zusammenhéngenden
offenen Teilmenge von U eine Stammfunktion von f existiert. Wir kénnen daher annehmen, dass
U wegzusammenhéngend ist.

Nun fixieren wir einen Punkt p € U. Sei w € U und 7,: I — U ein Integrationsweg mit
Anfangspunkt p und Endpunkt w (Polygonlemma). Zuerst zeigen wir, dass f% f(2)dz nur von w
abhangt, aber nicht von der Wahl von ~,,. Ist 0, ein zweiter Integrationsweg von p nach w, so ist
der Weg 7, 07, den wir erhalten, indem wir zuerst -y, durchlaufen und dann 7,, in die umgekehrte
Richtung, geschlossen (und natiirlich ein Integrationsweg). Wir erhalten daher mit Lemma

O/MOMf(z)dz/Wf(z)der/nwf(z)dz/

also [ f(2)dz= [, f(2)dz.

Wir konnen also eine Funktion F': U — C definieren durch

f(2)dz— [ f(2)dz,

w

Fw)=c+ f(z)dz.

Yw

Erster Beweis: Wir behaupten nun, dass F' komplex differenzierbar ist und dass F’ = f gilt. Sei
dazu K<,(w) C U und |h| < r. Fiir n,(t) := w+th, 0 <t < 1, ist dann v, o7, ein Integrationsweg
von p nach w + h. Daher ist

Flw+h)—F(w) = L RCES / F(z)dz = / f(z)dz = /O " Fwtth)hdt = b /0 " Fwtth) d.

w Mh

Wir zeigen nun noch, dass die Funktion

1
q: K, (0) > C, q(h) ;:/0 flw + th)dt

stetig ist. Hieraus ergibt sich mit Lemma [2.4] die Differenzierbarkeit von Ff in w mit

1
F(w) = g(0) = / f(w)dt = f(w).

Um die Stetigkeit von ¢ einzusehen, beachten wir, dass f auf der kompakten Menge K<, (w)
stetig ist, also gleichméfig stetig (Analysis IT). Zu jedem ¢ > 0 existiert also ein 6 > 0 mit
(V2,2 € K, (w)) [z = 2| <8 = |f(z)— f(Z)|<e.

Fir |h — b/ < 4 ist
|(w+th) — (w+th)| =tlh—h|<3d

und daher
|f(w+th) — f(w+th')| < e.

Hieraus erhalten wir

|q<h>—q<h’>|s/0 \f(w+th)—f(w+th’)\dt§/o cdt =
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Also ist g stetig.

Zweiter Beweis: Um die Differenzierbarkeit von F' nachzuweisen, konnen wir auch alternativ auf
Satz zuriickgreifen. Dazu zeigen wir, daf3 I stetig partiell nach x und nach y differenzierbar
ist und dass
oF oF
— = und — =
or Jy
gelten. Wir werden daraus die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgern und somit,
dass F' komplex differenzierbar ist und F' = f gilt (Satz [2.11]).

Um nun zu zeigen, dass F' in w € U partiell nach « differenzierbar ist, hingen wir an den Weg
~Yw noch das Geradenstiick [w,w + ] fiir z € R in die z-Richtung an, wobei wir annehmen, dass
[w,w+ 2] CU ist (was fiir kleine  der Fall ist). Konkret parametrisieren wir den Weg von w nach
w ~+ x durch 1y wiq(t) =w +t fiir 0 <t < z. Dann ist

if

F(w—l—x)—F(w)=c+/ f(z)dz—(c—i—/ f(z)dz)

Yo O[w, W] w

= f(z)dz+/ f(z)dz — f(z)dz:/093‘]”(10—1—15)cit7

Yw

und wir folgern %(w) = f(w) aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Analog
konnen wir das Geradenstiick [w, w + 4y| in die y-Richtung an +,, anhéngen und erhalten

Foti)-F) = [ j@de= [Cifwing, s 5w = ifw)

[w,wiy]

Wir erhalten also %—5 = ia—i. Fir FF = u + v mit u = Re F und v = Im F ergibt sich damit
ou v ov  Ou
—=—— und — = —,
oy or dy O
also die Cauchy-Riemann Gleichungen. O

Bemerkung 3.18. Aus dem Beweis von Satz folgt, dass wir fiir den Fall, dass U ein Gebiet
ist und p € U, die Bedingung f7 f(2)dz = 0 nur fiir geschlossenen Wege ~: [a,b] — U mit y(a) =
~v(b) = p benotigen. Der Satz zeigt dann insbesondere, dass diese Bedingung dann automatisch fiir
alle anderen geschlossenen Integrationswege in U erfiillt ist.

Die Problematik von Satz [3.17] ist, dass er zwar eine Bedingung an eine stetige Funktion
beschreibt, die zur Existenz einer Stammfunktion dquivalent ist, aber diese Bedingung ist in konkreten
Féllen nie direkt verifizierbar, da man hierzu ja alle Integrale iiber geschlossene Wege kennen miisste.
Dies vereinfacht sich ganz wesentlich, wenn man sich auf Rechteckswege einschrankt, die wir nun
diskutieren.

Bemerkung 3.19. Ein Rechtecksweg ist ein Integrationsweg v, der entlang der Kanten eines achsen-
parallelen Rechtecks
R={p+2:0<Rez<z,0<Imz <y}

mit den Ecken p,p+ x,p + x + iy, p + iy verlauft, also

Y = Vppta O Vptapratiy © Vptotiyptiy © Vptiyp T Yay(t) =z +t(y — ).
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Wir schreiben dann

f(z)dz ::Af(z)dz

)

fiir das Wegintegral entlang dem Rand des Rechtecks (Lemma .

OR

f(z)dz+/

Vp+a,ptatiy

f(z)dz —|—/

Yp+iy+az,ptiy

f(2) dz + / f(2) dz

p,pt+z TYp+iy,p

Konkret erhalten wir mit der vereinfachten Bedingungen fiir Rechteckswege den folgenden Satz:

Satz 3.20. Ist f: K,.(p) — C eine stetige Funktion, fir die alle Integrale iber geschlossene
Rechteckswege verschwinden, so besitzt f eine Stammfunktion.

Beweis. Wir definieren eine Funktion F': K, (p) — C durch

F(p+x +iy) ::/

Tp,pta

f(z)dz+/ | f(z)dz:/Oxf(p—&—t)dt—ki/jf(p—kx—&-is)ds

fir |z + 4y| < r. Hieraus erhalten wir sofort die stetige Differenzierbarkeit nach y mit

or

Fy(w)zzf(w) fir w e K. (p).

Da das Integral von f iiber den Rechtecksweg

Vp,pt+z © Vptz,pta+tiy ¢ Vp+z+iy,pt+iy & Vp+iy,p

verschwindet, erhalten wir mit Lemma [3.0]

F(p+m+iy)=/ f(z)dz+/ f(z)dz:z’/oyf(p+is)ds+/Oxf(p—l—t—&-iy)dt

Vp,pt+iy Yp+iy,ptatiy
und daher
OF .
—(w) = f(w) fir we K.(p).
ox
Wie im zweiten Beweis von Satz folgt hieraus, dass F' komplex differenzierbar ist mit der
Ableitung F' = f. O

Satz ist sehr viel brauchbarer als Satz Wir verwenden ihn nun, um zu zeigen, dass
holomorphe Funktionen auf Kreisscheiben immer eine Stammfunktion besitzen. Wir werden spater
sehen, dass Funktionen mit einer Stammfunktion selbst holomorph sein miissen (Satz , so dass
die Annahme der Holomorphie keine wesentliche Einschrankung ist.

Satz 3.21. (Satz von Goursat) Sei f: U — C eine holomorphe Funktion und R C U ein Rechteck.
Dann ist

f(z)dz=0.
OR

Beweis. Wir unterteilen das Rechteck in vier gleichgrofie Teilrechtecke R ), j = 1,2,3,4. Dann ist
4

(2)dz = 2} /8 o T (18)

f
OR
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da sich auf der rechten Seite alle Integrale iiber Rechteckskanten im Inneren von R aufheben. Sei
Ry € {Ry: j = 1,2,3,4} das Rechteck, fiir das der Betrag des Wegintegrals fam-) f(z) dz maximal
J

ist. Dann folgt aus

(2)dz| <4-

f(z)dz

OR;

f
AR
Fahren wir fort mit solchen Unterteilungen, so finden wir eine Folge (R,,),en von Rechtecken mit
R,+1 C R, fiir alle n € N, so dass gilt:

/E)Rf(Z)dZ /8Rnf(z)dz

Nun gibt es nach dem Intervallschachtelungsprinzip (Aufgabe genau einen Punkt p, der in allen
R,, enthalten ist. Da f holomorph ist, ist

f(2)=fp) + (z=p)f'(p) + (z = p)e(2)

fiir eine in p stetige Funktion ¢ mit (p) = 0. Also ist

< 4" und  diam(R,) = 27" diam(R).

G = [ )+ D0+ Pl e
OR, OR,
Der lineare Anteil f(p) + (z — p)f'(p) besitzt offenbar die Stammfunktion

(z —p)?
2 b

f)z+ f'(p)

sein Integral iiber OR,, ist also Null. Wir erhalten also

(2)dz = /ém (z —p)e(z) dz.

OR,

Ist d = diam(R) die Lénge der Diagonale in R, so gilt fiir alle z auf dem Rand von R, die
Abschéitzung |z — p| < 27"d. Bezeichnet L den Umfang von R, so ist 27" L der Umfang von R,,.
Wir erhalten mit Aufgabe [3.2] die Abschiitzung

f(z)dz| < (27"L)(27"d) sup [e(z)].
BRTL ZeaRn
Also ist
f(z)dz| < L-d- sup [e(z)].
AR 2€0R,,

Die rechte Seite konvergiert aber fiir n — oo gegen Null, da ¢ is p stetig ist und £(p) = 0. Also ist
die linke Seite ebenfalls Null. O

Kombinieren wir den Satz von Goursat [3.21] mit Satz [3.20} so erhalten wir:

Folgerung 3.22. (Existenz von Stammfunktionen auf Kreisscheiben) Jede holomorphe Funktion
f: K.(p) — C besitzt eine Stammfunktion.
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3.5 Wegintegrale von 2" um die Null herum

Lemma 3.23. Sein € Z und v: [0,27] — C,~v(t) := €. Dann gilt
% n 0, firn # —1,
2tdz = .
Y 2mi,  firn = —1.
Beweis. Fiir n € 7 haben wir auf C* fiir p,(z) = 2" die Relation p,(z) = nz"~' (Ubung;

Lemma . Also hat p,, fiir n # —1 eine Stammfunktion auf C*. Daher ist fv z"dz = 0 fiir
n # —1 (Satz . Fiir n = —1 rechnen wir direkt

27 27
f 2 ldz = / e Hiet dt = / idt = 2mi. O
v 0 0

Folgerung 3.24. Firn € Z hat die Funktion p,(z) = z" auf C* genau dann eine Stammfunktion,
wenn n # —1 ist.

Aufgaben zu Kapitel
Aufgabe 3.1. In Definition [3.3(b) héingt das Integral nicht von der gewihlten Unterteilung ab.

Aufgabe 3.2. Sei v: [a,b] — C ein stetig differenzierbarer Weg. Die Bogenlinge von ~ ist definiert durch

L(y) = / I (8)\dt.

Man beweise die Standardabschditzung: Ist f: U — C stetig und beschrankt, d.h., es existiert ein C' € R mit
|f(2)| < C fiir alle z € U, so ist
/ f(z)dz
-

fiir jeden stetig differenzierbaren Weg v: [a,b] — U.

<C-L(v)

Aufgabe 3.3. Sei (Uj)jes eine Familie wegzusammenhéngender Teilmengen von C. Zeigen Sie: Ist
Njes Ui # 0, soist U, ; U; wegzusammenhéngend.

Aufgabe 3.4. Sei U C C eine offene Teilmenge. Eine Funktion f: U — C heifit lokal konstant, wenn es
fiir jeden Punkt z € U eine offene Teilmenge V' C U gibt, die z enthélt, so dass f auf V konstant ist.
Zeigen Sie, dass U genau dann zusammenhéngend ist, wenn jede auf U definierte lokal konstante Funktion
konstant ist.

Aufgabe 3.5. (Zusammenhangskomponenten) Zeigen Sie, dass jede offene Teilmenge U C C paarweise
disjunkte Vereinigung offener zusammenhangender Teilmengen ist. Diese Teilmengen heiflen Zusammen-
hangskomponenten von U.
Hinweis: Polygonzuglemma; zeigen Sie, dass die Mengen (C(z))zcu, eine Partition von U bilden, d.h.,
C(z) N C(y) = 0 oder C(z) = C(y).
Aufgabe 3.6. Zeigen Sie:

(a) Auf der offenen Kreisscheibe Ki(1) wird durch

log(1+ 2) := Z iz"

eine holomorphe Funktion definiert, die der Differentialgleichung

1

log/(2) =

geniigt. Sie ist also auf K1(1) eine Stammfunktion von 1.
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(b) Fir |z] <log2ist e* € Ki1(1) und log(e®) = z. Hinweis: Satz

elog z

(c) Fiir |z — 1| < 1 ist €'°8* = 2. Hinweis: Zeigen Sie, dass F(z) := konstant ist.

z

Aufgabe 3.7. Sei (Kn)nen eine absteigende Folge nichtleerer kompakter Teilmengen von C, d.h., Kn4+1 C
K, fir n € N. Zeigen Sie:

(a) M,en Kn nicht leer.
Hinweis: Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

(b) Gilt diam(K,) — 0, so enthalt (), .y K» genau einen Punkt.

4 Der Integralsatz von Cauchy

In diesem Abschnitt lernen wir einige zentrale Resultate der Funktionentheorie kennen. Wir begin-
nen mit der Verallgemeinerung von Wegintegralen holomorpher Funktionen auf allgemeine Wege.
Damit erhalten wir die Werkzeuge, um zu sehen, dass sich Wegintegrale bei kontinuierlichen Defor-
mationen (Homotopien) nicht &ndern. Hieraus leiten wir den Cauchyschen Integralsatz ab (Weginte-
grale liber zusammenziehbare geschlossene Wege verschwinden). Dieser fithrt uns zur Cauchyschen
Integralformel, die die Werte holomorpher Funktionen auf offenen Kreisscheiben durch ein Weginte-
gral iiber den Rand darstellt. Wichtige Folgerungen hieraus sind die Holomorphie der Ableitungen
holomorpher Funktionen, der Satz von Liouville (beschrankte holomorphe Funktionen auf C sind
konstant) und der Fundamentalsatz der Algebra (Polynome ohne Nullstellen sind konstant).

4.1 Integrale uiber allgemeine Wege

In diesem Abschnitt werden wir Wegintegrale f7 f(2)dz fiur eine beliebige holomorphe Funktion

f: U — C und einen beliebigen Weg ~v: [a,b] — U definieren. Ermdoglicht wird dies durch Fol-
gerung die uns zeigt, dass auf jeder Kreisscheibe K, (p) C U fir f eine Stammfunktion
existiert. Wir nennen eine Zerlegung

Z=(tg,...,tn), to=a<t;<...<tp,=»b
zuldssig, wenn offene Kreisscheiben K; C U existieren, so dass
’)/([tj_l,tj]) ng flir j:l,...,n

gilt. In Lemma werden wir zeigen, dass zuléssige Zerlegungen immer existieren. Sei also Z
eine zuléssige Zerlegung. Auf jeder Kreisscheibe K existiert nun eine Stammfunktion F; von f
(Folgerung [3.22)).

Ist v ein Integrationsweg, so gilt wegen Satz [3.7]

[yf(z)dz:i

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist aber auch definiert wenn + kein Integrationsweg ist. Wir
wollen ihn daher zur Definition des Integrals verwenden. Hierzu haben wir nachzuweisen, dass er
nicht von der Zerlegung Z sowie der Wahl der Stammfunktionen F; und der Kreisscheiben K
abhéngt. Wir betrachten daher fiir Z, K; und F; die Summe

f(z)dz = ZFJ(’Y(tj)) — Fj(y(tj-1))- (19)

’Yl[tj_l,tj]

Sz(f) = ZFj(v(tj)) — Fi(v(tj-1)).
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Unabhéngigkeit von den Paaren (K, F;): Seien IN(j CU,j=1,...,n, ebenfalls Kreisscheiben,
die v([tj—1,t;]) enthalten und F; eine Stammfunktion von f auf K;. Dann ist v([t;—1,t;]) C

K; N K; =: D; und auf dem konvexen Gebiet D; (Durchschnitte konvexer Mengen sind konvex)

sind sowohl F} als auch F ;7 Stammfunktionen von f. Daher ist die Differenz F j—F}; auf D; konstant.
Wir erhalten also

F(yv(t)) = Fj(v(t-1)) = F(v(t)) = Fj(v(t5-1))  fir j=1,...,n.

Hieraus folgt, dass Sz(f) lediglich von der Zerlegung Z abhéngen kann. Aber das ist auch nicht
der Fall:
Unabhéngigkeit von der Zerlegung: Ist Z’/ = (so, ..., s, ) eine weitere zulissige Zerlegung des
Intervalls [a,b], so erhalten wir insbesondere durch die gemeinsame Verfeinerung Z” von Z und
Z' eine zulassige Zerlegung mit den Unterteilungspunkten {to,¢1, ..., tn—1,tn,S1,-- -, Sm—1}. Wenn
wir zeigen, dass sich Sz(f) bei einer Verfeinerung der Zerlegung nicht dndert, erhalten wir daher

Sz(f) = Szn(f) = Sz (f).

Jede Verfeinerung entsteht durch das sukzessive Hinzufiigen von Unterteilungspunkten. Eine leichte
Induktion zeigt daher, dass es ausreicht zu zeigen, dass die Hinzunahme eines Unterteilungspunkts
t* € (tj—1,t;) den Wert der Summe Sz(f) nicht dndert, also dass fiir

Z* = (to,...,t]‘_ht*,t]‘,...,tn), tj—l <t* <tj, gllt SZ*(f):SZ(f)
Das folgt aber sofort aus

Sz« (f) = (ZFk('V(tk:)) - Fk('Y(tkfl))) + Fj(v(t;)) = Fi(v(t%)) + F; (v (7)) — F5(v(tj-1))
k#j

= (D2 Fuly(t) = Fuly(ti-1)) + F (1)) = Fy(1(t-1)) = Sz(f).
k#j

Hierbei verwenden wir, dass die Kurvensegmente y([t;—1,t*]) und ~([t*,t;]) beide in K; enthalten
sind.

Damit haben wir gezeigt, dass Sz(f) auch nicht von der Wahl der zuldssigem Zerlegung Z
anhangt, so dass wir das Integral einer holomorphen Funktion f iiber einen beliebigen Weg
definieren konnen:

Definition 4.1. Ist v: [a,b] = U ein Weg und f: U — C holomorph, so definieren wir
[ £6)dz = S2(0) = 3 Fi6()) - B(0(t,-0),
y j=1

wobei Z eine zulédssige Zerlegung ist und die Kj;, F; wie oben. In haben wir schon gese-
hen, dass wir fiir Integrationswege so die bekannte Definition des Wegintegrals erhalten. Unsere
Begriffsbildungen sind also konsistent.

Damit all das sinnvoll ist, zeigen wir zuerst die Existenz einer zulassigen Zerlegung.

Lemma 4.2. Ist U C C offen und v: [a,b] — U ein Weyg, so existiert eine Folge K1,..., K, von
Kreisscheiben K; = K, (pj) € U und eine Zerlegung

ZZ(to,...,tn), th=a<ti1 <...<t,=b mit ’y([tj_l,tj])ng,jZl,...,TL.
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Beweis. Fir jedes t € [a,b] finden wir wegen der Offenheit von U zunéchst ein e; > 0 mit
Ko, (y(t)) CU. Dann ist

e bt) € |J K-,(v(1)),

t€la,b]

und da 7([a, b]) kompakt und die Kreisscheiben K, (y(t)) offen sind, existiert definitionsgeméf eine

endliche Teiliiberdeckung, also si, ..., s € [a,b] mit
k
y(la, b)) € J K-, (4(s5)). (20)
j=1
Sei

e:=min{e,;: j=1,...,k}.

Dann gilt
K. (v(t)) CU firalle t€[a,bl, (21)

denn zu jedem ¢ € [a,b] existiert ein s; mit y(t) € Ke., (7(sj)) und dann ist
Ko(2(8) € Kee,, (1(53)) € Fae,, (4(57))) C U.

Da ~ stetig ist und [a, b] kompakt, ist v gleichméaBig stetig ([Anall Satz 4.2.16]). Es existiert
also ein § > 0, so dass fiir ¢, s € [a, b] gilt

t—sl<d = |(t)-v(s)l<e
Wir wihlen nun eine Zerlegung Z so fein, dass [t; — t;—1| < ¢ fiir alle j gilt. Dann ist
[v(t) —(t;)] < e fiir t € [t;_1,t;], also v([tj_1,t;]) C K:(v(¢;)). Mit K; := K ((t;)) erhalten wir
also die Behauptung. O
Definition 4.3. Sind v, 7: [a,b] — U zwei Wege in der offenen Teilmenge U, so heifit eine Zerlegung
Z=(to,...,tn), a=tg<ti1 <...<t,=0b
zuldssig fiir v und 7, wenn offene Kreisscheiben K; C U existieren, so dass
Y([ti—, ) Un(ltj—1,t]) C K fir j=1,....n
gilt. Falls eine solche Zerlegung existiert, nennen wir v und n benachbart.

Das folgende Lemma zeigt uns, dass Wege, die nahe beieinander liegen, tatsdchlich in obigem
Sinn benachbart sind.

Lemma 4.4. Ist die Zerlegung Z zuldssig fir den Weg ~v: [a,b] — U, so existiert ein € > 0, so
dass sie ebenfalls zuldssig ist fir jeden Weg n: [a,b] — U mit

17 = 1lloo := sup{ly(t) —n(t)]: t € [a, 0]} <,
d.h., v und n sind benachbart.

Beweis. Ist Z = (to,...,t,) zuldssig fiir v, so existieren Kreisscheiben K, (z;) CU, j =1,...,n,
die y([t;—-1,t;]) enthalten. Das bedeutet, dass

|’}/(t) — Zj| <7y fir tj_l <t< tj
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gilt. Da v stetig und [t;_1,t;] kompakt ist, ist
sj =sup{|y(t) — 2| : ;o1 <t <t} =max{|y(t) — 2| 1t ST <3} <y

Wir wahlen nun
g:=min{r; —s;: j=1,...,n}.

Ist |1 — ¥|leo < €, s0 erhalten wir fiir t;_1 <t <t
() = 2| < [n(®) @O+ y(t) = 2] <e+ 55 < (rj = 85) + 55 =75
Also ist n({t; 1, 15]) € Ko, (25). =

Wir stellen nun fest, dass sich Integrale holomorpher Funktionen {iber benachbarte Wege in zwei
Fallen gleichen.

Lemma 4.5. Sei f: U — C holomorph und ~y,n: [a,b] — U benachbarte Wege. Dann gilt

[ reae= [ 1)

in den beiden folgenden Fillen:
(1) v(a) =n(a) und v(b) = n(b) (gleiche Endpunkte).
(ii) v(a) = v(b) und n(a) = n(b) (geschlossene Wege).

Beweis. Sei Z = (to,...,t,) eine zuldssige Zerlegung fiir v und 7 und die Kreisscheiben K; wie in
Definition Weiter sei Fj: K; — C eine Stammfunktion von f|g,. Fiir

zj=(t),  wi=aty)  und aji= Fi(z) = Fi(wg), b= Fizi-1) = Fj(wj-1)

erhalten wir dann

/f(z)dz—/ dz—ZF zj) = Fj(zj—1) — (Fj(w;) — Fj(w;—1) Za]—b

¥

Wir zeigen nun durch Induktion, dass
Zaj—bj:an—bl. (22)
=1

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial.
Induktionsschritt: Gilt Zj 1 @j —bj = anp—1 — by fiir n > 1, so erhalten wir

n—1
Za]—b =a, — b, —l—ZaJ—b =a, —b,+a,_1—b;y =a, — by,
j=1 j=1

denn

by —ap_1 = Fn(zn—l) - Fn(wn—l) - (Fn—l(zn—l) - Fn—l(wn—l))
= (Fn - Fn—l)(zn—l) - (Fn - Fn—l)(wn—l) =0

folgt aus der Tatsache, dass F,, — F,,_1 auf K, N K,,_1 D {21, w1} konstant ist.
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Im Fall (i) ist 20 = wo und z, = w,, so dass

an — b1 = Fy(2n) — Fo(wn) — (Fi(20) — Fi(wo)) =0

=0 =0

ist. Im Fall (ii) ist zp = 2, und wy = wy,, so dass

an — b1 = Fn(2n) — F(wn) — (Fi(20) — Fi(wo)) = (Fn — F1)(20) — (F — F1)(wo) = 0

=0 =0

aus der Tatsache folgt, dass F;, und F; auf dem Gebiet K3 NK,, D {zp, wo} beide Stammfunktionen
von f sind, ihre Differenz also konstant ist. O

4.2 Homotopie von Wegen

Definition 4.6. Sei U C C eine offene Teilmenge und ~g,v1: [a,b] = U Wege in U.

(a) Die Wege 79,7v1: [a.b] — U heilen homotop (mit festen Endpunkten), falls es eine stetige
Abbildung h: [a,b] x [0,1] — U gibt, so dass fiir die Wege hs(t) := h(t, s) gilt:

ho=7 und hy =71, also h(t,0)="(t), h(t,1) =7(t) fir ¢tE€]a,b,

und
hs(a) = vo(a) =7v1(a), hs(d) =v(b) =71(b) firalle se]0,1].

(b) Zwei geschlossene Wege vo,71: [a,b] — U heien frei homotop (in U), falls eine stetige Ab-
bildung h: [0,1] x [a,b] — U existiert mit hy = v und h; = 71, so dass fiir alle s € [0,1]
der Weg hg geschlossen ist. Im Unterschied zu (a) verlangen wir also nicht, dass alle Wege hg
denselben Anfangs- bzw. Endpunkt besitzen.

(c¢) Ein geschlossener Weg v: [a,b] — U heiit zusammenziehbar (oder nullhomotop) (in U), falls
~ frei homotop zu einem konstanten Weg ist.

Die Abbildung h heifit Homotopie von o nach ;.

4.3 Der Integralsatz

Der folgende Satz ist eine weitreichende Verallgemeinerung des Satzes von Goursat.

[ Integralsatz von Cauchy

Satz 4.7. Sei f: U — C holomorph und v: [a,b] — U ein geschlossener in U zusammenziehbarer

Weg. Dann gilt
/ f(z)dz=0.
¥

Wir zeigen zunéchst:

[ Homotopiesatz

Satz 4.8. Seien vo,71: [a,b] = U Wege und f: U — C sei holomorph. Sind vy und 1 geschlossen
und frei homotop oder homotop mit festen Endpunkten, so ist

(2) dz = A £(2) dz.

Yo
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Der Cauchysche Integralsatz folgt hieraus sofort, da zusammenziehbare Wege zum konstanten
Weg homomotop sind, fiir den alle Wegintegrale verschwinden.

Beweis. Sei h: [a,b] x [0,1] — U eine Homotopie mit hy = o und hy = 7;. Hierbei sollen entweder
alle Wege h, geschlossen sein oder die Endpunkte fest sein, also hs(a) = vo(a) und hy(b) = vo(b)
fir alle s gelten.

Da das Rechteck [a, b] x[0, 1] kompakt ist und h stetig, ist h gleichm&Big stetig (J[Ana2l, Satz 10.5.9]).
Zu jedem & > 0 existiert also ein § > 0, so dass

max(|t —t'|,[s—§'|) <d = |h(t,s) —h(t' )| <e
gilt. Hieraus folgt insbesondere
|hs — h'|loo = max{|hs(t) — he (t)]: t € [a,b]} <& fir |s—5'| <.

Ist s/ € [0,1] und e ausreichend klein, so folgt aus Lemma dass die Wege hs; und hg fiir
|s — s’| < & benachbart sind. Lemma zeigt uns nun, dass dann fhg f(z)dz = [,  f(2)dz gilt.

Die Kurve

C 0,1 = C, ¢(s) ::/h () dz

ist also lokal konstant und damit konstant (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Hieraus folgt die Behauptung. O

Definition 4.9. Ein Gebiet U in C heifit einfach zusammenhdngend, wenn jeder geschlossene Weg
in U zusammenziehbar ist.

Kombinieren wir den Cauchyschen Integralsatz mit Satz [3.17} so erhalten wir den folgenden
allgemeinen Existenzsatz fiir Stammfunktionen.

[ Existenzsatz fur Stammfunktionen ]

Folgerung 4.10. Ist f: U — C eine holomorphe Funktion und U ein einfach zusammenhdingendes
Gebiet, so besitzt f auf U eine Stammfunktion. Konkret erhalten wir fiir p € U und ¢ € C durch

Fw):=c+ f(2)dz, Yo ein Integrationsweg von p nach w,
Ve
eine Stammfunktion F von f mit F(p) = c.

Lemma 4.11. Jede sternformige Teilmenge U C C ist einfach zusammenhdangend.

Beweis. Ist U sternformig bzgl. p € U, so liegt fiir jeden Punkt ¢ € U die Verbindungsstrecke [p, ¢]
ganz in U. Ist y: [a,b] — U ein geschlossener Weg, so liefert

hs(t) := sp + (1 — s)y(t)
eine freie Homotopie zum konstanten Weg p. O

Beachte: Sind (U;);es Teilmengen, die alle bzgl. dem gleichen Punkt p € ﬂjeJ U; sternférmig sind,
so ist auch U := | ies Ui sternférmig bzgl. p. Im Allgemeinen ist eine Vereinigung sternférmiger
Teilmengen natiirlich nicht sternférmig. Das Beispiel U3 = C\ (—o00,0] und Uy = C\ [0, 00) zeigt
sogar, dass die Vereinigung C* = U; UUs der beiden sternférmigen Gebiete Uy und Us nicht einfach
zusammenhangend sein muss.
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4.4 Die Integralformel von Cauchy
Definition 4.12. Ist K, (p) eine Kreisscheibe in C und

v =9, 0,20] = 0K, (p), ~():=p+ re't

die natiirliche Parametrisierung ihres Randes, so schreiben wir

/6 o F(2)dz = L £(2) dz. (23)

[ Cauchy—Integralformel ]

Satz 4.13. Sei U C C offen und f: U — C holomorph. Dann gilt

f(w)Zeri/aKR(p)zf(zz)udz fir we Kg(p) CK<gr(p) CU.

Dieser Satz beschreibt ein vollig neues Phdnomen, das wir aus dem Reellen nicht kennen. Die
Werte einer holomorphen Funktionen auf einer abgeschlossenen Kreisscheibe sind vollstdndig durch
ihre Randwerte bestimmt. Eine analoge Aussage gilt im reell-Eindimensionalen nur fiir affine Funk-
tionen f auf Intervallen [a,b]. Sie sind durch ihre beiden Randwerte eindeutig bestimmt:

Tr—a

f@) = f(a) + T2 (b)

Sucht man hier nach Gemeinsamkeiten, stof8t man auf die Bedingung f” = 0, die affine Funktionen
charakterisiert. Im Hoherdimensonalen wird dies zur Bedingung Af = 0 (A = 28]2 ist der
Laplace-Operator), die harmonische Funktionen charakterisiert. In Aufgabe haben wir gesehen,
dass Real- und Imaginarteil einer holomorphen Funktion harmonisch sind. Damit haben wir eine
Briicke zwischen den Phanomenen im Reellen und dem Komplexen geschlagen.

Beweis. Fir w € Kr(p) betrachten wir die glatte Parametrisierung von 0K r(p) der Gesalt
v:[0,2n] = OKR(p), ~(t):=w+r(t)e”,

wobei r: [0, 27] — (0, 00) eindeutig durch die Bedingung |y(¢) — p| = R bestimmt ist. E|
Ist K<s5(w) C Kgr(p), so ist r(t) > ¢ fiir alle ¢ und damit

r(t) >sr(t)+(1—-5)0>6>0 fir 0<t<2r,0<s<1.
Wir erhalten daher eine stetige Funktion

h: [0,27] x [0,1] = U\{w}, h(t,s) = hs(t) :== sy(t) + (1 —s)(w+e") = w+ (sr(t) + (1—s)d)e™,

4Fiir jedes t € [0, 27] hat die quadratische Gleichung
R? =[(t) = p|* = |w — p|* + 2Re(r(t)e’ (w — p)) +(t)* = [w — p|* + 2Re(e™ (w — p))r(t) +r(t)*

genau eine positive Losung r(t) > 0, denn es gilt |w — p|?2 — R? < 0. Die Mitternachtsformel liefert

r(t) = — Re(e’ (w — p)) + \/Re(eit (w — p))? + R2 — |w — p|2 = — Re(e' (w — p)) + /B2 — Im(e?t(w — p))?

und dies ist eine beliebig oft differenzierbare Funktion.
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die eine Homotopie von hg(t) = w + de®* und hy = 7 beschreibt. Da die Funktior
holomorph ist, folgt aus der Parametrisierungsinvarianz von Wegintegralen (Satz und dem

Homotopiesatz
/ JE) g / JE) g, :/ 1@ g, (24)
OKgr(p) # ~ W yETW OKs(w) # — W

Insbesondere hangt dieses Integral nicht von ¢ ab. Ausrechnen des rechten Wegintegrals fithrt auf

1 1 2 Seit ‘ 1 [27 ,
L f(z) de = — Miée” dt = — fw+ se™)dt
27 Jors(w) # — W 2mi Jo oe? 2m Jo

und das ist der Mittelwert der Funktion f auf 0Ks(w). Da diese Integrale wegen nicht von
¢ abhéngen, stimmen sie mit dem Grenzwert fiir 6 — 0 iiberein. Wegen der Stetigkeit von f ist
dieser f(w), denn

2m 2m

flw+de)dt = fw)| = | 5= [ flw+de") = flw)dt| < sup{|f(z) = f(w)]: |2 | = 5}

=
und die rechte Seite wird fiir § — 0 beliebig klein, da f in w stetig ist. O

Die Cauchysche Integralformel erlaubt uns nun einzusehen, dass holomorphe Funktionen be-
liebig oft differenzierbar sind. Hierzu miissen wir das “Ableitungen unter dem Integral” (AudI)
rechtfertigen, wobei uns das folgende Lemma hilft:

Lemma 4.14. (Audl-Lemma) Sei U C C offen und f: U x [a,b] — C stetig. Fir jedest € [a, D]
set

fi=ft):U—=C
holomorph. Die Funktion

g—f: Ux[a,b] = C, (z,t)— f{(2)
z
sei ebenfalls stetig. Dann ist auch
F
F:U—=C, F(z / f(z,t)dt  holomorph und aa—z(z) = gﬁ (z,t)dt.

Beweis. Wegen der Stetigkeit der Funktionen f und ex1stleren die Integrale

b b af
:/ flz,t)dt und G(z) ::/ 8—(z,t) dt firalle zeU.
a a z

Wir erhalten so zwei Funktionen F,G: U — C.
Ist z € U und [z, 2+ h] C U, so erhalten wir mit Satz

F(z+h) — /fz—l—ht f(z,t)dt:/ab(/[z ‘9f(wt)dw)d

z+h] 0z
:/a (/0 E(z—l—sh,t)hds)dt

:h/b</olg£(z—|—sh,t)ds)dt.
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Damit erhalten wir fiir A # 0 und [z,2 4+ h] C U:

F(Z"‘h})L_F(Z)_G(Z):/:< 1gf(z—l—sh,t)ds)dt—/bgf(zvt)dt

a z

0 0z
:/ab/ol (g—Z(z+sh,t)—g—£(z,t)) ds dt.

Sei § > 0 mit K<s5(2) C U. Dann ist K<5(2) % [a,b] € Cx R 22 R3 abgeschlossen und beschriinkt,

also kompakt. Daher ist die stetige Funktion % auf dieser Teilmenge gleichmafig stetig. Zu jedem

€ > 0 existiert daher ein positives ¢’ < J, so dass fir (w,t), (w',t') € K<5(z) x [a, b]) gilt:

lw—w'|+t-t|<d = a—f(w,t)—ﬁ(w’,t’)

0z 0z s
Also gilt
of of
'0<s< = - = .
|h| <d,0<s<1 = ‘Bz(z+5h’t) az(z,t)'<e

Daraus erhalten wir mit der tiblichen Integralabschatzung

F(z+h) — F(z2) boortof of
e \E — ZJ _ 2 < _ .
o G(z)‘ /a (/o o (z+ sh,t) B (z,1) ds) dt‘ <(b—a)
Hieraus folgt
lim w —G(2)] =0
h—0
und damit schliellich » B
i FE ) - F(2) G(2).
h—0 h
Hieraus folgt, dass F' holomorph ist und G = F’ die Ableitung dieser Funktion. O

Satz 4.15. Die Ableitung einer holomorphen Funktion f: U — C ist selbst holomorph. Fiir die
n-te Ableitung von f gilt

|
- - @U&U){lﬂdw fir ze€K.(p)C K<,(p) CU.

Beweis. Fiir v: [0,27] — U,~(t) = p + re® betrachten wir fiir n > 0 die stetige Funktion

Gn: Ko(p) X [0,27] = C,  gnl(z,8) = M”l(t)'

Dann gilt %LG = (n + 1)gn+1. Insbesondere erfiillen die g,, die Voraussetzungen von Lemma
Nach der Cauchy-Integralformel (Satz|4.13)) ist

1 27
£(z) = Tm/o go(zt)dt fir  ze K, (p)
und wir erhalten aus Lemma (.14
1 27
f( ):7/ g1(z,t)dt  fir 2z € K.(p).
2w Jo



Erneut kénnen wir Lemma [4.14] anwenden und erkennen, dass auch f’ wieder in z holomorph ist
mit Ableitung
2 27
f@(2) = %/0 g2(z,t)dt  fir ze€ K.(p).
Durch Induktion folgt, dass die (n — 1)-te Ableitung wieder holomorph ist und in z = w erhalten
wir den Wert

Wy = 2 [ _n @)
7 (w) /0 gn(w, t) dt /81(,,(;;)( dz. O

2mi 2mi z —w)ntl

[ Satz von Liouville

Satz 4.16. Jede beschrdinkte holomorphe Funktion f: C — C ist konstant.

Oft werden holomorphe Funktionen, die auf ganz C definiert sind auch ganze Funktionen genannt.
In diesem Sinn besagt der Satz von Liouville, dass beschrankte ganze Funktionen konstant sind.

Beweis. Sei |f(2)] < C fir alle z € C, w € C sei beliebig und r > 0. Dann gilt nach Satz

P f(2)

also insbesondere die Integralabschatzung

|§@sup{\f(z)|:z€8Kr(w)} C

2 —r

[ (w)

2T r

Fiir » — oo strebt die rechte Seite gegen Null, da f beschrankt ist. Also ist f/ = 0 und f daher
konstant. 0

[ Fundamentalsatz der Algebra ]

Satz 4.17. Ist f(z) = ao+ a1z + -+ + a,2" ein Polynom ohne Nullstelle, so ist f konstant.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. a,, = 1 annehmen, da wir f durch a;!f ersetzen diirfen. Dann ist
f(z) = 2"+ g(z) mit lim,_, o gz(i) = 0. Es existiert also ein r > 0, so dass |g(2)| < 1|z|" fiir |2] > r
gilt. Fir |z| > r ist dann

/’,,'YL
n
>

o2 o

N | =

) = 127 + 2 = o = S =

(umgekehrte Dreiecksungleichung).

Wir nehmen an, dass f keine Nullstelle besitzt. Dann ist F := %: C — C eine auf ganz C
definierte holomorphe Funktion. Wir behaupten, dass sie beschrénkt ist. Fiir |z| > r haben wir
|F(z)| < 2 geméB der obigen Uberlegung. Da F auf der kompakten Kreisscheibe K<,.(0) stetig ist,
ist sie darauf auch beschrénkt ([Ana2l, Satz X.5.4]). Insgesamt ergibt sich damit die Beschranktheit
von F' auf C. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von Liouville. O
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Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 4.1. Sei C™ :=C\ {z € R | z < 0} die geschlitzte komplexe Zahlenebene. Wir definieren eine
Funktion F': C~ — C durch )
F(w) = / ~dz,
Yo #

wobei 7., ein Weg in C™ von 1 nach w € C™ sei. Man berechne F(re'#) fiir r > 0, € [0,27], ¢ # 7, indem
man fir w = re'? den Weg auswahlt, der zundchst von 1 bis r entlang der reellen Achse lauft und dann
einen Kreisbogen von 7 bis w beschreibt.

Aufgabe 4.2. Jede holomorphe Funktion auf einem Sterngebiet besitzt eine Stammfunktion.
Aufgabe 4.3. Sei f: C — C eine holomorphe Funktion fiir die ein n € N und ein C > 0 existiert, so dass
If(2)| < CA+|2|") fir zeC

gilt. Zeigen Sie, dass f ein Polynom vom Grad < n ist.

5 Potenzreihenentwicklung

In diesem Abschnitt schlagen wir die Briicke von holomorphen Funktionen zu analytischen Funktio-
nen, d.h. Funktionen, die sich lokal durch eine konvergente Potenzreihe darstellen lassen. Wir hatten
ja schon in Satz gesehen, dass konvergente Potenzreihen auf Kreisscheiben holomorphe Funk-
tionen definieren. Wir werden nun insbesondere eine “Umkehrung” hiervon zeigen, namlich dass
jede holomorphe Funktion f: K, (p) — C auf einer Kreisscheibe durch eine konvergente Potenzreihe
dargestellt wird.

5.1 Lokal gleichmaflige Konvergenz

Definition 5.1. Sei U C C eine Teilmenge und f,,: U — C eine Folge von Funktion sowie f: U — C
eine weitere Funktion.

(1) Die Folge (fn)nen konvergiert punktweise gegen f, falls f(z) = lim, 00 frn(z) fiir jedes z € U
gilt.

(2) Die Folge (fn)nen konvergiert gleichmaflig gegen f, falls es fiir jedes € > 0 ein N > 0 gibt, so
dass |f(z) — fn(2)| < e fur alle z € U und n > N gilt.

(3) Die Folge (fn)nen konvergiert lokal gleichmdfig gegen f, falls es fiir jeden Punkt z € U eine
Umgebung V von z in U gibt, so dass (fn|v)nen gleichméfig gegen f|y konvergiert.

Entscheidend fiir die gleichméfige Konvergenz ist, dass die Grenze N nicht von z abhéngt (aber
natiirlich von €). Offenbar haben wir folgende Implikationen

gleichméaBige Konvergenz = lokal gleichméfige Konvergenz

= punktweise Konvergenz.

Fiir konkrete Anwendungen ist das folgende Lemma sehr niitzlich:

Lemma 5.2. Konvergiert die Folge f,: D — C lokal gleichmafig gegen die Funktion f, so kon-
vergiert sie auf jeder kompakten Teilmenge C' C D gleichmdfig.
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Beweis. Da die Folge lokal gleichmafig konvergiert, existiert zu jedem Punkt ¢ € C existiert ein e,
so dass die Folge (f,,) auf der Menge DN K,_(c) gleichmé&fig konvergiert. Wegen der Kompaktheit
von C, wird C' von endlich vielen dieser Kreisscheiben iiberdeckt

CCK. (c1)U---U K., (ck)-

Da die Folge (f,,) auf jeder Teilmenge C; := C'N K, (c;) gleichmiBig konvergiert, existiert zu € > 0
ein V; € N, so dass
|fu(z) — f(2)|<e fir n>N;ze(j

gilt. Fir N := max{Ny,..., Ny} erhalten wir dann
[fn(z) = f(2)|<e fir mn>N,zeC.
Also konvergiert die Folge (f,,) auf C gleichméfig gegen f. O

Satz 5.3. Sei f,: U — C eine Folge stetiger Funktionen, die lokal gleichmdfig gegen f: U — C
konvergiert. Dann gilt:

(a) f ist stetig.

(b) Ist v: [a,b] = U ein Integrationsweg, so ist

n—oo

/f(z) dz= lim [ fn(z)dz.

(c) Ist U C C offen, sind alle Funktionen f,: U — C holomorph und f, — f lokal gleichmdfig,
so0 ist auch f holomorph und f, — f' lokal gleichmdfig.

Beweis. (a) Den Beweis der Stetigkeit des Grenzwerts einer lokal gleichméBig konvergenten Folge
stetiger Funktionen fiihrt man wie im Reellen mit einem £-Argument. Sei dazu p € U und € > 0.
Dann existiert eine Umgebung K, (p) von p auf der die Folge (f,)nen gleichmafig konvergiert. Es
existiert also ein NV € N mit

fu(2) = f(2)] < % fir 2 K, (p),n> N.
Da fy in p stetig ist, existiert ein § € (0,7), so dass
€ ..
[fn(2) = fn(p)] < 3 fir 2 € Ks(p)

gilt. Dann ist aber auch
() = F@) < 1F) = Fn @] + v () = In )| + v 0) = F) < S+ 5 +5 =<

und f daher in p stetig.
(b) Das Bild «([a,b]) von ~ ist kompakt, also konvergiert f, auf dem Bild von v gleichméBig
gegen f (Lemma5.2). Falls |f,(2) — f(2)| < ¢ fiir alle z € imy gilt, ist

/an(z)dz/vf(z)dz
Daraus folgt (b).

(c) Sei v ein in U zusammenziehbarer Integrationsweg. Nach dem Integralsatz von Cauchy ist

< L(v)e,

L ful2) = £(2) d2

/fn(z) dz=0 firalle neN.
8!
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Nach (b) ist dann auch fv f(2)dz = 0 und nach Satz [3.17| besitzt f auf jeder offenen Kreisscheibe
in U eine Stammfunktion und ist daher nach Satz [4.15[selbst holomorph.

Sei nun p € U und r > 0 so klein, dass K<,(p) C U ist und 0 < s < r. Wir zeigen, dass
die Folge f! der Ableitungen auf der Kreisscheibe K;(p) gleichméflig gegen f’ konvergiert. Fiir
w € Kq(p) C K, (p) folgt zundchst aus der Cauchy—Integralformel

fi(w) = 1/8 fnl2) dz und f'(w) = 1/8 &dz.

B Tm K., (p) (Z — ’lU)2 n Tm K. (p) (Z — U})Q
Fir |z — p| = r und |w — p| < s folgt aus der Dreiecksungleichung |z — w| > r — s und damit

1 1
(sz)Q‘ (r—s)?’

Wir erhalten daher mit der Standard-Abschéatzung (Aufgabe
/ g _ L/ f(2) _L/ fn(2)
|f (w) fn(w)‘ n ’271’2 0K, (p) (Z — U})2 dz 21 0K, (p) (Z — ’IU)2 dZ‘
1 —Jn
:’7/ f(2) fgz) dZ’
21 Jor, ) (2 —w)

s S 1) = L0 = g s 1) = ()l

< =7
T2 (1= 8)? aplr j—pl=r

<

Die gleichméBige Konvergenz der Folge ( f,,)nen auf 0K, (p) (Lemma liefert also die gleichméfBige
Konvergenz der Folge (f! )nen der Ableitungen auf der kleineren Kreisscheibe K (p). O

5.2 Potenzreihen

Eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt p € C ist ein Ausdruck der Form

> an(z—p)" = a0+ ai(z —p) +as(z —p)* + -
n=0
mit komplexen Zahlen a,,. Wir fassen jeden solchen Ausdruck als Folge der Polynomfunktionen
fm(2) == >0 an(z — p)™ auf. Insbesondere konnen wir nun von punktweiser oder gleichméBiger
Konvergenz der Potenzreihe sprechen. Wir nehmen im Folgenden der Einfachheit halber p = 0 an.
Das folgende Lemma verscharft Satz in dem Sinn, dass wir jetzt zusétzlich festhalten, dass
die Konvergenz der Potenzreihe lokal gleichméaBig ist.

Lemma 5.4. Konvergiert Y . anz{ fir ein zo € C, so konvergiert Y >~ anw™ fir alle w mit
|w| < |z0|. Auf jeder offenen Kreisscheibe K,.(0) mit r < |zo| konvergiert Y~ janz" absolut und
gleichmdfig.

Beweis. Da ZZOZO anzyy konvergiert, ist die Folge der Summanden (a2 )nen, eine Nullfolge. Also
existiert ein B > 0 mit |a,2{| < B fiir alle n. Ist nun z € K.(0) und r < |2|, so ist

<B (L) "

EY
Wir haben also auf K,.(0) eine uniforme Majorante gefunden und hieraus folgt auf K,.(0) die gleich-
mafige Konvergenz der Reihe aus

Z |anz"|§BZ (L) =0 fir N — oo,
n=N n=N ‘ZO|

ZTL

lanz"| = |anzg| <B o
0

Z’I’L
n
20

denn die geometrische Reihe Y 7 (L)n konvergiert. O

[z0]

37



Definition 5.5. Der Konvergenzradius der Reihe Y °  a,z" ist definiert durch

R :=sup {|z Z anz" konvergiert} € [0, o0].
n=0
Bemerkung 5.6. (a) Ist R > 0, so folgt aus Lemma dass > 7 anz" auf Kg(0) eine holo-
morphe Funktion definiert deren Ableitung durch die Reihe Y 2 (n+ 1)a,4+12" gegeben ist (nach
Satz 5.3 oder auch schon wegen Satz [2.9).
(b) Aus Lemmafolgt ebenfalls, dass die Reihe ) a,2™ fiir |z| < R absolut konvergiert. Wir
haben daher die Gleichheit

R:sup{r >0: Z lan|r™ < oo},

n=0
die sich nur auf reelle Zahlen bezieht. Insbesondere erhalten wir damit aus der Analysis I mit dem
Wurzelkriterium die Formel von Hadamard

1
R = —F—— € 0, 0],
limy, 00 ¥/ an| 0-oc]

wobei wir % = oo und é = 0 setzen. Aus dieser Formel folgt insbesondere, dass ), a,2" und

>, p(n)a,z" fiir jedes Polynom p(n) den gleichen Konvergenzradius besitzen, da Vn* = C/ﬁk — 1.

5.3 Potenzreihenentwicklungssatz

[ Potenzreihenentwicklungssatz ]

Satz 5.7. Sei K C C eine offene Kreisscheibe mit Zentrum p und f: K — C eine Funktion.
Dann ist f genau dann holomorph, wenn f auf K durch eine konvergente Potenzreihe mit Ent-
wicklungspunkt p dargestellt werden kann, d.h. falls eine komplexe Folge (an)nen existiert, so dass

f(z) =300 gan(z —p)™ fir alle z € K gilt. In diesem Fall ist
" (p)

n!

n

Beweis. Ist f(z) = Y.0_ yan(z — ¢)" fiir alle z € K, so ist f holomorph und die Formel fiir die
Ableitungen gilt (Satz [2.9).
Sei umgekehrt f holomorph. Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir p = 0 an bzw. ersetzen

f durch die Funktion f(z) := f(z+p). Sei |w| < |z| = r. Dann ist

1_1<?l)_1§xwy

z—w 2z \1—(w/z) z i\ 2

wobei die Konvergenz der Reihe fiir festes w gleichméfig in z € 0K,.(0) ist, da
1 o= /w\" 1 o= |w|®

= V<= 0.

z Z (z) -r Z rh -

n=N n=N

Wir erhalten daher aus der Cauchy-Integralformel

f(w) d ax(mf<’z2;<z) d

a Tm 0K ,.(0) zZ—Ww Tm

N F2) N\ Em = f(0)
_nz_o(%i/m(r(o) poTER, dz)w = ngo y w
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Also ist f auf K,.(0) durch eine Potenzreihe darstellbar. O

Definition 5.8. Man nennt die Reihe

m

)
n?hz_mn

>t
n=0
die Taylorreihe von f am Entwicklungspunkt p.

Aus Satz erhalten wir nun sofort:

Folgerung 5.9. Ist f: U — C holomorph und K,(p) C U eine offene Kreisscheibe, so wird die
Funktion f auf K,.(p) durch ihre konvergente Taylorreihe dargestellt:

= f™(p . ;
fo= W i e k)
n=0
Das bemerkenswerte an dieser Folgerung ist, dass man sie auf die groftmogliche Kreisscheibe
in U anwenden kann.

Beispiel 5.10. Die entsprechende Aussage im Reellen ist falsch. So ist z.B. die Funktion

1

reell analytisch, d.h., jeder Punkt p € R hat eine Umgebung auf der f durch die konvergente
Taylorreihe darstellt wird. Allerdings ist der Konvergenzradius nie unendlich. Warum das so ist,
sieht man erst im Komplexen. Die Funktion

1

F:C\{i} = C. f(2) =77

ist holomorph und stimmt auf der reellen Achse mit f iiberein. Fiir p € R stimmen also die
Taylorreihen von f und F' in p iiberein. Da F in =+ eine Singularitit besitzt, zeigt uns Folgerung[5.9]
dass in jedem p € C\ {£i} der Konvergenzradius R, der Taylorreihe

iiFmWﬁ

(z—p)"
— n!
gegeben ist durch R, = min(|p — 4|, |p + i|), also durch den Radius der maximalen Kreisscheibe
um p, die in C\ {%i} enthalten ist. Fiir p € R erhalten wir insbesondere R, = /1 + p?. Dieses
Beispiel zeigt sehr klar, dass man Konvergenzradien von Potenzreihen im Reellen oft nur schwer
berechnen kann, aber dass dies im Komplexen oft durch geometrische Uberlegungen mit maximalen
Kreisscheiben leichter moglich ist. Insbesondere haben wir die Taylorreihe von F' in p gar nicht
explizit berechnen miissen, um ihren Konvergenzradius zu bestimmen.

5.4 Nullstellen
Definition 5.11. Ein p € U heifit Nullstelle einer Funktion f: U — C, falls f(p) = 0 gilt.

Satz 5.12. Sei f: U — C eine holomorphe Funktion undp € U eine Nullstelle von f. Verschwindet
[ auf keiner Umgebung von p, so verschwinden nicht alle Ableitungen von f in p.
Ist das der Fall und
k :=min{n € N: f("(p) #£ 0},
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so existiert eine offene Umgebung V von p in U und eine holomorphe Funktion g: U — C mit
g(V) C C*, so dass
f(z)=(z—p)kg(z) firalle zeU

gilt. Insbesondere ist dann p die einzige Nullstelle von f in V.
Beweis. Wir nehmen an, dass f auf keiner Umgebung von p verschwindet. Dann miissen wir zeigen,

dass es eine Umgebung von p in U gibt, die neben p keine weitere Nullstelle von f enthalt. Dazu
entwickeln wir f auf einer Kreisscheibe K = K,.(p) C U in eine Potenzreihe: Es ist also

)
=3 / ,(p) (z—p)" firalle ze K (p).
n=0

n!

Da f auf K nicht verschwindet, existiert ein kleinstes k& > 0 mit f(*)(p) # 0. Dann ist

X £(n)
Fo) = -plez) mit g(s) =3 L@y -k,
n=k ’

n

Da sie durch eine auf K konvergente Potenzreihe dargestellt wird, ist die Funktion g holomorph
auf K mit g(p) # 0. Durch

f(2)

g(z) == GopF fir zeU\ {p}

erhalten wir so eine holomorphe Funktion g: U — C.
Da g stetig ist, existiert s € (0,7), so dass Ks(p) auler p keine weitere Nullstelle von g enthélt.
Dann besitzt [ auf K,(p) aufler p keine Nullstelle. O

Definition 5.13. Sei f: U — C holomorph. Eine Nullstelle p von f, die in einer offenen Teilmenge
von U die einzige Nullstelle von f ist, heiflt isolierte Nullstelle. Dann heif3t

k =min{n € N: f("(p) £ 0}

die Ordnung der Nullstelle p. Aus Satz folgt dann die Existenz einer holomorphen Funktion
g: U — C mit g(p) # 0, so dass f(z) = (z — p)¥g(2) fiir alle z € V gilt.

[ Identitatssatz ]

Satz 5.14. Sei U ein Gebiet und f1, fo: U — C holomorphe Funktionen. Stimmen fi1 und fo auf
einer Teilmenge D C U mit einem Haufungspunkt in U dberein, so ist f1 = fa.

Hierbei versteht man unter einem Hdaufungspunkt p einer Teilmenge M einen Punkt, fiir den
jede Kreisscheibe K,.(p), 7 > 0, unendliche viele Punkte aus M enthélt. Ein Punkt p ist also kein
Haufungspunkt von M, wenn ein r > 0 existiertiert, so dass K, (p) N M C {p} ist.

Beweis. Wir betrachten die Differenz f := f; — fo. Wir haben zu zeigen, dass eine holomorphe
Funktion f: U — C, deren Nullstellenmenge einen Haufungspunkt besitzt, die Nullfunktion ist.
Hierzu betrachten wir die Teilmenge

Z:={zeU: (VneNy) f"(z) =0} = ﬁ Z, mit Z,:={zeU: f™(z)=0}.
n=0
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Da alle Ableitungen f(™ holomorph und damit insbesondere stetig sind, sind die Mengen Z,
abgeschlossen in U (Aufgabe . Damit ist auch ihr Durchschnitt Z abgeschlossen, also U \ Z
offen.

Ist z € Z, so folgt aus dem Potenzreihenentwicklungssatz (Satz, dass f auf einer Kreisscheibe
K. (z) verschwindet. Dann verschwinden auf K.(z) auch alle Ableitungen von f und somit ist
K.(z) C Z. Hieraus folgt, dass Z auch offen ist.

Ist zg € Z ein Haufungspunkt von Nullstellen, so folgt aus Satz dass alle Ableitungen von
f in zg verschwinden. Also ist zg € Z und damit Z # .

Da U zusammenhéngend ist und Z nicht leer, erhalten wir aus der Zerlegung U = Z U (U \ Z)
in zwei offene Teilmengen von U, dass Z = U gilt. Insbesondere ist somit f = 0. O

Beispiel 5.15. Die Funktion
1
f:C*—=C, f(z):=sin-
z
ist holomorph. Die Nullstellen i#7 n € N, haufen sich bei Null, dennoch ist f # 0. Es ist also
notwendig, im Identitatssatz zu fordern, dass der Haufungspunkt zum Definitionsbereich gehort.
5.5 Komplexe Logarithmus-Funktionen

In diesem Abschnitt werfen wir einen systematischen Blick auf die Existenz komplexer Logarithmus-
Funktionen. Die Problematik hierbei ist, dass die Existenz solcher Funktionen zunéchst nur auf
einfach zusammenhéngenden Gebieten in C gewahrleistet ist. Ein natiirliches maximales Gebiet ist
daher die rechts-geschlitzte Ebene C\] — 00, 0] (Aufgabe [5.7)).

Definition 5.16. Sei U C C* ein Gebiet. Eine holomorphe Funktion L: U — C heifit Logarithmus-
Funktion, wenn exp oL = idy gilt, also e“(*) = 2 fiir alle z € U.

Beispiel 5.17. Schon bekannt ist die Logarithmus-Funktion, die man durch die Potenzreihe

log(1+2) = Z ﬂz”

n
n=1

auf der offenen Kreisscheibe K1 (1) erhélt (Aufgabe [3.6). Insbesondere ist log(1) = 0.

Lemma 5.18. Sei U C C* ein Gebiet und L: U — C eine holomorphe Funktion. Dann sind
aquivalent:

(i) L ist eine Logarithmus-Funktion.

(ii) Es existiert ein zo € U mit e**0) = 25 und L'(z) = L fir alle z € U, d.h., L ist eine
Stammfunktion von %

iii) Es existiert ein zo € U mit e*(*0) = z5 und
(i)
d
L) = L) + [ (25)

fir jeden Integrationsweg 7: [a,b] — U mit y(a) = zo und v(b) = z.

Beweis. (i) = (ii): Sei 29 € U. Dann gilt insbesondere e*(0) = z;. Durch Ableiten der Relation
z = el®) erhalten wir mit der Kettenregel 1 = eZ(*)L’(2) = zL/(z) und daher L'(z) = 1.

(ii) = (iii): Da L eine Stammfunktion von 1 ist, folgt (iii) wegen Satz aus (ii).
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(iii) = (ii): Aus folgt, dass fiir jeden geschlossenen Integrationsweg 7: [a,b] — U mit y(a) =
~v(b) = 2o das Wegintegral fv 4= verschwindet. Die Existenz einer Stammfunktion folgt damit
aus Satz (siehe hierzu auch Bemerkung , der insbesondere zeigt, dass eine
Stammfunktion liefert.

(ii) = (i): Da U ein Gebiet ist, existiert zu jedem z € U ein Integrationsweg 7: [a,b] — U mit
v(a) = zo und y(b) = z (Lemma [3.12). Dann gilt fiir jedes ¢ in dem + differenzierbar ist (die
Unterteilungspunkte muss man ausnehmen)

& (D) H0O)) = 7/ (1) MO (1) HO) (L1 (1)
= e Oy (1) (1= (L (1) = 0.
Also erhalten wir
e ) — (b)ePOE) = y(q)eBO@) — 4o~ L(0) — 1

L(z)

und somit z = e"'*). Daher ist L eine Logarithmus-Funktion. O

Bemerkung 5.19. Sei U C C* ein Gebiet. Mit Lemma haben wir Logarithmusfunktionen
im wesentlichen als Stammfunktionen der Funktion % charakterisiert.

Ist L: U — C eine Stammfunktion von %, so ist auch die Summe L + ¢ fiir jedes ¢ € C eine
Stammfunktion. Sei nun z; € U. Dann ist zge L(20) # 0. Es existiert also ein ¢ € C mit
e¢ = zge L(#0) | Dann ist eL(20)+¢ = ¢L(20)¢¢ = 2 und somit ist L + ¢ eine Logarithmus-Funktion.

Die Existenz einer Stammfunktion von % hat also die Existenz einer Logarithmus-Funktion zur
Folge. Sei L eine Logarithmus-Funktion auf U. Wir mochten alle Logarithmus-Funktionen auf U
beschreiben. Da U zusammenhéngend ist, haben alle anderen Stammfunktionen von % die Gesalt
L+ ¢, ¢ € C. Die Bedingung zy = el(?0)t¢ = ¢L(20)e¢ = 1e¢ ist Aquivalent zu e® = 1, was genau
dann der Fall ist, wenn ¢ € 2miZ ist.

Ist Ly eine Logarithmus-Funktion auf dem Gebiet U, so erhalten wir durch

Ly := Ly + 27ik, keZ
also alle Logarithmus-Funktionen auf U.

Mit diesen allgemeinen Voriiberlegungen kénnen wir nun auch etwas zur Existenz sagen. Eine
hinreichende Bedingung an das Gebiet ist der einfache Zusammenhang.

Satz 5.20. Auf jedem einfach zusammenhdingenden Gebiet U C C* existiert eine Logarithmus-
funktion L. Fur je zwei Logarithmusfunktionen L1, Lo existiert ein k € Z, so dass Ly — Lo = 27ik
konstant ist.

Beweis.  Aus Folgerung folgt auf U die Existenz einer Stammfunktion zu %, so dass der
Rest aus Bemerkung folgt. O

Bemerkung 5.21. (a) Das Gebiet C* = exp(C) ist leider nicht einfach zusammenhéngend und da
es geschlossene Wege v in C* gibt, fiir die fy d—; 2 0 ist, gibt es auf C* keine Logarithmusfunktion,
da % auf C* keine Stammfunktion besitzt (Folgerung (3.24]).

(b) Allerdings ist U = C\] — o0, 0] sternformig bzgl. 1 und daher insbesondere einfach zusam-
menhéngend (Aufgabe . Auf diesem Gebiet ldsst sich eine Logarithmus-Funktion L: U — C
mit L(1) = 0 leicht durch Integration bestimmen. Wir erhalten in Polarkoordinaten

L(re?) =logr+i0 fir r>0,0¢]—m, x|
Man nennt diese Funktion den Hauptzweig des komplexen Logarithmus (Aufgaben und .
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Bemerkung 5.22. Mit einer Logarithmus-Funktion L: U — C kann man natiirlich auch beliebige
Potenzfunktionen definieren. Fiir a € C setzen wir

2% .= eozL(z)

fir zeUl.
Dann gelten die Potenzregeln:
=1, z'=z und 222 =:%% fir «,feC.

Sind z,w € U, so dass auch zw € U ist, so erhalten wir weiter

2 = eoz(L(z)-i—L(w)) und (Z,w)a _ eaL(zw).
Diese beiden komplexen Zahlen sind aber im Allgemeinen verschieden. Aus eF(®el(w) = 2 =
el (zv) folgt
L(zw) — L(z) — L(w) € 2wiZ,
aber diese Zahl muss nicht verschwinden.
Fir den Hauptzweig des Logarithmus haben wir z.B. fiir z = w = eimi = %(—1 + ¢) zunéchst

3. )
22 = e2™ = —j und daher

3 3
L(z?) = _gi # omi =2 i = 2L(2).

5.6 Die lokale Normalform holomorpher Funktionen

Definition 5.23. (a) Seien U,V C C offen. Eine holomorphe Funktion f: U — V C C heifit
biholomorph, wenn sie bijektiv ist und die Umkehrfunktion f~': V — U ebenfalls holomorph. Wir
sprechen dann auch von einer holomorphen FEinbettung f: U — C.

(b) Injektive holomorphe Funktionen f: U — C nennt man auch schlichte Funktionen.

Biholomorphe Funktionen sind insbesondere schlicht. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen,
dass jede schlichte Funktion biholomorph auf ihr Bild ist.
Wir zitieren hier einen Satz aus der reellen Analysis (im zweidimensionalen Spezialfall).

Satz 5.24. (Satz iiber die Umkehrfunktion) Sei U C R? offen und f: U — R? stetig differenzierbar.
Ist das Differential df(p): R? — R? von f in p € U invertierbar, so existiert eine offene Umge-
bung V wvon p in U, so dass flv: V — f(V) ein Ct-Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge
von R? ist, d.h., f|v ist injektiv und (f|v)~1 ist ebenfalls stetig differenzierbar mit

A(flv) " (f(@) = (@f(2))", zeW.

Satz 5.25. (Satz tiber die Umkehrfunktion fiir holomorphe Funktionen) Ist f: U — C eine holo-
morphe Funktion und f'(p) # 0 fir ein p € U, so gibt es eine offene Umgebung V von p in U, so
dass flv: V. — f(V) biholomorph ist, d.h., f|y ist injektiv, f(V') ist offen und die Umkehrabbildung
(flv)~t: f(V) — C ist ebenfalls holomorph mit

1
V)™ (f(2) = ——, z€eV. 26
((Flv)=)(f() 7 (26)
Beweis. Nach dem Satz tiber die Umkehrabbildung gibt es eine offene Umgebung V von p in
U, so dass f|y ein C'-Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge f(V') ist. Das bedeutet, dass
f:V = f(V) eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion mit stetig differenzierbarer Umkehr-
abbildung ist. Dann ist f=!: f(V) — C holomorph, denn das Differential

d(f )(f(@) =df(g) " R*=C—R*=C
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ist fiir ¢ € V' die Umkehrabbildung von df(q): C — C. Da letztere Abbildung wegen der Holomor-
phie von f komplex linear ist:

df(Qw = f(Qw,
ist auch d(f~1)(f(q)) komplex linear und gegeben durch

a(fIyH (fla)w = )

Also ist f~! nach Satz holomorph und es gilt (26]). O

Satz 5.26. (Die lokale Normalform holomorpher Funktionen) Sei U C C ein Gebiet, p € U und
f: U — C eine nicht-konstante holomorphe Funktion sowie

k :=min{n € N: f("(p) £ 0}.
Dann existiert ein € > 0 und eine holomorphe Einbettung n: K.(0) — U mit n(0) = p, so dass

(fon)(z) = f(p)+ ¢  fir alle =z e K.(0)

gilt.

Beweis. Ersetzen wir f durch f(2) := f(z + p) — f(p), so dirfen wir p = f(p) = 0 annehmen.
Da f nicht konstant ist, ist f auch auf keiner Umgebung von 0 konstant (Satz [5.14]) und daher
verschwinden nicht alle Ableitungen von f in 0 (Satz [5.12)). Aus Satz folgt nun die Existenz
einer offenen Kreisscheibe V' C U um den Nullpunkt und einer holomorphen Funktion g: V' — C*
mit
f(z) =2%g(z) fir zeV.

Da g stetig ist, diirfen wir nach Verkleinerung von V' sogar annehmen, dass g(V) C K, (g(0)) fir
r = |g(0)] gilt. Auf der offenen Kreisscheibe K,.(g(0)) existiert eine Logarithmusfunktion L und
damit auch eine k. Wurzelfunktion r(z) := 2'/* := e 5 (Bemerkung |5.22). Dann ist h :==rog
holomorph auf U. Weiter gilt f(z) = (zh(2))* fiir alle z € K.

Die Einschrankung der Funktion H(z) := zh(z) auf eine ausreichend kleine Kreisscheibe W
um 0 ist eine holomorphe Einbettung nach U, denn wegen H'(0) = h(0) # 0 folgt dies aus dem
Satz iiber die Umkehrfunktion fiir holomorphe Funktionen. Fiir n := (H|w)~! ist dann

f(n(z) = Hnz))* =2~ fir z e HW). O

Folgerungen aus dem Normalformsatz

[ Satz von der Gebietstreue ]

Satz 5.27. Sei U C C ein Gebiet und f: U — C holomorph und nicht konstant. Dann ist auch
f(U) C C ein Gebiet.

Beweis. Nach dem Identitéatssatz ist die Funktion f auf keiner offenen Kreisscheibe K. (p) in U
konstant. Aus Satz folgt daher, dass f(U) eine Kreisscheibe um f(p) enthélt. Also ist f(U)
offen.

Dass f(U) zusammenhingend ist, folgt aus der Stetigkeit von f: Ist f(U) = VUV mit zwei
offenen Teilmengen Vi, V5, so sind die Urbilder U; := f~!(V;) ebenfalls offen und U = U;UU;. Da
U zusammenhéngend ist, ist eine der beiden Menge U; leer, folglich auch V; = 0. Also ist f(U)
zusammenhangend. O
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Im Reellen gilt dieser Satz nicht, denn das Bild [—1,1] der Sinusfunktion sin: R — R ist nicht
offen. Wir halten eine interessante Folgerung fest:

[ Satz der offenen Abbildung ]

Satz 5.28. Ist U C C ein Gebiet und f: U — C eine nicht konstante holomorphe Funktion, so ist
f eine offene Abbildung, d.h., fir jede offene Teilmenge V- C U ist f(V') offen in C.

Beweis. Da f()) = @ offen ist, diirfen wir V' # () annehmen. Zu p € V existiert dann ein ¢ > 0
mit K. (p) € V. Dann ist f|x_(,) wegen dem Identitétssatz nicht konstant und nach dem Satz
von der Gebietstreue ist f(K.(p)) offen. Insbesondere enthalt f(V') eine Umgebung von f(p). Da
p € V beliebig war, folgt hieraus, dass f(V) offen ist. O

Maximumprinzip

Satz 5.29. Sei U ein Gebiet und f: U — C holomorph. Ist

|f(p)| = max{|f(2)[: z€ U} firein pel,
so ist f konstant.

Beweis. Ist f nicht konstant, so ist f(U) nach dem Satz von der Gebietstreue offen und enthélt
damit eine Kreisscheibe K. (f(p)) fiir ein € > 0. Das widerspricht der Maximalitét von |f(p)|. O

Satz 5.30. (Schlichte Funktionen sind biholomorph) Sei U C C ein Gebiet und f: U — C holo-
morph und injektiv. Dann ist f(U) ebenfalls offen und f=*: f(U) — C ist holomorph.

Beweis. Nach dem Satz von der Gebietstreue ist f(U) offen, denn wegen der Injektivitat ist f
nicht konstant. Daher ist die Umkehrfunktion f~! auf der offenen Teilmenge f(U) definiert.
Existiert ein p € U mit f/(p) =0, so ist
k:=inf{n € N: f™(p) #0} > 1.

Aus dem Normalformsatz folgt dann die Existenz einer holomorphen Einbettung h: K.(0) — V
mit h(0) = p auf eine offene Umgebung V von p in U, so dass

f(h(z)) = flp) + 25 fir |z <e

gilt. Da die Potenzfunktion z + z* fiir k > 1 in keiner Nullumgebung injektiv ist, widerspricht dies
der Injektivitat von f. Daher hat die Ableitung f’ keine Nullstelle. Nun folgt die Holomorphie von
! aus der holomorphen Variante des Satzes iiber die Umkehrfunktion (Satz[5.25)). O

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 5.1. Sei G C C ein Gebiet und f: G — C holomorph. Zeigen Sie: Verschwinden alle Ableitungen
f™(p), n € Ny, in einem Punkt p € G, so ist f identisch 0.

Aufgabe 5.2. Sei f,,: D — C eine Funktionenfolge und Ci,...,C; C D Teilmengen. Zeigen Sie: Kon-
vergiert die Folge (f5) gleichmaBig auf jeder der Teilmengen C}, so auch auf deren Vereinigung C1U---UC}.

Aufgabe 5.3. Zeigen Sie, dass jede lokal gleichméBig konvergente Folge (fn)nen von lokal beschrankten
Funktionen f,,: U — C lokal beschrankt ist.
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Aufgabe 5.4. Seien f,,gn: U — C [lokal] gleichmidflig konvergente Folgen [lokal] beschriankter Funktionen
mit f, — f und g, — g. Zeigen Sie, dass das Produkt (frngn)nen [lokal] gleichméBig gegen f - g konvergiert.

Definition: Die Folge (f,) konvergiert kompakt gegen f, wenn (f,,) auf jeder kompakten Teilmenge A C D
gleichméfig gegen f konvergiert.

Aufgabe 5.5. Sei D C C eine Teilmenge, (fn: D — C),en eine Folge von Funktionen und f: D — C eine
Funktion.
(a) Ist D C C kompakt, so konvergiert (f,) genau dann lokal gleichméBig gegen f, wenn (f,.) gleichméfig
gegen f konvergiert.
(b) Ist D C C offen, so konvergiert (f,) genau dann lokal gleichméBig gegen f, wenn (f,) kompakt gegen
f konvergiert.

Aufgabe 5.6. Man finde ein Beispiel einer injektiven, reell differenzierbaren Funktion f: R — R, deren
Umkehrabbildung aber nicht differenzierbar ist.

Aufgabe 5.7. (Maximalitdt von Logarithmusfunktionen) Sei U C C ein Gebiet, das die links-geschlitzte
Ebene C\] — 00, 0] echt enthélt. Zeigen Sie, dass auf U keine Logarithmus-Funktion existiert.

Aufgabe 5.8. Sei U C C* ein Gebiet und 1 € U sowie L: U — C eine Logarithmus-Funktion mit L(1) = 0.
Weiter sei Uy C U ein Teilgebiet mit 1 € U; und

U,-U, CU, dh zwelU fir zwelU.

Zeigen Sie
L(zw) = L(z) + L(w) fir alle z,w € U;.

Aufgabe 5.9. (Hauptzweig des komplexen Logarithmus) Zeigen Sie, dass auf der linksgeschlitzten kom-
plexen Ebene U := C\ (—o0, 0] durch

L(re') =logr+i0 fir r>0,0€]—m, x|

eine holomorphe Logarithmus-Funktion mit L(1) = 0 gegeben ist und das diese eindeutig ist.
Hinweis: Verwenden Sie Lemma [5.18] wobei Sie den Weg v von 1 zu z = re® so wihlen, dass er zuerst zu
r und von dort auf einem Kreisbogen zu z lauft.

Aufgabe 5.10. (Konvergenzradien) Seien p, g: C — C Polynomfunktionen und g nicht identisch 0, so dass
die Menge N := {z € C: ¢q(z) = 0} der Nullstellen von ¢ endlich ist. Wir nehmen weiter an, dass p und ¢
keine gemeinsamen Linearfaktoren besitzen, so dass IV keine Nullstellen von p enthélt. Wir betrachten die
holomorphe Funktion
p(z)
f:C\N—=C, f(z)=="F=.
) =4

Zeigen Sie: Fiir jeden Punkt zp € C ist der Konvergenzradius der Taylorreihe

X r(n)
> ! nEZO) (2 —20)"
n=0 :

von f in zp gegeben durch
R, := min{|z0 — w|: w € N}.
Hinweis: Fiir w € N ist lim._,, | f(2)| = oo.
Aufgabe 5.11. (Taylorreihen ganzer Funktionen) Zeigen Sie:
(a) Ist f: C — C holomorph, so wird f auf ganz C durch die Taylorreihe

_N 70 .
& =2
n=0
dargestellt.

(b) Sei (an)nen, eine Folge komplexer Zahlen. Dann definiert f(z) := > . anz" genau dann eine auf
C holomorphe Funktion, wenn
lim y/|an| =0.
n— o0
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6 Laurententwicklung und Residuensatz

In diesem Abschnitt wenden wir uns nun den Singularitdten holomorpher Funktionen zu. Hier
werden wir holomorphe Funktionen auf Gebieten der Art U = K, (p) \ {p} (gelochte Kreisscheiben)
betrachten. Das zentrale Ergebnis ist eine Klassifikation der Singularitdten in drei Typen: heb-
bare, Polstellen und wesentliche Singularitdten. Das Werkzeug, das wir hierzu verwenden, ist die
Laurententwicklung holomorpher Funktionen auf Kreisringen. Sie verallgemeinert die Potenzrei-
henentwicklung holomorpher Funktionen auf offenen Kreisscheiben.

6.1 Isolierte Singularitaten

Definition 6.1. Sei U C C offen und p € U. Ist f: U \ {p} — C holomorph, so heifit p isolierte
Singularitdt von f in U.

e Gibt es eine holomorphe Funktion g: U — C mit g(z) = f(z) fiir alle z € U \ {p}, so nennt
man p eine hebbare Singularitat.

e Ist p nicht hebbar, gibt es aber ein k € N, so dass p eine hebbare Singularitit von (z —p)* f(2)
ist, so nennt man p einen Pol von f. Ist p ein Pol von f, so heifit die kleinste Zahl k, fiir die
(z — p)k f(2) eine hebbare Singularitit in p hat, die Polordnung von f in p.

e Ist p weder hebbar noch ein Pol, so heifit p eine wesentliche Singularitéit.

[ Riemannscher Hebbarkeitssatz ]

Satz 6.2. Sei U C C offen, p € U und f: U\ {p} — C holomorph. Existiert eine Umgebung V
von p, so dass f auf V' \ {p} beschrdnkt ist, so ist p eine hebbare Singularitit.

Beweis. Ersetzen wir f durch f(z) := f(p+z), so diirfen wir p = 0 annehmen. Wir diirfen ebenfalls

annehmen, dass f in keiner 0-Umgebung identisch 0 ist, denn dann ist 0 trivialerweise hebbar.
Die Funktion

22f(2) fiir 2 #0

U — C, =
g 9(2) {0 fir z=0

ist eine stetige und auf U \ {0} holomorphe Funktion. Wegen

Jim 92 =90 _ ) z2f(2) =0

z—0 z z—0

ist g sogar in 0 komplex differenzierbar mit ¢’(0) = 0, also holomorph auf U.
Da g auf keiner Nullumgebung verschwindet, erhalten wir mit Satz ein k € N und eine auf
einer offenen 0-Umgebung V' holomorphe Funktion h: V' — C* mit

h(0)#0 und g(z) = 2*h(z) firalle zeV.
Wegen 0 = ¢’(0) = 0*~1h(0) ist & > 2. Daher ist
f(z) =22n(z) fir zeV\{0}

und wir erhalten durch f(0) := 0*~2h(0) eine holomorphe Fortsetzung von f. Also ist 0 eine
hebbare Singularitit von f. O
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Beispiel 6.3. (a) Die holomorphe Funktion f: C* — C, f(z) := % hat in O eine hebbare Singu-
laritéit, da 0 eine Nullstelle der Sinusfunktion ist (Satz [5.12)).

(b) Die holomorphe Funktion g: C\ 7Z — C,g(z) := g besitzt in 0 eine hebbare Singularitét
und alle anderen Singularitdten sind Polstellen erster Ordnung, da die Nullstellen der Sinusfunktion
einfach sind (Satz . Fiir die Nullstelle z;, := km der Sinusfunktion ist sin’(zx) = cos(z) # 0,
daher ist sie einfach. In einer Umgebung von zj haben wir daher sin(z) = (2 — zx)hi(2) fiir eine

holomorphe Funktion hy mit hg(zx) # 0. Fir k # 0 hat

daher in zj, eine hebbare Singularitat und folgtlich ist zj ein Pol erster Ordnung fiir g.
(¢) Sind g,h: U — C holomorphe Funktionen auf dem Gebiet U und beide nicht identisch 0, so
betrachten wir auf U’ := U \ h=*(0) die holomorphe Funktion

[:U =C, f(z):= @

Ist h(p) = 0, so ist p eine isolierte Nullstelle von h und somit eine isolierte Singularitéit von f.
Wir finden daher mit Satz ein k& € N und eine auf einer offenen Umgebung V von p in U
holomorphe Funktion H: V — C*, so dass h(z) = (z — p)*H(z) fiir z € V gilt. Ist g(p) = 0,
so finden wir ebenfalls m € N und eine auf einer offenen Umgebung W C V von p holomorphe
Funktion G: W — C* mit g(z) = (z — p)™G(z) fir z € W. Ist g(p) # 0, so setzen wir m = 0 und
G =g. Fir z € W\ {p} haben wir dann

1) = iy te =

Da G(p) und H(p) nicht 0 sind, kénnen wir am Exponenten m — k ablesen, welcher Typ von
Singularitat vorliegt. Fiir m > k ist sie hebbar und fiir m < k liegt ein Pol der Ordnung k — m vor.

6.2 Laurententwicklung

Definition 6.4. (a) Eine Laurentreihe mit Entwicklungspunkt p € C ist ein Ausdruck der Form

oo

Z an(z —p)"

n=—oo

mit komplexen Zahlen a,,.
(b) Eine Laurentreihe Y 7

n—=—oo

Z an(z —p)" und Z a_n(z—p)~"
n=0 n=1

konvergieren. Der Grenzwert ist dann die Summe der beiden Grenzwerte.
(c) Sei R der Konvergenzradius der Reihe > ° a,(z — p)" und sei 7’ der Konvergenzradius der
Reihe >°°°  a_,(z — p)". Man nennt R den dufferen Konvergenzradius und r := 1/1’ € [0, o] den

o0 n

inneren Konvergenzradius der Laurentreihe Y " an(z —p)™.

an(z — p)" konvergiert in z, wenn die beiden Reihen

Definition 6.5. Sei 0 <r < R < oo und p € C. Dann heif}t
K, r(p):={2z€C|r<|z—p/ <R}

der Kreisring um p mit innerem Radius r und duflerem Radius R.
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Aus Lemma [5.4] folgt sofort:

Lemma 6.6. Die Laurentreihe Y - a,(z — p)"™ divergiert fiir alle z € C mit |z — p| > R oder
|z —p| < r. Die Reihe konvergiert auf dem Kreisring K, r(p). Firr <1’ < R’ < R konvergiert die

Laurentreihe gleichmdfig auf K. p/(p), d.h. beide Teilreihen konvergieren gleichmdfig.

Satz iiber die Laurententwicklung

Satz 6.7. Sei K := K, g(p) ein offener Kreisring und f: K — C holomorph. Dann ldsst sich f
auf K in eine Laurentreihe entwickeln, d.h. es existieren a, € C mit

f(z):Zan(zfp)" fir alle z e K.

neE”Z

Die Koeffizienten sind dabei gegeben durch
1
e

p = —

= — fir jedes s€R mit r<s<R wund neZ (27)
21 Jox,(py (= —p)" T

Die Reihendarstellung
f(2) =) an(z=p)"
neZ

nennt man Laurententwicklung von f auf K.

Beweis. Ersetzen wir f durch f(z) := f(z+p), so diirfen wir p = 0 annehmen. Sei nun w € K und
r<r <|w| <R < R. Aus Satz folgt die Existenz einer holomorphen Funktion h: K — C
mit

f(z) = f(w) = (z —w)h(z) fiir zeK.
Aus dem Homotopiesatz [£.8] folgt dann

fe) = fw) . _ 1 B f(z) = fw)
/ o e LKW(O)mz)dz_ /BKR,(O)h(z)dZ— /BKR,(O) )2 g (o)

Aus ' < |w| folgt
/ ACO R
0K, (0) # — W

mit dem Cauchyschen Integralsatz, da der Integrand auf K,,(0) holomorph ist. Weiter folgt

e [

21t Jor,, (0) 2 — W

aus der Cauchyschen Integralformel (Satz |4.13)), angewandt auf die konstante Funktion z — f(w).
Damit erhalten wir durch Umstellen von (28) die folgende Integraldarstellung von f auf dem offenen
Kreisring K,/ r/(0):

1
Flw) = 7(/ 1) 4, 7/ /(z) dz). (29)
2mi OKpi(0) # — W 9K,/ (0) # — W
Fiir |w| < |z| < R konvergiert die Reihe
1 11 o w"
z—w _;1—% _nzzoan



gleichméBig auf 0K g/ (0). Fir r < |z| < |w| konvergiert die Reihe

1 1/ 1 _1°°z”_§w”
z—w w\l—2) w w”r zntl
n=0 1

w n=—

gleichméBig auf K, (0). Wie im Beweis von Satz schliefen wir jeweils aus der gleichmafigen
Konvergenz dieser Reihen dass man sie gliedweise integrieren kann. Durch Einsetzen der Reihen-
darstellungen in erhalten wir also

flw) = Zanw + Z a,w" = Z anpw"
n=0 n=—1 n=—oo
mit )
a, = — f(z) dz fir n>0
271 Jak  (0) zntl
und )
a, = — /(z) dz fir n<O0.
211 Jok, (0) Zntl

Mit dem Homotopiesatz sehen wir nun, dass beide Integrale auf jeder Kreislinie 0K (0) fir r < s <
R denselben Wert liefern. Damit ist gezeigt. O

Ist p € U eine isolierte Singularitdt von f: U \ {p} — C, so koénnen wir insbesondere die
Laurententwicklung von f auf dem Kreisring Ko r(p) C U (mit geeignetem R > 0) betrachten: Es

ist dann also
oo

f(z) = Z an(z —p)" fir ze Kor(p).

n=—oo

Aus der Laurententwicklung f(z) = > 02 __a,(z—p)" auf einer gelochten Kreisscheibe K¢ r(p)
erhalten wir unmittelbar:

Folgerung 6.8. Die isolierte Singularitit p von f ist
(a) hebbar, falls a, =0 fir alle n <0,
(b) ein Pol der Ordnung k € N, falls a_y # 0 und a,, =0 fir alle n < —k,
(¢) wesentlich, falls es unendlich viele negative n mit a,, # 0 gibt.

Beweis. (a) Ist a,, = 0 fiir alle n < 0, so liefert F(z) = > >°  a,(z—p)™ eine holomorphe Fortsetzung
von f auf die gesamte Kreisscheibe Kg(p) mit F(p) = ag.
(b) Ist f(2) = >,y an(2z —p)" mit a_p # 0, so definiert

F(z):=(z —p)kf(z) — Z an(z 7p)n+k

n>—k

auf Kpr(p) eine holomorphe Funktion mit F(p) = a_, # 0. Weiter ist k minimal mit dieser
Eigenschaft, denn fiir m < k ist

(z=p)"f(z) = (z =p)" " F(2),

wobei |z — p|™™F — oo fiir z — p gilt. Also besitzt f in p einen Pol der Ordnung k.
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(c) In diesem Fall erhalten wir fiir kein k& € Z eine hebbare Singularitit von

(z=p)"f(2) = an(z—p)" ",

neE”Z

da auf der rechten Seite immer Summanden mit negativem Exponenten auftreten und die Lau-
rententwicklung eindeutig ist. Daher ist die Singularitdt von f in p wesentlich. O

Mit dieser Folgerung sehen wir sofort Beispiele fiir wesentliche Singularitdten. Auf C* hat die
holomorphe Funktion

—n

JE) = =Y

n=0

z.B. eine wesentliche Singularitdt in 0, da die Laurentreihe unendlich viele Summanden mit nega-
tivem Exponenten enthélt.

6.3 Der Satz von Casorati—Weierstraf3

Satz 6.9. Ist p € U eine wesentliche Singularitit der holomorphen Funktion f: U\ {p} — C, so
ist f(U\{p}) dicht in C.

Beweis. Ist f(U \ {p}) nicht dicht, so gibt es ein w € C und ein € > 0, mit

Ke(w) N f(UNA{p}) = 0.

Dann definiert 7o) —w Cine beschrénkte holomorphe Funktion auf U\ {p}. Nach dem Riemannschen
Hebbarkeitssatz lésst sich diese Funktion zu einer holomorphen Funktion i: U — C fortsetzen.
Nun hat h keine Nullstelle auf U \ {p}, ist also von der Form h(z) = (2 — p)¥j(z) fiir ein k € Ny
und eine holomorphe Funktion j: U — C mit j(p) # 0 (Satz . Dann hat

1
f(z) = ) +w=(z-p) ") +w
aber eine hebbare Singularitit (fiir & = 0) oder einen Pol bei p (fiir k£ > 0), aber keine wesentliche
Singularitdt, im Widerspruch zur Annahme. L

6.4 Umlaufzahlen

In diesem Abschnitt werden wir einem Paar aus einem Weg ~ in der komplexen Ebene und einem
Punkt w die sogenannte Umlaufzahl Um,(w) zuordnen. Wir werden sehen, dass diese Grofle fiir
geschlossene Wege ganzzahlig ist und zéhlt wie oft der Weg v den Punkt w “umlduft”. Dieses
Konzept stellt eine sehr fruchtbare Verbindung zwischen Funktionentheorie (Wegintegrale) und
Topologie (Umlaufzahlen, Abbildungsgrad) her.

Definition 6.10. Sei v: [a,b] — C ein Integrationsweg und w ¢ im~. Die Umlaufzahl von ~y
beziiglich w ist definiert durch
1 1

21 v 2w

Um, (w) : dz.

Zunachst ist gar nicht klar, dass diese Zahlen fiir geschlossene Wege immer ganz sind. Um dies
einzusehen, werden wir unten die komplexe Logarithmus-Funktion verwenden. Hat der Weg ~ die
Gestalt _

Y=k [Oa 27T] —C \ {w}a V(t) =w+ Telktv k€ Z,
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so berechnet man sofort

1 d L (%7 rike'™ I
Umv(w):—,/ Lo gi—— | kdt=kez.
2mi Jyz—w 2w J,  retRt 2m Jo

Andererseits folgern wir aus dem Homotopiesatz dass in C\ {w} frei homotope geschlossene
Wege die gleiche Umlaufzahl haben, aber noch nicht, dass alle geschlossenen Wege zu einem Weg
der Gestalt 7, homotop sind. Diese Liicke werden wir jetzt schliefen.

Satz 6.11. (Homotopieklassifikation von Wegen) Sei w € C. Dann gilt:
(a) Fir jeden geschlossenen Integrationsweg 7: [a,b] — C\ {w} ist Um,(w) € Z.

(b) Sind vo,71: [a,b] = C\ {w} zwei geschlossene Integrationswege, so sind sie genau dann frei
homotop, wenn thre Umlaufzahlen tbereinstimmen.

Beweis.  (a) Sei zunéchst v: [a,b] — C\ {w} ein geschlossener Integrationweg und v(a) = w + €°
(eine solche komplexe Zahl ¢ existiert, da y(a) # w ist). Fiir

t !
mlat o€ on0i=er [ Fo—er [ ) g
Va8 a Y

z—w (s) —w
gilt dann 7/(t) = Vztl)(i)w fiir jedes t, in dem +y differenzierbar ist (die Unterteilungspunkte muss man
ausnehmen). Hieraus erhalten wir
d

S0 = W) D) = (e + (3(1) = w)e D (= /() = (e =7/ (B = 0.

Dies fiihrt wegen n(a) = ¢ auf
(3() = w)e O = (3(a) — w)e ™MD = (3(a) — w)e " =1,

so dass
~(t) —w+e"  fir a<t<b

gilt. Fiir t = b erhalten wir insbesondere aus y(a) = ~(b) die Beziehung ") = (@) also
n(b) — n(a) € 2miZ. Nun ist aber 7(b) — n(a) = 27 Um, (w) und somit

Um, (w) € Z.

(b) Aus dem Homotopiesatz wissen wir schon, dass in C\ {w} frei homotope geschlossene Wege
die gleiche Umlaufzahl haben. Seien nun vp,7:: [a,b] — C\ {w} geschlossene Integrationswege mit
der gleichen Umlaufzahl Um, (w) = Um,, (w). Wir definieren n;: [a,b] — C fiir j = 0,1 wie oben.
Dies sind stiickweise stetig differenzierbare Kurven mit

m(b) = m(a) = 2mi Ums, (w) = 2mi Uy, (w) = 10(b) = 10(a)-

Nun ist
h:{a,b] x [0,1] = C, h(t,s) :=sm(t) + (1 — s)no(t)

eine Homotopie von 79 nach n;. Also ist
H(t,s) :=w+ eh(t:5)
eine Homotopie von -y nach ;. Wegen
h(b, s) — h(a,s) = s(n(b) — m(a)) + (1 = s)(no(b) — no(a)) = 2mi Um,, (w) € 2miZ

sind die Wege t — H (t, s) alle geschlossen, so dass eine freie Homotopie geschlossener Wege vorliegt.
O
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Da wir nun wissen, dass die Umlaufzahl ganzzahlig ist, konnen wir eine weitere Folgerung
ableiten:

Folgerung 6.12. (Die Umlaufzahl als Funktion) Sei 7: [a,b] — C ein geschlossener Integra-
tionsweg. Dann ist U := C \ im(y) offen und

Um,: U = Z

ist eine stetige Funktion, insbesondere konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von U. Weiter
existiert ein R > 0, so dass K=g(0) := {z € C: |z| > R} C U ist und auf diesem Gebiet ver-
schwindet Um.,.

Beweis. Wir betrachten hier nur den Fall, dass v ein C'-Weg ist. Fiir den allgemeinen Fall muss
man die Integrale jeweils in endlich viele Summanden aufspalten. Aus der Formel

1 1 1" @)
Umv(m—zm]{z_wdz—m/a 20w

und aus der Stetigkeit des Integranden als Funktion von (¢,w) in der Menge [a,b] x U folgt die
Stetigkeit der Funktion Um, auf U ([Ana2, Satz 12.3.1]). Da sie Werte in Z annimmt, ist sie auf
jeder Zusammenhangskomponente von U konstant.

Da im(7) eine kompakte Teilmenge von C ist, ist sie insbesondere beschriankt und es existiert
daher ein R > 0 mit im(y) N Ksz(0) = 0. Da K>R(0) zusammenhéngend ist, ist Um, darauf
konstant. Andererseits gilt fir die Lange L(vy f |[v/(t)] dt und |w| > R sowie |y(t)] < R die
Abschéatzung

[y(t) — w| = [w] = [y(#)] = [w]| -

b b ’
[ sseels | ratans [ wne - i

Hieraus folgt limy, oo Umn, (w) = 0. Da Um, auf der Menge K~ r(0) ganzzahlig und konstant ist,
ist Um, (w) = 0 fir jw| > R. O

und daher

Der folgende Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Berechnung der Umlaufzahlfunktion Um. auf
dem Komplement der kompakten Menge im(7).

Satz 6.13. Sei n: [0,27] — OK der positiv orientierte Rand der offenen Kreisscheibe K und
v: [a,b] = C ein geschlossener Integrationsweg, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) im(n) Nim(y) = {p, ¢} mit p =n(0).
(ii) n = ©n2, wobei m der Teilweg von p nach q sowie ny der Teilweg von q nach p ist.
(iii) v = 1 © Y2, wobei y1 der Teilweg von p nach q sowie 7y der Teilweg von q nach p ist.
(iv) im(y2) N K = 0.

(v) im(y) N K = im(71) \ {p.a}-
)

(vi) K \im(y) = K1 U Ko, wobei K1 und Ky disjunkte Gebiete sind und 0Ky = im(y;) Uim(n;)
sowie 0Ky = im(y1) Uim(ns).

Dann gilt
Um,(w) =Um,(2) +1 fir ze K, we Ks.
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Beweis. Sei z € K1 und w € K.

(a) Wegen z € K; liegt z in der unbeschridnkten Komponente von C\ (im(v; ¢ 12)). In der
Tat ist das der Fall fiir alle Punkte # p, ¢ auf 7y, die in 0K; liegen, so dass diese Behauptung aus
Korollar folgt. Also gilt

Umy, (2) + Umy, (2) = Umy, on, (2) = 0. (30)

(b) Wie in (a) folgt, dass der Punkt w € K5 in der unbeschrinkten Komponente von
C\ (im(m o71)) liegt. Also gilt

Um,, (w) — Um,, (w) = Umyy, o7 (w) = 0. (31)
Mit erhalten wir daher
Um,, (w) — Um,, (2) = Um,, (w) + Um,, (2). (32)
(c) Aus z,w € K C C\ im(y, ¢ 1) ergibt sich mit Korollar
Uty (2) + Uniy, (2) = Uiy (w) + Uy, (),

also
Um’Yz (w) - Um"/z (Z) = Um?h (Z) - Umﬂl (w) (33)
Kombination von mit fihrt schlieflich zu
Um, (w) — Um,(2) = Um,, (w) + Um,, (w) — Um,, (2) — Um,, (2)
= (Um’Y1 (’U)) - Um'Yl (Z)> + (Um’Yz (’U)) - Um’Y2 (Z))
= Um?h (w) + Umnz (Z) + Umm (Z) - UmTIl (’LU)
= Um,, (2) + Um,, (2) = Um,(z) = 1. O
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6.5 Residuensatz
Sei U C C offen, p € U und f: U \ {p} — C eine holomorphe Funktion.

Definition 6.14. Sei f(z) = > .7 ___ an(z — p)" die Laurententwicklung von f bei der isolierten
Singularitdt p. Dann heifit
Res, f:=a_;

das Residuum von f bei p.
Bemerkung 6.15. (a) Nach der Formel fiir die a,, im Satz iiber die Laurententwicklung gilt
1
Resf:—,/ f(z2)dz (34
3 2mi Jok. (p) ) )

fiir ausreichend kleine € > 0, d.h., wenn K<.(p) C U ist.
(b) Besitzt f in p einen Pol der Ordnung 1 oder eine hebbare Singularitét, so erhalten wir sofort
die folgende Formel fiir das Residuum

Res,(f) = lim (2 —p) f(2), (35)

zZ—p

denn a,, = 0 fiir n < —1. Ist g eine Funktion, die in einer Umgebung von p holomorph ist, so ergibt
sich hieraus die niitzliche Formel

Resy(9f) = g(p) - Resp(f). (36)

(c) Liegt in p ein Pol der Ordnung &k > 1 vor, so wird durch
F(2):=(z—p)¥f(z) und F):=a_p#0

(wobei aj die Laurentkoeffizienten sind) eine auf einer Umgebung von p holomorphe Funktion
definiert und a_; = Res,(f) ist der Koeffizient von (z —p)¥~! in der Taylorreihe von F in p. Damit

erhalten wir die Formel
FE=1(p)

Res,(f) = m7

die sich fiir K =1 auf spezialisiert.

Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Sitze der Funktionentheorie:

[ Residuensatz ]

Satz 6.16. Sei U C C offen, P C U eine endliche Teilmenge und f: U\ P — C holomorph. Sei v
ein geschlossener Weg in U \ P, der in U zusammenziehbar ist. Dann gilt

21

= / f(z)dz = ZUmV(p) Res, f.

peEP
Beweis. Seip € Pund Y.~ a,(z —p)" die Laurententwicklung von f um p. Dann ist
hp(2) = Y an(z —p)"
n<—2

eine auf C\ {p} holomorphe Funktion, denn wir wissen schon, dass die Laurentreihe h,(z) auf
einem Kreisring der Form Ky g(p) fiir ein R > 0 konvergiert. Der innere Konvergenzradius ist also
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r = 0. Da die Laurentreihe keine Summanden mit positiven Exponenten besitzt, ist der &duflere
Konvergenzradius R = 00, so dass die Reihe auf Ky o (p) = C\ {p} lokal gleichméflig konvergiert
und daher eine holomorphe Funktion definiert.

Aus der Reihendarstellung von h,, erhalten wir sofort eine Stammfunktion

QA n
Hy()i= Y (et
n<—2

Also verschwindet jedes Integral fv hp(z) dz. Die Funktion
Res, f
F() = f(2) = Y hyle) - Yo et
peP peP p

hat nun in allen p € P hebbare Singularitidten, ldsst sich also zu einer holomorphen Funktion auf
U fortsetzen. Nach dem Homotopiesatz [£.8]ist daher

0= [ (16 = S mle) = 32 do = [ gy
¥ pePl ¥

2 —
peEP p

ZRespf~/ L dz

pEP vETP

= / f(z)dz — 2wy Res, f - Um, (p). -
Y

peP

6.6 Anwendung auf reelle Integrale

In diesem Abschnitt sehen wir, wie sich der Residuensatz bei der Berechnung reeller Integrale ver-
wenden lasst. Die Grundidee besteht darin, das reelle Integrationsintervall als Teil eines geschlosse-
nen Integrationswegs in C aufzufassen fiir den man das Wegintegral durch den Residuensatz berech-
nen kann. So lassen sich insbesondere bestimmte Integrale berechnen, bei denen fiir den Integranden
keine explizite Formel fiir eine Stammfunktion bekannt ist. Die Kunst bei dieser Methode ist nun, in
einem geeigneten Gebiet in C eine holomorphe Fortsetzung des Integranden zu betrachten, so dass
sich der Residuensatz anwenden lasst. Fiir uneigentliche Integrale muss man hierbei insbesondere
voraussetzen, dass die holomorphe Fortsetzung im Unendlichen gentigend schnell verschwindet.

Satz 6.17. Sei U eine offene Teilmenge von C, die die abgeschlossene obere Halbebene
Cy={2€C|Imz >0}

umfasst. Sei P C U eine endliche Menge mit PNR = (. Weiter sei f: U\ P — C holomorph.
Wir nehmen an, dass das uneigentliche Integral ffooo f(z)dx existiert und dass

Jim 2/(2) =0

gilt. Dann ist

/OO f(z)dx = 2mi Z Res,, f.

we P, Imw>0

Beweis. Fiir ausreichend grofie r > 0 gilt P C K,.(0). Sei §,: [0,7] — C,,(t) = rei’, der Weg von
+r nach —r auf einem Halbkreisbogen in der oberen Halbebene. Dann erhalten wir

_T f(z)dz +/6 f(z)dz =2mi Z Res,, f

weP,Imw>0
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aus dem Residuensatz, denn fiir den Weg 7 := §, ¢ [—r, 7] und w € P gilt Um, (w) = 0 fiir Imw < 0
und Um, (w) =1 fiir Imw > 0 (Satz|6.13). Nach der Standardabschétzung ist

/5 ,. £(2)dz

Wegen lim,_, o, 7C(r) = 0 (nach Voraussetzung) folgt die Behauptung. O

<arC(r) mit C(r):= sup |f(2)]

|z|=r

Bemerkung 6.18. Wir erinnern uns daran, dass rationale Funktionen

r(z) = plz) aotarz+---+anz"

q(z)  bo+biz+ bz

auf dem Komplement der Nullstellenmenge des Polynoms ¢ eine holomorphe Funktion definieren
(Lemma . Ist f(z) = g 22 eine rationale Funktion (also ¢ nicht konstant 0) und U = C sowie
P := ¢q~1(0) die endliche Menge der Nullstelllen von g, so sind die Voraussetzungen von Satz

insbesondere dann erfiillt, wenn

deg(q) =m >n+2=deg(p)+2 und PNR=0
gelten. In der Tat erhalten wir fir a,, b, # 0O:

-n 1-n
n—m Q02"+t a1z +---+a,

R(z) = 2" ™R(z) =
(Z) < (Z) z boz_m+b121_m+"‘+bn

mit lim, o R(z) = 3= # 0, so dass sich die Behauptung fiir m —n > 2 ergibt.

Beispiel 6.19. Fiir f(z) = H% erhalten wir

* d
/;OO T’TxQ = 2m1 Resl‘(f),
denn +¢ sind die Nullstellen des Nenners und nur ¢ liegt in der oberen Halbebene. Wegen

1

A CETER)

folgt Res;(f) = % aus Bemerkung b). Damit ergibt sich

/Oo dx
oo L+ a2

was mit der bekannten Formel

/°° % _ Yim arctan(r) — arctan(—r) = = +
——F = [1m arctan(r) — arctan(—r) = —
oo L+ 22 2

T—00

™
2=

die man durch die Stammfunktion arctan erhélt, vertréglich ist.

Satz 6.20. (Integrale periodischer Funktionen) Seien p,q € R[z,y] reelle Polynomfunktionen auf
R2, ¢ nicht konstant 0, und

r:R? = C, r(zy):= b fiir  q(x,y) #0



die zugehorige rationale Funktion. Besitzt das Polynom Q keine Nullstelle auf dem FEinheitskreis
0K1(0), so gilt

2m
/ r(cos @, sinp)dp = 27 Z Resy, (1),
0

weK1(0)

NHEnET)}

Beweis. Wir setzen z = ¢'?. Dann gilt cos(p) = 1 (z+ 1) und sinp = £ (2 — 1), also

/02Trr(COS<PvSin%0)d‘P = 1/<9K1(0)r(;(z+ é), %(z - %))% = 1/3](1(0) 7(z) dz.

Hieraus folgt die Behauptung mit dem Residuensatz, da der rationale Integrand auf 9K (0) keine
Singularitit besitzt und im Innern des Einheitskreises hochstens endliche Singularitéten vorliegen.
O

wobei

Beispiel 6.21. Fiir a > 1 mochten wir das Integral

/’T a1 /2“ dt
o a+cost 2J, a-+cost
berechnen. Hierzu betrachten wir die rationale Funktion r(z,y) = —— auf R?, die zur komplexen

atx
rationalen Funktion
"2) 1 1 2
r(z)=— =
za+3(z+271)  22+2az2+1

fihrt. Die Nullstellen des Nenners sind die beiden reellen Zahlen

212 = —a£Va? - 1.

Nun ist 2o < —1 < —1 nicht in K;(0). Weiter ist z; < 0, da a? — 1 < a? ist. Es ist aber auch

“l<z=—-a+va%—1,
da(a—1)2<a®>—1=(a—1)(a+1) gilt. Also it z; = —a+Va? —1in K;(0). Aus 2> +2az+1 =
(z — 21)(z — 29) ergibt sich nun

Z— 2 2 1

R = 2 1. = =
S (?/) ZLHQI (Z — Zl)(Z — ZQ) 21 — 29 a? —1

und damit wegen Satz [6.20]

/” a1 /2” a7
o a+cost 2J, a+cost aZ_1
Aufgaben zu Kapitel [6]

Aufgabe 6.1. Sei w € C, n: [a,b] — C stiickweise stetig differenzierbar und

v(t) = w + >, (37)

Zeigen Sie:
(i) v is genau dann geschlossen, wenn 7n(b) — n(a) € Z ist.
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(ii) Ist v geschlossen, so ist Um,(w) = n(b) — n(a).

(iii) Jeder stiickweise stetig differenzierbare Weg ~: [a,b] — C\ {w} lésst sich wie in (37) darstellen.
Aufgabe 6.2. Sei w € C und 70,71 : [a,b] = C\ {w} zwei geschlossene Integrationswege. Zeigen Sie, dass
~o und 1 genau dann homotop sind (ohne feste Ennkte), wenn ihre Umlaufzahlen iibereinstimmen.

Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung aus Aufgabel6.1} um eine Homotopie der Gestalt H(t, s) = w-+e**)
zu konstruieren, fur die alle Kurven H,(t) := H(t,s) geschlossen sind.

Aufgabe 6.3. Sei U ein Gebiet und f: U — C holomorph. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen fiir ein
Gebiet U C C* #dquivalent sind:

(a) Die Funktion q(z) = 1 besitzt auf U eine Stammfunktion.

(b) Auf U existiert eine Logarithmusfunktion.

(c) Fir jeden geschlossenen Integrationsweg v in U gilt Um, (0) = 0.
Hinweis: SatzBI7

7 Konforme Abbildungen

In diesem Abschnitt reisen wir nur kurz die Thematik der konformen Abbildungen zwischen Ge-
bieten der komplexen Ebene an. Ein zentrales Ergebnis dieser Theorie, das im zweiten Teil der
Vorlesung bewiesen wird, ist der

[ Riemannsche Abbildungssatz ]

Theorem 7.1. Zu einem echten Teilgebiet G C C existiert genau dann eine biholomorphe Abbildung
f: G — E:= K1(0) auf die Finheitskreisscheibe E, wenn G einfach zusammenhdngend ist.

Aufgrund des Riemannschen Abbildungssatzes spielt der Einheitskreis E eine besondere Rolle als
Prototyp eines einfach zusammenhéngenden Gebiets in C. Wir interessieren uns daher insbesondere
fir die Gruppe Aut(E) der biholomorhen Abbildungen von F auf sich.

7.1 Das Schwarzsche Lemma

Wir bezeichnen im folgenden mit
E:=Ki(0)={ze€C| |z <1}

die offene Einheitskreisscheibe.

Schwarzsches Lemma

Lemma 7.2. Sei f: E — E eine holomorphe Funktion mit f(0) = 0. Dann gilt:
(a) Fir alle z € E ist |f(2)] < |z|,
(b) [f(0)] <1,

(¢) Gilt |f(2)| = |z| fiir ein z € E, z # 0, oder gilt | f'(0)| = 1, so ist f eine Drehung, d.h. es gibt
ein ¢ € C mit |¢| =1 und f(z) =z fur alle z € E.
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Beweis. Nach dem Satz iiber das Abspalten von Linearfaktoren in Nullstellen (Satz [5.12)), wird

durch
@ fir 2 #0
9(z) =4 ./ .
f(0) firz=0

eine holomorphe Funktion g: E — C definiert. Wir zeigen nun |g(z)| < 1, woraus (a) und (b)
folgen.
Fiir jedes r € (0,1) folgt
l9(2)] < sup [g(w)],

jw|=r

aus dem Maximumprinzip (Satz [5.29), da die stetige Funktion z — [g(z)| auf der kompakten
Kreisscheibe K<,(0) ihr Maximum auf dem Rand annehmen muss. Sei nun € > 0 und ﬁ <r<L
Wegen |f(z)| <1 fir alle z € E gilt dann

1
|g(z)\§;<1+5 fir r<|z|<1.

Mit der Voriiberlegung von oben erhalten wir |g(z)| < 1+ ¢ fiir alle z € E. Da ¢ > 0 beliebig war,
gilt |g(2)| < 1 fiir alle z € E. Hieraus folgen (a) und (b).

Ist |g(z)] = 1 fiir ein z € F, so nimmt g also ein Maximum an, muss also nach dem Maxi-
mumprinzip (Satz konstant sein g(z) = ¢ mit |¢| = 1. Dann ist f(z) = (z eine Drehung. O

Satz 7.3. Die Gruppe Aut(E) der biholomorphen Selbstabbildungen von E besteht aus den ge-
brochen rationalen Abbildungen der Form

F)=e® 2 "% fir ol <1,0 €R.

az —1

Beweis. Sei zuerst a € E und
fal2) = ——
@ T oaz—1

Fiir |2| < 1 ist |az| < 1, so dass der Nenner in E keine Nullstellen besitzt. Fiir |z| = 1 ist

|z — al |z —al |z —al

— = = = 1.
el = = F=2 " ez

Also folgt |f(z)| < 1 fiir z € E aus dem Maximumprinzip. Daher ist f,(F) C E. Nun verifiziert
man durch Nachrechnen f, o f, = idg. Daher ist f,: E — FE bijektiv und selbstinvers, insbesondere
also f, € Aut(E). Wir haben

fa(a) =0 und fa(o) = a.

Ist nun f € Aut(FE) beliebig und a := f~1(0), so ist g := f o f, € Aut(E) mit g(0) = 0. Nach
dem Lemma von Schwarz ist also |g(z)| < |z| fir alle z € E. Fiir die Umkehrabbildung gilt ebenfalls
lg71(2)| < |2], also |g(2)| = |#| fiir alle 2 € E. Das Lemma von Schwarz zeigt daher, dass g eine
Drehung ist, also g(z) = ez fiir ein # € R. Daher ist f = g o f, wie behauptet. O

7.2 Konforme Abbildungen
Sei (-,-): R™ x R" — R das Euklidische Skalarprodukt.

Definition 7.4. Eine R-lineare Abbildung 7": R™ — R"™ heif}t

(a) orientierungstreu, wenn die Determinante von T positiv ist.
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(b) winkeltreu, wenn T den Winkel zwischen zwei Vektoren erhalt, wenn also fiir alle z,y € R"

1T - 1T W), y) = [l - lyll(T (), T(y))
gilt. Ist T injektiv und z,y # 0, so lasst sich diese Relation auch wie folgt schreiben:

(z,y) (T'(z), T(y))
| .

el Tyl — 1T @) 1T )]

und diese Ausdriicke entsprechen jeweils dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels.

Bemerkung 7.5. Fir n = 2 sind die orientierungs- und winkeltreuen linearen Abbildungen T
genau die Drehstreckungen, also genau die Abbildungen, die unter der Identifikation von C mit R?
der Multiplikation mit einer komplexen Zahl entsprechenﬂ

Definition 7.6. Seien U, U’ C R™ offen. Eine differenzierbare Funktion f: U — U’ heifit konforme
Abbildung, falls sie bijektiv ist und an jedem Punkt a € U die Abbildung

df(a): R® - R"
orientierungs- und winkeltreu ist.

Satz 7.7. Fir offene Teilmengen U, U’ C C ist eine bijektive Abbildung f: U — U’ genau dann
konform, wenn sie biholomorph ist. Insbesondere ist f~1 dann ebenfalls konform.

Beweis. Nach Satz ist f genau dann konform, wenn f holomorph ist. Nach Satz ist die
Umkehrabbildung f~!: U’ — U ebenfalls holomorph, also auch konform. O
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5Es ist klar, dass Drehungen und Streckungen Winkel und Orientierung erhalten. Da man jeden Vektor
0 # z € C 2 R? durch eine Drehstreckung auf 1 abbilden kann, miissen wir daher nur winkel- und orientierungstreue
cos 6

Abbildungen T mit T'(1) = 1 betrachten. Wegen der Winkeltreue ist dann jeder Vektor el = sin

ein Eigenvektor

von T'. Damit ist aber T' € Rid und somit T' = id wegen T'(1) = 1.
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