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1 Einleitung—Wiederholung

Zur Einstimmung wiederholen wir kurz einige zentrale Definitionen und Ergebnisse aus dem
ersten Teil der Vorlesung (siche [FTI]). Im Zentrum der Betrachtungen stehen holomorphe
Funktionen

f:Q—C,

wobei {2 C C eine offene Teilmenge ist. Hierbei heifit eine Funktion f, die auf einer offenen
Teilmenge 2 C C definiert ist, holomorph, wenn in jedem Punkt z € Q der Differenzialquo-

tent 4B - ()
, . z — f(z
o) = o TS

existiert.

Kurvenintegrale und Homotopie: Viele zentrale Eigenschaften holomorpher Funk-
tionen lassen sich durch Kurvenintegrale ausdriicken. Hierzu erinnern wir uns daran, dass
eine stetige Kurve «: [a,b] — C ein Integrationsweg heifit, wenn ~ stiickweise stetig differen-
zierbar ist, d.h., es existiert eine Unterteilung a = ag < a1 < --- < a,, = b, so dass die Kurven
V[ai,a:.1) JeWeils stetig differenzierbar sind. Fiir eine stetige komplex-wertige Funktion f, die
auf v([a, b]) definiert ist, definiert man das kompleze Kurvenintegral durch

b
/ﬂ@w:/fmmﬂmw

Ist der Weg ~ geschlossen, d.h., v(a) = v(b), so schreiben wir auch

b
fﬂaw:/fmmwmw

Man nennt zwei stetige Kurven vo,71: [a,b] — © mit den gleichen Anfangs- und End-
punkten homotop (mit festen Endpunkten) in Q, wenn es eine stetige Abbildung

H:[0,1] % [a,b] = Q,  (s,) = Hy(t) = H(s,?)
gibt, so dass
H(0,t) =(t), H(,t)=mn(®), H(s,a)=1(a)=m(a),  H(s,b)=10(b) =7(b)

fiir alle ¢ € [a,b],s € [0,1] gilt. Fiir geschlossene Wege betrachtet man freie Homotopien, die
durch die Bedingungen

H(0,t) =7(t), H(1,t) =~(¢), H(s,a) = H(s,b) firalle tE€]Ja,b],se€]0,1]

spezifiziert sind. Hierbei bleiben zwar die Anfangs- und Endpunkte nicht fest, aber alle Kur-
ven H(t) = H(s,t) sind geschlossen. Ein geschlossener Weg, der zu einem konstanten Weg
homotop ist, heifit nullhomotop oder zusammenziehbar. Man zeigt nun, dass homotope Inte-
grationswege fiir Integrale holomorphe Funktionen zu den gleichen Integralen fithren ([ETT]
Satz 4.8]). Fiir zusammenziehbare Kurven fiihrt dies insbesondere auf Cauchys Integralsatz:

Satz 1.1. ([FTIl Satz 4.7]) Sei f: Q — C holomorph und v: [a,b] — Q ein geschlossener
und zusammenziehbarer Integrationsweg. Dann gilt

ﬁf(z) dz = 0.



Isolierte Singularitdten: Wir erinnern uns an die Notation fiir offene Kreisscheiben
um einen Punkt p € C

K. (p)={2€C:|z—p/<r} fur peC,r>0
und fiithren zusétzlich die Schreibweisen

Kor(p) = Kr(p)\{p} wnd  K<p(p):={2€C: [z —p| <7}

fir punktierte und abgeschlossene Kreisscheiben ein.
Ein weiterer zentraler Begrift ist der der isolierten Singularitdt. Ist f: Ko.(p) — C
holomorph, so nennt man p eine isolierte Singularitdt von f. Wir schreiben

1) =Y an(z —p)"

nez

fir die Laurentreihe von f in p, von der wir wissen, dass sie auf Ko, (p) lokal gleichméBig
gegen f konvergiert ([F'TIL, Satz 6.7]). Isolierte Singularititen lassen sich in 3 Typen klas-
sifizieren, die man jeweils an der Laurentreihe bzw. an dem Grenzwertverhalten fiir 2 — p
erkennt:

o wesentliche Singularitdten: Eine wesentliche Singularitét liegt vor, wenn es unendlich
viele negative n mit a, # 0 gibt. Nach dem Satz von Casorati-Weierstraf3 [FT1]
Satz 6.9] ist dann f(Kos(p)) dicht in C fiir 0 < s < 7. Insbesondere nimmt |f| nahe
bei p auch beliebig kleine Werte an, so dass lim,_,, | f(z)| in [0, 00] nicht existiert.

Wir nehmen nun an, dass dieser Fall nicht vorliegt und f nicht konstant 0 ist. Dann
existiert ein minimales n € Z mit a,, # 0. Die Zahl

ord(f,p) == n. 1)
heifit dann Ordnung von f in p. Verschwindet f auf K,.(p), so setzt man
ord(f, p) = oo. (2)
In allen Fallen gilt also
ord(f,p) = inf{n € Z: a,, # 0} € ZU {o0}. (3)

Wir erhalten dann fiir f # 0 eine Faktorisierung

f(z)=(2—p)"g(z) fiiralle z¢& Ko.(p), (4)
wobei -
9(2) == an + ani1 (2= p) F ana(z —p)> + - =Y ax(z—p)* "
k=n

eine holomorphe Funktion auf K,.(p) ist, die in p wegen ¢g(p) = a, # 0 nicht ver-
schwindet. Umgekehrt folgt aus der Existenz einer Faktorisierung mit einer auf
K, (p) holomorphen Funktion g, die in p nicht verschwindet, dass die Laurentreihe von
f in p die Gestalt >, ax(z — p)* mit a,, # 0 besitzt. Wir unterscheiden nun zwei
Typen von unwesentlichen Singularititen:



e hebbare Singularititen: Das ist der Fall ord(f,p) > 0. Dann ist die Laurentreihe

1) = an(z —p)"

n>0

eine Potenzreihe, alle a,,, n < 0, verschwinden und

ap = ;lgé f(2)
existiert. Insbesondere erhalten wir durch f(p) := aq eine auf K, (p) holomorphe Funk-
tion, die f fortsetzt. In diesem Sinn sind hebbare Singularitdten gar keine echten
Singularitdten. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz [F'T1 Satz 6.2] liegt genau
dann eine hebbare Singularitdt vor, wenn eine Umgebung U C K, (p) von p existiert,
so dass f|in\ (p} beschrinkt ist (f is lokal um p beschrénkt). Damit ist die Hebbarkeit
einer Singularitit dquivalent zur Existenz des Grenzwerts lim,_,, f(z) und damit auch
von lim,_,, | f(2)|.

e Polstellen: Das ist der Fall ord(f,p) < 0. Fiir
m = —ord(f,p)

erhalten wir dann eine Faktorisierung

f(z)=(z2=p)""9(2)

mit einer auf K,.(p) holomorphen Funktion g, die in p nicht verschwindet. Wir nennen
p eine Polstelle der Ordnung m. In diesem Fall folgt aus ¢g(p) # 0 insbesondere

lim £(2)] = lg(p)] lim |z — 5| ™™ = cc. )

Da wir an dieser Stelle aufsetzen wollen, erwahnen wir auch noch eines der Hauptergeb-
nisse der Funktionentheorie, den Residuensatz. Um ihn formulieren zu kénnen, bendtigen
wir den Begriff der Umlaufzahl: Ist v: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und
w & v([a, b)), so ist die Umlaufzahl von v um w definiert durch

1 1
Umy (w) := =—

211 Ly 2w

dz € 7.

Um den Residuensatz formulieren zu konnen, definieren wir das Residuum einer holomor-
phen Funktion f in einer isolierten Singularidt p, fiir die f auf Ky ,(p) definiert ist, durch

1

:Tm f(Z)dZ, 0<6<7‘,

|z2—p|=¢

Res,(f) :

wobei wir hierunter das Wegintegral fiir den Weg
Yep: [0,27] = C, 7o p(t) :=p + e’

verstehen wollen. Ist

f(z)=> an(z—p)" (6)

n€EZ
die Laurentreihe von f in p, so ist

Res,(f) = a_1. (7)



Satz 1.2. (Residuensatz) Sei 2 C C offen, P C Q eine endliche Teilmenge und f: Q\P — C
holomorph. Ist v ein geschlossener Weg in Q\ P, der in  zusammenziehbar ist, so gilt

1 L f(z)dz = Um,(p) Res, f.

21
peEP

Das Bemerkenswerte an diesem Satz ist, dass er das Integral [ f(z)dz auf lokale Daten
reduziert, die sich auf die endlich vielen Punkte p beziehen lassen und oft relativ direkt
auszuwerten sind. Soviel zur Wiederholung des ersten Teils der Vorlesung.

2 Null- und Polstellen zahlende Integrale

In diesem Kapitel werden wir sehen, wie wir mit einem geeigneten Kurvenintegral zdhlen
konnen, wieviele Null- und Polstellen eine Funktion in dem von der Kurve umlaufenen Ge-
biet besitzt. Im Hintergrund steht hier natiirlich der Residuensatz, den man in geeigneter
Weise anwendet. Als Anwendung diskutieren wir eine Charakterisierung der rationalen Funk-
tionen als meromorphe Funktionen auf C, die im Unendlichen keine wesentliche Singularitat
besitzen.

2.1 Der verallgemeinerte Residuensatz

Zuerst werden wir den Residuensatz etwas verallgemeinern, um die unnatiirliche Annahme
der Endlichkeit der dort auftretenden Singularitatenmenge P loszuwerden.

Definition 2.1. Sei Q2 C C offen.

(a) Eine Teilmenge D C  heifit diskret in §2, wenn sie in €2 keinen Haufungspunkt besitzt,
d.h., fir jeden Punkt z € Q existiert eine e-Umgebung K.(z), die nur endlich viele Punkte
von D enthélt [

(b) Ist D C Q eine diskrete Teilmenge, so heiit eine holomorphe Funktion f: Q\ D — C
meromorph auf 0, wenn die Elemente von D keine wesentlichen Singularititen sind, also
entweder hebbar oder Polstellen [

Beispiel 2.2. Ist ) ein Gebiet, f: 3 — C eine nicht-konstante holomorphe Funktion und
w € C, so ist die Teilmenge f~!(w) aller w-Stellen von f in  nach dem Identitiitssatz [FT1]
Satz 5.14] diskret.

Im Folgenden benotigen wir eine etwas allgemeinere Fassung des Residuensatzes, die nicht
mehr die Endlichkeit der Menge P voraussetzt.

Satz 2.3. (Verallgemeinerter Residuensatz) Sei Q2 C C offen, D C Q eine diskrete Teilmenge
und f: Q\ D — C holomorph. Ist~y: [a,b] = Q\ D ein geschlossener Integrationsweg, der
in ) zusammenziehbar ist. Dann ist

P:={we D: Um,(w) # 0}

I'Wenn das so ist, dann kann man natiirlich durch Verkleinern von e erreichen, dass K.(z) entweder gar
keinen oder nur einen Punkt von D (und zwar z selbst) enthalt.

2Meromorph kommt von “bruchférmig”, was insbesondere durch Folgerung [2.19| gerechtfertigt wird, aber
lokal bei einem Pol auch durch die Faktorisierung f(z) = % mit einer holomorphen Funktion g.



endlich und es gilt

Py % z)dz = Z Um, (p) Res, f Z Um, (p) Res, f.

pEP peD

Beweis. Der Residuensatz behandelt den Fall, dass D endlich ist. Wir fithren den allge-
meinen Fall darauf zuriick. Sei dazu H: [0,1] x [a,b] — Q eine Homotopie von ~ auf einen
konstanten Weg. Dann ist im(H) C Q als stetiges Bild eines kompakten Raums selbst wieder
kompakt und trifft daher D nur in einer endlichen Teilmenge F (Aufgabe . Der Weg ~
ist also auch in dem Gebiet

Q:=Q\(D\F)=(Q\D)UF

(siehe Aufgabe zusammenziehbar, da die Werte von H in Q liegen. Die Funktion f ist
holomorph auf B
Q\D=Q\F.

Fir d € D\ F ist Um,(d) = 0, da v in Q \ {d} zusammenziehbar ist und homotope Wege
die gleiche Umlaufzahl besitzen (Homotopiesatz, [FT1, Satz 4.8]). Wenden wir nun den
Residuensatz auf die Einschrankung f |ﬁ\  an, so ergibt sich

5t j{ z)dz = Z Um, (p) Res, f = Z Umy (p) Res, f = Z Um, (p) Res, f,

peF peP peD

wobei in der letzten beiden Summe ggf. unendlich viele O-Summanden auftreten. O

2.2 Das Null- und Polstellen zahlende Integral

Nachdem uns nun eine geeignete Form des Residuensatzes zur Verfiigung steht, konnen wir
ein wichtiges Werkzeug der Funktionentheorie einfithren: das Null- und Polstellen zahlende
Integral.

Definition 2.4. Sei 2 C C offen. Wir betrachten einen geschlossenen Integrationsweg
v: [a,b] — Q. Wir sagen, dass « die offene Teilmenge B in Q berandet, wenn gilt:

(i) BCQ\im(y).

1 firzeB

(i) Um,(z) = {0 fir z € Q\ (BUim(y)).

(iii) ~ ist in © zusammenziehbar.

Beachte, dass (iii) auf jeden Fall immer dann erfiillt ist, wenn 2 einfach zusammenhéngend
ist, also z.B. fiir Q = C oder wenn ) sternférmig ist.

Bemerkung 2.5. (a) Ist 2 C C offen und -~y ein geschlossener Weg in €2, der in Q zusam-
menziehbar ist, so erhalten wir fiir jeden Punkt z € C\ © und insbesondere fiir z € 9Q die
Umlaufzahl Um,(z) = 0, denn + ist in C \ {z} zusammenziehbar.

(b) Wir haben schon in [FT1] Kor. 6.12] gesehen, dass fiir jeden geschlossenen Weg ~ in
) die Umlaufzahl eine Funktion

Umy: C\im(y) = Z



definiert, die auf jeder Zusammenhangskomponente der offenen Menge C \ im(vy) konstant
ist. Dass ein in C zusammenziehbarer Weg v die Teilmenge B berandet, bedeutet, dass
im(Um,) C {0,1} ist (auf dem Komplement von Q verschwindet die Umlaufzahl wegen (iii)
ohnehin) und

B={zeQ\im(y): Um,(z) =1}

gilt. Insbesondere ist B damit eindeutig durch ~ festgelegt und wir sehen, dass die Bedingung
im(Um,) C {0,1} fiir jeden in Q zusammenziehbaren geschlossenen Weg auch eine offene
Teilmenge B C (2 liefert, die die beiden Bedingungen (i) und (ii) aus Definition [2.4] erfiillt. Es
kann durchaus passieren, dass im(Um,) = {0} ist. Dann berandet ~ die leere Menge B = .

Beispiel 2.6. Der Weg '
Tpr(t) = p+re®™, 0<t <1

berandet in C die Teilmenge
B={z€C:|z-p|<r}=K:(p),
aber nicht die Menge B\ {p} in C\ {p}, da =, in C\ {p} nicht zusammenziehbar ist.

Lemma 2.7. Wird B von einem geschlossenen Weg ~v berandet, so ist B beschrinkt und
OB C im(y). Insbesondere ist der Abschluff B eine kompakte Teilmenge von €.

Im Allgemeinen haben wir nicht die Gleichheit von 0B und im(v), so dass 0B eine echte
Teilmenge von im(v) sein kann (Aufgabe [2.1)).

Beweis. Aus [FT1l Kor. 6.12] wissen wir, dass v keine Punkte beliebig grofilen Betrags
umlduft. Daher ist B C Um_ (1) beschriinkt. Sei nun b € B ein Randpunkt und b, — b
mit b, € B. Ist b & im(y), so folgt aus der Stetigkeit der Umlaufzahl ([ETI, Kor. 6.12])
1 = Um,(b,) — Umy(b), also Um, (b) = 1. Aus Bemerkung folgt dann zunéchst b € Q.
Daher steht Um, (b) = 1 im Widerspruch zu b ¢ B. Also ist OB in im(7y) enthalten. O

Definition 2.8. Fiir eine holomorphe Funktion f: Q@ — C*, definieren wir ihre logarithmis-
chen Ableitung durch die Funktion f'/f.

Falls auf einer Umgebung von f(2) eine Logarithmusfunktion L existiert, so ist (Lo f)" =
f'/f; daher der Name.

Lemma 2.9. (Logarithmische Residuen) Ist f # 0 eine meromorphe Funktion auf dem
Gebiet Q, so gilt fir die Residuen der logarithmischen Ableitung f'/f die Formel:

/

Res, (?) =ord(f,p) fir pe. (8)

Beweis. Ist n := ord(f,p), so erhalten wir auf einer Umgebung U von p eine Faktorisierung
f(z) = (z — p)"g(z), wobei g eine auf U holomorphe Funktion mit g(z) # 0 fiir z € U ist.
Dann erhalten wir mit der logarithmischen Produktregel (vgl. Aufgabe [2.24))

(vw) W

= — + —_
vw voow
sofort , ,
FE_ o ge) o)
flz)  z—p  g(2)
Die Behauptung folgt nun aus der Holomorphie von % auf U und @ O



Mit der Formel fir die Residuen konnen wir Null- und Polstellen mit dem Residuensatz
zahlen:

Satz 2.10. (Satz vom Null- und Polstellen zdhlenden Integral) Auf dem Gebiet & C C
betrachten wir eine meromorphe Funktion 0 # f: Q\ D — C (D C Q diskret) und einen
geschlossenen Weg ~y, der den Bereich B in Q) berandet und keinen Punkt aus der Singu-
laritatenmenge D oder der Nullstellenmenge von f trifft. Dann gilt

I
i.ff(z)dz:N—R
2mi J, f(2)
wobei N die Zahl der Nullstellen und P die Zahl der Polstellen von f in B ist, jeweils mit
Vielfachheiten gezdhlt.

Beweis. Nach dem Identitatssatz [FTT), Satz 5.14] ist die Menge Z der Nullstellen von f eine
diskrete Teilmenge von €2 (Beispiel, so dass auch ZUD in Q diskret ist (vgl. Aufgabe.
Wegen Lemma ist B eine kompakte Teilmenge, die ganz in 2 enthalten ist. Also ist
BN (DUZ) endlich (Aufgabe und daher enthélt B nur endlich viele Null- und Polstellen
von f. Die Singularitdten der Funktion h := fT/’ die auf Q\ (D U Z) holomorph ist, bilden
also eine diskrete Menge, die B in einer endlichen Menge schneidet.

Wir wenden nun Lemma [2.9] in den Null- und Polstellen p von f an, um sie zu den
Residuen der Funktion h = f’/f in Beziehung zu setzen. Ist p eine Nullstelle von f, so ist
Res, b ihre Ordnung. Ist p eine Polstelle von f, so ist — Res,, h ihre Ordnung (Lemma .
Wir haben also

N= >  Res,h, P=-— > Res,h
p€B,ord(f,p)>0 pEB,ord(f,p)<0
und somit
N-—-P= Z Res, h = Z Res, h.
p€ B,ord(f,p)#0 peEBN(DUZ)

Da ~ in  zusammenziehbar ist, konnen wir nun den verallgemeinerten Residuensatz
(Satz[2.3) auf h anwenden und erhalten

1

2 ] h(z)dz= > Um,(p)Res,h= > Res,h=N-P,
peDUZ peBN(DUZ)
denn fiir p € DU Z ist Um,(p) = 1, wenn p € B ist und 0 sonst. O

Sei f: Q@ — C eine holomorphe Funktion und ~: [a,b] —  ein geschlossener Integra-
tionsweg in 2, der die Menge Z der Nullstellen von f nicht trifft, d.h., im(fo~) C C*. Dann

1st
L SR S A i CT00) DR S A € ) (O IS S G
2m'ﬁ 7 _2m'/a f(v(t))ﬂt)dt_%i o JOV(1) W o foy %

Wir erhalten also

1 o
57 ]{ 7dz = Umyo(0). (10)

Das Null- und Polstellen zéhlende Integral aus Satz stimmt also mit der Umlaufzahl der
geschlossenen Kurve f ov: [a,b] — C* um 0 iiberein. Da die Umlaufzahl einer Kurve sich
unter Homotopien nicht dndert (Homotopiesatz, [FT1], Satz 4.8]), hangt die Zahl N — P also
nur von der Homotopieklasse des Weges f oy in C* ab. Wir halten fest:



Satz 2.11. (Das Argument-Prinzip) Sind v1,72: [a,b] — Q zwei geschlossene Wege, erfiillen
fiv5,Bj, j = 1,2, die Voraussetzungen von Satz und sind die geschlossenen Kurven
fj o in C* homotop, so gilt

N(f1) = P(f1) = N(f2) — P(f2)
fiir die Anzahlen der Null- und Polstellen von f; in B;.

In den meisten Anwendungen ist By = By und ;3 = 79, so dass nur die Funktion f
variiert.

Beispiel 2.12. (a) Fiir k € Z betrachten wir die auf C meromorphe Funktion f(z) = z*
und den geschlossenen Weg v: [0,27] — C*,v(t) = €', der die offene Kreisscheibe K (0)
berandet. Dann ist (f o7)(t) = e?** und dieser Weg umliuft die 0 genau k mal, also

Umyoy (0) = k = ord(f,0).

Hierbei werden Nullstellen positiv gezahlt, da sie zu einem Weg fiihren, der 0 gegen den
Uhrzeigersinn umlauft und Polstellen negativ, da sie zu einem Weg fiihren, der 0 im Uhrzeigersinn
umlauft. Das Null- und Polstellen zdhlende Integral misst also die Gesamténderung des “Ar-
guments” des Wegs f o, also des Winkels @ in Polarkoordinaten z = re?7%,

(b) Das Bemerkenswerte an Satz ist, dass sich die Beitrége der verschiedenen Null-
und Polstellen einfach aufaddieren. Damit konnen wir umgekehrt auch Umlaufzahlen fiir
komplizierte Wege berechnen. Fiir die Funktion

2241

f(z) = ] und  y(t) =2e",0<t <21, B = Ky(0),

erhalten wir so
Umyoy (0) = ord(f,1) +ord(f,) + ord(f, —i) = -1+1+1=1.
Aus den obigen Uberlegungen konnen wir nun leicht den folgenden Satz gewinnen:

Satz 2.13. (Satz von Rouché) Seivy: [a,b] — Q ein geschlossener Weg in dem Gebiet 2, der
B C Q berandet, und seien f und g holomorph auf Q) mit

lg(2)l <|f(2)|  fir alle  z € im(7).
Dann haben f und f + g gleich viele Nullstellen in B.
Beweis. Die stetige Funktion
H:[0,1] x [a,b] = C,  H(s,t) := (f +59)(7(t))
nimmt nur Werte in C* an, da

[(F +59) (v = [f ()] = lg(y(®)| >0 fir  a<t<b0<s<1.

Daher ist H eine Homotopie des Weges f oy in C* zu dem Weg (f + g) o y. Beide haben
also die gleiche Umlaufzahl. Da sowohl f als auch f + g in Q keine Sigularitéten besitzen
und keine Nullstellen auf ~ liegen, folgt aus Satz die Gleichheit der Nullstellenzahl N(f)
von f und der Nullstellenzahl N(f + g) von f + g in B. O

10



Beispiel 2.14. Wir fragen uns, wieviele Nullstellen das Polynom

22 1
h(z) =24+ + =
(2) =2"+ 1 + 5
in der offenen Kreisscheibe K;(0) besitzt.
Da h ein Polynom vom Grad 3 ist, kann man das nicht so leicht direkt ausrechnen. Mit
dem Satz von Rouché lasst sich aber folgende Uberlegung anstellen. Wir schreiben

2
1
h=f+g mit f(z)=2> und g(z):%—l—i
(wir denken uns h als “Stérung” des Monoms z3). Auf der Einheitskreislinie |z| = 1 haben
wir die Abschétzung
1 1 3
<S4 =Sc<1= .
g < g +5 =3 <=1/

Da der Weg 7: [0,27] — C,~(t) = e die Einheitskreisscheibe K7 (0) berandet, liefert der
Satz von Rouché, dass f und h = f + ¢ in K;(0) gleichviele Nullstellen besitzen. Da fiir f
eine dreifache Nullstelle in 0 vorliegt, besitzt h also in K;(0) genau 3 Nullstellen. Da h ein
Polynom vom Grad 3 ist, besitzt es keine weiteren. Der Satz von Rouché liefert uns also
eine Methode, die Nullstellen von Polynomen héheren Grades in der komplexen Ebene zu
lokalisieren, auch wenn sie sich nicht explizit berechnen lassen.

Mit dem Satz von Rouché ergibt sich auch ein neuer Beweis des Fundamentalsatzes der
Algebra. Man kann die gleiche Idee, wie in dem obigen Beispiel verfolgen.

Bemerkung 2.15. (Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra mit dem Satz von Rouché)
Sei

f:C—=C, f(z)=ap+- -+ ap2"

ein nicht konstantes Polynom mit ax # 0 and k > 0. Wir betrachten das Polynom

g(2) == —(ag+ -+ ap_12"71).

Aus

fz) =2Mar + -+ apz™")
folgt lim, ,o0 |f(2)] = oco. Also existiert ein » > 0, so dass alle Nullstellen von f in der
Kreisscheibe K,.(0) liegen. Wegen lim,_, ., % = 0 durfen wir sogar annehmen, dass

lg(2)| < |f(2)| fiir |z| = r gilt. Nach dem Satz von Rouché haben f(z) und (f +g)(z) = apz*
dann gleich viele Nullstellen in K,.(0). Also hat f genau k& Nullstellen.

2.3 Pole im Unendlichen und rationale Funktionen

Der obige Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra ldsst sich so ausbauen, dass man sogar
eine Aussage fiir rationale Funktionen erhilt, die den Fundamentalsatz verallgemeinert. Um
diesen Satz formulieren zu koénnen, zuerst eine Vorbetrachtung zur Meromorphie im Un-
endlichen.
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Definition 2.16. Sei Q C C eine offene Teilmenge deren Komplement Q¢ := C\ ) beschrankt
ist und f: Q — C holomorph. Dann enthalt €2 also ein Gebiet der Form

Ko, (0)={z€C: |z| >r}.

Auf Kj 1 ={z € C: 0 <|z| < 1} erhalten wir daher durch

fe)=1(2)

eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitat in 0.
Wir sagen nun:

e f ist holomorph im Unendlichen, wenn f in 0 eine hebbare Singularitit besitzt, also
wenn die Laurentreihe von f auf K-,(0) die Gestalt f(z) =), -, an2"™ besitzt. Nach
dem Riemannschen Hebbarkeitssatz [F'T1l Satz 6.2] ist das dquivalent zur Existenz des
Grenzwert lim;| o | f(2)].

e f hat eine Polstelle im Unendlichen, wenn fin 0 eine Polstelle besitzt, also wenn die
Laurentreihe von f auf K. ,.(0) die Gestalt f(z) = >, _,, a,2" fiir ein m > 0 mit
am # 0 besitzt. In diesem Fall sprechen wir von einem Pol der Ordnung m.

o f besitzt eine wesentliche Singularitdt im Unendlichen, wenn f in 0 eine wesentliche
Singularitét besitzt.

Liegt keine wesentliche Singularitit vor und verschwindet f nicht identisch auf K<,.(0), so
definieren wir entsprechend

ord(f,00) := ord(f,0) = —max{n € Z: a, A0} fir f(z)= Zanz", |z] > r.
neL

Beispiel 2.17. (a) Ist f(2) = ag + - -+ + axz* ein Polynom der Ordnung k, so hat f einen
Pol der Ordnung £ im Unendlichen:

f(2) =2"%(apz"+---+ar) und ord(f,c0) = —k.
(b) Wir betrachten eine rationale Funktion

ap+arz+---+apz®  p(2) .
_ _ t b, # 0.
f(Z) bo+blz+"'+bm2m Q(Z) mi ag, 7é

Hierbei sind p und ¢ also Polynome der Grade k bzw. m. Dann ist

k k—1
~ _1 m—k aoz +alz +...+ak
= - . . 11
fe)=f(")== boz™ T b1 T 1 b (11)

Also ist _
ord(f,00) = ord(f,0) =m — k. (12)

Es liegt also im Unendlichen ein Pol vor, wenn der Zahlergrad k echt grofier als der Nenner-
grad m ist und andernfalls eine hebbare Singularitit, fiir m > k sogar eine Nullstelle.

(c) Ist f(z) = 3,50 anz" eine ganze Funktion, die kein Polynom ist, also z.B. die Ex-
ponentialfunktion oder der Sinus, so liegt im Unendlichen eine wesentliche Singularitit vor.
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Eine ganze Funktion besitzt also im Unendlichen genau dann eine unwesentliche Singularitét,
wenn sie ein Polynom ist.
(d) Ist 0 # f: C\ D — C eine auf C meromorphe Funktion und die Singularitéit im

Unendlichen unwesentlich, so kénnen sich weder Polstellen noch Nullstellen von fvin 0 héufen.
Also diirfen wir nach Elimination der hebbaren Singularitdten annehmen, dass D beschrankt
und damit endlich ist. Das gleiche Argument zeigt, dass die Nullstellenmenge von f endlich
ist. Typische Beispiele solcher Funktionen sind rationale Funktionen (siehe (b)).

Satz 2.18. Ist f eine auf C meromorphe Funktion, die im Unendlichen keine wesentliche
Singularitdt besitzt, so gilt
Z ord(f,z) =0

z€CU{o0}
wobei die Summe so zu verstehen ist, dass nur endlich viele Summanden von 0 verschieden

sind.

Beweis. Aus Beispiel d) wissen wir schon, dass wir 0.B.d.A. annehmen diirfen, dass die
Singularitdtenmenge D von f auf C endlich ist, und die Nullstellenmenge von f ist ebenfalls
endlich. Daher existiert ein r > 0, so dass der Kreis {|z| = r} weder Null- noch Polstellen
von f enthélt. In Lemma haben wir gesehen, dass

Res.(f'/f) = ord(f, 2)
fiir Null- und Polstellen von f gilt. Wir erhalten also

e f'(2)
2mi |z|=r f(Z)

dz = Z ord(f, 2). (13)

lz|<r

Die Null- und Polstellen in K-,.(0) entsprechen, mit ihrer Ordnung, den Null- und Pol-
stellen der Funktion f(z) = f(z7') in der gelochten Kreisscheibe K ,,(0) \ {0}, denn fiir
zo # 0 ergibt sich aus f(2) = (z — 20)"g(%) mit g(zp) # 0 die Relation

Fo) = 7 = z0)g(=™h) = (55 = 2)"afs (7).

Also erhalten wir mit

die Rechnung

ord(f,c0) + Z ord(f,z) = Z ord(f, 2)
|z|>r lz|<1

1 Fz), _ 1 f'"h)

" 2mi 2=1 f(2) 2mi Ji=1 f(z7)

L f
fre™™) - —2it it L T (re™) ire—it
271'2/ Flem) (—r YrYiet dt = — )dt

(—272)dz

2mi Jo  f(re™)

1 —271' it 1 0 / it . 1 /
_ 1 (e)(r g = L f(re.)(l.r%dt:_i‘ f(z)d’
27t Jo frett) 27t J_on f(rett) 21 J|z)=r f(z)
wobei wir die Konventionen fiir die Integralgrenzen von Riemann-Integralen beachten miissen.
Addition des Integrals ergibt nun die Behauptung. O
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Wir halten einige interessante Folgerungen aus diesem Satz fest:

Folgerung 2.19. Ist f eine auf C meromorphe Funktion, die im Unendlichen keine wesentliche
Singularitdt besitzt, so ist f eine rationale Funktion.

Beweis. Wir haben schon in Beispiel (d) gesehen, dass die Menge der Pol- und Nullstellen

von f endlich ist. Seien z1, ..., z; die Nullstellen von f mit der jeweiligen Vielfachheit o; und
wi, . .., Wy, die Polstellen von f mit der jeweiligen Ordnung 3;. Wir betrachten die rationale
Funktion

[T (2 — %)%

H;n:1(z —w;)fs’

die auf C genau dieselben Null- und Polstellen mit derselben Ordnung besitzt. Der Quotient
q(z) == Zg% ist dann ebenfalls auf C meromorph und besitzt im Unendlichen keine wesentliche
Singularitit. Dariiber hinaus besitzt ¢ auf C weder eine Nullstelle noch einen Pol. Satz[2.1§|
zeigt uns jetzt, dass

h(z) :=

ord(q,00) = — Zord(q, 2)=0
zeC

ist. Also kénnen wir ¢ als ganze Funktion ¢: C — C auffassen, fiir die lim|.|,, ¢(2) existiert.
Insbesondere ist ¢ beschriankt und nach dem Satz von Liouville konstant. Daher ist f = gh
eine rationale Funktion. O

Bemerkung 2.20. Fiir eine rationale Funktion
k .
[[o(z = 2)%
H?:l (2 —w;)Ps
mit paarweise verschiedenen Nullstellen z; und Polstellen w; erhalten wir sofort

D_ord(f,2) =3 aj =D B

zeC

f(z) =

Aus Beispiel [2.17|(b) wissen wir andererseits, dass
ord(f,00) = Zﬂj — Zaj
J J

ist. Addition liefert also sofort die Aussage aus Satz m ZZE(CU{OO} ord(f,z) = 0.

Definition 2.21. (Werte in co) Im Folgenden nennen wir oo eine w-Stelle von f, wenn

f(2) = f(z71) in 0 eine durch den Wert f(0) = w hebbare Singularitiit besitzt. Das ist
genau dann der Fall, wenn
lim f(z) =w

|z| =00

ist.

Folgerung 2.22. Sei f(z) = 223 eine nicht konstante rationale Funktion auf C. Fur w € C
héingt die Anzahl der w-Stellen von f auf CU{oco} nicht von w ab und stimmt mit der Summe
der Ordnungen der Polstellen auf C U {oco} dberein.

Die Zahle der w-Stellen von f nennt man den Abbildungsgrad von f.
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Beweis. Da die Funktionen f und f — w genau die gleichen Polstellen besitzen, reicht es aus
zu zeigen, dass f — w auf CU {oo} gleich viele Null- und Polstellen besitzt, denn die Zahl
der Polstellen héngt nicht von w ab. Aus dem Beweis von Satz [2.18] wissen wir, dass die
Differenz der Zahl N der Nullstellen und der Zahl P der Polstellen (jeweils mit Vielfachheit
bzw. Ordnung gezihlt) gegeben ist durch

N-P= Z ord(f—w,z)@o.

z€CU{oo}
Da diese Zahl verschwindet, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.23. Fiir ein Polynom f(z) = ag + --- + a2z vom Grad k haben wir auf
C U {oo} lediglich einen Pol der Ordnung % in co. Folgerung liefert also insbesondere
den Fundamentalsatz der Algebra, dass f in C genau k Nullstellen (mit Vielfachheiten)
besitzt. Wir konnen Folgerung [2:22] daher als eine Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes
auf rationale Funktionen betrachten.

Beispiel 2.24. Wir betrachten eine gebrochen lineare Funktion

az+b
cz+d

f(z) =

Diese Funktion ist genau dann nicht konstant, wenn ad — be # 0 ist (Nachweis?) Ist dies der
Fall, so sind die Nullstelle —g des Zahlers und die Nullstelle —% des Nenners verschieden. Ist
a = 0 oder ¢ = 0, so liegt in 0o eine Nullstelle bzw. eine Polstelle vor. Auf jeden Fall ist die
Summe der Polordnungen genau 1 und damit wird jeder Wert w € C genau einmal angenom-
men. Daher definiert f eine bijektive Abbildung f: Co, — Co (Mobiustransformation),
wobei wir Co, := CU{o0} setzen.

Das folgende Lemma liefert eine konkrete Formel fiir den Abbildungsgrad rationaler Funk-
tionen.

Lemma 2.25. Fir eine nicht-konstante rationale Funktion

ap+arz+---+apz®  p(z) ,
— = t b 0
f(z) b0+b12++bmzm q(Z) mi Ak, m7é

ist der Abbildungsgrad gegeben durch max(k, m), wenn p und q keine gemeinsamen Nullstellen
besitzen.

Beweis. Sei zunachst k > m. Dann liegt in co ein Pol der Ordnung k —m vor, die Summe der
Polordnungen auf C ist m, so dass sich fir den Abbildungsgrad k = (k—m)+m = max(k, m)

ergibt.
Sei nun k£ < m. Dann liegt in co kein Pol vor, die Summe der Polordnungen auf C ist m,
so dass m = max(k,m) der Abbildungsgrad ist. O

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 2.1. Finden Sie ein Beispiel fiir eine offene Menge B und einen geschlossenen Weg -, der
B berandet, fiir den aber B # im(7y) gilt.

Aufgabe 2.2. Zeigen Sie: Eine Teilmenge D einer offenen Teilmgen €2 C C ist genau dann diskret,
wenn jede in  konvergente Folge (dn)nen, die aus Elementen von D besteht, schliefilich konstant
ist, d.h., es existiert ein ng € N mit d,, = dn, fiir n > no.
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Aufgabe 2.3. Sei ) C C offen und D1,...,D;r C  diskret in . Zeigen Sie, dass dann auch
Dy U---U D, diskret in 2 ist.

Aufgabe 2.4. Sei 2 C C offen und D C Q eine in (2 diskrete Teilmenge. Zeigen Sie: Ist K C Q
kompakt, so ist K N D endlich.

Aufgabe 2.5. Sei 2 C C ein Gebiet und D C  eine in 2 diskrete Teilmenge. Zeigen Sie, dass
Q\ D ebenfalls ein Gebiet ist.

Hinweis: Da D in 2 abgeschlossen ist (Aufgabe , ist ' :==Q\ D in Q (und damit auch in C)
offen. Sei v: [a,b] — Q ein Weg in Q dessen Endpunkte nicht in D liegen. Dann ist im(y) N D
endlich und durch eine geeignete Modifikation von v findet man einen Weg in Q\ D, der v(a) und
~(b) verbindet.

Aufgabe 2.6. (Der Korper der meromorphen Funktionen) Sei Q@ C C ein Gebiet und M(Q) die
Menge der auf ©Q meromorphen Funktionen, also f: @\ Dy — C holomorph, wobei Dy C 2 eine
diskrete Teilmenge ist, in der echte Polstellen von f vorliegen. Wir definieren nun eine Addition und
eine Multiplikation auf M(Q) wie folgt:

(f+9)(2) == f(2) +9(2) und (f9)(2) := f(2)g(2) fir 2 ¢ Dy U Dy.

(Beachte, dass Dy U Dy auch diskret ist; Aufgabe . Fir p € Dy U Dy kann es vorkommen, dass
die Singularitat von f + g bzw. fg in p hebbar ist. In diesem Fall definieren wir f + g bzw. fg in p
durch

(f +9)(p) = lim f(2) +9(2) und  (fg)(p) = lim f(2)g(2).
Zeigen Sie, dass (M(2), +, ) ein Korper ist.

Aufgabe 2.7. Seien f,g: @ — C meromorphe Funktionen auf der offenen Teilmenge 2 C C. Wir
betrachten £ als meromorphe Funktion auf \ g7%(0). Zeigen Sie: Tst p € © eine nicht wesentliche
Singularitat von f und g, so auch fiir die Funktionen

ftg, f-g und g

und es gilt
(i) ord(f =+ g,p) = min(ord(f,p),ord(g,p)).

(i) ord(f -g,p) = ord(f,p) + ord(g, p).
(iii) ord(f/g,p) = ord(f,p) — ord(g,p).
Aufgabe 2.8. Sei 2 C C ein Gebiet und f eine meromorphe Funktion auf Q sowie D C Q die

Menge ihre Singularitdten und Nullstellen. Ist v ein geschlossener Integrationsweg in 2\ D, der in
) zusammenziehbar ist, so gilt

1 [ (=)
2mi J, f(2)

dz =Y Um,(p) ord(f,p).

pED

Aufgabe 2.9. (Die Riemannsche Zahlenkugel Co) Zeigen Sie, dass durch die stereographische
Projektion

l22-1 2. .
i Co = CU{oc} + S CRP =R xC, y(z) = 4 (epen i) firz €C
(1,0,0) fiir z =00

eine Bijektion definiert wird. Sehen Sie was diese Abbildung geometrisch bewirkt? (Skizze!)
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Aufgabe 2.10. (Holomorphe Funktionen auf Co) Wir identizieren Coc = C U {oco} wie in Auf-
gabe mit der Einheitssphire S* C R? (die Riemannsche Zahlenkugel). Sei r: C\ P — C eine
rationale Funktion mit Polstellenmenge P. Finden Sie eine stetige Funktion 7: Coo — Coo, die r
fortsetzt.

Aufgabe 2.11. Sei Coo = CU {oo} die Riemannsche Zahlenkugel. Wir nennen eine Funktion
f: Coo — C holomorph, wenn f|c holomorph ist und die Funktion

ficocC, flz)=fE", (07'=cw)

ebenfall holomorph ist. Ist D C Co endlich, so nennen wir f: Coo \ D — C meromorph, wenn sowohl
f als auch f auf C meromorph sind. Zeigen Sie:

(a) Jede auf Co holomorphe Funktion ist konstant.
(b) Jede auf Coc meromorphe Funktion ist rational.

(¢) Jede rationale Funktion auf C definiert eine auf Co meromorphe Funktion.

Aufgabe 2.12. Welche der folgenden Teilmengen D C €2 sind diskret?
(a) D=Z+iZCQ=C.
(b) D=¢e"+ie”? CQ={2€C: Rez >0,Imz > 0}.
() D={z€C*: f(27') =0} in Q € {C,C*} fiir eine ganze Funktion f: C — C.

Aufgabe 2.13. Wir betrachten auf C das Polynom

flz) =242 +42° + 32+ 1.
Zeigen Sie, dass alle Nullstellen von f in der Kreisscheibe K3(0) liegen.
Aufgabe 2.14. Wir betrachten auf C das Polynom

fz) =2 =52 +2-2.

Wieviele Nullstellen von f liegen in der offenen Einheitskreisscheibe?
Aufgabe 2.15. Bestimme die Anzahl der Nullstellen des Polynoms

22T 436257 + 712 + 2 — 241
in den Kreisscheiben K;(0) und K2(0).
Aufgabe 2.16. Bestimme die Anzahl der Nullstellen des Polynoms

22° —62° + 241

in dem Ringgebiet K12(0) ={z € C: 1 < |z| < 2}.

Aufgabe 2.17. (Automatische Surjektivitiat) Sei 2 ein Gebiet, f: @ — C holomorph und nicht
konstant sowie K1(0) C Q und |f(z)| =1 fiir |z| = 1. Zeigen Sie

f(K1(0)) = K1(0).

Hinweis: Maximumprinzip und Satz von Rouché.

Aufgabe 2.18. Sei Q ein Gebiet, f: @ — C holomorph und nicht konstant sowie K;(0) C  und
|f(z)] > 1 fiir |z| = 1. Zeigen Sie: Existiert ein zo € K1(0) mit |f(z0)] < 1, so gilt

F(K1(0)) 2 Kq1(0),

d.h. f|x, (o) nimmt alle Elemente von K1(0) als Werte an.
Hinweis: Satz von Rouché.
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Aufgabe 2.19. Fiir die rationale Funktion

B4 z+1

I&) = a1

bestimme man die Anzahl der 5-Stellen, wobei wir mehrfache 5-Stellen jeweils mit ihrer Vielfachheit
zéhlen.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass Zahler und Nenner keine Nullstellen gemeinsam haben.

Aufgabe 2.20. Wir betrachten die rationale Funktion
52% + 4z +1
1&) ="t

als Abbildung von Coo \ {z € C: 22 + 2 +1 = 0} nach C. Zeigen Sie, dass jede komplexe Zahl w € C
genau zweimal angenommen wird (mit Vielfachheiten).
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass Zahler und Nenner keine Nullstellen gemeinsam haben.

Aufgabe 2.21. (Werte transzendenter Funktionen) Sei A > 1 und Q := {z € C: Rez > 0}. Zeigen
Sie, dass die Gleichung e™* + z = A in ) genau eine Losung zp besitzt und dass diese Losung reell
ist.

Aufgabe 2.22. Wir betrachten auf C* die rationale Funktion

=31
Zeigen Sie:
(i) g(z) = g(—z"1) fiir z € C.

(ii) Jeder Wert w € C wird von g genau zweimal (mit Vielfachheiten) angenommen. In welchen
Punkten liegen doppelte w-Stellen vor? Was sind die Werte von g in diesen Punkten?

(i) gGR¥) =R\ (~1,1).
(iv) Die rechte Halbebene Q; := {z € C: Rez > 0} wird durch g bijektiv auf

Q:=C\{t eR: t| > 1}

abgebildet.
(v) Q2 = {w € C: 1 —w? € C\ (—o0,0]} und die Umkehrfunktion von g ist auf Q2 durch die
holomorphe Funktion ¢~*(w) := iw + (1 — w?)"/? gegeben, wobei z — 2/ = e2'°%% durch

den Hauptzweig log des komplexen Logarithmus definiert ist.

(vi) g bildet die Halbkreise ~,(t) = re, |t| < /2, auf Ellipsenbdgen mit den Halbachsen %|r =+ 2|
ab und die Brennpunkte all dieser Ellipsen liegen in +1.

Aufgabe 2.23. Wir betrachten die rationale Funktion f(z) := % und nehmen an, dass p und ¢

teilerfremd sind. Wir betrachten f als Abbildung Coc — Cs. Unter welchen Bedingungen an p und
q ist f bijektiv?

Aufgabe 2.24. (Logarithmische Produktregel) Zeigen Sie: Sind fi, ..., f, holomorphe Funktionen
auf Q ohne Nullstellen und f := fi --- fn, so gilt fiir die logarithmische Ableitung

f_n I
7 —fl—f—...—‘rfn.
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3 Folgen holomorpher Funktionen

In Kapitel [2| haben wir gesehen, dass rationale Funktionen, also meromorphe Funktionen
auf Co := C U {0}, bis auf eine multiplikative Konstante durch ihre Null- und Polstellen
bestimmt sind. Andererseits siecht man leicht, dass man zu jeder beliebigen Vorgabe von
endlich vielen Null- und Polstellen auf CU{co} eine rationale Funktion findet. Betrachtet man
stattdessen meromorphe Funktionen auf C, die im Unendlichen eine wesentliche Singularitit
haben diirfen, so wird die Situation komplizierter. Hier stellt sich die Frage, ob man zu jeder
Vorgabe von Null- und Polstellen bzw. jeder Vorgabe von Hauptteilen der Laurententwicklung
eine ganze Funktion finden kann. Es ist klar, dass man solche Funktionen nur durch geeignete
Grenzprozesse konstruieren kann. Um solche Fragen beantworten zu kénnen, miissen wir
daher zuerst einige feinere Werkzeuge entwickeln, die die Konvergenz von Folgen holomorpher
Funktionen betreffen.

3.1 Wiederholung

Sei Q) C C offen. In diesem Abschnitt betrachten wir Folgen (f,,)nen holomorpher Funktionen
frn: Q — C. Bereits im ersten Teil der Vorlesung hat sich der folgende Konvergenzbegriff als
sehr natiirlich herausgestellt.

Definition 3.1. Die Folge (f,) konvergiert lokal gleichmdflig gegen f, falls es fur jeden
Punkt z € Q eine Umgebung V' von z gibt, so dass die Folge (f.|v) gleichméBig gegen f|v
konvergiert, also

If = fallv =0, wobei |h|y := sup |h(w)] fir h:V — C.
weV

Wir sprechen dann auch von einer kompakt konvergenten Folge, da die lokal gleichméfige
Konvergenz dquivalent ist zur gleichméfigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen (Auf-

gabe [3.2).
Aus [FT1] Satz 5.3] kennen wir:

Satz 3.2. (Weierstrafischer Konvergenzsatz) Ist f,: Q — C eine Folge holomorpher Funk-
tionen, die lokal gleichmafig gegen f: Q2 — C konvergiert, so ist f holomorph und die Folge
der Ableitungen f), konvergiert ebenfalls lokal gleichmafig gegen f'.

3.2 Werte von Grenzfunktionen

Der folgende Satz zeigt, dass die Grenzfunktion keinen Wert hiufiger annimmt als die Ele-
mente der Funktionenfolge. Er ist eine iiberraschende Anwendung des Null- und Polstellen
zahlenden Integrals.

Satz 3.3. Sei fn,: Q — C eine Folge holomorpher Funktionen auf dem Gebiet 2, die lokal
gleichmdfig gegen f: Q — C konvergiert, w € C und m € Ny. Jede Funktion f, habe
maximal m w-Stellen (mit Vielfachheiten). Dann ist f entweder konstant w oder hat auch
maximal m w-Stellen.

Beweis. Nachdem wir alle f,, durch f, — w ersetzt haben, diirfen wir 0.B.d.A. w = 0 an-
nehmen. Wir nehmen an, dass die Grenzfunktion f nicht identisch 0 ist und mindestens m+1
Nullstellen (mit Vielfachheiten) besitzt. Dann existiert eine endlich Menge S = {z1,..., 2}
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paarweise verschiedener Nullstellen von f mit 327, ord(f,2;) > m + 1. Da f ~1(0) diskret
ist (Beispiel , gibt es ein € > 0, so dass die abgeschlossenen Kreisscheiben

K=K (z)={2€C:|z—z|<e}, j=1,...,m

jeweils ganz in () liegen, paarweise disjunkt sind und aufler z; keine weitere Nullstelle von f
enthalten. Insbesondere liegt keine Nullstelle auf 0K;. Da f auf der kompakten Teilmenge
C .= U;:1 OK; keine Nullstelle besitzt und stetig ist (vgl. Satz , existiert ein § > 0 mit

|f(z)] >6 fiiralle zeC.

Da die Folge (f)nen auf der kompakten Teilmenge C von ) gleichméBig gegen f konvergiert
(Aufgabe [3.2)), existiert ein n € N mit

If(z) = fa(2)] <& firalle zeC.

Wir wenden nun den Satz von Rouché auf die Kreisscheibe K; und die Funktion g := f,, — f
an. Er liefert uns, dass f und f 4+ g = f, in K; jeweils gleich viele Nullstellen haben.
Also besitzt f,, in K; genau ord(f,z;) viele Nullstellen. Da die Kreisscheiben K; paarweise
disjunkt sind, erhalten wir so den Widerspruch, dass f,, mindestens 22:1 ord(f,z;) >m+1
Nullstellen besitzt. O

Bemerkung 3.4. (Relle Situation) Das Analogon von Satz wird im Rellen falsch. Z.B.
konvergiert auf dem Intervall (—1, 1) die Folge f,,(z) = z?++ gleichméBig gegen die Funktion
f(z) = 22. Keine der Funktionen f,, hat in (—1,1) eine Nullstelle, aber f besitzt in 0 eine
doppelte Nullstelle.

Im Komplexen, auf Q@ = K;(0), tritt dieser Defekt nicht auf, da die Funktionen f,, die

Nullstellen :I:ﬁ besitzen.

Bemerkung 3.5. Injektive holomorphe Funktionen nennt man auch schlichte Funktionen.
Aus Satz [3.3] folgt insbesondere, dass der Grenzwert einer lokal gleichméBig konvergen-
ten Folge injektiver holomorpher Funktionen auf einem Gebiet 2 entweder konstant oder
schlicht ist. Diese Beobachtung werden wir beim Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes
benoétigen.

3.3 Lokal beschrankte Folgen holomorpher Funktionen

Im R™ spielen konvergente Teilfolgen und deren Existenz fiir beschrinkte Folgen (Satz von
Bolzano—Weierstra$}) eine zentrale Rolle. In diesem Abschnitt werden wir entsprechende Kri-
terien fiir Folgen holomorpher Funktionen in Form von drei Konvergenzsatzen kennenlernen.
Wir folgen dieser Analogie und fithren zuerst einen geeigneten Beschrénktheitsbegriff ein.

Definition 3.6. Eine Folge (f,,)nen von Funktionen auf einer offenen Teilmenge €2 C C heifit
lokal beschrdnkt, wenn zu jedem zy € Q) eine Umgebung U und ein C' > 0 existieren, so dass

|fn(z)| <C furalle zeUneN
gilt. Etwas kiirzer konnen wir diese Bedingungen auch schreiben als
Ifrllu <C  fiiralle neN.

Wir bereiten die Konvergenzsitze mit folgendem Kriterium vor:
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Satz 3.7. Sei (fn)nen eine lokal beschrinkte Folgen von auf der offenen Teilmenge Q2 C C
holomorphen Funktionen, die auf einer dichten Teilmenge D C ) punktweise konvergiert.
Dann konvergiert die Folge (fn)nen lokal gleichmafig auf Q.

Beweis. Wir zeigen zuerst die folgende Cauchy-Bedingung: Zu jedem zy € () existiert ein
r >0 mit K,(z9) C Q und

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn,m > ng)(Vz € K.(20)) |fn(2) — fm(2)| <e.

Wir wollen hierbei die punktweise Konvergenz auf D ausnutzen. Fiir a € D wollen wir also
die Ungleichung

[fn(2) = fm ()| < |fu(2) = fu(@)[ + [fnla) = fm(a)] + | fm(a) — fm(2)] (14)

verwenden. Zuerst fixieren wir ein zg € 2. Dann finden wir wegen der lokalen Beschranktheit
ein C' > 0 und ein ' > 0, so dass K<3,(20) C 2 und

(Vn e N)(Vz € K<3,(20)) |fn(2)] <C.
Fiir 2,2’ € K<2,(%0) erhalten wir mit der Cauchyschen Integralformel ([ETI, Satz 4.13])

1 Q) fn(Q) N1 fn ()
fnz—fnZ'Zf]{ - d¢ = (2 —2")— &
Rl NI e R P Y50 (AN (e [ ()

Wegen |¢ — z|,|¢ — 2’| > r ergibt sich also mit der iiblichen Integralabschitzung

1 C 3C
[Fal2) = fal)] < 2 = 2|5 2m3r 5 < | = |22 (15)

Damit kontrollieren wir den ersten und den dritten Term auf der rechten Seite von .
Sei nun € > 0 und § := min(r, §-55). Da die Menge D in Q dicht ist, wird die Kreisscheibe
K<, (%) von den offenen Kreisscheiben Ks(d), d € D, tiberdeckt. Wegen der Kompaktheit

von K<, (zp) existieren also dy,...,dy € D mit
k
K<r(20) € | Ks(d;) € Kar(20)- (16)
j=1

Wegen der Konvergenz der Folgen (f,,(d;j))nen existiert ein ng € N, so dass
[Fald)) = fuld)] < 5 i G=1....ksn,m = no.

Fiir z € K,(20) finden wir nun wegen ein j mit |z — d;| < § und erhalten mit fir
n,m > ng

[F2(2) = Fun(2)] < 1Fa(2) = Fuld)] + 1£aldy) = Funld) | 4 |fn(dy) = fin(2) S S+ 5 + 5 = <.

Hieraus folgt zunachst, dass jede Folge (f,,(2))nen, 2z € K, (20), eine Cauchy-Folge in C
ist, also konvergiert. Fiir die Grenzfunktion

f(2) = lim_ fu(2)

gilt nun
|f(z) = fu(2)| = mlgnOo [fm(2) — fu(2)] <e fuir ze€ K.(20),n > ng.
Also konvergiert die Folge (fy)nen auf K, (zo) gleichméfig gegen f. O
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Mit Satz [3.7 konnen wir nun die Konvergenzsitze beweisen.

Satz 3.8. (Satz von Montel) Jede lokal beschrinkte Folge (fn)nen holomorpher Funktionen
auf einer offenen Teilmenge 2 C C besitzt eine lokal gleichmafig konvergente Teilfolge.

Beweis. Wegen Satz[3.7]miissen wir nur eine dichte Teilmenge D C € finden, auf der eine Teil-
folge der Folge (f,)nen punktweise konvergiert. Sei dazu D := {d,,: n € N} eine abzahlbare
dichte Teilmenge von 2, wie zum Beispiel D = QN(Q+iQ). Wegen der lokalen Beschrianktheit

der Folge (f,) existiert eine Teilfolge ( f,gl])neN, fir die die Folge ( f,gl] (d1))nen konvergiert
(Satz von Bolzano—Weierstraf}). Aus dem gleichen Grund existiert eine Teilfolge ( ff[Lz])neN der
Folge ( lel)neN, die auch in dy konvergiert. Induktiv erhalten wir so Teilfolgen ( ka])neN, die

jeweils in dy, ..., d; punktweise konvergieren. Dann konvergiert die Diagonalfolge ( f,[L"])neN
in allen d;, 7 € N. O

Satz 3.9. (Haufungspunktkriterium fiir lokal beschrankte Folgen) Sei 2 C C ein Gebiet und
(fn)nen eine lokal beschrankte Folge holomorpher Funktionen f,: Q — C, deren Konver-
genzmenge

S:={ze: nl;rr;o fn(2) existiert}

einen Haufungspunkt in Q besitzt. Dann konvergiert die Folge (fy,) lokal gleichmafSig.

Beweis. Wegen Satz [3.7] miissen wir nur die punktweise Konvergenz zeigen. Mit dem Satz
von Montel finden wir eine lokal gleichméBig konvergente Teilfolge (fn, )ken. Sei f deren
Grenzwert.

Wir argumentieren indirekt. Angenommen, es existiert ein z € ), so dass die Folge f,(z)
nicht gegen f(z) konvergiert. Wegen der Beschrianktheit der Folge (f,,(2))nen existiert eine
Teilfolge ( fim, )ken, die in z gegen eine andere Zahl w # f(z) konvergiert. Nach dem Satz von
Montel besitzt diese Teilfolge wiederum eine Teilfolge, die gegen eine holomorphe Funktion
h: Q — C konvergiert, fiir die w := h(z) # f(z) ist. Wir erhalten so zwei holomorphe
Funktionen f,h: Q — C, die auf der Teilmenge S iibereinstimmen. Aus dem Identitétssatz
[ETT), Satz 5.14] folgt nun f = h, im Widerspruch zu h(z) = w # f(2). O

Satz 3.10. (Ableitungskriterium fiir lokalbeschriankte Folgen) Sei @ C C ein Gebiet und
(frn)nen eine lokal beschrinkte Folge holomorpher Funktionen f,: Q — C. An einem Punkt
z0 € Q konvergiere fiir jedes k € Ny die Folge ( ék)(zo))neN der k-ten Ableitungen. Dann

konvergiert die Folge (fy) lokal gleichmdfig.

Beweis. Wie im Beweis von Satz [3.9sehen wir, dass die Nichtkonvergenz der Folge (f,,) dazu
fihrt, dass zwei verschiedene holomorphe Funktionen f,h: 2 — C existieren, die jeweils
Grenzwerte von lokal gleichméflig konvergenten Teilfolgen sind. Aus unserer Annahme und
Satz [3.2] folgt aber

F®) (z0) = lim F) (20) = A (20)  fiir alle  k € Ny.

Ist r > 0 so gewahlt, dass K,.(z9) C , so konvergieren die Taylorrreihen von f und A in
zo auf K, (zp). Wir erhalten daher fiir alle z € K, (z9):

> f£(n) (4 > pn) (4
f(z)zzf (' O)(Z—Zo)nzzh ( O)(Z—Zo)nZh(z).
n=0 '

|
n ot n!

Der Identitétssatz [ET1, Satz 5.14] liefert nun den Widerspruch f = h. O
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3.4 Konvergenz von Kompositionen

Satz 3.11. (Konvergenz von Kompositionen) Seien Q, Q) C C offene Teilmengen und ( fn)nen
eine lokal gleichmaf$ig konvergente Folge von Funktionen f,: Q — C mit der stetigen Grenz-
funktion f. Es gelte f,(2) C Q' fir alle n € N sowie f(Q) C Q. Ist h: Q' — C stetig, so
konvergiert die Folge (h o fn,)nen auf Q lokal gleichmdfig gegen ho f.

Beweis. Sei zp € Q und K C  eine kompakte Umgebung von zo. Dann ist f(K) C Q' eine
kompakte Teilmenge. Fiir r > 0 setzen wir

K' :=U<,(f(K)):={z € C: dist(z, f(K)) <r}.

Das ist eine kompakte Teilmenge von C, die fiir ausreichend kleine r in ' enthalten ist

(Aufgabe [3.3).
Da f,|k gleichméBig gegen f|x konvergiert, existiert eine ng € N, so dass fiir alle n > ng
und alle z € K die Beziehung |f,,(z) — f(z)| < r gilt. Dann ist f,(K) C U<,(f(K)) = K.
Da h stetig ist, ist h auf der kompakten Teilmenge K’ gleichméBig stetig. Es existiert
also zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass

2,2 €K', |z—2|<4 = |h(z) — h(z')| < e (17)
gilt. Wie oben finden wir ein N5 € N mit |f(z) — fn(2)| < 0 fiir z € K, n > Ns. Dann folgt
|h(f(2)) = h(fn(2))] <e firalle 2z€ K,n>max(Ns,ng),
aus . Da K beliebig war, konvergiert die Folge h o f,, lokal gleichmafig gegen ho f. O

3.5 Normale Konvergenz

In diesem letzten Abschnitt iiber Konvergenz von Folgen holomorpher Funktionen lernen wir
einen Begriff kennen, der ein Kriterium dafiir zur Verfiigung stellt, dass man die Summation
von Reihen mit lokal gleichméafligen Grenzwertbildungen vertauschen kann. Dieses Kriterium
wird insbesondere bei der Diskussion unendlicher Produkte niitzlich sein.

Definition 3.12. (a) Seien a,(cn), k,n € N, komplexe Zahlen. Wir sagen, dass die Folge

Y orey al(cn) von Reihen normal konvergiert, wenn eine Folge (M} )ren existiert, so dass
(NKR1) |a,(fn)| < M, fiir alle k,n € N.
(NKR2) >, M < occ.

(b) Sei 2 C C offen und f,gn]: Q — C, k,n € N, Funktionen. Wir sagen, dass die Folge

Z;ﬁ'il f,LH] von Reihen lokal normal konvergiert, wenn jeder Punkt zy € € eine Umgebung U
besitzt, fiir die eine Folge (My)ken existiert, so dass

(NK1) | " (2)] < My, fiir alle k,n € Nund z € U gilt, d.h. || £ | < M.
(NK2) 3, My < oo.

Bemerkung 3.13. Aus den Bedingungen (NK1/2) folgt sofort, dass die Reihen ) ;- f,L"]
fiir alle n auf U gleichméfig und absolut konvergieren, denn fiir jedes n € N ist

> = 2 e = Y
E>ko k>ko

k>ko
ist beliebig klein, wenn kg ausreichend grof} ist.
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Der wesentliche Punkt der normalen Konvergenz ist, dass er uns erlaubt Summation der
Reihe und den Grenziibergang fiir n — oo zu vertauschen.

Satz 3.14. (Satz iiber die normale Konvergenz) Sei Q C C offen und f,gn] : Q@ — C Funktio-
nen, so dass

e die Folge von Reihen > ;- f,[;l] lokal normal konvergiert und

o fir jedes k € N die Folge (f;gn])neN lokal gleichmaf$ig gegen die Funktionen fi kon-
vergiert.

Dann gilt
: [n] _
Tim > A=) (18)
k=1 k=1
im Sinne lokal gleichmdf$iger Konvergenz.

Beweis. Sei U wie in Definition b). Es reicht zu zeigen, dass gleichméfig auf U
gilt. Sei hierzu € > 0 und Ek>ko My, < §. In dem wir U ggf. verkleinern, finden wir wegen

der lokal gleichméfigen Konvergenz der Folgen ( f,g"])neN ein ng € N, so dass

" € ..
I = Jellw < 5 i 1<k <ho.n>mg

gilt. Wegen der punktweisen Konvergenz f,gn] — fr auf U, gilt auch |fx(2)| < My, fir z € U.
Damit erhalten wir

(DIESED DA NED S FrAEy A
k=1 k=1 k=1
SO = Rllo+ A Ao €D s+ DM S+ =e D

k<ko k>ko k<ko k>ko

[\

Hier ist ein interessantes Beispiel, dass recht gut zeigt, welche Situation man mit dem
Satz {iber die normale Konvergenz im Auge hat.

Beispiel 3.15. (Eulers Zugang zur Exponentialfunktion) Wir betrachten die Folge
Z\n
" = (1+—
fal2) = (14 )
von Polynomen, die bekanntlich gegen f(z) = e® konvergiert. Wir mochten daraus die

Reihenentwicklung der Exponentialfunktion ableiten. Die Problematik liegt darin, dass auch
die Koeffizienten der Polynome f,, von n abhéngen:

me =3 () () = S e e (1) - ()

k=0 k=0 k=0

n

Wir setzen

[n](z)': 1'( _%)(1_%)% fir & <n
k ’ 0 sonst
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und erhalten die von n unabhéngige Abschitzung fiir |z| < r:

k
n T
M@l < 5
Wegen ", ’,;—’: =e" < o0, liegt auf jeder Kreisscheibe K,.(0) normale Konvergenz der Reihen
vor. Aus der lokal gleichméfBigen Konvergenz
k
lim f,g"} (2) = z

n— o0 k!

erhalten wir daher lokal gleichméBig (Satz [3.14)

oo o0 o0 k
. . n z
¢ = i fu(e) = i 3 E) = D 0 =3 g

Wir werden spéter im Kontext von Produktentwicklungen noch weitere interessante Beispiele
sehen, die z.T. auf Euler zuriickgehen.

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 3.1. (Die Riemannsche Zeta-Funktion) Fiir a > 0 und z € C definieren wir a® := ¢*'°8%,

Zeigen Sie, dass durch

()= -

nz
n=1

auf Q := {z € C: Rez > 1} eine holomorphe Funktion definiert wird. Geben Sie eine Reihendarstel-
lung der Ableitung ¢’ an.

Aufgabe 3.2. Sei 2 C C offen. Zeigen Sie: Eine Folge von Funktionen f,,: Q2 — C konvergiert
genau dann lokal gleichméfig gegen die Funktion f: 2 — C, wenn fiir jede kompakte Teilmenge
K C Q die Folge der Einschrankungen f, |k gleichméBig gegen f|x konvergiert.

Hinweis: Eine Teilmenge K C C ist genau dann kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Aufgabe 3.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum und ) # A C X eine nichtleere Teilmenge. Wir
definieren
da(z) :=dist(A,z) := inf{a € A: d(a,z)}.
Zeigen Sie:
(i) da: X — R ist eine stetige Funktion (sogar Lipschitz-stetig mit L < 1) mit A = d,"(0).
(ii) Fir jedes r > 0 ist die Menge

U<r(A) :={z € X:da(z) <7}
abgeschlossen.
(iii) Ist A kompakt und X = R", versehen mit der euklidischen Metrik, so gilt:
(a) Die Mengen U<, (A) sind kompakt.

(b) Ist @ D A offen, so existiert ein 7 > 0 mit U<, (A) C Q.
Hinweis: Die Funktion dge nimmt auf A einen minimalen Wert an.

Aufgabe 3.4. Sei 2 C C offen. Zeigen Sie, dass kompakte Teilmengen K,, C €2 so existieren, dass

25



(i) Kn C K2, fiir alle n € N.

(i) U,en En =
Eine solche Folge (K, )nen heilt Ausschopfung von .
Hinweis: Betrachten Sie die Teilmenge K, := {z € Q: |z| < n,dist(z,Q2°) > 1} und verwenden Sie,
dass die Abstandsfunktion

distge: C > R, z— inf{|z —w|: we Q°}
des Komplements 2° = C \ Q stetig ist (sogar Lipschitz-stetig mit L = 1).

Aufgabe 3.5. Ist (Kmn)men eine Ausschopfung von 2, so konvergiert eine Funktionenfolge
fn: Q — C genau dann lokal gleichméfig, wenn fiir jedes m € N die Folge (fn|x,,)nen gleichmaBig
konvergiert.

Aufgabe 3.6. Sei (K, )nen eine Ausschopfung der offenen Teilmenge € C C und Hol(2) der Vektor-
raum der holomorphen Funktionen f:  — C. Fiir n € N definieren wir fiir holomorphe Funktionen
f,9:Q—C:
dn(f,9) = lf = gllx, = max{[f(z) — g(2)|: z € Kn}.
Zeigen Sie:
(i) dn ist eine Halbmetrik: dn(f,g) = dn(g, f) > 0 und dn(f, h) < dn(f, g) + dn(g, h).
Ist Q ein Gebiet und K¢ # 0, so ist d,, sogar eine Metrik.

(i) dn(f,g) := % ist ebenfalls eine Halbmetrik auf Hol(Q).

(i) d(f,g):=> ", w definiert eine Metrik auf Hol(€2).

(iv) Eine Folge (fn)nen konvergiert genau dann bzgl. der Metrik d, wenn sie lokal gleichméaBig
konvergiert.

(v) Der metrische Raum (Hol(£2), d) ist vollsténdig.

Aufgabe 3.7. Seien fi,gn: 2 — C lokal gleichméfig konvergente Folgen mit f,, — f und g, — g.
Zeigen Sie, dass das Produkt (fngn)nen lokal gleichmaBig gegen f - g konvergiert.

Aufgabe 3.8. Zeigen Sie, dass jede lokal gleichméfBig konvergente Folge (f)nen von Funktionen
frn: © — C lokal beschrankt ist.

Aufgabe 3.9. Auf der offenen Kreisscheibe €2 := K;(0) betrachten wir die Menge
B:= {f(z) = Zanzn € Hol(2): (Vn € Np) |an| < n}.
n=0

Zeigen Sie, dass diese Menge holomorpher Funktionen lokal beschrénkt ist. E|

4 Der Riemannsche Abbildungssatz

Wir wenden uns nun dem ersten zentralen Satz zu, in dessen Beweis wir die Methoden aus
Abschnitt [3| verwenden: dem Riemannschen Abbildungssatz. Es ist der tiefgriindigste Satz,
den wir in dieser Vorlesung kennenlernen werden. Insbesondere werden wir sehen, dass wir
zum Beweis dieses Satzes das ganze Arsenal von Hilfsmittel heranziechen miissen, dass wir
bisher in dieser Vorlesung entwickelt haben.

In diesem Abschnitt schreiben wir kurz E := K;(0) fiir die offene Einheitskreisscheibe.

3 Alternativ kann man hier auch mit dy, (£, g) := min(1, d.(f, g)) arbeiten.
4Die Bieberbach-Vermutung (1916 aufgestellt und 1985 von de Branges bewiesen) besagt, dass fiir jede
schlichte Funktion f(z) = z + a222 + - -+ auf K;(0) die Bedingungen |a,| < n gelten.

26



Definition 4.1. Seien Q1,0 C C offen. Eine Abbildung f: Q7 — Qo heifit biholomorph,
wenn f holomorph und bijektiv ist und f~! ebenfalls holomorph.

Theorem 4.2. (Riemannscher Abbildungssatz) Ist Q C C ein einfach zusammenhdingendes
Gebiet, das von C verschieden ist, so existiert eine biholomorphe Funktion f: Q) — FE.

Bemerkung 4.3. (a) Dass die Ausnahme = C notwendig ist, folgt aus dem Satz von
Liouville, der uns zeigt, dass jede holomorphe Funktion f: C — E konstant ist.

(b) Da jede biholomorphe Funktion insbesondere ein Homéomorphismus ist (also stetig,
bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung), bildet sie einfach zusammenhédngende Gebiete in
solche ab. Da die Kreisscheibe E einfach zusammenhéngend ist, ist es daher auch notwendig
anzunehmen, dass () einfach zusammenhéngend ist.

(¢) Fiir eine genauere Analyse des Randverhaltens der Funktion f aus dem Riemannschen
Abbildungssatz verweisen wir auf [La99l §X.4].

Aus der Perspektive der Topologie liefert der Riemannsche Abbildungssatz eine Klas-
sifikation aller einfach zusammenhéngenden echten Teilgebiete der komplexen Ebene: sie
sind alle homdomorph zu einer offenen Kreisscheibe. Das ist ein ausgesprochen erstaunlicher
Sachverhalt, da es sehr vielfaltige einfach zusammenhéngende Gebiete in C gibt, die sehr un-
terschiedlich aussehen. Wir stellen hier einige Beispiele zusammen. Fiir den Nachweis ihres
einfachen Zusammenhangs benotigt man allerdings etwas weitergehende Hilfsmittel aus der
Topologie.

Beispiel 4.4. (Beispiele einfach zusammenhingender Gebiete)

(a) Die einfachsten Beispiele sind sternférmige Gebiete, die insbesondere die konvexen
Gebiete umfassen. Ein wichtiges konkretes Beispiel ist die geschlitze Ebene C \ (—o0, 0].

(b) Die obere Halbebene Qg := {z € C: Imz > 0} ist einfach zusammenhéngend, aber
auch fiir jede abschlossene Teilmenge A C R ist

Q=0 \{z€C: Imz<1,Reze A}

ebenfalls einfach zusammenhéngend. Schon fiir die Menge

A::{O}U{%:nGN}

ist das ein interessantes Beispiel. Noch bizarrer wird es, wenn wir stattdessen die Cantor-
menge A C [0,1] nehmen.

(c) Die Bilder auf den Seiten 149-151 in Janich’s Buch [Ja80] vermitteln einen guten
Eindruck weiterer bizarrer Beispiele.

Biholomorphe Funktionen sind insbesondere schlichte Funktionen, also injektiv und holo-
morph (Bemerkung [3.5). Fiir den Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes erinnern wir
uns an [ETIl Satz 5.30] aus der Funktionentheore I, eine holomorphe Variante des Satzes
iiber die Umkehrfunktion, die zeigt, dass jede schlichte Funktion biholomorph auf ihr Bild
ist.

Satz 4.5. (Schlichte Funktionen sind biholomorph) Sei Q@ C C offen und f: Q2 — C holo-
morph und injektiv. Dann ist f(Q) offen und f=1: f(2) — C ist holomorph.
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4.1 Automorphismen des Einheitskreises

Wir erinnern uns an die Beschreibung der Gruppe Aut(FE) der biholomorphen Abbildungen
von E ([ET1, §7]). Um diese Gruppe zu beschreiben, verwendet man das Schwarzsche Lemma
([ETT, Lemma 7.2]).

Lemma 4.6. (Schwarzsches Lemma) Sei f: E — E eine holomorphe Funktion mit f(0) = 0.
Dann gilt:

(i) Fir alle z € E ist |f(2)] < |#].

(i) [/(0)] < 1.

(i) Gilt |f(2)| = |z| fiir ein z € E, 2 # 0, oder gilt |f'(0)| = 1, so ist f eine Drehung, d.h.
es gibt ein 0 € R mit f(z) = ez fiir alle z € E.

Satz 4.7. Die Gruppe Aut(E) der biholomorphen Selbstabbildungen von E besteht aus den
gebrochen rationalen Abbildungen der Form

f(z)= ef 2% fir  lal < 1,0 € R.

az—1
Siehe hierzu auch Beispiel

Beweis. Sel zuerst a € E und
z—a

fa(2) :=

az—1"

Fiir |2] < 1 ist [az| < 1, so dass der Nenner in E keine Nullstellen besitzt. Fiir |z| =1 ist

_Jz—al _|z—a| _|2—d| _

|fa(2)]

CJaz -1 Ja—-z |la—z|

Also folgt |f(2)| < 1 fir z € E aus dem Maximumprinzip. Daher ist f,(E) C E. Nun veri-
fiziert man durch Nachrechnen f, o f, = idg. Daher ist f,: F — FE bijektiv und selbstinvers,
insbesondere also f, € Aut(FE). Wir haben

ful@) =0 wnd  £.(0) =a.

Ist nun f € Aut(E) beliebig und a := f~1(0), so ist g := f o f, € Aut(E) mit g(0) = 0.
Nach dem Lemma von Schwarz ist also |g(z)| < |z| fiir alle z € E. Fiir die Umkehrabbildung

gilt ebenfalls [g7"(2)| < |2|, also [g(z)| = |2] fiir alle 2 € E. Das Lemma von Schwarz zeigt
daher, dass g eine Drehung ist, also g(z) = ez fiir ein # € R. Daher ist f = go f, wie
behauptet. O

4.2 Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes

Beweis. 1. Behauptung: Es existiert eine biholomorphe Abbildung von € auf ein Teilge-
biet von E.

Da man das AuBere eines Kreises K, (p) durch die Abbildung z — ﬁ biholomorph auf

ein Teilgebiet von E abbilden kann, geniigt es {2 biholomorph auf ein Gebiet G abzubilden, das
eine offene Kreisscheibe K. (p) nicht schneidet, also nicht dicht in C ist. Nach Voraussetzung
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ist Q # C. Nach einer Translation, die ja insbesondere biholomorph ist, diirfen wir daher
0 ¢ Q annehmen, also 2 C C*.

Da ) einfach zusammenhéngend ist, existiert auf €2 eine holomorphe Logarithmus-Funktion
L: Q — C mit ([FT1 Satz 5.20]), d.h. es gilt e/(*) = 2 fiir alle z € Q. Durch

S(z) := ezl (2)

erhalten wir daher auf € eine holomorphe Quadratwurzel (vgl. [FT1l Bem. 5.22]), d.h.
S(2)? = z fiir alle 2 € Q. Diese Funktion S is injektiv, denn aus S(z1) = S(z2) folgt
21 = S(21)% = S(22)? = 22. Wegen Satz bildet S das Gebiet 2 daher biholomorph auf
ein Teilgebiet G := S(Q)) C C* abﬂ

Ist w € G, so ist —w € G, denn sonst gibe es 21,20 € Q mit w = S(21) und —w = S(z3).
Dann wiire aber z; = w? = (—w)? = 23, ein Widerspruch zu w # —w. Ist K,.(w) C G, so folgt
daher —K,.(w) N G = (). Nach den obigen Voriiberlegungen ist damit die erste Behauptung
bewiesen.

Wir diirfen daher Q2 C F annehmen. Nach Anwendung einer geeigneten affinen Transfor-

mation ¢(z) = 252 fiir ein b € Q diirfen wir sogar 0 € 2 annehmen.

2. Behauptung: Unter allen schlichten Funktionen f: Q — E mit f(0) = 0 und f/(0) > 0
existiert eine, fiir die der Wert von f’(0) maximal ist.

Sei § die Menge aller schlichten Abbildungen f: Q@ — E mit f(0) = 0 und f’(0) > 0.
Dann ist idg € S und daher § # (0. Ist K<.(0) C €, so gilt fiir jede holomorphe Funktion

Q= F
o) =2 1O 4,

©2mi ok o) €2

([ETT), Satz 4.15]) woraus sofort

rop<czel 1

2 €2 ¢

folgt. Daher ist die Menge
S ={f(0): feS}yc0,e7]

beschrankt. Sie besitzt also ein Supremum sq := sup S'.

Wir betrachten eine Folge (f5,)nen in S mit f) (0) — sp. Diese Folge ist beschrénkt (wegen
fa(Q) C E), so dass sie nach dem Satz von Montel eine lokal gleichméfig konvergente
Teilfolge besitzt. Sei f deren Grenzfunktion. Dann gilt f(0) = 0, und f’(0) = s¢ folgt aus
dem Weierstraflschen Konvergenzsatz Insbesondere ist f nicht konstant und damit sogar
schlicht (Bemerkungﬂ Aus der Konstruktion folgt | f(z)] < 1 fiir alle z € 2 und der Satz
iiber die Gebietstreue ([ET1] Satz 5.27]) zeigt uns, dass f(Q2) offen und damit in E enthalten
ist. Daher ist f € S.

5Fiir die geschlitzte Ebene Cs = C \ (—00,0] und L(re??) = logr +i0, —7 < 6 < 7, erhalten wir die
Bezichung S(rei?) = \/rei?/? und daher S(Cs) = {z € C: Rez > 0} (die rechte Halbebene).

SHier stecken einige zentrale Sitze der Funktionentheorie drin: der Satz von Rouché, das Nullstellen
zadhlende Integral und damit auch der Residuensatz.
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3. Behauptung: Die schlichte Funktion f aus der zweiten Behauptung bildet €2 biholo-
morph auf E ab.

Da f schlicht ist, miissen wir nur noch zeigen, dass f(Q2) = E ist (Satz. Dazu nehmen
wir an, dass wyg € E\ f(Q) ist. Da die Automorphismengruppe Aut(E) transitiv wirkt
(Aufgabe , erhalten wir nach Komposition von f mit einem g; € Aut(E) mit g1 (wo) = 0,
dass 0 nicht in G := (g1 o f)(2) enthalten ist. Da g1 o f biholomorph ist, ist G C C*
ebenfalls einfach zusammenhangend. Es existiert also auf G eine Logarithmusfunktion L
([FTT, Satz 5.20]) und damit auch eine Quadratwurzel S(z) := e22(). Wir wiihlen nun
g2 € Aut(E) mit g2(5(g1(0))) = 0. Dann ist

F:=g,0So0giof: Q> F

eine schlichte Abbildung mit F(0) = g¢2(S(g1(0))) = 0 (beachte f(0) = 0), die wir als
“Konkurrenz” zu f auffassen.

Durch h(z) := g7 *(g95 (2)?) erhalten wir eine holomorphe Funktion E — E mit h(0) =
g7 (S(g1(0))?) = g7 H(g1(0)) = 0, fiir die ho F = f gilt. Dann ist

f'(0) = W (F(0))F'(0) = h'(0)F"(0)

und nach dem Schwarzschen Lemma |h’'(0)] < 1, da h kein Automorphismus von E ist.
Hieraus folgt 0 < f/(0) < |F’(0)|. Daher ist

f: Q— F, f(z) = |§:Eg;

schlicht mit £(0) = 0 und f'(0) = |F'(0)| > f'(0); im Widerspruch zur Konstruktion von f.
0

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 4.1. Sei f: Q@ — C eine nicht konstante holomorphe Funktion auf dem Gebiet €2 und
p € Q mit ord(f,p) > 1, also f(p) = f'(p) = 0. Zeigen Sie mit dem Satz von Rouché, dass f in
keiner Umgebung von p injektiv ist.

Hinweis: W&hle r > 0 so, dass f(z) # 0 fiir |z — p| = r gilt (warum geht das?). Schlielen Sie dann,
dass die Funktion f fiir jede ausreichend kleine komplexe Zahl w in K, (p) mindestens zwei w-Stellen
besitzt und dass diese nicht alle mehrfache w-Stellen sein kénnen.

Aufgabe 4.2. Zeigen Sie, dass die Automorphismengruppe Aut(E) der offenen Kreisscheibe F =
K1 (0) transitiv wirkt.

Aufgabe 4.3. Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) := ;= das Gebiet {z € C: [z — p| > r} biholo-
morph auf E \ {0} abbildet.

Aufgabe 4.4. Sei f(z) = % eine nicht konstante rationale Funktion und P C C die Menge ihrer
Polstellen. Zeigen Sie: Ist f auf C\ P injektiv (schlicht), so ist f gebrochen linear, d.h. von der

Form f(z) = 2+b mit ad — be # 0.

cz+d

Hinweis: Folgerung [2.22] Aufgabe

Aufgabe 4.5. Sei Q C C offen, p € Q und f: Q\ {p} — C schlicht. Zeigen Sie, dass in p keine
wesentliche Singularitét vorliegt und ord(f,p) € {—1,0, 1} gilt.
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Aufgabe 4.6. (Die Automorphismengruppe der gelochten Ebene) Zeigen Sie, dass die Gruppe
Aut(C*) der biholomorphen Abbildungen von C* auf sich genau aus den Abbildungen der Form
f(2) = az und f(2) = az~" fiir a € C* besteht.

Hinweis: Satz von Casorati—Weierstrafl, Folgerungen und Wieso liegt weder in 0 noch in
oo eine wesentliche Singularitét vor?

Aufgabe 4.7. (Die Automorphismengruppe der Ebene) Zeigen Sie, dass die Gruppe Aut(C) der
biholomorphen Abbildungen von C auf sich genau aus den Abbildungen der Form f(z) = az + b fiir
a € C*,b € C besteht.

Aufgabe 4.8. (Die Cayley-Transformation) Zeigen Sie, dass die Cayley-Transformation

z—1

Cz) = z+1

die obere Halbebene Cy := {z € C: Im z > 0} biholomorph auf E = K;(0) abbildet.

Aufgabe 4.9. Auf C := CU {00} betrachten wir die Gruppe der Mébiustransformationen

az+b a b
= L .
cz+d’ g (C d) € 8L (C)

pg(z) =

Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung
®: SLo(C) — Aut(Cx), g+ pg

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit dem Kern {£1}. Hierbei steht Aut(C) fiir
die Gruppe der bimeromorphen Funktion von C auf sich. Schlieen Sie hieraus, dass

Aut(Coo) 2 PSLy(C) = SLy(C)/{+1}.

(b) Sei P;(C) := P(C?) die Menge der eindimensionalen Untervektorriume von C? und [z1 : zo] :=

C <21> Dann definiert
z2

I': Coo = P1(C), T'(2):=[z:1], T(o0):=1[1:0]

eine Bijektion.
(c) Fir g € SL2(C) gilt
D(pg(2)) =gl'(z) fir z¢€Cxw.
(d) Ist g € SL2(C)\ {£1} diagonalisierbar, so besitzt ¢4 genau zwei Fixpunkte in Co, andernfalls
genau einen.

Aufgabe 4.10. Sei Q) C C einfach zusammenhéngend. Zeigen Sie, dass die Automorphismengruppe
Aut(9) der biholomorphen Selbstabbildungen von Q transitiv auf Q wirkt, d.h., zu z1, z2 € Q existiert
eine biholomorphe Abbildung ¢: Q@ — Q mit ¢(z1) = 2.

Aufgabe 4.11. Zeigen Sie, dass die Gruppe Aut(Co) = PSL2(C) der Mobiustransformationen

az+b _fa b
o+ d’ g = (C d) S SL2(C)

von der Untergruppe der affinen Abbildungen ¢(z) = az 4+ b und der Inversion o(z) = 27! erzeugt
wird.

Hinweis: Ist ¢ € Aut(Cs), so findet man ein Produkt 41 von affinen Abbildungen und o, so dass
(11 0 ) (o0) = oo gilt. Dann verwendet man Aut(C) = Aff(C).

Pg(2) :=
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Aufgabe 4.12. In der Riemann-Sphére Co heifit eine Teilmenge C' ein verallgemeinerter Kreis,
wenn C von der Form [L] := L U {oo} fiir eine reelle affine Gerade L = zo + Rw C C, w # 0, gilt,
oder C ein Kreis in C ist. Zeigen Sie:

(a) Verallgemeinerte Kreise sind genau die Losungsmengen von Gleichungen der Art
alz’+cz+Z+d=0 mit a,deR,ad<|c.
Der Fall a = 0 beschreibt die affinen Geraden und der Fall a # 0 Kreise. Ist a = 1, so ist
(—c1, c2) der Mittelpunkt des Kreises und 7 := 1/|c|? — d der Radius.

(b) Ist ¢ eine Mobiustransformation und C' ein verallgemeinerter Kreis, so ist auch ¢(C) ein

verallgemeinerter Kreis.
Hinweis: Aufgabe [£11]

Aufgabe 4.13. Seiein D+ := K ;5(£1) und D := Dy N D_. Ziel dieser Aufgabe ist es eine
Funktion G zu bestimmen, die D biholomorph auf die Einheitskreisscheibe E = K;(0) abbildet.

a) Begriinden Sie kurz, warum es eine solche Funktion G geben muss und warum diese keine
Mobius-Transformation sein kann.

b) Zeigen Sie: 9D und dD_ schneiden sich in den beiden Punkten ¢ und —i jeweils im Winkel
/2.

¢) Bs sei T:C\{i} = C, T(z)= "%

i—z

Zeigen Sie: T(D) =U := {re’? € C:r >0 und ¢ € (—7/4,7/4)}.

Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst jeweils das Bild der Geraden iR und dann der beiden
Kreislinien 0D+ und 0D_ unter der winkeltreuen M&bius-Transformation T

d) Bestimmen Sie eine explizite Darstellung einer biholomorphen Abbildung h von U auf Bi(0)
und leiten Sie hieraus eine explizite Darstellung der gesuchten Funktion G ab.

Aufgabe 4.14. (Streifen und Sektoren) Sei 0 < 3 < 27. Zeigen Sie, dass die Exponentialfunktion
exp(z) := e den Streifen
Sg:={2€C:0<Imz < G}

biholomorph auf den Sektor
Ts ::{z:rew:0<r,0<s0<,3}
abbildet.
Aufgabe 4.15. Finden Sie eine biholomorphe Abbildungen von den folgenden Gebieten auf E:

(a) Ss, 0< B < 2m.
(b) Die geschlitzte Ebene C\] — o0, 0].

5 Partialbruchentwicklung und Satz von Mittag—LefHler

In diesem Abschnitt lernen wir die zweite von drei wichtigen Anwendungen der Konver-
genzsatze fiir holomorphe Funktion kennen: den Satz von Mittag—LefHler tiber das Verhaltnis
meromorpher Funktionen zu ihren Hauptteilen. Im néchsten Abschnitt werden wir im Weier-
straBBschen Produktsatz eine multiplikative Variante davon kennenlernen, die sich mit der
Konstruktion ganzer Funktionen zu vorgegebenen Nullstellen befasst.
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5.1 Der Satz von Mittag—Leffler
Definition 5.1. Ist z eine Polstelle der Funktion f: K.(z9) \ {20} — C und
f2)= > an(z—2)",  a_r#0,k>0,
n>—k
die Laurentreihe von f in zp, so nennen wir
h(z) =a_i(z—20) "+ +a_1(z — z) "
den Hauptteil von [ in zg.

Mit dem Polynom

p(z)i=a_1z4+a_ 92>+ + a_pzF

vom Grad k ohne konstanten Term konnen wir den Hauptteil darstellen als

h(z) = p((z = 20) 7). (19)

Die Relation beschreibt also genau die Struktur der Hauptteile meromorpher Funktionen
in Polstellen.

Der Hauptteil ist eine rationale Funktion mit der einzigen Polstelle zg vom Grad k. Wir
erhalten so die additive Zerlegung

f(2) = h(z) +r(2), (20)

wobei das Restglied 7(z) = >, 5 an(2 — 20)" in einer Umgebung von zo holomorph ist. Das

ist ein additives Gegenstiick zur multiplikativen Zerlegung f(z) = (z — 20)*g(z), wobei g
holomorph mit g(zg) # 0 ist und zg eine Nullstelle der Ordnung % von f.

Definition 5.2. (Partialbruchzerlegung) Ist
f:C\{z,....,z1} = C

eine rationale Funktion auf C mit den Polstellen z, ..., z;x und den zugehdrigen Hauptteilen
hi,...,hg, so ist

p(z) = f(2) —hi(z) = = hi(2) (21)
eine rationale Funktion ohne Polstellen, also ein Polynom. Wir nennen

f=hi+-+hi+p

daher die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion f. Hierbei sind die Hauptteile h;
und das Restpolynom eindeutig durch die Funktion f festgelegt.

Beispiel 5.3. Wir betrachten auf Q := C\ {0, 1} die rationale Funktion

2241
R
Da der Zahler weder in 0 noch in 1 eine Nullstelle besitzt, liegt in 2y := 0 ein Pol erster
Ordnung und in z; := 1 ein Pol zweiter Ordnung vor. Den Hauptteil hg in 0 ermitteln wir

durch )
limzf(z) =1 als ho(z) =-.
z—0 z
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Fiir den Hauptteil hy betrachten wir die Funktion

22
fi(2) = (2 = D2f(2) = :1:”% mit fi(1)=2 und fj(1)=1-1=0.

Alsoist fi1(z) =2+ 5o ar(z — 1)* und daher

1

hl(z) = m

Die Summe der Hauptteile ist

ho(z) + hi(2) = % + (2_21)2 _ (ZZ—(zl)_ 1—|)—22z _ Z(ZZ j11)2 = f(2).

Der Satz von Mittag—Leffler besagt im wesentlichen, dass zu jeder Vorgabe von Haupt-
teilen auf C meromorphe Funktionen existieren. Hierbei darf man die Hauptteile natirlich
nur so vorgeben, dass die Menge der Pole in C diskret ist, also jede Kreisscheibe nur endlich
viele enthalt.

Theorem 5.4. (Satz von Mittag—Leffler fiir C) Sei (2, )nen eine Folge paarweise verschiedener
Punkte in C, die keinen Hdufungspunkt besitztm und (pp)nen eine Folge von Polynomen pos-
itiven Grads ohne konstanten Term. Dann existiert eine auf C meromorphe Funktion f, die
genau an den Stellen z, Pole mit den Hauptteilen p,((z — z,)~1) besitzt.

Beweis. Wir setzen hy,(z) := p,((z — 2z,)~!). Da wir nicht erwarten konnen, dass die Reihe
ZZOZI hn(z) fir jedes
ZGQ::C\{zn:nGN}

konvergiert, fithren wir konvergenzverbessernde Summanden ein, die die Hauptteile nicht
andern. Da die Taylorreihe der Funktion h,(z) nach dem Potenzreihenentwicklungssatz
([ET1), Satz 5.7]) auf der abgeschlossenen Kreisscheibe K</, |/2(0) gleichméBig konvergiert
(die einzige Singularitit dieser Funktion ist z,), existiert ein Polynom T, mit
1 |2n]

fii < —.

ir  |z] < 5

Da die Folge (z,) keinen Haufungspunkt besitzt, gilt lim,, o |2,| = co. Wir finden daher

zu jedem r > 0 ein n, € N mit |z,| > 2r fiir n > n,. Daher konvergiert die Reihe

Z (hn - Tn)

n=n,

|hn(2) = Tn(2)] < on

gleichméfig auf K,.(0) gegen eine holomorphe Funktion, denn wir haben
1
Z [hn = Tl k. 0) < Z on < 0.
n>n, n>n,
Da r > 0 beliebig war, konvergiert die Reihe

F(2) = hn(2) = Tu(2)

n=1

"Das heifit die Menge {z,: n € N} ist diskret in C.
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auf €2 lokal gleichméfig gegen eine holomorphe Funktion f.
Da jeder Punkt z, in einer Kreisscheibe K,.(0) liegt, besitzt f dort einen Pol mit dem
Hauptteil h,,(z). Da jede Polstelle von f in einer Kreisscheibe K,.(0) liegt, ist sie eine der z,.
O

Bemerkung 5.5. Der Satz von Mittag—Leffler gilt analog fiir beliebige offene Teilmengen
Q C C, aber der Beweis fiir den allgemeinen Fall ist wesentlich aufwandiger als fiir 2 = C
(siehe [FL83| Kap. VIII]).

5.2 Partialbruchentwicklung trigonometrischer Funktionen

Da sie in vielen Anwendungen eine Rolle spielen, diskutieren wir in den folgenden S&tzen
einige Beispiele, die zeigen, wie man durch den Mittag—Leffler-Ansatz zu Partialbruchzer-
legungen wichtiger meromorpher Funktionen kommt.

Satz 5.6. Die auf C meromorphe Funktion ﬁ besitzt die auf C\ Z lokal gleichmdfig
konvergente Partialbruchzerlequng

w2 1
) G

sin”(mz) S

2

Beweis. Die Polstellen von f(z) := Sm;rw liegen allesamt in Z und der Hauptteil in 25 =0

ist ho(z) = %. In der Tat hat die Funktion
222

2f(z) =

sin?(7z)

in 0 eine hebbare Singularitdt mit dem Funktionswert 1. Daher liegt in 0 ein Pol zweiter
Ordnung vor und da die Funktion f gerade ist, treten in der Laurententwicklung nur Sum-
manden mit geradem Exponenten auf. Folglich stimmt hy mit dem Hauptteil von f in 0
iiberein. Aus der 1-Periodizitat von f folgt daher fiir die entsprechenden Hauptteile

1 ..

1. Schritt: Wir zeigen zuerst, dass die Reihe
F&=Y oo
T _n)2
= (z—mn)

auf Q := C\Z lokal gleichmafig konvergiert. Sie definiert dort eine meromorphe Funktion mit
den Hauptteilen h,, in n € Z. Sei r > 0 und n > 2r. Fiir |z| < r haben wir die Abschétzung

und daher

1 4

n>2r

2. Schritt: Wir zeigen jetzt, dass F' = f gilt.
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Aus der Konstruktion von F folgt, dass die Differenz g := f — F eine ganze Funktion ist
und g(z+1) = g(z) fiir alle z € C gilt. Um einzusehen, dass g beschrankt ist, reicht es daher
z = x + iy mit = € [0, 1] zu betrachten. Aus

. — iz _ ,—i2) i —y —ix Y
sinz = —(e e %) % (ee ¥ —e7"eY)
folgt fiir y > 0 durch Erweiterung des Bruches mit e™¥

1 2 2y 2
|sinz| |ei®ev —e~iwey|  |e2iTe~2y — 1] T 1 —e~2

und damit lim,_, f(z + iy) = 0, gleichmé&Big in x. Wegen f(—z) = f(z) folgt damit auch,
dass
lim f(x+iy)=0

Yy——00

gleichméflig in x gilt. Also ist f insbesondere auf der Menge
S={z=x+iy: 0<x <1,y > 1}

beschrankt.
Wir zeigen nun das gleiche von der Funktion F. Fiir z = x + iy € S erhalten wir mit

La+b)?<a®+0b* fir abeR (22)
fiir n # 0O:
lz—nP=(x—-n)?+y? =2 —2nz+n*+y* > 2n|+n’>+9° = (n| - 1)* +¢*> -1
> 5(nl =1+y))?* = 1= 3((n] = 1+ y)* - 2).

Fiir |y| > 1 ergibt sich hiermit:

S St £23
le=nP 7 e \z—l|2 +1|2 |y|+n—1 -2

3 2
Y et Y

n>|yl n>|y|

IA
|
_|_

Dieser Ausdruck geht fiir |y| — oo gegen 0. Also ist lim, o F(z) = 0 auf der Menge S.
Hieraus folgt, dass die 1-periodische ganze Funktion F' — f auf dem Streifen 0 < Rez <1
beschrénkt ist. Also ist F' — f beschrankt und damit nach dem Satz von Liouville konstant.

Da der Grenzwert fiir |y| — oo auf dem Streifen 0 < Rez < 1 verschwindet, ergibt sich also
F—f=0,dh, F=Ff. O

Satz 5.7. Fir z € C\Z haben wir die lokal gleichmdfige konvergente Partialbruchentwicklung

meot(mz) = WC.OS(WZ) _1 + Z ( ! + l) (23)

sin(rz) =z
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Beweis. Fiir jedes n € Z \ {0} ist

1 1 z
z—n n  n(z—n)

so dass wir fiir |z| < r < & die Abschitzung

1 1 z
=
z—n n n(z —n)
erhalten. Hieraus ergibt sich die lokal gleichméfBige Konvergenz der Reihe auf der rechten
Seite von gegen eine auf C\ Z holomorphe Funktion, die in jedem n € Z einen einfachen

Pol mit dem Residuum 1 besitzt.
Wir betrachten nun die Differenz

hz) ::%+Z( 1 +l) _Wcos(wz).

z—n n sin(7z)

so dass die Funktion sz;é:;) in 0 einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 besitzt. Wegen

der Z-Periodizitét gilt dies fiir alle n € Z. Daher besitzt h keine Polstellen, definiert also eine
ganze Funktion.
Fiir die Ableitung von h erhalten wir mit dem Weierstrafischen Konvergenzsatz [3.2] wegen

cot!(2) — cos’(2) sin(z) — sin’(2) cos(z) _ —sin?(z) — cos?(z) _
v sin®(2) sin’(z) sin?(z)

die Formel )

, 1 1 T
h(z):_?_z(z—n)2+

) )
=0 sin®(mz)
was wegen Satz[5.6] verschwindet. Also ist h konstant. Da h wegen der ungeraden Summanden

1 1 1 1 1 2z

1
= - = = 24
z—m n z+n n zfn+z+n 22 —n? (24)
eine ungerade Funktion ist, also h(—z) = —h(z) gilt, erhalten wir h(0) = 0 und daher
h =0. O

5.3 Bernoulli-Zahlen und Zetawerte

Definition 5.8. Wir definieren die Bernoulli-Zahlen (By)ken, durch

z =B .
s 1 kZ]T;CZk fir  0<|z] <27 baw. By:=g®"(0).
—0

g(z) = c

Beachte: Da die Polstellen mit dem kleinsten Betrag +27i sind, konvergiert die Reihe auf
der Kreisscheibe K»,(0) ([ET1, Satz 5.7]).
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Bemerkung 5.9. Zunéichste finden wir

1
By = g(0) = =1
0 g() exp/(o)
und ) 2/
=T — —ef+1 —2z°/2 1
—¢'(0) = lim €=~ — Jjm 2_¢ — lim 22— 2,
B =g'0) = lim == = lm — 7y = I — 5

Da die Funktion

s -3l - - R - - e o
gerade ist, erhalten wir weiter
Boky1 =0 fir keN (26)
und damit .
g(z)=1- % + kz_:l é”;’;!z?’“. (27)

Aus der Relation g(z)(e* — 1) = z lassen sich die Bernoulli-Zahlen rekursiv berechnen. Man
sieht auf diese Weise sofort ein, dass sie rational sind. Z.B. ist
1 1 1 1 5 691
By=-, By=——, Bs=-—, Bgs=——, Bijg=—, Bppo=——0. 28
? T30 a2 TP 300 T T eer TR 2130 (28)
Dartiber hinaus ergibt sich aus der Endlichkeit des Konvergenzradius der Taylorreihe von g,
dass die Folge (Bay)ken unbeschrankt ist.

Wir erinnern uns an die Riemannsche Zeta-Funktion

()=

n?
n=1

(Aufgabe [3.1]), die durch die obige Reihe auf der Halbebene {z € C: Rez > 1} definiert ist.

Satz 5.10. (Euler, 1737) Die Werte der Riemannschen Zeta-Funktion in den geraden natiirlichen
Zahlen sind gegeben durch

> 1 —1)k+1(91)2k
C(2k) =" % = ()2(%()'”)3% ke N.
n=1 '

Damit sehen wir insbesondere, dass die Bernoulli-Zahlen By alternierende Vorzeichen
haben. Konkret erhélt man fiir kleine k& mit :

OQ1_ _71' oo1_ _ﬂ' =1 T
27_ S 6 27‘ ~ 00 2::77 = 955

Uber die ungeraden Zeta-Werte ((2k + 1) ist ausgesprochen wenig bekannt. Man weil
lediglich, dass ((3) irrational ist (J[Ap78]) und dass unendlich viele der Zahlen ((2k + 1),
k € N, irrational sind ([Ri00]).
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Beweis. Aus erhalten wir mit die Laurent-Entwicklung der Kotangens-Funktion

in O:

cos(z) . cosh(iz) . , - g 2% 2% g
z cot(z) Zsin(z) Zzsinh(iz) 9(2iz) +iz ,;:0( ) 25! 2k % ir  |z| <7
und damit
- k (2m)%" 2k o
mzcot(nz) = E (-1) k)] Boyz fir |z] <1. (29)

k=0
Aus der Partialbruchentwicklung des Kotangens (Satz erhalten wir andererseits mit

(24)

1 1 > 1 1 = 2z
meeot(rs) = 1+2) (4 p) =1 (o ) Tl e
n#0 n=1 n=1

wobei wir die Summanden zu n und —n zusammengefasst haben. Fiir |z] < 1 erhalten wir
fir jedes n € N mit der geometrischen Reihe:

2

11 1 1§:(z>k
22—n2 p2 —7272_ nzk:o n2

und daher
g L
_ 2
mzeot(mz) =1 — 2z Zl 3 kzo (ﬁ) .
n= c=

Wegen der absoluten Konvergenz diirfen wir die Summationsreihenfolge vertauschen und
erhalten so

ﬂzcot(wz):1—222<ﬁ) =1-2 (Zﬁ)z :1—22§(2k)z .
k=0n=1 k=1 n=1 k=1
Die Behauptung folgt nun durch Vergleich mit . O

Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 5.1. Eine meromorphe Funktion h auf C ist genau dann Hauptteil einer meromorphen
Funktion f in einem Pol zp vom Grad k € N, wenn Sie die Gestalt

) = 2

mit einem Polynom p vom Grad < k und p(zo) # 0 besitzt.
Aufgabe 5.2. Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion

ZS

T&= e )
auf 2 Wegen. Gehen Sie hierbei folgendermaflen vor:

(a) Berechnen Sie zuerst die Hauptteile h1, ho in den Polstellen und bestimmen Sie p := f—hi—ha.
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(b) Finden Sie a,b,c € C und ein Polynom p mit

b .
O e e R G

(c) Welche Methode ist besser?

Aufgabe 5.3. (Allgemeine Partialbruchzerlegung) Sei f eine auf C meromorphe Funktion mit der
Polstellenmenge {z1,...,2,}, wobei in z; ein Pol der Ordnung m; vorliege. Zeigen Sie, dass es
eindeutig bestimmte Polynome p1,...,pr mit Graden deg(p;) < m; gibt, so dass

eine ganze Funktion ist.
Wie éndert sich die Aussage, wenn f stattdessen eine rationale Funktion ist.

Aufgabe 5.4. (Mehrdeutigkeit der Funktionen mit vorgegebenen Hauptteilen) Seien f und g mero-
morphe Funktionen auf C. Zeigen Sie: f und g haben genau dann die gleichen Hauptteile in allen
Polstellen, wenn f — g holomorph ist, bzw. nur hebbare Singularitéten besitzt.

Aufgabe 5.5. Seien f und g meromorphe Funktionen auf C mit den gleichen Hauptteilen in allen
Polstellen. Zeigen Sie: Existiert ein zo € C mit f(z0) = g(20) und ist f — g beschrénkt, so ist f = g.

Aufgabe 5.6. Wir betrachten fiir z € C\ Z die Reihe: < + > 0snez (5 + ). Zeigen Sie:

(i) Sie konvergiert auf C \ Z lokal gleichmé&Big und definiert eine auf C meromorphe Funktion f
mit der Polstellenmenge Z und den Hauptteilen hy(z) = —-.

Hinweis: Auf K, (0) erhalten wir fiir |n| > 2r gleichméBige Konvergenz der Restreihe.
(ii) Diese Funktion ist 1-periodisch, d.h., es gilt f(z + 1) = f(z) fur z € C\ Z.
(iii) Ohne konvergenzbeschleunigende Summanden geht es nicht: Die Reihe
>
z+n

n=1

konvergiert fiir kein z € C\ Z.

Aufgabe 5.7. (Konvergenz ohne konvergenzerzeugende Summanden) Zeigen Sie: Die Reihe

e}

1 1
;+Zz—n2

n=1

ist auf C\ {n?: n € Ny} lokal gleichmiBig konvergent und definiert dort eine auf C meromorphe
Funktion f.

Aufgabe 5.8. Seien zi,..., 2, verschiedene komplexe Zahlen. Bestimmen Sie explizit die Partial-

bruchzerlegung
1 . om Lo An
(z—z1)-(z—2n) 2z—21 z—zn

Aufgabe 5.9. (Konvergenz fiir Pole erster Ordnung) Sei (an)nen eine Folge in C* mit
limp— o0 |an| = 00 und Q :={z € C: z # an,n € N}. Zeigen Sie:
(i) Gilt Yo7, ﬁ < 00, so konvergiert die Reihe > z%an auf Q lokal gleichméafBig. Die Reihe
> L konvergiert genau dann fiir ein 2z € Q absolut, wenn >_°° | ﬁ < oo gilt.

neN z—ay,

(i) Gilt >>>° ﬁ < 00, so konvergiert die Reihe ) Z%an + i auf Q lokal gleichmaBig.
Die Reihe Y, .y ==~ + = konvergiert genau dann fiir ein z € Q\ {0} absolut, wenn
Zzozl ﬁ < o0 gllt
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6 Unendliche Produkte und der Satz von Weierstraf3

In Abschnit [5| haben wir gesehen wie man auf C meromorphe Funktionen zu vorgegebenen
Hauptteilen konstruiert und wie man fiir konkrete Funktionen ihre Partialbruchzerlegungen
findet. In diesem Abschnitt stellen wir uns die analoge Frage fiir Nullstellen: Existiert zu einer
Folge (ay)nen von Nullstellen eine ganze Funktion f, so dass die a,, genau die Nullstellen von
f sind? Wieder muss man natiirlich annehmen, dass die Folge a,, in einer diskreten Menge
liegt und jeder Wert hochstens endlich oft angenommen wird, also dass lim, .« |a,| = o
gilt (Aufgabe . Dann tritt jede Zahl hochstens endlich oft in der Folge auf, was zu
Vielfachheiten der Nullstellen fiihrt.
Fiir eine endliche Menge ay, ..., a, von Nullstellen fithrt der Ansatz

n

1) = [~ aw)

k=1

natiirlich sofort zu einer polynomialen Losung des Problems. Man ist also versucht einen
Ansatz der Art

2

f(z) =

(z — ag)

k=1

zu versuchen. Hierzu miissen wir zuerst kléren, was wir genau unter solchen unendlichen
Produkten verstehen mochten. Danach werden wir sehen, dass wir zur Konstruktion ganzer
Funktionen zu vorgegebenen Nullstellen, ahnlich wie bei dem Satz von Mittag-Leffler, wieder
konvergenz-erzeugende Faktoren einbauen miissen. Diese Faktoren haben keine Nullstellen
und andern daher das Nullstellenverhalten nicht.

6.1 Unendliche Produkte

Zunéchst kann man ein unendliches Produkt []°7; w, komplexer Zahlen einfach iiber die

Konvergenz der Folge der endlichen Teilprodukte ngl wy, definieren. Dies fiihrt aber zu
einem recht schwachen Konvergenzkonzept, da die Existenz eines einzigen Faktors w, = 0
schon die Konvergenz des unendlichen Produktes gegen 0 bewirkt. Daher verwenden wir das
etwas einschréankendere folgende Konzept:

Definition 6.1. Wir nennen ein unendliches Produkt HZOZI wy, komplexer Zahlen wy kon-
vergent, wenn hochstens endlich viele wy, Null sind und die Folge der iibrigen Faktoren einen
von Null verschiedenen Grenzwert besitzt. In diesem Fall schreiben wir

o0 n
H wy ;= lim H Wi
n—oo
k=1 k=1
und beachten, dass der Grenzwert existiert und genau dann 0 ist, wenn eines der wy = 0 ist.

Lemma 6.2. Ist H,zo:l wy konvergent, so ist wg — 1.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dass alle w,, von 0 verschieden sind. Dann kon-
vergiert die Folge W, := [];_; wi, gegen ein w # 0. Wir erhalten also




Lemma 6.3. (Logarithmus-Kriterium fiir die Konvergenz unendlicher Produkte) Sei (w.,)nen
eine Folge in der linksgeschlitzten Ebene Q@ := C\ (—o0,0] und

log: @ — C, log(re®) =logr+if fir r>0,-r<0<m (30)

der Hauptzweig des komplexen Logarithmus. Dann konvergiert das unendliche Produkt T2, wy,
genau dann, wenn die Reihe Y logw, konvergiert.

Beweis. Konvergiert die Reihe Y - | logwy, gegen z, so erhalten wir durch Anwenden der
Exponentialfunktion

n n
e* = lim eXhr=1198Wk — iy Helogwk = lim Hwk.
n— o0 n—oo n—oo
k=1 k=1

Sei nun das unendliche Produkt konvergent, also p, — p # 0 fir p, := szl wg. Wir
konnen nicht einfach log auf die p,, anwenden, da nicht klar ist, ob sie alle in 2 liegen und ob
die Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion fiir die entsprechenden Produkte gilt. Aus
Aufgabe folgt, dass

log(zw) =logz +logw fir z,weQ:={(eC: Re¢ >0} (31)

gilt.
Es reicht zu zeigen, dass fiir ein ny € N die Reihe Zzo:no log(wy,) konvergiert. Wegen
pn — p # 0 existiert ein ng € N, so dass

Pm

—1‘ <1 fir n,m > nog,
Pn

denn es gilt
1

1
‘pm_l‘< pm_perpm_l‘qu -
p P P

| Pn p

45|
p

Dann liegen all die Produkte [T, . | wy fiir m > n > ng in K1(1). Insbesondere ist |w, —1| <
1 fiir n > ng. Aus und K (1) C 4 folgt daher induktiv mit

log< H wk> = Z log(wg) fir m>n > no.
k=n+1 k=n+1

Die Konvergenz des Produkts [],,, ,; w fiir m — oo gegen ein Element von C*NK; (1) C Q
und die Stetigkeit der Logarithmusfunktion auf Q liefern nun die Konvergenz der Reihe

leinJrl log(wk ) . O

Definition 6.4. Aus der Konvergenz des Produkts [[,—, wy folgt wy — 1 (Lemma ,
so dass log wy, fiir alle ausreichend grofien k definiert ist. Insbesondere ist Lemma [6.3 dann
anwendbar. Das konvergente Produkt HZO:1 wy, heidt absolut konvergent, wenn fiir ein ng € N
die Reihe Zano log wy, absolut konvergiert.

Lemma 6.5. (Kriterium fiir die absolute Konvergenz unendlicher Produkte) Fin unendliches
Produkt [[re (14 ay) konvergiert genau dann absolut, wenn Y ;- | |ax| < oo gilt, also wenn
die Reihe Y p- ; ai, absolut konvergiert.
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Beweis. Wegen log(1) = 0 und log(1) = 1 gilt

lim log(1 + 2) — lim log(1 + z) — log(1)

J— / —
z—0 z z—0 z o log (1) =1
Es existiert also ein r € (0, 1), so dass
1 log(1 3
§<‘w‘<§ fir |zl <7 (32)

gilt.
Konvergiert das Produkt [, (1+ay) oder die Reihe Y, ax, so gilt ar, — 0 (Lemmal/6.2)).
Wir diirfen also 0.B.d.A. annehmen, dass |a,| < r fiir alle n € N gilt. Dann gilt

1 3 ..
§|an| < |log(1 + a,)| < §|an| fir neN,

woraus die Behauptung mit Lemma [6.3] unmittelbar folgt. O

Das Logarithmus-Kriterium liefert ein Kriterium fiir die Konvergenz unendlicher Pro-
dukte durch die Konvergenz einer Reihe, was sehr viel zuganglicher ist. Wir iibertragen
dieses Kriterium sogleich auf Produkte holomorpher Funktionen.

Satz 6.6. (Logarithmus-Kriterium fiir die absolute Konvergenz unendlicher Produkte holo-
morpher Funktionen) Sei f: 2 — C eine Folge holomorpher Funktionen. Wir nehmen an,
dass die Reihe >"p~ (1 — fi) lokal gleichmapig absolut auf Q konvergiert, d.h.,

oo

Z Il — fellxk < oo  fir jede kompakte Teilmenge K C Q.
k=1

Dann gilt:

(a) Das Produkt [[,-, fi konvergiert lokal gleichmapig auf @ gegen eine holomorphe Funk-
tion f: Q1 — C.

(b) Ist Q* C Q eine offene Teilmenge, die keine Nullstelle einer Funktion fi enthdlt, so
konvergiert die Reihe der logarithmischen Ableitungen lokal gleichmdflig auf Q* :

LS Y/
f ;fk.

(¢) (Vertauschung von Grenziibergingen in unendlichen Produkten) Seien f,Ln] Q2 —=>Ck,ne
N, holomorphe Funktionen, so dass fir jede kompakte Teilmenge K C Q Konstanten
Cr mit ), Cr < oo und Hl—f,g"} |k < Cy fiir allen, k € N existieren. Konvergieren die

Folgen (f,gn])neN lokal gleichmdfSig gegen die Funktionen fi, so konvergiert das Produkt
der fy lokal gleichmdf$ig und es gilt

H fi = lim H f,E”].
k=1 k=1
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Beweis. (a) Sei r € (0,1) wie in und K C Q) eine kompakte Teilmenge. Fiir

Cr =1 - fillk st dann ) Cj < oo

und wir finden ein ko mit >, -, Ck < 7. Aus folgt dann die gleichméBige Konvergenz
der Reihe B
Z log(fx) = Z log(1—(1—fx)) auf K.
kzko kao
Hierbei beachten wir, dass wegen Cj < 1 die Funktionen log(f) durch die konvergente
Potenzreihe von log auf K (1) definiert werden konnen.
Also konvergiert ] K>k Jl = €xp (Z k> ko log( fk)) lokal gleichmiBig auf dem Inneren K°

(Satz(3.11)). Hieraus folgt die lokal gleichméBige Konvergenz des Produkts f := [], fi auf Q.
(b) Sei nun K C Q* beliebig kompakt und kg wie im Beweis von (a). Dann haben wir auf K

F=TL 5 T fe=TT - T €500 = T fie- eSroma st

k<ko k>ko k<ko k>ko k<kq B
——
g:=

und damit wegen dem Weierstrafischen Konvergenzsatz und der logarithmischen Produk-

tregel (Aufgabe
f7 gf-i-f ka—l—(Zlogfk)

k<ko k>ko
X g
SO EDNTTOED S ED I TS
k‘<k‘g k>ko k<k0 k>ko k=

wobei die Konvergenz auf Q* lokal gleichméBig ist, denn K war beliebig.
(c) Da fr = lim, oo f,gn] punktweise gilt, ist auch ||1 — fi||x < Cy fiir alle k € N. Wie in (a)
wéhlen wir zu r € (0, 1) wie in den Index kg € N'so, dass } -, Cj < gilt. Auf K folgt

dann fiir k£ > kg aus der lokal gleichméfigen Konvergenz f,En] — fx auch log( f,g"]) — log(fx)
(Satz[3.11). Aus dem Satz iiber die normale Konvergenz folgt damit zunéchst

Jim Y log(fi") = Y log(/fi)

ktzkto kao

und damit wegen Aufgabe 3.7| (iiber die Konvergenz von Produkten) und Satz (iiber die
Konvergenz von Kompositionen)

[e.e]
Tim TLA" = fie fror e Jim TT A = fie frooa - limexp (3 tog(™))
k=1  k>ko k>ko
mal -
= fi fremr ‘GXP( > 10g(fk)) = 1[5
k>ko k=1
wobei die Konvergenz lokal gleichméfig auf K© ist. O
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6.2 Der Weierstraf3-Produktsatz

In diesem Abschnitt lernen wir den Produktsatz von Weierstrafl kennen, der zu jeder Vorgabe
von Nullstellen (ay, )nen mit lim, o |a,| = co die Existenz einer ganzen Funktion f mit genau
diesen Nullstellen (entsprechend ihrer Vielfachheit in der Folge) liefert. Die Grundidee des
Beweises ist es (fiir a,, # 0), den Ansatz f(z) = [],(1 — =) durch multiplikative Faktoren
ohne Nullstellen so zu modifizieren, dass wir ein lokal glgichméﬁig konvergentes Produkt
erhalten.

Fiir a,, # 0 wird das dadurch bewerkstelligt, dass man statt eines Faktors z—a Funktionen
der Gestalt Ek(z) betrachtet, wobei der Fuler-Faktor Ej definiert ist durch

a

52 Sh—1
Ein(z) = (1 — z)eP®), pe(z) i =2z+—+4+ -+ .
2 k-1
Fiir |z| < 1 ist Re(1 — z) > 0 und daher ist
2 L1
log(Ey(2)) :=log(1 — 2) + pr(z) = log(1 — 2) + z + 5 +- 4 1 (33)

definiert. Dies ist eine Funktion, die in 0 eine Nullstelle der Ordnung k besitzt, denn py ist
das Taylorpolynom der Ordnung k£ — 1 von

—log(1—2) = Z?

k=1

in 0. Daher hat Ek(é) zwar genauso wie z — a eine einfache Nullstelle in a, aber Log-
arithmieren liefert sehr viel kleinere Werte, was die Konvergenz von Produkten der Art
[1, Bk, (=) verbessert.

Fir die spiateren Anwendungen halten wir die folgende Abschitzung fest, die sich sofort

aus ergibt:

(34)

S PN L koo 1
log(Bu()| € 32 5 <1 3o on <20t i [ <5

Theorem 6.7. (Weierstrafischer Produktsatz) Ist (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen mit
lim,, o |an| = 00, so existiert eine ganze Funktion f: C — C, die genau in den Stellen a,
verschwindet, und zwar mit der Vielfachheit, mit der a,, in der Folge vorkommt.

Sind zusdtzlich alle a, # 0, so existieren m,, € Ng, so dass wir eine solche Funktion f
durch das folgende lokal gleichmafig konvergente unendliche Produkt gegeben ist:

fz) = ﬁ Emn<ai) - ﬁ (1 - ai)epnln%). (35)
n=1 n n=1 n

Hierbei ist fir die Konvergenz hinreichend, dass die m,, so gewdhlt sind, dass fir jedes r > 0

gilt: .
3 (ﬁ) " < . (36)

lan|>2r

Im allgemeinen Fall, wo 0 genau m mal unter den a,, vorkommt, multipliziert man das

Produkt mit z™:
m z
=11 Em(a)
an#0
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Beweis. Zu r > 0 wahlen wir n, € N so, dass |a,| > 2r fir n > n, gilt. Fiir |z| < r ist dann
‘ai‘ < %, so dass aus die Abschétzung

Jos (£.(2)) | = 2(507)" < 5

folgt. Fiir m,, := n erhalten wir also die Konvergenz der Reihe (36]).
Wir nehmen nun an, dass die m,, so gewahlt sind, dass die Reihe konvergiert. Dann

konvergiert die Reihe
(5 ()
Qnp,

n>n,

auf K,.(0) gleichméBig absolut wegen

> s ()2 2 () <o

lan|>2r lan|>2r

(hierbei verwenden wir ([36))) und definiert dort eine holomorphe Funktion g(z). Daher kon-
vergiert auch das Produkt
z
I #n.(5)
Qn

n>n,

wegen Satz auf K,(0) lokal gleichméfBig gegen die holomorphe Funktion e9(*), die auf
K, (0) keine Nullstellen besitzt. Also konvergiert

> z
JIE%(m)

auf ganz C lokal gleichméfig gegen eine holomorphe Funktion f.
Die Nullstellen von f in K, (0) sind genau die Nullstellen des endlichen Produkts

IT 2. (Z.)

nng,

also genau die a,, n < n,, mit der entsprechenden Vielfachheit. Hieraus folgt die Behaup-
tung. U

Bemerkung 6.8. Genau wie der Satz von Mittag—Leffler gilt auch der Weierstrafsche Pro-
duktsatz fiir beliebige Gebiete 2 C C, aber der Beweis ist wesentlich aufwandiger als fiir den
Fall Q = C (|[FL83| Kap. VIII]).

Folgerung 6.9. Jede auf C meromorphe Funktion f ist Quotient zweier ganzer Funktionen
[ =4%. Der Kérper M(C) der auf C meromorphen Funktionen ist also der Quotientenkirper
des nullteilerfreien Rings Hol(C) der auf C holomorphen Funktionen.

Beweis. Zu der Folge (a,) der Polstellen von f, die wir entsprechend ihrer Vielfachheit in die
Folge aufnehmen, finden wir mit dem WeierstraBschen Produktsatz eine ganze Funktion h,
die genau an den a, Nullstellen besitzt. Dann ist das Produkt g := hf eine meromorphe
Funktion ohne Polstellen, also holomorph (nachdem die hebbaren Singularitdten eliminiert
wurden). Damit ist f = £. O
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Der néchste Satz beschreibt die Mehrdeutigkeit im Weierstralschen Produktsatz. Wir
schicken ein niitzliches Lemma vorweg.

Lemma 6.10. Fir eine ganze Funktion f: C — C sind dquivalent:
(i) f hat keine Nullstellen, d.h. f(C) C C*.
(ii) Es existiert eine holomorphe Funktion h: C — C mit f = e".

Beweis. Es ist klar, dass (i) aus (ii) folgt. Um die Umkehrung zu beweisen, nehmen wir

an, dass die ganze Funktion f keine Nullstellen besitzt. Dann ist I’ ebenfalls eine ganze
Funktion und besitzt wegen des einfachen Zusammenhangs von C eine Stammfunktion h
([ETI, Folg. 4.10]). Da wir zu h eine beliebige Konstante addieren diirfen, kénnen wir
M0 = £(0) annehmen. Fiir die Funktion F := fe~" erhalten wir dann F(0) = 1 und

F/ !
—==-N=0.
Foof
Also ist F' =1 und somit f = e”. O

Satz 6.11. (Mehrdeutigkeit ganzer Funktionen zu gegebenen Nullstellen) Fir zwei ganze
Funktionen f1, fo: C — C sind dquivalent:

(i) f1 und fo besitzen die gleichen Nullstellen mit den gleichen Vielfachheiten.
(ii) Es eristiert eine holomorphe Funktion h: C — C mit fo = fieh.

Beweis. (i) ist dquivalent dazu, dass die meromorphe Funktion f := % holomorph ist (nach

Elimination der hebbaren Singularititen) und keine Nullstellen besitzt. Die Behauptung
folgt daher sofort aus Lemma [6.10 O

Bemerkung 6.12. Die Mehrdeutigkeit bei Weierstrafl-Produkten (Satz ist durch einen
multiplikativen Faktor gegeben. Bei dem Satz von Mittag—Leffler ist die Mehrdeutigkeit
additiv (Aufgabe [5.4)), aber in beiden Fillen ist sie durch den Raum Hol(C,C) der ganzen
Funktion beschrieben.

Wir diskutieren nun ein wichtiges Beispiel einer Produktentwicklung: die Sinusfunktion.

Satz 6.13. (Produktentwicklung der Sinusfunktion) Die Sinusfunktion besitzt die lokal gleich-
mafige Produktentwicklung

sin(mz) = Wzﬁ (1 - TZL—Z) :ﬂzﬁ (1 - %) <1+ %)

Beweis. Fiir a, :=n und m,, = 2 konvergiert die Reihe

2 200 1
> () =i
=

|an|>2r
so dass - - -
f(z):= WZHEQ(g) HEQ(E> :wzH (1— ﬁ>ez/" (37)
n>0 n<0 n#0



eine ganze Funktion mit einfachen Nullstellen in Z definiert (Theorem. Wegen e*/™e=#/™ =

1 haben wir dann sogar
[ee]
z z
e 1(-9)0+2)
2) 7727};[1 ( - + -

Wir zeigen nun, dass diese Funktion mit sin(7z) {ibereinstimmt. Mit Satz und
erhalten wir fiir die logarithmische Ableitunge von f auf C\ Z:

FO= 1T () = S ()

n

Andererseits erhalten wir mit der Partialbruchentwicklung der Kotangensfunktion (Satz

und (7
o1 1
7=z *ngo (;

Aus der Gleichheit der logarithmischen Ableitungen folgt nun die Existenz einer Konstanten
¢ > 0 mit

N l) * 7 cot(mz) = 71_C(')s(7r,z) _ d%.sin(ﬂ'z)
n sin(mz) sin(mz)

f(z) = csin(nz)
(Aufgabe . Da die Funktion f(z) := f;z) in 0 eine hebbare Singularitdt mit dem Wert
f(0) = 1 besitzt, erhalten wir

tim L) _ f(0)=1=lim

z—0 T2 z—0 mZ

sin(7z)

ist ¢ = 1. Fir das linke Gleichheitszeichen haben wir die Vertauschbarkeit des Grenzwerts
mit dem unendlichen Produkt verwendet, die aus dem Satz[3.14]iiber die normale Konvergenz
folgt. O

Bemerkung 6.14. (Die Wallissche Produktdarstellung von 7) Aus der Produktentwicklung

der Sinusfunktion lisst sich insbesondere eine Produktentwicklung von 7 ableiten. Fiir z = 1

2
erhalten wir
™ T 4n? —1
1—5111 51;[( 4n2):§H 4n?

und damit

W—2ﬁ ﬁ 2n - 2n _5. 22
RS P 2n-1)2n+1) 1

[N}
>~
I
(=)
D

w
ot
ot
N

Bemerkung 6.15. (Eulers Zugang zur Produktdartstellung der Sinusfunktion)
Aus e® = lim,, 0o (1 + 2/n)™ (vgl. Beispiel [3.15]) erhalten wir

sinh(z) ~ lim (I+z/n)"—(1- z/n)”

z n—00 2z

Wir betrachten nun die Polynome

(I+2z/n)" —(1—2z/n)"
2z

qn(z) =
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Fiir n = 2p 4 1 haben wir fiir z € C die Identitét

S
|
—

P
M1 = (Z _ 1) ( e27rilc/n _ Z _ 1 H 27rzk/n Z 6727rik/n)

(22 — 2cos (#)z—i— 1).

Fiir w # 0, erhalten wir hieraus durch Einsetzen von z/w und anschlieSender Multiplikation

mit w™: .
2k
2t —w" = (z —w) H <z2 —2cos (L)zw—&—wz).
n
k=1

>
Il
=

=

=(z-1)

>~
Il
-

Setzen wir (z,w) = (14 z/n,1 — z/n), so kénnen wir das Polynom ¢,, wie folgt faktorisieren

12
22

W

ﬁ ( 1+ 2/n)? —2cos (?)(1 +2z/n)(1—2z/n)+ (1 — z/n)g)

k=1

(+2) ()0 2)
(

3\“@
— =

b
I
—

fn<1m4 )+ (1o (2)) )
E T (e (28) T (14 11220 2,

Aus der Binomischen Formel ergibt sich sofort ¢,(0) = 1 und damit

T (5)) =

k=1
Damit erhalten wir . ok
1 +cos( r ) 22
wmz) =]] (Hﬁ ' 7)~
k=1 —cos () n

Damit wir hier einen Grenziibergang fiir p — oo bzw. n — oo rechtfertigen kénnen, zeigen
wir zuerst, dass ein C' > 0 existiert, so dass

1 1+cos(2”k) C ..
Pl mgﬁ fir 1<k<p bzw. 2k<n=2p—+1

gilt. Mit

erhalten wir
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2 _ 1
T 2mla”

und damit gilt die gewiinschte Ungleichung fiir C' := ;

= Damit hat jedes Polynom
qn die Struktur

Ol Clz|?
g = [[00+ a™)  mit  |a(2) < 5
k=1

Also ist die Reihe ), aEC"] auf C lokal normal konvergent. Wir erhalten daher fiir

1+cos (k) 52 2 22
ak(2) = i e (2) = 00 TS (B wE T kRt ke

mit Satz [6.6] auf C die Grenzfunktion

SILE) _ iy gu(e) = [[a+a)=]] (1 * 7;22)'

z n—oo
k=1 k=1

Hieraus ergibt sich insbesondere

2

sin(rz)  sinh(irz) _ ﬁ ( z )

Tz 1Tz
k=1

Aufgaben zu Kapitel [6]

Aufgabe 6.1. Sei U C C* ein Gebiet und 1 € U sowie L: U — C eine Logarithmus-Funktion mit
L(1) = 0. Weiter sei U; C U ein Teilgebiet mit 1 € U; und

U,-U; CU, dh zweU fir z,weU;.

Zeigen Sie
L(zw) = L(z) + L(w) fir alle z,w € U;.

Aufgabe 6.2. (Mehrdeutigkeit der Losungen logarithmischer Ableitungen) Sei Q C C ein Gebiet
und fi, fo: © — C* holomorph mit
h_f2
i o
Dann existiert ein ¢ > 0 mit fo =c- fi.
Aufgabe 6.3. Finden Sie eine auf ganz C lokal gleichméfig konvergente Produktdarstellung der

Kosinusfunktion cos(z).
Hinweis: sin(2z) = 2sin(z) cos(z).

Aufgabe 6.4. Sei f: C — C eine ganze Funktion und n € N. Zeigen Sie: Eine ganze Funktion
g: C — C mit g" = f existiert genau dann, wenn alle Ordnungen ord(f, z), z € C, durch n teilbar
sind.

Hinweis: Satz

Aufgabe 6.5. (Hauptideale im Ring der ganzen Funktionen) Wir betrachten den Ring R := Hol(C)
der ganzen Funktionen. Zeigen Sie:
(a) Die Einheitengruppe ist R* = Hol(C,C*) = {e/: f € R}.

(b) Fiir zwei Elemente f,g € R existiert genau dann eine Einheit A mit g = fh, wenn ord(f, z) =
ord(g, z) fur alle z € C gilt.

(¢) Fiir das von f erzeuge Hauptideal (f) := Rf gilt
(f) ={g € R: (¥ €C) ord(g,2) > ord(f, )}.
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(d) (9) C(f) <= (Vz € C) ord(f,z) < ord(g, z).

Aufgabe 6.6. Sei g eine auf C meromorphe Funktion. Zeigen Sie, dass eine auf C meromorphe
Funktion f mit g = fTI genau dann existiert, wenn g keine Polstellen der Ordnung > 2 besitzt und
alle Residuen von g ganzzahlig sind.

Hinweis: Beweis von Satz [2.10] fiir eine Richtung; fiir die andere betrachte man einen Ansatz f =
ffy 15, wobei fi ,2 mit dem Weierstra3schen Produktsatz so konstruiert ist, dass die Nullstellen
von fi die positiven Residuen liefern und die Nullstellen von fo die negativen.

Aufgabe 6.7. Seien f, g € Hol(C) ganze Funktionen ohne gemeinsame Nullstellen. Zeigen Sie, dass
ganze Funktionen A, B existieren, so dass Af + Bg = 1 gilt.
Hinweis: Finde mit dem Satz von Mittag—Leffler eine meromorphe Funktion M deren Hauptteile zu

den Nullstellen z,, von g mit den Hauptteilen von ﬁ iibereinstimmen und setze A := Mg.

Aufgabe 6.8. (ggT ganzer Funktionen) Seien f, g € Hol(C) ganze Funktionen. Zeigen Sie:

(a) Es existiert eine ganze Funktion h und ganze Funktionen f1, g1 mit f = fih und g = g1k, so
dass f1 und g1 keine gemeinsamen Nullstellen besitzen.

(b) Es existieren ganze Funktionen A, B mit h = Af + Bg.

Aufgabe 6.9. (Endlich erzeugte Ideale ganzer Funktionen sind Hauptideale) Seien fi, ..., fm ganze
Funktionen und J := ;”:1 fiR das von den f; im Ring R := Hol(C) der ganzen Funktionen erzeugte
Ideal. Zeigen Sie, dass eine ganze Funktion h € R mit J = hR existiert.

Hinweis: Fiir m = 2 verwende man Aufgabe

Aufgabe 6.10. Seien h, ganze Funktionen mit der Nullstellenmenge {n,n + 1,...} und einfachen
Nullstellen. Zeigen Sie: Fir die von den h, im Ring R = Hol(C) erzeugten Hauptideale gilt dann
(hn) C (hn+1) (echte Inklusionen). Schliefen Sie daraus, dass es in R echte Ideale gibt, die nicht
endlich erzeugt sind.

Aufgabe 6.11. Sei (an)nen eine Folge komplexer Zahlen. Zeigen Sie: lim,_, o an = 0o genau dann,
wenn die Menge {a,: n € N} in C diskret ist und jede Zahl hochstens endlich oft in der Folge
vorkommt.

7 Die Riemannsche Zeta-Funktion

Die Riemannsche Zeta-Funktion
=1
(:Q:={2€C: Rez>1} > C, ((2) ;:Z;
n=1

ist uns auf der Halbebene Re z > 1 aus Aufgabe bekannt, in der gezeigt wurde, dass die
¢-Reihe auf diesem Gebiet lokal gleichméf8ig konvergiert.

Zunéchst tritt diese Funktion mit der Frage nach den Werten ((m) = > 7, ﬁ fiir
natiirliche Zahlen m > 1 auf. In Satz habe wir gesehen, wie Euler bereits vor fast
300 Jahren die Werte der Zeta-Funktion in geraden Zahlen explizit berechnen konnte. Die
Hauptbedeutung der Zeta-Funktion liegt allerding in ihrer Beziehung zur Menge

P={2,3,5711,...} = {p1,p2,p3, ...}

der Primzahlen und ihrer Verteilung als Teilmenge von N. Der Bezug zu Primzahlen ist aus
der Definition nicht unmittelbar ersichtlich, ergibt sich aber sofort aus der Beschreibung der
Funktion als unendliches Produkt.
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Satz 7.1. (Produktentwicklung der Zeta-Funktion; Euler 1737) AufQ besitzt die Riemannsche
Zeta-Funktion die lokal gleichmafig konvergente Entwicklung als Euler-Produkt

s 1 1
()=]] —== —. (38)
Pl 2 pEIP’l_p

Insbesondere besitzt ¢ in Q) keine Nullstelle.

Beweis. Die geometrische Reihe liefert uns fiir jedes p € P und Re z > 0 die lokal gleichmaf8ig
konvergente Reihenentwicklung

1 _ i 1 da |p—z‘:€—Rez‘logp:p—Rez<1
1_p—z = pmz

Fiir jede endliche Teilmenge Sy = {p1,...,pn} C P erhalten wir mit dem Cauchy-Produktsatz
aus der lokal gleichméfiigen Konvergenz der Reihen

1 — 1 S 1
== 2m=2 X g

PESN pESN m=0 m=0mi+...+mny=m Py pN

Fir Rez > 1 konvergiert die rechte Seite punktweise fir N — oo gegen ((z), da die
definierende Reihe von ((z) absolut konvergiert und die Primfaktorzerlegung natiirlicher
Zahlen eindeutig ist. Daher konvergiert auch die linke Seite gegen ((z) und wir erhalten
S0 .

Dass dieses Produkt auf € lokal gleichméfig konvergiert, folgt aus der lokal gleichméfligen
Konvergenz des unendlichen Produkts [[ _p1 — p~*, die wir wiederum aus der lokal gleich-
méaBigen Konvergenz der Reihe

Z\P7Z| < Z In™*%| = ZniR” <oo fir zeQ

peP neN neN

peP

erhalten (Satz . Die Produktdarstellung der Zeta-Funktion zeigt insbesondere, dass sie
in  keine Nullstelle besitzt. U

Die Anwendungen der Zeta-Funktion auf die Verteilung der Primzahlen basieren ganz
wesentlich auf der Existenz einer meromorphen Fortsetzung auf die ganze komplexe Ebene.
Ein typisches Resultat, das sich so erhalten lasst, ist der Primzahlsatz von J. Hadamard und
C. de la Vallée-Poussin:

Theorem 7.2. (Primzahlsatz) Sei w(z) :=|{p € P: p < z}| fir x € Ry. Dann gilt

Die Funktion m besitzt also fiir x — oo die gleiche Asymptotik wie die Funktion ﬁ

Der Primzahlsatz besagt insbesondere, dass die relative Dichte @ der Primzahlen in den
Intervallen [0, z] sich asymptotisch wie 101 — verhalt. Interpretiert man logn als die Anzahl
der Stellen, die notwendig sind um n als Dezimalzahl darzustellen, so ergibt sich, dass die
Haufigkeit der Primzahlen in {1,...,n} asymptotisch proportional ist zum Kehrwert der
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Anzahl von Stellen, die zur Dezimaldarstellung von n benétigt werden. Fiir Beweise des
Primzahlsatzes verweisen wir auf [BE06, §VII.4-6] oder [Ru73|.

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die Existenz der meromorphen Fortsetzung der Zeta-
Funktion zu beweisen und ihre Funktionalgleichung herzuleiten sowie die Werte ((—n), n €
Ny, explizit zu berechnen.

7.1 Die Gamma-Funktion

Der Schliissel zur meromorphen Fortsetzung der Zeta-Funktion und ihrer Funktionalgleichung
ist die Eulersche Gamma-Funktion.
Wir suchen eine meromorphe Funktion f auf C mit

f(n+1)=n! fir ne N,

Natiirlich wird man zusétzliche Annahmen machen miissen, um eine solche Funktion ein-
deutig zu machen. Da mit f(z + 1) auch die Funktion zf(z) die entsprechende Relation
erfiillt, liegt es nahe anzunehmen, dass f die folgende Funktionalgleichung erfiillt:

fz+1)=z2f(2) und f(1)=1. (39)
Mehrfaches Anwenden der Funktionalgleichung fithrt zu
Fe4n) = (z+n—1)-(z+1)zf(2).

Fir z — 1 — n erhalten wir mit m := n — 1 den Grenzwert

. - f() _ o
A JEEEm = Ty T

Hieraus schlieen wir, dass f an den Stellen —m, m € Ny, einen einfachen Pol mit

Res_pm(f) = (=" (40)

m!

besitzt.
Daher liegt es nahe, mit dem Weierstrafischen Produktsatz die Funktion g := % zu kon-
struieren. Wir machen hierzu den Ansatz

g(z) = M=), ﬁ (1 + Z)e*'z/k, (41)
k=1

wobei h zunéchst irgendeine ganze Funktion sein soll. Dass das Weierstra-Produkt auf der
rechten Seite lokal gleichméfig konvergiert, haben wir schon am Anfang des Beweises von
Satz iiber die Produktentwicklung der Sinusfunktion gesehen. Die Funktionalgleichung
von f entspricht der Funktionalgleichung

2zg(z+1)=g(2) und g(1)=1. (42)

Um zu sehen, welche Bedingungen wir an h stellen miissen, schreiben wir g als Grenzwert
gn — g flr

n

gn(2) = eM?) 2 H (1 + %)efz/k = %exp (h(z) - zi ) -z ﬁ(er k).

k=1 k=1 k=1

T =
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Aus der Analysis I wissen wir, dass der Grenzwert

o= nllngo(i%) —logn = 0,5772...

existiert ] Man nennt die Zahl v die Euler-Mascheronische Konstante. Verwenden wir diese
Zahl in der Darstellung von g, so ergibt sich

zg(z+1) — lim zgn(z 4+ 1)
9(2) n=oo gn(2)

"1

= nli_}néoexp (h(z +1)—h(z) — Z %)(z +1+mn)
k=1
1 z+1

= lim exp (h(z+1)—h(z)— Y —+logn)(1+

[ L) (122

= exp(h(z +1) = h(z) = 7).

Mit dem Ansatz h(z) := 7z erhalten wir also die Funktionalgleichung . Dies fithrt uns
auf die folgende Definition:

Definition 7.3. (Eulersche Gamma-Funktion) Die auf C meromorphe Funktion

(I

heifit Gamma-Funktion.

Wir erhalten insbesondere

r) :e—wnlggoﬁ(lﬁ)lelm — i (T 25 o (144 2 20)

1
n exp(1+-~~+f—'y—logn>:1.
1 n

n—oo 1 +

1 1
= lim exp(1+'~-—|———7>:lim
1 n

n—oo N +

Aus unserer Konstruktion folgt, dass g = % eine ganze Funktion mit einfachen Nullstellen in

—Nj ist. Entsprechend ist I' eine meromorphe Funktion ohne Nullstellen und mit einfachen
Polen in —Nj. Da die Gamma-Funktion der Funktionalgleichung

M(z+1)=2I'(2) und T(1)=1

gentigt, gilt insbesondere
P(n+1)=n! fir neN,

8 Man zeigt, dass die Folge a,, := > b1 % — logn > 0 und monoton fallend ist. Hierbei folgt a,, > 0 aus

n+1 dz

Z 1 > / — =log(n + 1) > log(n)
=1 k 1 xT

und die Monotonie aus

1 ntlg 1
an — ant1 = log(n + 1) — log(n) — 1 / @ >0.
n
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Fir die Residuen erhalten wir mit

=™

m!

Res_,,(T) = fir m e Np.

Wir stellen nun eine Verbindung zur Sinusfunktion her. Hierzu betrachten wir noch einmal
die ganze Funktion g(z) = ﬁ Aus ihrer Produktentwicklung erhalten wir mit Satz

und 252 = g(1 — 2) (siehe ([@2))

g(2)g(1 = 2) . g( )g( " ZH ( ) _ sin(mz)

S = T

und daher die Relation

Fir z = % ergibt sich sofort

und damit induktiv

1-3-5---(2n—1)
2n

L(n+3)= Vm o fir  neNg. (44)

Wir formen nun die Partialprodukte von I' noch etwas um:

e—fyz HZ:l GZ/k
ZHZ 1 (1 + é)
n!

:eXP(Z< 7+Z )) (z+1)- (Z+”)

P (Z< V+Z § o8 )) z(z + 17)lzn'(z+n)

Hieraus ergibt sich die Gaufiche Produktformel:

Tn(z) :=

) n*n!

Aus dieser Formel lasst sich eine Integraldarstellung der komplexen Gamma-Funktion ableiten,
da sich die rechts auftretenden Produkte als Integrale ausdriicken lassen. In der Tat erhalten
wir fiir > 0 durch wiederholte partielle Integration

/On (1 - %)ntf—l dt = % On (1 - %)n*ltm dt = m /On (1 - %)Mt”l dt

n! "
== o=l gt
n”~x(x+1)~~(1’+n71)/0
nlp®+n
S ntez(z+ 1) (z+n—1)(z+n)
nln®

zx+1) - (x+n—1)(x+n)
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Nun ergibt sich mit der Gaufischen Produktformel

n t\n
I(z) = lim (1 - 7) t*~tdt  fir = >0. (46)
0

n— 00 n

Wir rechtfertigen nun die Vertauschung des Grenziibergangs mit der Integration. Der Inte-
grand auf [0, c0) ist die Funktion

Fal®) = xp0.m (1) (1 - %)nt“1

und es gilt fiir ¢ > 0:
lim f,(t) = e * 1.

n—oo
Wegen
t
0<1—=—<e¥" fir t<n
n
ist

falt) <e "' fir neNt>0.

Da die Majorante e **~! fiir x > 0 integrierbar ist, erhalten wir aus dem Lebesgueschen
Satz iiber die majorisierte Konvergenz und die Integralformel, die oft zur Definition der
Gamma-Funktion verwendet wird:

I'(x) :/ et tat  fir x>0, (47)
0
Um die Integraldarstellung der Gamma-Funktion auf der komplexen rechten Halbebene

zu zeigen, ist das folgende Lemma ein niitzliches Werkzeug.

Lemma 7.4. Sei (X,8,u) ein o-endlicher Mafraum und Q@ C C offen. Weiter sei
F: X xQ — C eine Funktion und es gelte:

(a) alle Funktionen F, := F(x,-) sind holomorph.

(b) fiir jedes z € Q existiert eine integrable Funktion g: X — Ry und eine Umngebung U
von z in £, so dass

|F(z,2)| < g(z) fir (x,2)eXxU

gilt. Dann ist die Funktion
FO5C ()= [ Pl dula)
X

holomorph.

Beweis. Zuerst beobachten wir, dass die Existenz der Integrale aus (b) folgt, also ist f
definiert. Ist z, — z eine konvergente Folge, so erhalten wir aus (b) und Lebesgues Satz iiber
die majorisierte Konvergenz sofort

lim f(z,) = lim F(x, z,) du(z) < / lim F(z,z,)du(x) :/XF(I,Z) du(z) = f(2).
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Also ist f stetig.

Da die Holomorphie eine lokale Eigenschaft ist, diirfen wir annehmen, dass Q = K, (p)
eine offene Kreisscheibe ist. Da Ableitungen holomorpher Funktion holomorph sind ([ET1]
Satz 4.15]), reicht es aus zu zeigen, dass f eine Stammfunktion besitzt. Da f stetig ist,
reicht es wegen [FT1l Satz 3.20] zu zeigen, dass fiir alle geschlossenen Integrationswege
v: [a,b] = K, (p) das Kurvenintegral f,y f(2) dz verschwindet. Da v([a,b]) C Q kompakt ist,

existiert wegen (b) eine integrable Funktion ¢g: X — R mit
|F(z,v(t))] < g(z) firalle ze€X,t€]a,b].

Da {7'(t): t € [a,b]} ebenfalls beschrankt ist, erhalten wir mit dem Satz von Fubini

/ dz-// (z,2) du(zx dz-/ /Fx’y "(t) du(z ))dt
A / P07 (0 d) duo) = [ / Fla,2)dz) dp(z) = 0,

—_———
=0

denn fir alle z € X folgt f,y F(z,z)dz = 0 aus der Holomorphie der Funktion F(z,-) und
dem einfachen Zusammenhang von K,.(p). O

Satz 7.5. (Integraldarstellung der Gamma-Funktion) Fir Rez > 0 gilt

o0
I'(z) :/ e 71 dt.
0
Beweis. Fir Q := {z € C: Rez > 0} betrachten wir auf (0, 00) x Q die Funktion
F(t,z) :=e 't*7! = e tez—Dlogt

Dann sind alle Funktionen F'(¢,-) holomorph. Ist K C Q kompakt, so existieren a,b > 0 mit
a < Rez < b fiir alle z € K. Dann erhalten wir fiir z € K und z = Re z € [a, b]

|F(t,z)| = e t* L <e ' = g(t) fir t>1

und

|F(t,2)| =e " <e ™7 =i g(t) fir t<1.
Dann ist

[es) 1 o]
/ g(t)dt = / et dt —|—/ e "t dt < 0.
0 0 1
Aus Lemma [7.4] folgt daher die Holomorphie der Funktion F(z) := [;° e~ 't*~1 dt auf Q.
Wegen G.b stimmt F' auf dem Intervall (0, c0) mit I’ ubereln so dass der Identitéatssatz

schliefllich F' =T liefert. O

Wir schliefen unsere Diskussion der Gamma-Funktion mit der folgenden Verdopplungs-
formel, die wir fiir die Funktionalgleichung der Zeta-Funktion bendtigen.

Satz 7.6. (Legendresche Verdopplungsformel) Fir z ¢ {0,—1,—1,—3,...} gilt die Ver-
dopplungsformel

r()r(z + %) (48)



Beweis. WegenT'(1) =T'(2) = 1und I'(2) = /7 > 0 existiert ein 7 > 0, so dass ReI'(z) > 0,
Rel'(z + ) > 0 und ReI'(2z) > 0 fiir alle z € K,(1) gilt. Insbesondere sind dann logI'(z),
logT'(z + ) und logI'(2z) definiert.

Im folgenden sei also z € K,.(1). Aufgabe [7.1] liefert

d CdTI'(2) 1
22 08T ) = 5y = k; (z + k)2

Mit log(ab) = log(a)+log(b) fiir Rea, Reb > 0 (Aufgabe[6.1]) erhalten wir daher fiir z € K, (1)

2

;; log(F(Z)F(z—&—;)):i(z_:k)z—l-i !

prt =+ i+k)?
> 4 > 4
= +
;;o (22 + 2k)? kzzo (22 + 2k +1)°
> 4 d?
= Z (CFH =3 logT'(2z).

b
Il

0
Daher ist
log (F(z)F(z + %)) —logT'(22)

auf K,.(1) eine lineare Funktion, also ergibt sich die folgende Identitét meromorpher Funktion
aus dem Identitatssatz ([F'I1, Satz 5.14]):

NCINCEE) B

T'(22) fir Konstanten a,b € C.

Einsetzen von 2z =1 und z = % fihrt zu

%W:F<g)=€b+a und le"(%):eﬂ%.

Hieraus folgt e* = } und e” = 2\/7, woraus folgt. O

7.2 Meromorphe Fortsetzung der Zeta-Funktion

In diesem Abschnitt leiten wir die meromorphe Fortsetzung der Riemannschen Zeta-Funktion
her. Hierbei folgen wir in groben Ziigen der Darstellung in S. Langs Buch [La99, §XV .4].

Wir beginnen hierzu mit der Integraldarstellung der Gamma-Funktion, die wir durch die
Transformation ¢’ = (n + 1)t umschreiben

< dt [ dt
p(s):/ e*tﬁTZ/ e+ 1) fir Res >0, (49)
0 0

Nach Division durch (n 4 1)® erhalten wir so fiir Res > 1

= I'(s) = /00 —(n+1)t dt /oo - —(n+1)t dt
r =) — = nttys ntt) s 22
O =2 Gy = 2, 7= (noe )

n=0
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Bei der letzten Gleichheit haben wir die absolute Konvergenz ders Integrale und der Reihe
sowie den Satz von Fubini fiir die Vertauschung der beiden Grenziibergénge verwendet. Mit
der Formel fiir die geometrischen Reihe ergibt sich

i —t

—t,—nt _ €
Z € e T 1 et
n=0
Mit der meromorphen Funktion
. 1
Glz)i=——— =

1—e % e —1

erhalten wir so die Formel

L(s)C(s) = /000 G(t)ts% = /OOO ©odt fir Res>1. (50)

Fir die Funktion

F(z) = —G(-2)

6271:

betrachten wir nun das sogenannte Hankel-[ntegmlﬂ

H(s) = /C )=,

wobei die Kontur C' zusammengesetzt ist aus den Kurven (—oo, —¢), einem geschlossenen
positiv orientierten Kreisbogen K., der 0K, (0) parametrisiert und der Halbachse von —e bis
—o0; symbolisch haben wir also:

IRV Ty B

5 = |£L‘|S€7Tis
%

—_—

5 = |x|s€—ﬂ'is

9Hermann Hankel (1839-1873) war ein deutscher Mathematiker; Student von Mébius, Riemann, Weier-
strafl und Kronecker. Nach ihm benannt sind insbesondere die Hankel-Operatoren und Hankel-Matrizen.
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Hierbei hat man fiir das erste Integral fiir 2° = e%1°8% den Grenzwert

= |z[fe™*™ = lim (v —ig)*

e—0+

von unten zu verwenden und fiir das dritte Integral den Grenzwert

2 = |z|*e*™ = lim (x +ig)®
e—0+
von oben. Insbesondere heben sich dadurch die beiden Integrale nicht auf. Die Existenz
der uneigentlichen Integrale folgt aus dem schnellen Abfall der Exponentialfunktion auf der
negativen reellen Achse, der insbesondere ein Anwenden von Lemma erlaubt, so dass H
eine ganze Funktion ist.
Die Unabhéngigkeit des Integrals von e folgt durch einen Grenziibergang aus dem Cauchyschen

Integralsatz. Konkret haben wir

[T e d d [T e d
H(s) = e*m/ R I +]{ F(z)2" 2% + 657”/ C jap
o € —1 z ‘ |_E z . e*—1 z

—smi s - e’ s dZ
= (e >/ Sy S O

|z|=¢ o

d d
= —2isin(7s) / |‘S—x —|—% F(z)zs—z
—1 X |z|=¢ z

d
= —2jsin(ms) f F(z)zs—z
x |z|=¢ z
. e ® sd <dz
= —2’LSII1(7TS)/ — |z | g F(2)z°—
€ 1- |z|=¢ z
. > dx dz
= —2isin(ms) G(z)|z]*— + F(z)z*—
€ x |z|=¢ z

]{ F(z)zsﬁ:/ F(ee™)ede™ i dt
|z|=¢

Z —T

erhalten wir die Abschétzung

d
‘ 2)z° et < 27 sup |F(z)| - eResemmsl,

|z|=¢ z |z|=¢

Da F in 0 einen einfachen Pol besitzt, fithrt dies fiir Res > 1 zu

Mit erhalten wir
H(s)=—-2i Sin(’/TS)/ G(x)xsd—x = —2isin(ws)'(s)((s) fiir Res> 1. (51)
0 x

Wegen G(z) ~ % fiir kleine positive z, folgt die Existenz des Integrals in auch direkt
aus der Endlichkeit es Integrals fol z®dzx fir a > —1. Stellen wir um, so erhalten wir:

60



Satz 7.7. (Meromorphe Fortsetzung der Zeta-Funktion) Durch

H(s)T'(1—s)
2w

((s) = - (52)

erhalten wir eine meromorphe Fortsetzung der Zeta-Funktion auf C, die nur in so = 1 einen
einfachen Pol besitzt.

Beweis. Aus haben wir
T

raa-s)’
woraus sich die Formel fiir {(s) mit (51)) ergibt. Da H eine ganze Funktion ist und I' mero-
morph, folgt die Existenz der meromorphen Fortsetzung der Zeta-Funktion.

Da I'(1—s) einfache Pole in allen s € N besitzt, hat ((s) hochstens dort Pole, die maximal
die Ordnung 1 haben kénnen. Aus der Definition von ¢ durch die Reihendarstellung folgt
aber, dass in {2, 3, ...} keine Pole vorliegen. Wegen

sin(ms)T'(s) =

: Ry
Jm G =lim > S=> p=o0
k=1 k=1
(monotone Konvergenz) liegt in 1 eine Polstelle vor. O

Da die meromorphe Fortsetzung der Zeta-Funktion in den negativen ganzen Zahlen definiert
ist, mochten wir auch dort ihre Werte berechnen.

Satz 7.8. Firn € N ist

((1=n) =—(n—1)!Res (%) fir F(z)= e _ 1

e#—1 1—e=

Konkret haben wir ) B
C(O):—§:Bl und ((1—n):—7n,

wobei (By)nen, die Bernoullizahlen sind, also 2 = 3 pe, 2Lk gilt.

Beweis. Ist n € N, so ist der Integrand des Hankelintegrals

H(l—n)= /CF(z)zfndz

eine meromorphe Funktion mit Polen in 27iZ, so dass sich die Integrale tiber die negative
Halbachse gegeneinander aufheben. Es bleibt

H(1—n)=2miResy (%)

und damit folgt aus

H(1—n)T'(n)
2mi

= —(n—1)!Resp (%)

Um dieses Residuum zu berechnen, erinnern wir uns an

(I=n)=-

o ez - ]. o OOBk k—1
F(z)fez_171+ez_171+;)ﬁz
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(Definition [5.8). Aus B; = —1/2 erhalten wir daher

€(0) = ~ Reso(F(2)/2) = ~(1+ Ba) = —,

und fiir n > 1 erhalten wir
Bn _ _Bn
“nl n

Bemerkung 7.9. (a) Aus Satz[7.§| folgt insbesondere

((L=n)=—(n-1)

C(—2k)=0 fir keN.

Man spricht hier von den trivialen Nullstellen der Zeta-Funktion.
(b) Bei Euler findet man die Relation

= B

Dkt =((-n) = —n”ﬁ neN,

k=1
die zunéchst unsinnig aussieht, da die Reihe auf der linken Seite nicht konvergiert. Versteht
man diesen Ausdruck allerdings im Sinne der analytischen Fortsetzung der Zeta-Funktion,
so ergibt sich die Aussage aus Satz [7.8]

Um die Funktionalgleichung der Zeta-Funktion zu finden, benGtigen wir eine etwas ex-
plizitere Form der Hankel-Funktion H.

Satz 7.10. Fir Res <0 ist
H(s) = —(2m)°2isin(ms/2)((1 — s).

Beweis. Sei0 < e <1, m € Nund D, ein polygonaler geschlossener Weg, der in C sukzessive
die Punkte
—,2m+ - {-1,-14¢14+¢1—i,—-1—1i,—1},—¢

durchlauft und danach 9K (0) im mathematisch positiven Sinn. Neben dem Anteil C. von C,
der innerhalb des Quadrats @, um 0 der halben Seitenlédnge (2m + 1)7 liegt, umfasst D,,
also den im Uhrzeigersinn durchlaufenen Rand dieses Quadrats.

2(m + 1)mi
OQm
—2(m+ n| ;;A_E
— 2(m + 1)m
-2(m + 1)mi
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Sei
R, := Resorin(F(2)2°71)  fiir  0<|n| <m.

Dann ist nach dem Residuensatz
d
/ P> % =2 Y R, (53)
D z
m 0<|n|<m

denn die Umlaufzahl ist fiir alle Pole —1. Fiir n > 1 zeigen wir

R, = —i(2mn)* 'e™/2  und  R_, =i(2wn)* e /2, (54)
Fiir n > 0 folgt dies aus
) s—1\ _ . z —2min z,8—1
Resonin(F(2)2°7) = z—lggrlm 1 ¢F
1 , ,
= eQ‘mn(Qﬂ_ni)s—l _ (27Tni)8_1 _ (27TTL)S_16”T(S_1)/2
e TN

und R_,, wird analog berechnet.

Wir zeigen nun

d
lim F(z)zs—z =0 fir Res<D0.

m— o0 an zZ

Hierzu schreiben wir z = z + iy und F(z) = 1+ 5. Wir zeigen zuerst, dass wir fiir |F(2)]
auf 0Q),,, eine von m unabhéngige Schranke haben. Auf den vertikalen Quadratseiten haben
wir

|ez—1|2\ew—l|21—e*”2%
und auf den horizontalen Seiten ergibt sich aus y = +(2m + 1)7 die Abschitzung
e* —1]|=|—-€e"—=1]=14+¢e"> 1.
Wir haben also |F(z)| < 3 fiir 2 € 9Q,,,. Weiter haben wir fiir z = re? € 0Q,,
2571 = pRes—1|e(s=D)if| < OypRes—1

wobei die Konstante C' nicht von m abhingt. Damit erhalten wir

‘ / F(2)z*1 dz‘ <8(2m+1)7-3-CmP**~1 -0 fir m — oo,Res < 0.
0Qm —

Bogenlange
Damit ergibt sich
d d
H(s) = / F(2)*2= L lim F()»Z 9 oni 3R,
c z m—oo Jp z

Durch Summation der Residuen ergibt sich schliefSlich fiir Res < 0 aus

H(s) = — 23 Z _Z'(Qﬂ.n)s—lewis/Q + Z-(Qﬂ_n)s—le—m‘s/Q

n=1
_ —(27‘[‘)5 i nsfl(eﬂis/2 _ e*’n”L‘S/Q)
n=1
= —(27)%2isin(mws/2)¢(1 — s). O
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Hieraus lasst sich die Funktionalgleichung der Zeta-Funktion ableiten:
Theorem 7.11. (Riemann)

) = ey -9 2 gy

Beweis. Fiir Res < 0 folgt diese Formel aus Satz[7.7| und Satz tiber

_ H(s)I(1—-s) T'(1-s)
S(s) = ori | 2mi
und damit durch den Identitétssatz ([E'I'll Satz 5.14]) auf ganz C. O

(2m)°2isin(ms/2)¢(1 — s)

Der folgende Satz bringt die Funktionalgleichung der Zeta-Funktion in eine symmetrischere
Form:

Satz 7.12. (Riemann) Die Funktion
§(s) == s(s — 1)m~*/*T(s/2)¢(s)
ist auf C holomorph und punktsymmetrisch beziiglich so = 1:
s)=¢(—s) fir seC. (55)

Diese Funktion ist so konstruiert, dass die Polstellen des I'-Faktors in —2Ny von dem
Faktor s(s—1)((s) kompensiert werden. Man sieht auch sofort ein, dass £ auf R\ (0, 1) keine
Nullstelle besitzt.

Beweis. Der Faktor s(s — 1) ist invariant unter der Punktspiegelung s — 1 — s. Dass der
iibrige Teil ebenfalls invariant ist, reduziert sich auf die Gleichung

7=*20(s/2)((s) = 7 ~VP0((1 - 5)/2)¢(1 - 9),
die sich mit Theorem und durch Kiirzen von (1 — s) umformen lésst zu

<sin(mrs/2)

77°/2D(s/2)0(1 — s)(2n) = 7(=V/2P((1 - 5)/2).

Weiteres Vereinfachen fithrt zu

['(s/2)T(1 — 5)2°sin(ms/2) = /7L((1 — s)/2). (56)
Aus gewinnen wir die Relation

= sin(ﬂs/Q)F(g)F(l - 5)

und damit bleibt zu zeigen:

r(1-8)2v7 =T(1- f)r(l =)
2 2
Dies folgt fiir z = 158 aus der Verdopplungsformel der Gamma-Funktion (Satz . Damit
ist (55)) gezeigt.
Es bleibt zu zeigen, dass £ eine ganze Funktion ist. Da ¢ nur einen einfachen Pol in sg = 1
besitzt, hat (s — 1){(s) keinen Pol. Also liegen in der rechten Halbebene {Res > 0} keine
Pole. Aus folgt nun, dass £ keine Polstellen besitzt. O
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7.3 Die Riemannsche Vermutung

Die folgende Vermutung ist eines der wichtigsten ungelosten Probleme der Zahlentheorie. Fiir
Rez > 1 folgt aus der Produktdarstellung von ((z) (Satz[7.1]), dass ((z) # 0 ist. Dariiber
hinaus ist bekannt, dass unendlich viele Nullstellen auf der Geraden Re z = % liegen.

Vermutung 7.13. (Riemannsche Vermutung; 1859, [Riem]) Fiir Rez > £ gilt ((z) # 0.

Die Vermutung findet sich in der 8-seitigen Arbeit [Riem|, in der Riemann eine be-
merkenswerte Briicke baut zwischen der Funktion

m(z) = {p € P: p < z}|

und der Zetafunktion (siche hierzu auch [Ed0I, Ch. 1]). Hierzu betrachtet Riemann zuerst

die Funktion 1 L )
J@)=5(X -+ 2 2)
pr<x pn<zx
wobei sich die Summe iiber alle Paare (p,n) € P x N erstreckt, die die jeweilige Bedingung
erfiillen. Insbesondere ist J(z) = 0 fiir z < 2, es gilt J(2) = ] sowie J(2) =1 fir2 <z <3

usw. Er zeigt nun die Relation

x+100 s
Iw)= o [ lop(co)e

—i00

fir z>1. (57)

Um hiermit etwas anfangen zu kénnen, benotigt man Informationen tiber log(¢(s)) auf ver-
tikalen Geraden. Hierzu betrachtet Riemann eine Reihendarstellung der folgenden Form:

log(¢(s)) = log(&(s)) + Zlog (1 - %) —log(T'(s/2)) + %logﬂ —log (5(5 — 1)),

wobei sich die Summe iiber alle nicht-trivialen Nullstellen p von ¢ erstreckt. Hier tritt die
Summe iiber die Nullstellen auf, deren Lage in der Riemannschen Vermutung thematisiert
wird. Man kann vielleicht erahnen, dass ihre Lage Auswirkungen auf die Asymptotik der
Funktion J fiir x — 1+ hat.

Riemanns eigentliches Ziel war naiirlich die Funktion 7(x). Ist x keine Primpotenz, so
sieht man leicht ein, dass J(x) und 7 (z) durch die Relation

J(x) ="

gekoppelt sind. Hierbei ist die Summe auf der rechten Seite endlich, da m(z'/™) = 0 fiir

2" >z (also fiir n > 1051) gilt. Mit der Mobius-Inversionsformel formt Riemann dies um zu:

m(x/™) (58)

S|

< u(n) 0 wenn p?| n fiir ein p € P
n
w(x) = Z MTJ(gcl/")7 mit  u(n) =<1 wenn n = py - - pok, k € N (59)
n=1 —1 wennmn=mp;- - pogy1,k €N.

1/n

Auch diese Reihe ist endlich fiir jedes z > 0 und wegen x'/™ — 1 spielt die Asymptotik der

Funktion J(x) fiir £ — 1 eine zentrale Rolle.
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Die Idee der Umformung basiert auf einem iterativen Prozess, der mit beginnt, iiber
die Primzahlen p indiziert ist und jeweils die Funktion f auf beiden Seiten der Gleichung
durch f(z) — % (z}/P) ersetzt:

J(z) — %J(mlm) =7(z)+ %w(wl/?’) + %w(x1/5) +-

1 1 1 1 1
J(z) — 5J(ggl/?) — gJ(;vl/?’) + 6J(gcl/ﬁ‘) =7(z) + gw(:vl/s) + ?W(xlﬁ) + -

Auf der linken Seite stehen dann Summanden in denen nur Produkte der bereits abgearbeit-
eten Primzahlen vorkommen und die Summe auf der rechten Seite enthdlt nur Summanden
zu Zahlen n, die diese Primzahlen nicht mehr enthalten. Fir jedes feste x erhélt man so
nach endlich vielen Schritten die Formel . Fiir mehr Details verweisen wir auf [Ed01), §1],
[Iv85, Ch. 12] und [Sil5} §13.3].

Die Beweise von Hadamard und de la Vallée-Poussin fiir den Primzahlsatz (Satz
stiitzen sich beide auf die folgende schwéchere Form der Riemannschen Vermutung (siehe
[BEQOG, §VIL5] fiir einen Beweis):

Theorem 7.14. Die Riemannsche Zeta-Funktion ¢ besitzt auf der Geraden Rez = 1 keine
Nullstelle.

Ein interessante Aussage, die unmittelbar zahlentheoretische Bedeutung hat und zur Rie-
mannschen Vermutung dquivalent ist, findet man in [Gu84]. Es gibt auch interessante funk-
tionalanalytische Varianten der Riemannschen Vermutung, die sich im Kontext von Hardy-
Réumen formulieren lassen. Besonders interessant sind hier Nikolski’s Arbeiten [Nil2] und
auch die Monographie [Nil9]. Unter dem Link

https://www.arte.tv/de/videos/097454-011-A/mathewelten/
findet man auch ein nettes Video zur Riemannschen Vermutung.

Aufgaben zu Kapitel [7]

Aufgabe 7.1. Wir betrachten die Gaufische y-Funktion 1 := %’, also die logarithmische Ableitung
der Gammafunktion. Zeigen Sie:

(a) % ist meromorph in C mit einfachen Polen in —Ng und Res_,(¢)) = —1.

(b) ¥(z+1) —1(z) = 1. (Hinweis: Funktionalgleichung der Gamma-Funktion).
(¢) ¥(1—2) —(z) = mcot(rwz). (Hinweis: Formel fiir I'(2)['(1 — 2).)
(d) ¥(z) =—v— =% (5% — %)
() ¥'(2) = Y50 e
)

misch konvex.

Aufgabe 7.2. Zeigen Sie, dass die Bernoulli-Zahlen der Relation

k

Z(kj’)Bj_Bk fir k> 2
J

Jj=0

gentigen.
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Aufgabe 7.3. Zeigen Sie, dass die Eulersche Produktformel fiir I' auch aus der Gauf3schen Darstel-
lung gewonnen werden kann:

z

n*n!
T'(z)= 1
() nlanoloz(z—l—l)---(z—l—n)

I'(z) = . ﬁ (1 + %)_1ez/k (L. Euler).

(C. F. GauB)

Aufgabe 7.4. Berechnen Sie fiir € > 0 den Wert des Kurvenintegrals

D(s) := L zs@

=35 fur seC,

lz|=e

wobei fiir 2° = €° o2 der Hauptzweig der Logarithmusfunktion auf C \ (—oo,0] zugrunde gelegt
wird: log(re'®) = logr + 40 fir —7 < 6 < 7.
e Fiir welche Werte von s héngt ® von ¢ ab?

e Zeigen Sie, dass ¢ eine ganze Funktion ist.

Aufgabe 7.5. (H ist eine ganze Funktion) Zeigen Sie, dass

(a) W(s):= f‘z‘:a F(2)z*% fiir jedes € € (0,1) und F(z) := efil eine ganze Funktion definiert.

(b) W(s):= [ += =52 9 fiir jedes ¢ € (0,1) eine ganze Funktion definiert.

g l—e 7%

Aufgabe 7.6. (Mobiusfunktion) Wir betrachten die Mobiusfunktion p: N — {—1,0,1}, definiert
durch
0 wenn p> J n fiir alle p € P

u(n):=4¢1 wenn n = pi - - - pak, k € N, p; paarweise versch.
—1 wenn n =p:---pat1,k € N, p; paarweise versch.
Zeigen Sie:
(a) Die Mobiusfunktion ist multiplikativ, d.h., pu(ab) = u(a)u(b), wenn a und b teilerfremd sind.
(1) u(p) = —1 und p(p®) = 0 fiir k > 1, wenn p eine Primzahl ist.
1 firn=1

(€) g uld) = {0 fiir n > 1.

Hinweis: Ist E eine endliche nichtleere Menge, so besitzt E gleichviele Teilmengen von gerader
und ungerader Kardinalitat.

Aufgabe 7.7. (Mobius-Inversionsformel) Seien f und g zwei Funktionen auf [1,00), die in einer
Umgebung von 1 verschwinden. Wir nehmen an, dass

f@):fjg(m:”) fir o> 1
n=1

1/n

gilt. Die Summe ist endlich, da z*/™ — 1. Wir wollen die Md&bius-Inversionsformel

g(z) = Z @f(xl/”) fir x > 1 (60)

beweisen. Hierbei gehen wir wie folgt vor: Fir P = {2,3,5,...} = {p1,p2,ps, ...} betrachten wir die
Folge von Funktionen

1

fn(:rl/p"*'l).
Pn+1

Jor=1Ff,  far1(x) := fo(z) -

Zeigen Sie:

67



21/
(a) Je(@) =3,y o "5
(b) fx(z) = g(z), wenn k ausreiched grof} ist. Wie grofl mufl k sein?

(c) Analysieren Sie nun die 2% Summanden von fi und verifizieren Sie, dass wir so die Darstellung

von g(x) erhalten.

8 Elliptische Funktionen

Viele der wichtigen ganzen Funktionen sind periodisch: sin und cos sind 2mw-periodisch und
exp ist 2mi-periodisch. In diesem Abschnitt diskutieren wir meromorphe Funktionen, die
nicht nur eine Periode besitzen, sonder doppelt-periodisch sind; man nennt sie elliptische
Funktionen.

Historisch wurden dieses Funktionen auf einem Umweg entdeckt. Der Ausgangspunkt
der Theorie der elliptischen Funktionen, dem sie ihren Namen verdanken, ist die Theorie der
elliptischen Integrale. Allgemein versteht man hierunter Integrale der Form [ r(z)+/P(z) dz,
wobei r eine rationale Funktion ist und P ein Polynom dritten oder vierten Grades ohne
doppelte Nullstellen. Insbesondere stellt sich in dieser Theorie die Frage nach einer Stamm-

1 P(x)
VP@  P@
elementare Funktionen wie Logarithmen und trigonometrische Funktionen darstellen lassen.
Nach einem Satz von N. H. Abel ([BF06, Thm. V.5.1]), besitzen die Stammfunktionen f(x)
von \/% die Eigenschaft, dass sich ihre lokal definierte Umkehrfunktion f~!(x) zu einer
elliptischen Funktion meromorph fortsetzen lésst. Dieses Phdnomen wurde zuerst fiir die
Funktion P(x) = 1 — 2% betrachtet, da das zugehorige Integral bei der Bogenlinge der Lem-
niskate auftritt (Aufgabe

Dies war die Motivation fiir Weierstrafl auf funktionentheoretischem Weg eine Theorie
elliptischer Funktionen zu entwickeln (1862/63). Diesem Weg werden wir in diesem Abschnitt
folgen. Im Zentrum dieser Entwicklung steht die Weierstrafische Funktion o(z). Die Theorie
der elliptischen Integrale ist in diesem Kontext eine Anwendung der Theorie der elliptischen
Funktionen.

funktion von Funktionen der Gestalt da sich diese nicht durch andere

8.1 Periodengitter

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einigen grundlegenden Anmerkungen zu Perioden.

Definition 8.1. Eine komplexe Zahl w € C heifit Periode der meromorphen Funktion f,
wenn

fz4+w)=f(») furalle zeC
gilt. Wir schreiben Per(f) C C fiir die Menge der Perioden von f.

Bemerkung 8.2. (a) Fiir jede meromorphe Funktion ist Per(f) eine additive Untergruppe
von C.
(b) Fiir konstante Funktionen f ist Per(f) = C.

Lemma 8.3. Ist f eine nichtkonstante meromorphe Funktion, so ist Per(f) eine diskrete
Untergruppe von C.

Beweis. Da wir schon wissen, dass Per(f) eine Untergruppe ist, miissen wir nur noch die
Diskretheit zeigen. Sei zyp € C keine Polstelle von f. Dann ist f(zo +w) = f(20) fiir jedes
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w € Per(f). Da f nicht konstant ist, ist die Teilmenge zo + Per(f) diskret, also ist Per(f)
diskret. 0

Die diskreten Untergruppen von (C, +) lassen sich leicht beschreiben (Aufgabe [8.2):

Satz 8.4. (Diskrete Untergruppen von C) Ist {0} # I' C C eine diskrete Untergruppe, so
gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(a) T' = Zw fiir ein w € C* (T ist zyklisch).

(b) I' = Zwy + Zws fiir zwei reell linear unabhingige komplexe Zahlen wq,ws € C* (I ist
eine Untergruppe vom Rang 2).

Definition 8.5. Eine diskrete Untergruppe I' C (C,+) vom Rang 2 heifit Gitter. FEine
elliptische Funktion f zum Periodengitter I ist eine meromorphe Funktion mit I' C Per(f).
Wird T" von w; und wy erzeugt, so heif3t

P = {tw) + swy: 0 < t,s < 1}

das zugehorige Periodenparallelogramm. Es gilt C = P + I' und die Addition
PxI'—>C, (z,w)—z+w

ist bijektiv (Aufgabe [8.3).

8.2 Der Korper der elliptischen Funktionen
Der folgende Satz ist trivial:

Satz 8.6. Die elliptischen Funktionen zu einem gegebenen Periodengitter T' bilden einen
Korper K(T'), der die Konstanten enthdlt. Ist f € K(T'), so auch die Ableitung f’.

Satz 8.7. Jede holomorphe elliptische Funktion ist konstant.

Beweis. Ist f: C — C holomorph und elliptisch bzgl. I' = Zw; + Zws, so ist f(C) = f(P),
wobei -
P :=0,1Jw; + [0, w2

das von w; und ws aufgespannte abgeschlossen Periodenparallelogramm ist. Da P kompakt
ist und f stetig, ist f beschrénkt, also konstant nach dem Satz von Liouville. O

An dieser Stelle kann man sich fragen, ob es nichtkonstante elliptische Funktionen gibt.
Holomorphe Funktionen scheiden aus. Die Aussage lasst sich sogar verfeinern:

Satz 8.8. Besitzt die elliptische Funktion f im Periodenparallelogramm P hdchstens einen
einfachen Pol, so ist f konstant.

Dieser Satz folgt wiederum aus der folgenden allgemeineren Aussage, denn existiert nur
ein Pol a, so zeigt Satz dass Res,(f) = 0 ist, die Singularitét ist also hebbar und Satz
folgt aus Satz [8.7}

Satz 8.9. Sei f eine elliptische Funktion und a1,...,ay die paarweise verschiedenen Pol-
stellen von f in P. Dann ist

z”: Res,, (f) = 0.
j=1

69



Beweis. 1. Schritt: Wir nehmen zuerst an, dass kein a; auf 0P liegt und dass (wq,w2) eine
positiv orientierte Basis von C 2 R? bildet (falls nicht, vertauschen wir die beiden Erzeuger).
Dann erhalten wir mit dem Residuensatz

k
> Res, ()= o SUCLE

1
= m(/[ow [(z)dz + /[%WM] f(z)dz + /[WMM] f(z)dz + /[%0] f(2) dz)
= ;Ti(/[om] f(z)dz + /{OM] f(z)dz — /[OM] f(z)dz - /[OM] f(2) dz) = 0.

2. Schritt: Liegt ein a; auf 0P, so existiert ein zg € C, so dass 2o+ 0P = 0(z9 + P) kein
a; enthélt (Aufgabe [8.4) und wir integrieren stattdessen iiber den Rand von P’ := 2y + P.
Da jeder Pol a; von f in P genau einem Pol a; € (a; +T') N P’ entspricht, ergibt sich

k k
ZResa].(f) :ZResa;_(f) =0. O
j=1 j=1

Den obigen Satz sollte man mit Satz vergleichen, denn fiir jede elliptische Funktion
f erhalten wir mit Satz [8.9]

Z ord(f,p) = Z Res, (f7) =0.
pEP pEP

Man beachte allerdings, dass wir Reso(f) fiir eine auf CU {oco} meromorphe Funktion nicht
definiert haben. Ist R > 0 so grof}, dass in K>pr(0) keine Pole von f liegen, so setzen wir
1

Resoo (f) := 9 - f(z)dz,

und erhalten so mit den Uberlegungen aus Satz

!

Resso (f—) = ord(f, ).
f
Der Residuensatz liefert mit dieser Definition sofort

Z Res,(f) =0

peCU{c0}
fiir jede auf C U {oo} meromorphe Funktion. Fiir f(z) = z ist insbesondere J}/((ZZ)) =1 und
Resso (%) = —1. An diesem Beispiel sieht man allerdings, dass das Residuum in oo von Null

verschieden sein kann, auch wenn dort kein Pol vorliegt.
Da Satz starker ist als Satz lassen sich insbesondere die entsprechenden Fol-
gerungen aus ihm ableiten (vgl. Folgerung [2.22)):

Satz 8.10. Fir eine nicht konstante elliptische Funktion f und w € C hdngt die Anzahl der
w-Stellen in P nicht von w ab und stimmt mit der Summe der Ordnungen der Polstellen in
P dberein.
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Beweis. Da die logarithmische Ableitung L~ ebenfalls elliptisch ist, ist ihr Gesamtresiduum
in P Null. Andererseits zahlt dieses Residuum die Differenz der Null- und Polstellen in P
(Satz [2.10). Wenden wir dieses Argument auf f — w an, so ergibt sich, dass fiir jedes w € C
die Zahl der w-Stellen in P nicht von w abhéngt und mit der Summe der Polstellenordnungen
in P tbereinstimmt. O

Wir haben nun nicht-konstante elliptische Funktionen zu finden. Nachdem was wir bereits
wissen, sind die einfachsten Kandidaten:

e Funktionen mit einem Pol der Ordnung 2 und Residuum 0 in P.
e Funktionen mit zwei einfachen Polen in P deren Residuen sich zu 0 addieren.

Wir betrachten hier nur den ersten Fall und verfolgen einen Mittag—Lefller-Ansatz, der
sicherstellt, dass die Funktion I'-periodisch ist.

Satz 8.11. Die Funktion

definiert eine elliptische Funktion.
Diese Funktion heifit Weierstrafische gp-Funktion.

Beweis. 1. Schritt: Zuerst zeigen wir die lokal gleichméaflige Konvergenz der Reihe. Fiir
|z] <rund |w| > 2r erhalten wir

1 1 2] [2w — 2| r - 3w c
(z-w)? Wl fwPlo—2 T | T e

fiir eine Konstante ¢ > 0. Da nur endlich viele w die Bedingung |w| < 2r erfiillen, erhalten
wir fiir die Restreihe auf K.(0) die Majorante >, r ﬁ
2. Schritt: Zo;éwer ﬁ < 00. Sei : RZ — C die bijektive reell lineare Abbildung, die
durch (1) = w; und ¢(i) = wo gegeben ist. Da ¢! stetig ist, existiert eine Konstante C' > 0
mit

Clng +inz| < |e(n1 +ing)| = |n1wr + nawsl.

1 _ 1
L wrs” X LR

0#£werl 0472

Damit erhalten wir

und wir miissen die Konvergenz der rechten Reihe nachweisen. Sei hierzu Q,, = [-n,n]? C R2.
Dann enthilt 9Q, N Z? genau 8n Gitterpunkte. Damit erhalten wir

1 = 1 8n = 8
Z EIE SZ Z EIE SZEZZE < 00
0#£x€Z? 2 n=1zx€oQ, 2 n=1 n=1

Hieraus folgt die lokal gleichméflige Konvergenz der Reihe .
3. Schritt: Um die Periodizitdt von p nachzuweisen, beachten wir zuerst, dass die Ableitung

P'(z) = -2 Z ﬁ
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offensichtlich I'-periodisch ist. Fiir wj, j = 1,2, erhalten wir daher
d / /
T (0(z+w) —p(2) = ¢'(z +w)) = ¢'(2) = 0,

also existiert ein ¢ € C mit
oz +w;) — p(2) = c.

() -o(-5) -

Da g offensichtlich eine gerade Funktion ist, muss ¢ = 0 sein. Also enthélt Per(p) die Erzeuger
w; von I' und ist daher I'-periodisch. O

Fiir z := —%£ erhalten wir
3

Wir bestimmen nun die Laurententwicklungen von ¢ und ' um den Nullpunkt. Fiir
w # 0 haben wir fiir |2| < |w|

1 1 = k21
(z—w)2 a ﬁ = Z wk+1 ’ (62)
k=2
denn
1 d 1 1d 1 1d =2k &K 20 1 &K AR
(z—w)2:ﬁw—zzaﬁl—f:;@gi’“:;kwkﬂ:E+;kwk+1'

Mit erhalten wir
1 k1 & 1 b1
o@) =S5+ D D =tk X e
0#£weT k=2 k=2 \ 0#werl

Wegen I' = —T' verschwindet )", weT ﬁ fiir gerade k (fiir die Konvergenz siehe den
2. Schritt im Beweis von Satz [8.11)). Wir erhalten also

1 |« 2% . !
p(2) =+ ewd™ mit e =2k+1) D —
k=1 OFwel

Damit ergibt sich

1 3c
p(z)325+722+3c4+'-~
2
o(2) = = + 2c92 +deg2® - (63)
4 8¢
p/(Z)QZE_T;_IGC‘l—’_"' .

Die Laurententwicklung der elliptischen Funktion
f(2) := @' (2)? — 4p(2)> 4+ 20co0(2) + 28¢4

zeigt nun, dass in 0 eine hebbare Singuléritat mit dem Wert f(0) = 0 vorliegt. Aus Satz
folgt daher f = 0. Wir haben damit gezeigt:
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Satz 8.12. (Differentialgleichung der p-Funktion) Es gilt

1 1
'(2)? = 49(2)% — gap(2) — g3 mit g = 60 —  und g3 =140 —.
©'(2)* = 49(2)* — g20(2) — g g 07§EFW4 g og:er‘ﬁ

Wir leiten diese Differentialgleichung nun noch auf eine andere Weise her, um mehr In-
formation iiber das Polynom y? — (423 — gox — g3) zu erhalten.

Da die p-Funktion in P genau einen Pol, und zwar der Ordnung zwei, besitzt, nimmt sie
jeden Wert genau zweimal an (Satz[8.10). In den Nullstellen der Ableitung o wird der Wert
jeweils mit der Vielfachheit 2 angenommen. Die Nullstellen von g’ sind leicht zu finden. Da
" ungerade und periodisch ist, erhalten wir fiir jedes w € I' die Beziechung

P'(w—2) =g (—2) = —p'(2)

und damit eine Nullstelle in % In P erhalten wir so die drei Nullstellen

w1

w
pLi= =, pyi=— und ps:

w1 Fws
2’ 2 N '

2

(64)

Da g’ in P genau einen Pol (der Ordnung 3) besitzt, hat ' in P genau drei Nullstellen
(Satz[8.10). Wir haben also alle gefunden. Wir schreiben

ej:==gp(p;) fir j=1,2,3.

Diese Werte sind paarweise verschieden, da alle mit der Vielfachheit 2 angenommen werden,
denn
ord(p — ej,e;) = 1+ ord(p’, e;) = 2.

Die gerade elliptische Funktion
f(z2) = 0'(2)* = 4p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3)

hat in P hochsten einen Pol in 0, dessen Ordnung wegen maximal 4 ist. Sie verschwindet
in p1, p2, p3 jeweils von der Ordnung 2. Wegen Satz und 3-2 =6 > 4 ist das nur dann
moglich, wenn f konstant ist, also f = 0. Damit erhalten wir die zweite Differentialgleichung
flir p:

Satz 8.13. Die Funktion @ gentgt der Differentialgleichung
0'(2) = 4(p(2) — e1)(p(2) —e2)(p(2) —es)  mit e; =p(p;),j =1,2,3.

Satze zeigt uns, dass die Werte e; = p(p;) in den Nullstellen von ¢’(z) Nullstellen
des Polynoms 4z® — gox — g3 sind. Da die e; paarweise verschieden sind, ergibt sich also

42 — gox — g3 = 4(x — e1)(z — e2)(x — e3).
Koeffizientenvergleich ergibt

e1+es+e3=0
—4(ere2 + e1e3 +eze3) = go

dejesez = gs3.
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Satz 8.14. (Struktur des Kérpers K (I') der elliptischen Funktionen) Jede elliptische Funk-
tion ist eine rationale Funktion von o und p'. Durch ®(t) := @’ und ®(s) := p erhalten wir
einen Isomorphismus

O: C(s)[t]/(t? — 45> + gos + g3) — K ().

Beweis. 1. Schritt: Sei f eine gerade elliptische Funktion, also f(—z) = f(z). Da f’ nur
endlich viele Nullstellen in P besitzt, ist die Menge S := {f(2): f'(z) = 0,z € P} endlich.
Ist m die Summe der Polordnungen von f, so nimmt f jedes ¢ € f(P)\ S an genau m
verschiedenen Punkten in P an (Satz[8.10)). Sei ¢ = f(a) ein solcher Wert. Da f gerade ist,
ist auch ¢ = f(—a). Ist —a = a + w fiir ein w € T', so folgt

flatz)=flatw+z)=f(-atz)=fla-2).

Dann ist aber f/'(a+ z) = —f'(a — z) und somit f’(a) = 0, im Widerspruch zur Wahl von a.
Folglich ist

—ada+T (65)
und wir erhalten mit a’ € —(a+I")N P eine von a verschiedene c-Stelle in P. Daher ist m = 2k
gerade und die Menge der c¢-Stellen von f in P kénnen wir aufzéhlen als aq,a] ..., ax,af,

wobei a; € —a; + T gilt.
Sei d € f(P)\ S von ¢ verschieden und by, b ..., by, b}, die d-Stellen von f in P. Dann ist
@(z) := =5 eine Mobiustransformation (Beispiel l mit der Nullstelle ¢ und der Polstelle d.

Daher ist
f(z) —c
f(z)—d

eine elliptische Funktion mit den (einfachen) Nullstellen a;,a’; und (einfachen) Polen b;, b,
in P. Eine andere elliptische Funktion mit dieser Eigenschaft ist

F(z) = = ¢(f(2))

/ , . o
7+ b5, b verschwindet, da wir ja

Wir beachten, dass ¢’ wegen (65)) in keinem der Punkte a;,a
alle Nullstellen von g’ aus nnen.

Dann ist F//G eine holomorphe elliptische Funktion und somit konstant C. Nun zeigt
f(z) = o 1(CG(z)), dass f eine rationale Funktion in g ist.
2. Schritt: Ist f eine ungerade elliptische Funktion, so ist f /g’ gerade und aus dem 1. Schritt
folgt, dass f /¢’ eine rationale Funktion von g ist. Da sich jede elliptische Funktion als Summe
einer geraden und einer ungeraden schreiben lisst, hat sie also die Gestalt f = r1(p)+p - r2(p)
fir rationale Funktionen r; und rs.
3. Schritt: Durch ®(s) := p und ®(¢) := ¢’ erhalten wir einen Ringhomomorphismus

T C(s)[t] — K (D).

Dass t? — 453 + g2 5+ g3 in seinem Kern enthalten ist, folgt aus Satz Damit faktorisiert ®
zu einem Ringhomomorphismus ®: F := C(s)[t]/(t? — 45> + g2s + g3) — K(T). Aus Schritt 1
folgt, dass @ surjektiv ist. Da F ein Kérper ist (Aufgabe , ist ® auch injektiv, da der
Kern ein echtes Ideal ist, also {0}. O
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8.3 Elliptische Integrale

Wir schlieflen dieses Kapitel nun damit ab, dass wir den Zusammenhang der Theorie der
elliptischen Funktionen mit Fragestellungen aus der Analysis beleuchten.
Wir betrachten ein Rechtecksgitter der Form

I'=%Zw +Zws; mit 0<wi; € Rwy €iR, Imwy > 0.

Da I' invariant under komplexer Konjugation ist, erhalten wir fiir die Weierstraf3-Funktion

die Beziehung p(z) = p(z). Insbesondere ist p(x) € R fiir € R. Aus demselben Grund sind
g2, g3 € R. Dartiber hinaus erhalten wir

p(p2) = p(p2) = p(—p2) = p(p2) und  p(p3) = p(p3) = P(p3 — wa) = p(p3),

so dass auch alle e; = p(p;) reell sind (siehe (64))). Wir betrachten p; = % und e = p(p1).
Fir 0 < x < p; ist dann
p(r) = p(=2) = p(wr —x).

Die Funktion g nimmt also den Wert p(z) im Interval (0, p;) nur an der Stelle x an, da
w1 —x > py ist. Also wird das halboffene Intervall (0, p1] von g bijektiv auf [e1, 00) abgebildet.
Insbesondere ist g auf (0, p1] eine streng monoton fallende Funktion. Die Umkehrfunktion
E: [e1,00) — (0, p1] ist ebenfalls streng monoton fallend und auf dem Innern stetig differen-
zierbar mit

Aus

und p'(z) < 0 erhalten wir

o (z) = —/Ap(x)? — g2p(z) — g3 = —V/4u3 — gou— g3 fiir  u = p(z).

Damit ergibt sich

-1
E'(u) = fir u>e;.

VAud — gou — g3

Zusammenfassend erhalten wir:

Satz 8.15. Die Umkehrung der Funktion | ,,) ist eine Stammfunktion der auf (eq,o0)

definierten Funktion
-1

v/ 4u3 —ggu—gg’

wobei 4u® — gou — g3 = 4(u — e1)(u — e2)(u — e3) drei verschiedene reelle Nullstellen besitzt.

Bemerkung 8.16. Wir haben gesehen, dass die Weierstra3-Funktion @ zu einem Rechtecks-

gitter I" (von einer reellen und einer rein imaginéren Zahl erzeugt) auf einem reellen Intervall

die Umkehrfunktion der Stammfunktion einer Funktion der Gestalt ﬁ ist, wobei P ein
x

(0]



Polynom dritten Grades mit drei verschiedenen reellen Nullstellen ist. Umgekehrt kann man
zeigen, dass fiir jedes relle Polynom P(z) vom Grad 3 oder 4 mit getrennten Nullstellen

die Stammfunktion von —= ) eine Umkehrfunktion besitzt, die sich meromorph zu einer
xr

elliptischen Funktion fortsetzen lésst ([FL83 S. 199]). Dies war eine Leitidee der Theorie
der elliptischen Funktionen, wie sie von Gauf}, Legendre, Jacobi, Weierstrafl u.a. entwickelt
wurde.

8.4 Analogie zu trigonometrischen Funktionen
Wir betrachten die Umkehrfunktion
arcsin: [—1,1] = [-7/2,7/2]

der Sinusfunktion auf dem Interval [—m/2,7/2], das durch sin bijektiv auf [—1, 1] abgebildet
wird. Aus

1
ol
arcsin' (z) = ——
@ = ——
erhalten wir die Integralformel
arcsin(z) = /91 dt fir —-1<z<1 (66)
0 V1—1t2 -

Falls wir die Sinusfunktion noch nicht kennen wiirden, aber das Integral

Toodt .
f(x):/o Vi firr —1<z<1

berechnen mochten, wiirden wir also feststellen:

e f:[-1,1] — Rist streng monoton wachsend (da der Integrand positiv ist), bildet [—1, 1]
also bijektiv auf das Interval f([—1,1]) ab.

e Die Umkehrfunktion f=': f([-1,1]) — R besitzt eine holomorphe Fortsetzung
F:C — C (namlich die komplexe Sinusfunktion aus [FT1, §2.2]), die 2w-periodisch
ist:

F(z+2n)=F(z) fir zeC.

Geometrisch tritt das Integral f(x) auf, wenn wir die Lange eines Kreissegments berechnen

wollen, das wir als Graph der Funktion h(t) = v/1 — ¢? auf dem Intervall [—1, 1] beschreiben.

Aus der Analysis wissen wir, dass die Bogenldnge des Funktionsgraphen von h auf dem
Intervall [0, 2] gegeben ist durch das Integral

L(z) = /O VIt ()2 dt.

Nun ist
—2t \2 2 1
) - +

21— B

-2 1—1¢2
T dt
L(z) = = f(x).

0= [ F=m=1w
Die Frage nach der Léange von Kreissegmenten fiihrt in diesem Sinne auf die 2m-periodische
Sinusfunktion.

1+h’(t)2:1+<

und daher
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Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 8.1. Zeigen Sie, dass eine Untergruppe I' der additiven Gruppe (R, +) genau dann diskret
ist, wenn sie zyklisch ist.

Aufgabe 8.2. (Diskrete Untergruppen von R™) Zeigen Sie, dass zu jeder diskreten Untergruppe
D C R" linear unabhéngige v1,...,vr € R so existieren, dass

k
D= sz.
=1

Hinweis: Induktion nach dimspan D. Ist n > 1 und D erzeugt R", so existiert eine Vektorraumbasis
fi,..., fn, die in D enthalten ist. Nun wendet man den Induktionsschritt auf ' N D an, wobei
F := span{fi,..., fn—1} eine Hyperebene ist und ersetze fi,..., fn—1 durch linear unabhéngige
Erzeuger v1,...,v,—1 von F'ND. Schlieflich finde man ein d € D mit D = Zd+ F'N D. Hierzu zeige
man die Existenz eines Elements in D mit einer minimalen positiven f,-Komponente. Hier reicht
es die Elemente von D in dem von v1,...,v,_1, fn erzeugten Quader zu betrachten, und davon gibt
es nur endlich viele.

Aufgabe 8.3. Sei ' C C eine diskrete Untergruppe, die von den reell linear unabhéngigen Elementen
w1 und we erzeugt wird und
P = {twi + sw2: 0 < t,s < 1}

das zugehorige Periodenparallelogramm. Zeigen Sie, dass die Additionsabbildung
PxI'»C, (z,w)—z+w
bijektiv ist.

Aufgabe 8.4. Sei I' = Zwi + Zw2 C C ein Gitter und F' C C endlich. Dann existiert ein zo € C, so
dass zo + F'+I' den Rand des Periodenparallelogramms nicht schneidet.

Aufgabe 8.5. Sei K ein Kérper, a € K und F := K?, versehen mit der Multiplikation
(z,9) - (' y) = (22’ +ayy',zy’ + 2'y).

(i) Zeige, dass (F,+,,(0,0),(1,0)) ein Ring mit Eins ist.
(ii) Fiir (z,y) € F definiere N(z,y) := 2 — ay®. Dann gilt:

N((z,y)(z',y")) = N(z,y)N(z', /).

(ii) F* = {(z,y) € F: N(=z,y) # 0}, und fur (z,y) € F* hat man

(z,y)"" = <N(z, y)’_N(z,y)> ’

(iv) T ist genau dann ein Korper, wenn a kein Quadrat in K ist, d.h. wenn a # b fiir alle b € K
gilt.

(v) Zeige, dass fir K =R und a = —1 der Korper F isomorph ist zum Koérper C der komplexen
Zahlen.

(vi) Sei K= Q. Fiir welche natiirlichen Zahlen a € N ist F ein Kérper?

Aufgabe 8.6. Im Korper C(z) der rationalen Funktionen iiber C ist ein Polynom p vom Grad 3
kein Quadrat. Schliessen Sie hieraus, dass C(z)[w]/(w? — p) ein Korper ist.
Hinweis: Dieser Ring ist isomorph zu F in Aufgabe fir K = C(2) und a = p.
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Aufgabe 8.7. Sei C' = { z,y) € R?: + y—Q = 1} eine Ellipse mit den Halbachsen a > b. Zeigen
Sie, dass die Bogenlédngenberechnung vo v n C auf ein elliptisches Integral der Form

/\/1—/«%2 1 — k222

dx
V1—2a2 V(1 = 22)(1 — k2x2)

fiihrt. Was ist die geometrischen Bedeutung von k7
Hinweis: Betrachte die Ellipsenbbgen als Graphen.

Aufgabe 8.8. (Bogenlidnge der Lemniskate) Sind P;, P> Punkte in der Ebene und a > 0, so nennt
man die Kurve, die aus allen Punkten @ besteht, fiir die das Produkt der Abstéande

d(P1,Q)d(P2, Q) = a®

ist, eine Lemniskate. Wir betrachten den Spezialfall a = d(Py, P2)/2, so dass wir P = (—a,0) und
P> = (a,0) fiir ein @ > 0 annehmen diirfen. Fiir (x,y) € R? schreiben wir r := /22 + 42 fiir die
Lénge des Vektors. Zeigen Sie:

(i) Die Gleichung der Lemniskate hat die Form r* + 2r?a® = 4z%a”. Fiir a® = } ergibt sich also

r?(r®> + 1) = 22°. Wir betrachten nun diesen Fall.

(if) (r) = (T\/?,r

(iii) Das zugehdrige Bogenléngenintegral hat die Form s = [

1_2’”2) liefert eine Parametrisierung des positiven Teils der Lemniskate.

V1= ’7‘4
Hinweis: Mit = rcosf und y = rsinf zeige man zuerst 7> = cos(26). Fiir r’ := % zeige
man weiter (%)2 = ()% + 2 und schliefe daraus (%)2 =1+@"/r)?

Aufgabe 8.9. Sei die Funktion s auf dem Intervall I C R eine Stammfunktion von , wobei p

1
Vp(z)

ein Polynom ist, das auf I positive Werte annimmt. Zeigen Sie:
(a) s besitzt eine differenzierbare Umkehrfunktion f.

(b) Die Umkehrfunktion geniigt der Differentialgleichung
(f'(2))* = p(f(@)).

(¢) Vergleiche mit der Differentialgleichung der Weierstrafifunktion.

9 Beschrankte holomorphe Funktionen

Der Satz von Liouville besagt, dass jede beschrankte holomorphe Funktion f: C — C kon-
stant ist. Insbesondere ist jede solche Funktion durch ihren Wert in einem Punkt bestimmt
und wir sehen, dass jede ganze holomorphe Funktion mit einer Nullstelle schon verschwindet.
Diese Situation dndert sich drastisch, wenn wir stattdessen echte Teilgebeite von C betra-
chten.

Auch tiber diese Situation wissen wir schon etwas. Ist z.B. f: @ — C holomorph,
Q beschrinkt und lisst sich f stetig auf den Abschluss Q fortsetzen, so folgt die Beschrinktheit
von f aus der Stetigkeit der Funktion |f| auf , die sogar zeigt, dass diese Funktion ein Max-
imum annimmt. Aus dem Maximumprinzip erhalten wir nun

[f(2)] < max | f(w)]. (67)

weIN
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Wie andert sich die Situation, wenn €2 unbeschrinkt ist? Auf der rechten Halbebene
Q) = C, ist f(z) := e* eine holomorphe Funktion, die zwar auf ) stetig ist, aber f ist
unbeschréankt obwohl
sup |£(w)| = sup || = 1
weIN yeR
ist. Es reicht also nicht die Randwerte zu kontrollieren, um Beschréanktheit nachzuweisen.
In diesem Abschnitt gehen wir den beiden folgenden Fragen fiir spezielle Gebiete nach:

e Wann ist f: @ — C beschrénkt und in welchem Sinn gilt |f(2)| < sup,caq [f(w)],
wenn f eine stetige Fortsetzung auf {2 besitzt?

e Welche diskreten Teilmengen D C 2 treten als Nullstellenmengen beschrankter holo-
morpher Funktionen auf und wann folgt aus f|p = 0 schon f = 07

9.1 Holomorphe Funktionen auf Streifen
9.1.1 Das Schwarsche Spiegelungsprinzip

Der Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen f: 2 — C auf einem Gebiet 2 zeigt uns, dass
das Verschwinden von f auf einer Teilmenge von €2, die nicht in € diskret ist, schon f = 0 zur
Folge hat. Besitzt f eine stetige Fortsetzung in Randpunkte von €2, so ist zunédchst nicht klar,
ob das Verschwinden von f in nicht diskreten Teilmengen von 952 auch schon f = 0 zur Folge
hat. Eine Aussage dieses Typs lisst sich aus dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip gewinnen.
Es zeigt uns, wie wir Funktionen von Halbkreisscheiben zu holomorphen Funktionen auf
Kreisscheiben fortsetzen konnen.

Satz 9.1. (Schwarzsches Spiegelungsprinzip) Sei
fi K (0)y :={z€ K,(0): Imz>0} -C

stetig, holomorph auf dem Innern und f(x) € R fir x € K,.(0) NR. Dann besitzt f eine
Fortsetzung zu einer holomorphen Funktion auf K,.(0). Insbesondere gilt f = 0, wenn f auf

K, (0) NR verschwindet.
Beweis. Wir betrachten die Funktion F': K,.(0) — C, die durch

F2) = {f(z) fl?r Imz>0
fZ) fur Imz<0
definiert wird. Wir zeigen, dass F' holomorph ist. Hierzu ist es ausreichend zu zeigen, dass F’
eine Stammfunktion besitzt. In [FT1], Satz 3.20] haben wir gesehen, dass es hierzu ausreicht,
dass alle Integrale von F' iber Rechteckswege in K,.(0) verschwinden.

Liegen die Rechteckswege in der offenen oberen Kreisscheibe, so folgt dies aus der Holo-
morphie von f. Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auch noch fiir Rechteckswege in K,.(0).
Da f(%z) auf dem unteren abgeschlossenen Halbkreis analoge Voraussetzunen erfiillt, ver-
schwinden auch alle Integrale iiber Rechteckswege in K, (0)_ = {z € K,(0): Imz < 0}.

Wir betrachten nun einen Rechtecksweg OR mit den Ecken

p,p+ax,p+x+iy,p+iy,p wobei z,y>0,Imp<0,y+Imp>0.
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Dann liegt g := p — iImp auf der Verbindungsstrecke von p und p + iy, so dass wir das
Reckeck R aufspalten kénnen als

R= Rl U R27 Rl = COHV({p,p-l—.’E,q +xaq})vR2 = COHV({(],(] + z,p +z +Zyvp+ Zy})

Da sich die jeweiligen Integrale iiber die Strecken [gq, ¢ + x| auf der reellen Achse auftheben,
erhalten wir

/ F(z)dz:/ F(z)dz+/ F(z)dx = (z)dz + fZ)dz=0+0=0.
OR OR, OR> OR1 IR>

Hieraus folgt die Behauptung. O

Folgerung 9.2. Sei f holomorph auf dem Streifen

S:={z€C:a<Imz<b}
und F': SUI — C ein stetige Fortsetzung von f, wobei I C 0SS ein offenes nichtleeres Intervall
ist. Gilt dann F|; =0, so ist f = 0.

Beweis. Wir nehmen an, dass I C ta+R am unteren Rand des Streifens liegt und zg = ia+x
im Innern von I. Ersetzen wir S durch S — zp und f durch f(- + zp), so diirfen wir sogar
annehmen, dass 0 im Innern des Intervals I liegt. Aus Proposition folgt, dass F' eine
holomorphe Fortsetzung auf eine Kreisscheibe K,.(0) besitzt. Gilt nun F|; = 0, so folgt
F = 0 daher aus dem Identitatssatz. O

9.1.2 Das Maximumprinzip fiir Streifen

Beispiel 9.3. Auf dem Streifen

S::{zEC:—%<Rez<g} (68)

betrachten wir die holomorphe Funktion

Fiir x € R ist dann -
o . — |ptieTY |
‘f(j:Q—Hy)‘ e | =1.
Also ist |f(w)] <1 fiir w € 0S. Andererseits ist f|;z unbeschrankt.
Theorem 9.4. (Satz von Phragmen-Lindeldf) Sei f: S — C stetig und holomorph auf S

wie in . Es gelte |f| <1 auf 8S. Euxistieren C > 0,0 < a <1 und r > 0, so dass [ die
Wachstumsbedingung

alz|

|f(2)] < e

erfallt, so ist |f] <1 auf ganz S.

fir  ze S|z >, (69)

Beweis. Sei oo < 8 < 1. Fiir € > 0 definieren wir

9:(2) 1= f()e 2705,
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Dann ist
2Re(cos(B(x +iy))) = (e?Y + e P¥)cos(Bz) >0 fiir x+iyeS. (70)
Wegen 0 < 3 < 1 existiert ein ¢ > 0 mit ¢ < cos(fz) fiir [z| < 7. Daher folgt

lim _ ]ge(2)| =0 (71)

|z| =2 00,2€8

aus und (70). Auf 0S gilt [g-] < 1. Wir kénnen daher das Maximumprinzip auf
ausreichend grofle Rechtecke der Art

Qr:={z€8:|Imz| <r}
anwenden und erhalten wegen
lge(z)] <1 fiir  ze€Q,.
Da r beliebig war und S = {J, @, erhalten wir |g.| < 1 auf S. Hiermit erhalten wir
If(2)] < B2 fiir zeS.

Da e > 0 beliebig ist, ergibt sich insbesondere fiir ¢ — 0 die Abschéitzung |f(z)| < 1 fur alle
z€ 8. O

Folgerung 9.5. Ist f: S — C stetig und beschrinkt sowie holomorph auf S, so gilt

|f(2)| < sup [f(w)] fir z€8S.
wedS

Theorem 9.6. (Konvexititssatz) Sei f holomorph auf dem Streifen
S:={z€C:a<Rez<b}
und stetig auf S. Fir x € [a,b] sei

My(z) := M(z) := zgg\f(:z:+zy)| €10, o).

Dann ist log M : [a,b] — [—00, 00| eine konvexe Funktion.
Man sagt auch, dass M logarithmisch konvex ist.

Beweis. Da wir a and b auch durch o’ und b mit a < a’ < ¥ < b ersetzen konnen und die
Voraussetzungen danach immer noch erfiillt sind, miissen wir lediglich

b—x T —

<
log M(z) < 2 alogM(a)—l— 5

L og M (b) (72)

— —a
zeigen. In multiplikativer Notation bedeutet das
M (z)"~* < M(a)* " M(b)*~°.
Ist M(a) = oo oder M(b) = oo, so ist trivialerweise erfiillt. Ist M (z) = 0 fiir ein
x € [a, b], so folgt aus Satz dass f auf einer offenen Teilmenge von S verschwindet, also
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f = 0 nach dem Identitéatssatz. In diesem Fall ist die Bedingung trivialerweise erfillt. Wir
diirfen daher 0 < M(z) fir alle x € [a, b] sowie M (a), M (b) < oo annehmen.

Der Fall M := M(a) = M(b) folgt sofort aus dem Satz von Phragmen-Lindelof, ange-
wandt auf f/M. Im allgemeinen betrachten wir die ganze Funktion

h(z) := M(a)?=s M(b)i=+,
die keine Nullstellen besitzt. Die Funktion % ist auf S beschrankt und es gilt
|h(a+iy)| = M(a) und |h(b+iy)|=M(b) firalle yeR.

Dabher ist
Mg p(a) = My;p(b) =1

und aus dem ersten Teil des Beweises folgt |f/h| < 1, also |f| < |h| auf S. Hieraus erhalten
wir sofort die Behauptung. O
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