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INHALT 5

Vorwort

Dies ist ein partielles Skriptum zur Vorlesung “Lineare Algebra II”. Es beruht auf Vorlesungen
zur linearen Algebra, die ich frither gehalten habe und die etwas anders strukturiert waren. Wie
im vergangenen Semester empfehle ich wieder das Buchmanuskript “Lineare Algebra” von Barth
und Knabner als Begleitlektiire zur Vorlesung. Manche Abschnitte der Vorlesung werden sich sehr
eng an dieses Buch halten. Als Begleitlektiire zu den anderen ist dieses Skript gedacht.

Teile dieses Skripts wurden schon im Rahmen der Linearen Algebra I behandelt. Ich habe sie
trotzdem nicht herausgenommen, um leichter auf die verweisen zu konnen. Der Abschnitt iiber
formale Polynome ist z.B. in Abschnitt [5.3] integriert.

Der Stoff des zweiten Teils der Linearen Algebra beginnt in Abschnitt

Notation und Erinnerung

Matrizen: M, ,(R) = R steht fiir den Vektorraum der p x g-Matrizen mit Eintriigen in dem
Ring R. In der Regel wird R = K ein Korper sein.

Koordinaten: Ist B = (vq,...,v,) eine Basis von V, so schreiben wir
I n
. n — — . —
kp:V =K" kpv)=plp=| |, v—g x5V
Tn =1

fir die zugehorige Koordinatenabbildung.

Matrizen linearer Abbildungen: Ist ¢: V — W eine lineare Abbildung, B = (v1,...,v,) eine
Basis von V und C = (wy, ..., w,,) eine Basis von W, so schreiben wir A = [¢]$§ fiir die Matrix
von ¢ bzgl. der geordneten Basen B und C. Sie bestimmt sich durch die Relation

o(vg) = Z ajpW;.
j=1

In den Spalten der Matrix A stehen also die Koordinaten der Bilder ¢(vy) der Elemente der Basis
B bzgl. der Basis C von W. Fiir V.= W und B = C schreiben wir vereinfacht [¢]5 = [¢]5.

Ein wichtiger Spezialfall ist V = W und ¢ = id. Dann stehen in der Matrix S = [idy]Z die
Koordinaten der Elemente wy, ..., w, der Basis C bzgl. der Basis B.
Transformationsformel: Fir zwei Basen B, B’ von V und C,C’ von W haben wir die Trans-
formationsformel

)G =T el5S fiir T =fidw]&, S=I[idv]5. (4.1)

Transposition von Matrizen: Fiir A = (a;;) € M, (K) schreiben wir AT = A! = (a;;) fiir die
transponierte Matrix.

Fiir A = (a;;) € M, (C) schreiben wir A* = AT = (aj;) = A" fiir die hermitesch transponierte
(=adjungierte) Matrix.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

In diesem Kapitel sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Koérper K. Wir betrachten eine
lineare Abbildung ¢ : V' — V. Hauptziel der Uberlegungen in diesem Kapitel ist es, eine Basis B
von V so zu finden, dass die Matrix [¢]p von ¢ bzgl. B moglichst einfache Gestalt besitzt. Hierbei
kann “moglichst einfach” verschiedene Bedeutungen haben, und wir werden mehrere verfolgen.
In diesem Kapitel diskutieren wir, in wie weit man ¢ durch eine Diagonalmatrix darstellen kann.
Dies fithrt uns auf das Konzept des Eigenvektors und des Eigenwerts einer linearen Abbildung
bzw. einer Matrix.

Die Theorie, die wir hier prasentieren, ist nicht nur fundamental fiir zahlreiche mathematische
Anwendungen der linearen Algebra, sondern auch von erfahrbarer physikalischer Relevanz, wenn
man sie auf gewisse Operatoren auf Raumen stetiger Funktionen anwendet. Ein klassisches Beispiel
ist die Theorie der schwingenden Saite. Hier entsprechen Eigenwerte den Resonanzfrequenzen und
Eigenvektoren werden als die zugehorigen Schwingungen hérbar. Wir werden dieses physikalische
Beispiel hier nicht breiter diskutieren und verweisen fiir detailliertere Information auf die schéne
Darstellung auf den Seiten 260-272 in Egbert Brieskorns Buch “Lineare Algebra und analytische
Geometrie I1,” (Vieweg, Braunschweig 1985).

Ein wichtiger neuer Punkt in diesem Kapitel ist, dass es uns von der linearen Algebra in die
Algebra hoéherer Ordnung fithrt. In der Tat werden wir sehen, dass das Auffinden von Eigen-
werten auf das Losen von Polynomgleichungen fiihrt, deren Grad die Dimension des betrachteten
Vektorraums ist. Die Theorie der Gleichungen héherer Ordnung ist sehr verschieden von der
linearen Theorie, die wir bisher kennengelernt haben. Zum Beispiel hangt die Losbarkeit einer
Polynomgleichung vom Grad > 2 von dem betrachteten Kérper ab; die Gleichung X2 + 1 = 0
hat keine reelle Losung, aber zwei komplexe Losungen, +i. Dieses Verhalten steht in starkem
Kontrast zu den Systemen linearer Gleichungen, deren Losbarkeit iiber jedem Kérper durch den
GauB—Jordan Algorithmus entschieden werden kann, wenn man ihn iiber dem kleinsten Korper,
der alle Koeffizienten der Matrix enthélt, durchfiihrt.

5.1 Ahnlichkeit von Matrizen

In diesem Abschnitt ist V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V) ist eine lineare
Abbildung.

5.1.1. [Motivation] Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum {iber dem Kérper Kund ¢ : V — V
eine lineare Abbildung. Um ¢ durch eine Matrix A darstellen zu kénnen, wéhlen wir eine Basis

B = (v1,v2,...,0,)

von V und berechnen die Bilder der Basisvektoren

n
(P(’Uj)zzaijvi (j=1,...,n).
i=1
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Dann wird ¢ (bzgl. der Basis B) durch die (nxn)-Matrix
[Pls = A = (ai;)

dargestellt. Wir mochten fiir die Matrix A eine Basis B so finden, dass die Form der Matrix A
moglichst einfach wird (dann kann man leichter Berechnungen mit A durchfiihren).

Bemerkung 5.1.2. Man muss hier beachten, dass das beschriebene Problem ganz wesentlich
davon abhéngt, dass wir fiir Endomorphismen ¢ eines Vektorraums V' die Matrix [p]p bzgl. einer
Basis B betrachten und nicht die Matrix [¢]§ eine linearen Abbildung ¢: V' — W bzgl. zweier
Basen B von V und C von W.

Wiirden wir zwei Basen zulassen, so konnten wir Basen B und C finden, so dass die Matrix
A= [gp]g, deren Spalten die Koordinaten der Bilder der Elemente von B bzgl. der Basis C' sind,
die Gestalt

1 0 0 0 0
0 1
0
A:[(p]g: 0 0 1
0 0 0
O v e e ) eee e 0

hat. In der Tat ist das eine sehr einfache Gestalt, aber bei unserer Problemstellung sind die
Spielregeln anders: Wir haben jeweils nur eine Basis B = C' zu verwenden. Diese Einschrinkung
macht das Problem, eine méoglichst einfache Matrix [p]g zu finden, wesentlich schwieriger.

Definition 5.1.3. [Ahnlichkeit von Matrizen| Zwei nxn-Matrizen A und A’ € M, (K) heifien
dhnlich, geschrieben A ~ A’ wenn es eine invertierbare nxn-Matrix S € GL,,(K) gibt mit

A =S71AS. (5.1)

Lemma 5.1.4. Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation, d.h. fir A, A', A" € M, (K)
gilt:

(R) A=~ A (Reflexivitdt).
(S) Am A = A’ = A (Symmetrie).
(T) Am A A =~ A" = A~ A" (Transitivitdit).

Beweis. (R) Fiir die Einheitsmatrix S := 1,, gilt A= 1,141, also A ~ A.

(S) Gilt A ~ A’, so gibt es eine invertierbare Matrix S, so dass A’ = S71AS gilt. Durch
Multiplikation mit S von der linken Seite und durch S~—! von der rechten Seite erhalten wir
SA’'S~™! = A. Wihlen wir T = S~!, so erhalten wir A = T7'A’T und damit A’ ~ A.

(T) Es gelte A ~ A" und A’ = A”. Dann gibt es invertierbare Matrizen S und T, so dass
A= S71AS, A" = T~YA'T gilt. Durch Ersetzung von A’ in der zweiten Gleichung durch den in
der ersten Gleichung gegebenen Wert erhalten wir A” = T=1S~YAST = (ST) L A(ST). Also gilt
A=~ A" O

Satz 5.1.5. [Bedeutung der Ahnlichkeit] Zwei Matrizen A und A’ in M,(K) sind genau dann
ahnlich, wenn eine lineare Abbildung ¢ : V — V auf einem n-dimensionalen Vektorraum V und
zwei Basen B und B’ von V existieren, so dass A = [p|p und A" = [p|p gilt.



5.1. AHNLICHKEIT VON MATRIZEN 9

Beweis. Sind A = [¢]p und A’ = [¢]pr Matrizen einer linearen Abbildung ¢ : V' — V bzgl. zweier
Basen B und B’ in V, so gibt es eine invertierbare Matrix S = [id]3, (die Transformationsmatrix)
mit A’ = S71AS, dh. A~ A

Umgekehrt sei A = A’. Sei V := K" und ¢: K® — K" definiert durch ¢(v) := Av. Dann
gilt [¢]p = A bzgl. der Standardbasis B = (ey,...,e,) von K". Nach Annahme gilt A’ = S~1AS
fiir eine invertierbare Matrix S. Die Spalten v1,...,v, von S bilden eine Basis B’ von K" mit
S = [id]}". Die Matrix von ¢ bzgl. der Basis B’ ist dann A’ = S~'AS = [p]p aufgrund der
Transformationsformel. Also stellen A und A’ dieselbe lineare Abbildung bzgl. der Basen B und
B’ dar. O

Wir konnen nun das am Beginn dieses Kapitels gestellte Problem umformulieren: Finde fiir
eine gegebene Matrix A eine dhnliche Matrix A’, deren Gestalt moglichst einfach ist. Wann ist
eine Matrix “m”oglichst einfach”? Die einfachsten Matrizen sind Diagonalmatrizen

A
1 N O
0 .

Die Matrix von ¢ bzgl. der Basis B hat genau dann die Diagonalgestalt diag(Aq,...,\,), wenn
gilt:

A =diag(Ay, ..., A\p) =

Lp(Uj) :)\j’l)j fiirj: 1,...,77,.

Dies fiihrt zu folgender Frage: Gibt es eine Basis v1,...,v, von V, so dass ¢(vj) = \jv; fir
geeignete Zahlen \; € K (j =1,...,n) gilt und wie kénnen wir solche Vektoren v; und Zahlen \;
finden?

Beispiele 5.1.6. In einigen Fillen kénnen wir eine solche Basis aus geometrischen Uberlegungen
finden: Sei V = R? und g eine Gerade durch 0.

(a) Sei o die (orthogonale) Spiegelung an der Geraden g. Wir wihlen einen Vektor v; in
Richtung von g und einen Vektor v, orthogonal zu g. Dann folgt

o(wy)=1-v1 und o(vy) = (-1)-va.

g9

V2 _ -
V1 _ -
o(v1)=1v

—
-
-
-

Yo (v2)=(—1)vs

Die Matrix von ¢ bzgl. der Basis vy, vy ist A = (é 01> .

(b) Sei w die Orthogonalprojektion auf g. Fiir die obige Basis v1, vo erhalten wir

ovy)=1-v1, o(va)=0=0-vs.

Also ergibt sich die Matrix von A bzgl. vy,v9 zu A = ((1) 8) )

(c) Es gibt andere geometrische Abbildungen, die keine Eigenvektoren besitzen. Zum Beispiel
die Rotation pg : R? — R? um den Nullpunkt um den Winkel 6 € |0, 7[ besitzt in der Tat keinen
Eigenvektor zu einem reellen Eigenwert A € R.

Wir kénnen die Gleichung ¢(v) = Av auch auf die folgende Art schreiben:
p(v) =l <= p(v)—Av=0
<~ o) —Aid(v) =0
— (p—Aid)(v) =0
< v € ker(p — \id).
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Dabei ist id = idy die identische Abbildung auf V.
Wir suchen zunéichst Vektoren v € V, die p(v) = v fiir bestimmte Skalare A\ € K erfiillen.
Wir wollen geeignete Namen fiir solche Vektoren v und Skalare A einfiihren.

5.2 Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition 5.2.1. [Eigenvektoren und Eigenwerte]
(a) Sei ¢ € End(V) ein Endomorphismus von V. Eine Zahl A € K heifit Eigenwert von ¢,
wenn es einen Vektor 0 # v € V gibt, so dass

p(v) = v

gilt und jeder Vektor v # 0, der diese Gleichung erfiillt, heiflit Figenvektor von ¢ zum Eigenwert
A0
Der Unterraum

V= Va(p) i=ker(p — Nidy ) = {v € V : p(v) = \v}

heifit Eigenraum zum Eigenwert X\. Da der Kern einer linearen Abbildung immer ein linearer
Teilraum ist, ist auch V) ein Untervektorraum von V. Die Dimension

gy :=dimVy, >1

heifit die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A. FEine Zahl A € K ist also genau dann
Eigenwert, wenn Vy(¢) # {0} ist, also gx > 1. In diesem Fall ist Vy(¢) \ {0} die Menge der
Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert .
Die lineare Abbildung ¢ heifit diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von ¢
besitzt, also wenn eine Basis B existiert, so dass die zugehorige Matrix [¢] g Diagonalgestalt hat.
(b) Ist A € M,,(K) eine (n x n)-Matrix, so betrachten wir die lineare Abbildung

Ly € End(K"), z~— Ax.

Eine Zahl X € K heifit Eigenwert von A, wenn A Eigenwert von L 4 ist, also wenn ein 0 # z € K"
mit

Ax = Az
existiert. Entsprechend heif3t

ker(La — Aid) = {z € K": Az = Az}

Eigenraum von A zum FEigenwert X. Alle Aussagen iiber Eigenvektoren und Eigenwerte von
linearen Abbildungen lassen sich in diesem Sinn auf Matrizen iibertragen.

Die Matrix A heifit diagonalisierbar, wenn L 4 diagonalisierbar ist, also wenn in K" eine Basis
aus Eigenvektoren von A existiert.

Mit dieser Terminologie kénnen wir die Frage in anders formulieren: Wann ist die lineare
Abbildung ¢ : V' — V diagonalisierbar?

Bemerkung 5.2.2. Wir fassen noch einmal die wichtigsten Aspekte zusammen.

A ist ein Eigenwert von ¢
<= Die Gleichung (¢ — Aid)(v) = 0 hat eine Losung v # 0
<= ker(¢ — Aid) # {0}

IDariiber, ob man 0 in der Definition eines Eigenvektors mit einschliessen sollte, scheiden sich die Geister.
In den Lehrbiichern von S. Lang und N. Bourbaki ist 0 ein Eigenvektor fiir jeden Eigenwert A. Eine Zahl A\
heiffit dann Eigenwert, wenn der zugehérige Eigenraum positive Dimension besitzt. Im Grunde entspricht dies
auch meiner Sichtweise, aber die meisten deutschsprachigen Biicher zur Linearen Algebra sehen das anders. Um
in dieser nebenséchlichen Frage keine unnotige Verwirrung zu erzeugen, schliessen wir uns der deutschsprachigen
LA-Literatur an.
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Analog werden Eigenvektoren charakterisiert:

v ist ein Eigenvektor von ¢ bzgl. A
<= v ist eine nichtverschwindende Losung von (¢ — Aid)v =0
<= 0 # v € ker(¢ — \id)

Bemerkung 5.2.3. Fir A € M, (K) ist A € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn das
homogene System linearer Gleichungen

(A= X)v=0 (H)

eine nichttriviale Losung v # 0 besitzt. Die nichttrivialen Losungen von (H) sind dann die Eigen-
vektoren zum Eigenwert .
In der Tat, kénnen wir die Gleichung Av = Av auch auf folgende Art schreiben:

Av=X\v <= Av— v =0
<— Av— =0
<~ (A-Al)v=0

wobei 1 = 1,, die nxn-Einheitsmatrix bezeichnet.

Wir legen uns nun die Frage vor, wie wir Eigenwerte und Eigenvektoren einer linearen Abbil-
dung bzw. einer Matrix berechnen. Der folgende Satz ist hierbei von zentraler Bedeutung.

Satz 5.2.4. Ist ¢ € End(V) und dimV < oo, so ist A € K genau dann ein Eigenwert von o,
wenn det(p — Aid) = 0 ist.

Beweis. Da wir einen endlichdimensionalen Vektorraum V betrachten, gilt:

ker(p — Aid) = {0} <= ¢ — Aid ist injektiv
= ¢ \id ist bijektiv 0
< det(p — Aid) £ 0

Folgerung 5.2.5. Fir A € M, (K) gilt:

A ist Eigenwert von A <= A — A1 ist nicht invertierbar

= |det(A — A1) = 0

Die letzte Formel heifit charakteristische Gleichung von A.

Beweis. Wir wissen, dass die Matrix A—A1 genau dann nicht invertierbar ist, wenn det(A—A1) =0
gilt. Wir konnen nun Satz auf die lineare Abbildung L 4: K® — K", z +— Az anwenden. Die
Behauptung folgt dann aus

det(A — A1) = det(La4 — Aid),

denn A — A1 ist die Matrix von L4 — Aid bzgl. der Standardbasis von K". 0

Beispiele 5.2.6. (a) Wie in Beispiel a) betrachten wir die orthogonale Spiegelung o an der
Geraden g:

Eigenwerte A\ =1 Ay = —1
Eigenrdume V), = Ru; Vi, = Rog
alle Vektoren auf g alle Vektoren senkrecht zu g

(b) Fiir die Orthogonalprojektion 7 auf g aus Beispiel b) gilt:
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Eigenwerte =1 A =0
Eigenvektoren } .

. N wie oben
Eigenraume

In beiden Beispielen erhalten wir zwei Eigenwerte mit der geometrischen Vielfachheit 1.
(¢) Wir betrachten die Matrix
A ( 0 1> € Ma(R).

-1 0

Fir XA € R erhalten wir die Matrizen
-2 1
A— )1l =
(o

det(A—X1) =X +1#0.

Also sind alle Matrizen A — A1 invertierbar, denn die charakteristische Gleichung von A besitzt
keine Nullstelle. Folglich hat die relle Matrix A keinen Eigenwert.

Wir sehen insbesondere, dass nicht jede Matrix einen Eigenwert besitzt.

(d) Wie betrachten die komplexe Matrix

A= (01 é) € M>(C).

mit

Thre charakteristische Gleichung
0=det(A—A1)=)+1

besitzt dann die Nullstellen A\; = ¢ und A\s = —¢, die zueinander komplex konjugiert sind. Losen
der linearen Gleichungssysteme
(A - /\j].)l/ =0

w= () it e (1)

Beispiel 5.2.7. (fiir K = R): Wir untersuchen die reelle Matrix A = (

fihrt auf die Eigenvektoren

:1)) :15) auf Eigenvektoren

und Eigenwerte. Dann ist A — A1 = (1 ; A . 3 >\>.

Eigenwerte: Die charakteristische Gleichung ist also

1—A 3

O:det(A—)\l):‘ 2,

’ =(1-X?-9
und damit Ay, =1+ 3, d.h.
A1 =4, A=-2

Eigenvektoren: Wir miissen beide Eigenwerte berticksichtigen.

.>\1:4Z
-3 3 1
A— XMl = = R .
( Al)v (3 3)1} 0 = ve€ (1)

(AA21)U<§ g)v() — v€R<_11>.

® )\2 = -2
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Also sind v; = (1) und vy = ( 11) Eigenvektoren von A. Diese bilden eine Basis B’ von R2.

Also ist A diagonalisierbar.
Bemerkung: Die lineare Abbildung ¢4 : R? — R2, die durch die Matrix A bzgl. der Standard-
basis B gegeben ist, besitzt die Matrix
. 4 0
S \0 -2

bzgl. der Basis B’ = (v1,v2). In der Tat ist Av; = 4v; und Avy = —2vs.
Die Matrizen A und A’ sind durch die Transformationsformel

A =8"1AS

miteinander verbunden. Dabei ist S die Transformationsmatrix S = <1 1 ) Die Spalten der

1 -1
Transformationsmatrix S sind die Koordinaten der neuen Basisvektoren vy, vo bzgl. der Standard-
basis (e, e2).

Bemerkung 5.2.8. Eine Matrix A € M, (K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn es in K"
eine Basis vy, v9,...,v, aus Eigenvektoren zu Eigenwerten Az, Aa,..., A, von A gibt. Ist S die
Transformationsmatrix mit den Eigenvektoren vy, ..., v, als Spalten, so gilt

A
1 N O
0 .

Folgerung 5.2.9. Fine Matriz A ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie einer Diagonalma-
triz A’ dhnlich ist, d.h. wenn es eine invertierbare Matriz S g¢ibt, so dass A’ := S™'AS eine
Diagonalmatriz ist.

STIAS =

Beispiele 5.2.10. [K =R, n = 2]
(a) Die Matrix A = (1 3

5 1) € M>(R) aus Beispiel [5.2.7|ist diagonalisierbar: Fiir die Eigenwerte

A1 =4 und Ay = —2 haben wir die Eigenvektoren: v; = <1> und vy = ( 1

-1
1 (4 0 . (1 1
STAS = (O 2) mit S = (1 1) ,

wobei vy, vy die Spalten der Matrix S bilden.
(b) Die Matrix A = ( 11

>, die eine Basis von

R? bilden. Wir erhalten

-1 1
kann also iiber dem Korper der reellen Zahlen nicht diagonalisiert werden. A hat aber komplexe
A1 =144 und Ao =1 — ¢ mit den Eigenvektoren

o= (3): =)

1 (141 0 . (=i
S AS—(O 1 Z) mit S_<1 1).

) € M5(C) aus Beispiel |5.2.6 hat keine reellen Eigenwerte. Sie

Also erhalten wir

Satz 5.2.11. Die Matriz A € M,,(K) habe den Eigenvektor v € K™ zu dem FEigenwert \.
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(1) v ist auch Eigenvektor von

o aA, a € K, zum Eigenwert a.

e al, + A, a €K, zum Figenwert a + \.

o A™ n €N, zum Eigenwert \™.

o A1, falls invertierbar ist, zum Eigenwert A~1.

(ii) Fiir K = C ist v € C" Eigenvektor zum FEigenwert X fiir die Matriz A. Insbesondere treten
nicht reelle Figenwerte reeller Matrizen immer in konjugiert komplexen Paaren auf.

Beweis. (i) folgt sofort aus der Eigenwertgleichung Av = Av durch evidente Umformungen.
(ii) Aus Av = M folgt sofort AT = A\v durch komplexe Konjugation der Eintrage. O

Beispiel 5.2.12. Sei P: K® — K" eine Projektion. Dann ist P? = P und aus Satz folgt
sofort fiir jeden Eigenwert A\ von P die Relation A2 = ), also A € {0,1}. Der Eigenraum zum
Eigenwert 1 ist das Bild im(P) = ker(1 — P) und ker(P) ist der Eigenraum zum Eigenwert 0. Aus
K™ = ker(P) @ im(P) folgt daher die Diagonalisierbarkeit von P.

Lineare Unabhiangigkeit von Eigenvektoren

Satz 5.2.13. Seien A1, Aa, ..., A\, paarweise verschiedene Eigenwerte von ¢ € End(V') und vy, ..., v,
zugehorige Eigenvektoren. Dann sind vy, ..., v, linear unabhdngig.
Beweis. Mittels Induktion nach k zeigen wir, dass vy, ..., v linear unabhangig sind.

Fiir £ = 1 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen nun an, dass die Vektoren vy,...,vg_1 linear

unabhéngig sind. Sei
pivr + ..+ ppv = 0.

Wenden wir ¢ auf diese Gleichung an, so erhalten wir
0=p(u1v1 + ...+ o) = prp(vr) + .o+ prep(vk) = prAivr + oo+ AV
Ziehen wir das Ag-fache der ersten Gleichung von der zweiten ab, so ergibt sich
0=p1(A = Ap)vr + oo+ 1 (A1 — Ae)ve—1,
und aus der linearen Unabhéangigkeit der Vektoren vy, ..., v5_1 erhalten wir
pwilhj —Ag) =0, j=1,...,k—1

Wegen A\; # A, fiir j < k folgt hieraus p; = 0. Damit ist auch prvi, = 0, und somit py = 0, da vy,
als Eigenvektor von 0 verschieden ist. O

Folgerung 5.2.14. Seien A1, s, ..., A, paarweise verschiedene Figenwerte von ¢. Dann ist die
Summe der zugehérigen FEigenrdume direkt:

Vi, vV, +...+V, =, eV,,d...a V), .

Beweis. Sei
U+ ...+ U1 +u.=0

fir u; € Vy,;. Wir miissen zeigen, dass u; = 0 fiir alle j = 1,..., 7 gilt. Da die u; entweder 0 oder
Eigenvektoren zum Eigenwert ); sind, sind die von 0 verschiedenen Summanden nach Satz
linear unabhéingig. Da ihre Summe 0 ergibt, miissen also alle Summanden verschwinden. 0

Bemerkung 5.2.15. Ein Endomorphismus ¢ eines n-dimensionalen Vektorraumes V' kann hochstens
n verschiedene Eigenwerte besitzen. Hat namlich ¢ verschiedene Eigenwerte Ay, ..., A, mit zugehorigen
Eigenvektoren vy, ..., v,, so sind diese nach Satz[5.2.13| linear unabhéngig. Also gilt r < n.
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Satz 5.2.16. Hat A € M,,(K) n verschiedene Figenwerte, dann ist A diagonalisierbar.

Beweis. Seien A1, ..., A, verschiedene Eigenwerte von A und vy, ..., v, zugehdrige Eigenvektoren.
Diese sind linear unabhéingig (Satz[5.2.13]) und bilden daher eine Basis von K”. Also ist A diago-
nalisierbar. 0

Bemerkung 5.2.17. Seien Aq,..., A, verschiedene Eigenwerte von ¢ und g¢1,...,g, deren ge-
ometrische Vielfachheiten. Wir finden dann jeweils eine g;-elementige Basis von V),. Nehmen
wir diese Basen zusammen, so erhalten wir eine Basis des Teilraums V), @& --- @ V. Gilt
g1+ 92+ + g = n, dann ist dieser Teilraum gleich V. Also hat V' eine Basis von Eigen-
vektoren von ¢ und die Matrix von ¢ bzgl. dieser Basis ist eine Diagonalmatrix:

A1 0
0 A1

dr{ 0

Bemerkung 5.2.18. Die obigen Eigenschaften gelten entsprechend fiir Matrizen A € M,,(K), da
man sie durch Anwendung auf die lineare Abbildung L4: K® — K" = — Az iibertragen kann:
Seien A1, Ag, ..., A, paarweise verschiedene Eigenwerte einer nxn-Matrix A und seien g1, gs, - - - , gr
ihre geometrischen Vielfachheiten.

a) Die Summe der Eigenrdume von A ist direkt:

Vi + V44V, =V, 0V, @@V,

b) Sind vy, vs,..., v, Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, Ag, ..., A,
so sind diese Eigenvektoren linear unabhangig. Hieraus folgern wir insbesondere r < n, d.h.
eine nxn-Matrix A hat héchstens n verschiedene Eigenwerte.

Aufgabe 5.2.19. Sei A € M, (C) eine Matrix mit reellen Eintrigen. Zeige: Ist v € C" ein

Eigenvektor von A zum FEigenwert A € C, so ist ¥ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert .
Hierbei steht v € C™ fiir den Vektor, der durch Konjugieren der Eintrage von v entsteht.

5.3 Formale Polynome

In diesem Abschnitt lernen wir den Begriff eines formalen Polynoms mit Koeffizienten in einem
Korper K kennen. Dies sind Ausdriicke der Gestalt

p(X)=ag+ a1 X +...+a, X",

wobei wir X nicht als Element von K interpretieren, sondern als eine Unbestimmte. In diesem
Sinn wird p keine Funktion K — K sein, sondern eine formale Linearkombination der Symbole
X" n € Np.

Definition 5.3.1. Sei K ein Korper.
(a) Wir schreiben K[X] fiir die Menge der Ausdriicke der Gestalt

N
p(X):ZanX”:a0+a1t+...+aNXN, ap,...,any € K, N € Ny,

n=0
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die wir formale Polynome in der Unbestimmten X nennen. Wir betrachten zwei solche Ausdriicke

N M
dan X" =ag+aX+.. +ayXV und D b X" =by+ b X+ ... +by XM
n=0 n=0
fir N < M als gleich, wenn
a():bo,...,aN:bN, bN+1:...:bM:07

gilt (Koeffizientenvergleich). Jedes Element von K[X] wird also eindeutig durch eine Folge (ay, )nen,
reprasentiert, bei der alle bis auf endlich viele Glieder 0 sind.

(b) Durch
N

N N
S an XD by X" = (an +by) X"
n=0 n=0

n=0

und v
A Z an X" = Z Aa, X"
n=0 n=0

wird auf K[X] die Struktur eines K-Vektorraums definiert. Aus dieser Definition ergibt sich sofort,
dass die formalen Monome (X™)nen, eine Basis des K-Vektorraums K[X] bilden.
Dartiber hinaus definieren wir eine Multiplikation

(a0 +ar X +...+anX) - (bo+ a1 X + ...+ by XM)
= agpbg + (a0b1 —|—a1b0)X +...+ ( Z aibj)X” + ... —|—aNbMXN+M.

i+j=n

(c) Ist p(X) = ag + ... + ay X" € K[X] mit ay # 0, so nennen wir deg(p(X)) := N den
Grad von p(X). Die Zahl ay heifit Leitkoeffizient von p(X). Fiir das Nullpolynome setzen wir
deg(0) := —oo. Hiermit ist insbesondere deg(X™) = n fiir alle n € Ny.

Fiir Elemente von K[X] werden wir oft p(X) schreiben, um auf die Unbestimmte X hinzuweisen.
Anders als fiir Funktionen steht p(X) also nicht fiir “den Wert von p an der Stelle X”, sondern
fiir das Polynom selbst.

Satz 5.3.2. Der Raum K[X] der Polynome in einer Unbestimmten X mit Koeffizienten in K ist
ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = X°. Fiir p(X),q(X) € K[X] gilt

deg(p(X)q(X)) = deg(p(X)) + deg(q(X)). (5.2)

Beweis. Der Beweis durch Nachrechnen ist eine leichte fjbung. O

Bemerkung 5.3.3. (a) Aus (5.2)) folgt insbesondere, dass das Produkt zweier Polynome p(X), ¢(X) #
0 auch von 0 verschieden ist. Man sagt auch, K[X] sei nullteilerfrei.
Insbesondere folgt hieraus auch, dass Faktorisierungen eindeutig sind: Aus p(X) = f(X)q(X) =

F(X)g(X) folgt f(X) = f(X) wenn g(X) # 0 ist, denn (f(X) — f(X))g(X) =0.
Bemerkung 5.3.4. Man kann jedem formalen Polynom
p(X)=ap+a X +...+a, X" € K[X]

die Polynomfunktion
p: K=K, x—=a+axz+...+apx"

im Raum KJ[z] der Polynomfunktionen K — K zuordnen. Die Abbildung

®: K[X]—>K[z], p—D
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ist im allgemeinen aber nicht injektiv, denn verschiedene formale Polynome koénnen die gleiche
Polynomfunktion beschreiben.

Ist zum Beispiel K = {0,1} der zweielementige Korper, so gilt 22 = z fiir beide Elemente
0,1 € K. Insbesondere ist also ®(X") = ®(X) fir alle n > 1. Zum Beispiel stellen die Polynome

pi(X)=X und po(X)=X?

die gleiche Polynomfunktion K — K dar.

Eine genauere Analyse der Situation zeigt, dass die lineare Abbildung ® genau dann injektiv
ist, wenn der Korper K unendlich ist, denn jedes Element ¢(X) € ker ® ist ein Polynom, dessen
zugehorige Funktion ¢: K — K verschwindet. Wie wir unten sehen werden, hat ein von Null
verschiedenes Polynom vom Grad n maximal n verschiedene Nullstellen (Satz [5.3.7)), was fiir
unendliche Korper K zeigt, dass ® injektiv ist. Interessiert man sich also nur fiir unendliche
Korper wie Q, R oder C, so bendtigt man das Konzept eines formalen Polynoms in der Linearen
Algebra nicht, da man in diesem Fall nicht zwischen den Raumen K[z] und K[X] unterscheiden
muss.

Definition 5.3.5. [Nullstellen von Polynomen] Ist p(X) = ag + ... + ay X" € K[X], so heifit
A € K Nulistelle oder Wurzel von p(X), wenn

p(\) i=ap +ar A+ ... +ax AV =0
in K gilt. Wir ersetzen hierbei in p(X) die Unbestimmte X durch das Element X € K.

Lemma 5.3.6. Ist p(X) ein Polynom vom Grad d > 1 und A eine Nullstelle von p(X), so existiert
ein eindeutig bestimmtes Polynom q(X) vom Grad d — 1 mit

p(X) = (X = A)g(X).

Beweis. Zunéachst fihrt die binomische Formel auf

X" = (X = A4 A)" = En: (Z)A""“(X -,

k=0

so dass wir p(X) auch schreiben kénnen als

d d n
PX) =) a X" =" an< >/\” FX — M)k
n=0 n=0 k=0
d d d
=y Za”(Z A" k —NF =) (X = M,
k=0 n:k k=0
=:by

fiir gewisse by, ...,bg € K. Wegen 0 = p(\) = by erhalten wir die Faktorisierung

d
PIX) = (X = X)) D be(X = N)F!
k=1

=:q(X)

mit deg(q(X)) =d—1. O

Satz 5.3.7. Ein Polynom 0 # p(X) € K[X] vom Grad n besitzt hochstens n verschiedene Null-
stellen.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach dem Grad n.
Induktionsanfang: Ist n = 0, so ist p(X) = ag # 0. Also hat p(X) keine Nullstellen.
Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir n — 1 richtig ist. Ist A € K eine
Nullstelle von p(X), so erhalten wir eine Faktorisierung p(X) = (X —X)¢(X) mit der(¢(X)) = n—1.
Nach Induktionsannahme hat ¢(X) maximal n — 1 Nullstellen, und da = — A # 0 fiir alle  # X in
K gilt, hat p(X) daher maximal n Nullstellen. O

Definition 5.3.8. Sei p(X) ein Polynom vom Grad d und A € K eine Nullstelle. Wir schreiben
pX) = (X = pi(X)
fiir ein p;(X) € K[X] vom Grad d — 1. Ist p1(\) # 0, so heifit A einfache Nullstelle von p(X). Ist
p1(A) = 0, so finden wir ein Polynom ps(X) € K[X] mit
p1(X) = (X = N)p2(X),
also
p(X) = (X = X)?*p2(X).
Iteration dieses Prozesses liefert eine Zahl s > 0 und ein Polynom ps(X) € K[X] mit
p(X) = (X = A)°ps(X)  und  ps(A) # 0.
Wir nennen A dann eine Nullstelle der Vielfachheit s.

Bemerkung 5.3.9. Es seien \q,..., A, die verschiedenen Nullstellen des Polynoms p(X) € K[X]
mit den Vielfachheiten a1, ..., a,. Dann haben wir

p(X) = (X — A1) p1(X)
und die Zahlen Ag, ..., A, sind keine Nullstellen von (X — A1)??, also Nullstellen von p;. Fiiri > 1
sei f; die Vielfachheit der Nullstelle \; von p;. Dann ist pa(X) = (X — \;)fis(X) mit s()\;) # 0,
also

p(X) = (X = X)ir(X),

wobei 7(X) = (X — A1) s(X) nicht in \; verschwindet. Also ist a; = f;. Induktiv erhalten wir
so eine Faktorisierung
p(X) = (X =)™ - (X = Ap)*q(X),

wobei g(X) keine Nullstellen in K besitzt.

Theorem 5.3.10. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes komplexe Polynom in C[X]| ohne Null-
stellen ist konstant und jedes Polynom p(X) € C[X] besitzt eine Zerlegung in Linearfaktoren:

p(X) = (X — A)™ - (X = A"
mit einer Konstanten c € C.

Der Beweis dieses Satzes lisst sich nicht mit rein algebraischen Hilfsmitteln erbringen. Er
benétigt Methoden aus der Analysis und wird in der Vorlesung Funktionentheorie erbracht.

Bemerkung 5.3.11. Auch wenn man weif}, dass komplexe, nicht konstante Polynome immer
Nullstellen besitzen, kann das Berechnen von Nullstellen konkreter Polynome sehr schwierig sein.
Fiir Polynome vom Grad 1 ist es trivial, und fiir Polynome vom Grad 2, 3 und 4 gibt es direkte
Losungsformeln, die quadratische, kubische und quartische Wurzeln verwenden.

Definition 5.3.12. Einen Korper K mit der Eigenschaft, dass jedes Polynom p(X) € K[X]
in Linearfaktoren zerfallt, nennt man algebraisch abgeschlossen. Wegen Lemma [5.3.6 ist dies
aquivalent dazu, dass jedes Polynom p(X) mit deg(p(X)) > 1 eine Nullstelle besitzt.

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt also, dass der Koérper C der komplexen Zahlen alge-
braisch abgeschlossen ist. Die Korper R und Q sind dagegen nicht algebraisch abgeschlossen, da
das Polynom X2 + 1 keine Nullstellen besitzt.
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5.4 Das charakteristische Polynom einer Matrix

Definition 5.4.1. [Das charakteristische Polynom] Fiir eine nxn-Matrix 4 € M, (K) = K"
betrachten wir den Ausdruck A — X1,, als Element von M, (K[X]), also als eine Matrix mit
Eintrdgen in dem Ring K[X]. Die Determinante det(A — X1,,) dieser Matrix ist nun ein Element
von K[X]:

a1l — X a2 PN A1n
a1 ago — X e agn
xa(X) :=det(A - X1,) = ] ) ] . € K[X].
an1 An2 cer Qpn — X

Dieses Polynome heifit charakteristisches Polynom der Matrix A.

Beispiel 5.4.2. Fir A € M3(K) ist

ajp — X a2

xa(X) = = (a11 — X)(a22 — X) — a1za2:

as1 age — X
= X? — (a11 + a22) X + a1a22 — ai2a2
= X2 — tr(A)X + det(A),

wobei tr(A) = a11 + ag2 die Spur der Matrix A ist.

Allgemein gilt:

Satz 5.4.3. Das charakteristische Polynom x a(X) von A ist ein Polynom vom Grad n mit Ko-
effizienten aus K. Weiter gilt

Ya(X) = (—1)" X" 4 (=1)" X (tr A) X" 4 + det(A),
wobei tr(A) = 2?21 aj; die Spur der Matrix A heifst.
Beweis. Berechnen wir det(A — X1) mittels der Leibniz-Formel so erhalten wir

xXa(X) = (a11 — X)(ag2 — X) ... (ann — X) + Produkte mit hochstens n — 2
Faktoren (a; — X)
= (=D"X" + (=1)" a1 + - + @pp) X" + Terme niedrigeren Grades
(=1)"X™ + (=1)" ' (tr A)X™ ! + Terme niedrigeren Grades

Weiter haben wir fiir den konstanten Term x 4(0) = det(A). O

Bemerkung 5.4.4. Nach Folgerung[5.2.5] sind die Eigenwerte von A genau die Nullstellen A des
charakteristischen Polynoms x 4(X). Da ein Polynom vom Grad n héchstens n verschiedene Null-
stellen hat (Satz, erhalten wir damit einen neuen Beweis fiir die Aussage in Bemerkung b)7
dass eine nxn-Matrix hochstens n verschiedene Eigenwerte besitzt.

Definition 5.4.5. [Algebraische Vielfachheit] Wir nennen fiir einen Eigenwert A von A die
Vielfachheit ay der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms x 4(X) die algebraische Vielfach-
heit des Eigenwerts .

Satz 5.4.6. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom. Insbesondere habe
sie die gleichen Eigenwerte, die gleiche Determinante und die gleiche Spur.

Beweis. Ist B=S71AS, so ist auch B — X1 = S~!(4 — X1)S und daher

xB(X) =det(B — X1) = det(S™)xa(X) det(S) = xa(X). O
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Der folgende Satz folgt unmittelbar aus det(A") = det(A):

Satz 5.4.7. Ist AT € M, (K) die Transponierte der Matriz A, so gilt x4 = xa. Insbesondere
haben A und AT die gleichen Eigenwerte.

Satz 5.4.8. Fir jeden Figenwert \ einer Matrix A € M, (K) haben wir die Ungleichungen
1<gy<ayx<n

fur die geometrische Vielfachheit gy und die algebraische Vielfachheit ay.

Beweis. Sei k = gx und wvy,...,v; linear unabhangige Eigenvektoren zum Eigenwert A\. Wir
erganzen diese Vektoren zu einer Basis vy,...,v, von K”. Fir die Matrix S deren Spalten die
Vektoren v1, ..., v sind, erhalten wir die ahnliche Matrix
Al B
Al=871AS = (70F :
0 D

Wegen Satz [5.4.6] ist daher

(A= X)1k B

R = ()

Ya(X) = xar(X) = det (

Hieraus folgt gy = k < a). O

1 2

Beispiele 5.4.9. [K = R,n = 2] (a) Wir betrachten die Matrix A = <O ]

> . Zur Berechnung

der Eigenwerte betrachten wir das charakteristische Polynom

1-X

2 2
) 1_X‘_a X)?.

xa(X) =det(A - X1) = '
Also ist 1 der einzige Eigenwert, und er hat die algebraischen Vielfachheit a; = 2.
FEigenvektoren zum einzigen Eigenwert 1 erhalten wir als Losungen von

(A—1~1)v—<8 (2)>v—0 — veR(é).

Also ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A; = 1 gleich g; = 1. In diesem Beispiel ist
g1 < aq; es gibt also keine Basis von Eigenvektoren.
(b) Fiir die Matrix

_ (cos(p)  —sin(yp)
0= () iy ) <R

die die Drehung der Ebene R? um den Winkel ¢ € R beschreibt, ist

XelX] = det <COSS(§2¢‘) A~ (j)“f)X ) — (cos(p) — X)? + sin(p)? = X2 — 2cos(p)X + 1.

Relle Eigenwerte hat diese Matrix also genau dann, wenn cos(p)? = 1 ist, also wenn ¢ € Z,
d.h., ¢ ist ein ganzzahliges Vielfaches von 7. Fiir ¢ € 2Zx ist C' = 1 mit dem zweifachen reellen
Eigenwert 1 und fiir ¢ € (2Z 4 1)7 ist C = —1 mit dem zweifachen reellen Eigenwert —1.

Ist ¢ kein Vielfaches von 7, so ist C' iiber R nicht diagonalisierbar, da es keine Eigenwerte gibt.
Allerdings kénnen wir C' auch als komplexe Matrix in Ms(C) auffassen und finden die Eigenwerte

A1/2 = cos(p) £ y/cos(p)? — 1 = cos(p) &+ v/ —sin(p)? = cos(yp) £ isin(p).

Da diese beiden Eigenwerte wegen sin(p) # 0 verschieden sind, ist C' iiber dem Kérper C der
komplexen Zahlen diagonalisierbar.
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(c) Allgemein erhalten wir fiir eine relle Matrix

a b

A= My(R

<c d> € Mz(R)

das charakteristische Polynome
xa(X)=(a—X)(d—X)—bc=X?>—(a+d)X +ad —bc = X* —tr(A)X + det(A)

mit den komplexen Nullstellen

tr(A) tr(A)?2
+

2 4

Wir sehen also, dass A genau dann reelle Eigenwerte hat, wenn

4det(A) < tr(A)?

)\1/2 = — det(A)

gilt. Ist sogar 4det(A) < tr(A4)2, so besitzt A zwei verschiedene reelle Eigenwerte und fiir
4det(A) = tr(A)? erhalten wir den Eigenwert tr(A4)/2 mit der algebraischen Vielfachheit 2.

Satz 5.4.10. (Bedingungen fiir Diagonalisierbarkeit von Matrizen) Eine nxn-Matriz A € M, (K)
ist genau dann diagonalisierbar iber K, wenn ihr charakteristisches Polynom x a(X) in ein Produkt
von Linearfaktoren

xa(X)=W\ = X)" .. (A — X), Ay A €K
zerfallt und falls fir jeden Eigenwert \; die geometrische Vielfachheit g; gleich der algebraischen
Vielfachheit a; ist.

Beweis. Seien Aq,..., A, die verschiedenen Eigenwerte von A. Ist A diagonalisierbar und sind
g1, - - -, gr die geometrischen Vielfachheiten von A1, ..., \., so existiert eine invertierbare Matrix S
(deren Spalten die Eigenvektoren von A sind), so dass

A1 0
91{ 0
0 A1

A= S7TAS =

gr{ O
0 A

gilt. Dann folgt aus Satz

r

xa(X) = xa(X) =det(A" — X1) = H()\j — X)9.
j=1

Insbesondere folgt a; = g;, die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten stimmen also
iiberein.
Jetzt nehmen wir an, dass das charakteristische Polynom x4 (X) in Linearfaktoren zerfallt:

XA(X) = (Al — X)al . (/\T _ X)a’"

und die geometrische Vielfachheit g; des Eigenwerts A; mit der algebraischen Vielfachheit a;
iibereinstimmt. Dann ist

n=deg(xa(X)=a1+...4a=g1+ ...+ gr,
also folgt aus Bemerkung dass A diagonalisierbar ist. O
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Folgerung 5.4.11. Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist A € M, (K) genau dann diagonalisier-
bar, wenn fir jeden Eigenwert A die algebraische und die geometrische Vielfachheit tibereinstimmen.

Beweis. Da das charakteristische Polynom y 4(X) € K[X] wegen der algebraischen Abgeschlossen-
heit von K in Linearfaktoren zerfillt, folgt die Behauptung aus Satz O

Da C wegen dem Fundamentalsatz der Algebra algebraisch abgeschlossen ist, gilt insbesondere:

Folgerung 5.4.12. Eine komplexe Matriz A € M,,(C) ist genau dann diagonalisierbar, wenn fir
jeden Figenwert A € C die algebraische und die geometrische Vielfachheit tibereinstimmen.

Bemerkung 5.4.13. [Spezialfall: K = R] Ist eine reelle nxn-Matrix A diagonalisierbar, so ist
sie natiirlich auch als komplexe Matrix diagonalisierbar, und alle Eigenwerte sind reell.

Ist umgekehrt, A € M, (R) eine Matrix mit reellen Eintrdgen, die als komplexe Matrix diag-
onalisierbar ist (Folgerung und nur reelle Eigenwerte besitzt, so kann man zeigen, dass
A auch als reelle Matrix diagonalisierbar ist. Hierzu argumentiert man wie folgt. Sei A € R ein
Eigenwert von A. Dann ist A — A1 € M, (R) eine reelle Matrix. Sei g5 die geometrische Vielfach-
heit von X als Eigenwert der komplexen Matrix A € M,,(C) und gﬂf die geometrische Vielfachheit
von A als Eigenwert der reellen Matrix. Dann ist

gx =n —rank(4 — A1) = g5,

denn der Gaufl—Jordan—Algorithmus zeigt, dass der Rang einer reellen Matrix sich nicht &ndert,
wenn man sie als komplexe Matrix betrachtet. Damit erhalten wir

Zg% :Zgi =n,
i i

woraus mit Bemerkung folgt, dass A reell diagonalisierbar ist.

5.4.14. [Anwendungen der Diagonalisierbarkeit] Wir beachten zunichst, dass fiir beliebige nxn-
Matrizen A, B und fiir jede invertierbare nxn-Matrix S die folgenden Beziehungen gelten:

ST (A+B)S=S5"1AS+S7'BS (i)
STH(A\A)S =)\-S7tAS (ii)
STYHAB)S = (S7'AS) - (S7'BS) (iii)

Das bedeutet, dass die Abbildung
Vg : M,(K) = M,(K), A~ S1AS,
ein Automorphismus der Algebra M, (K) ist, mit der Inversen
Ug1: M,(K) = M,(K), A~ SAS™
Im Spezialfall A = B in (iii) erhalten wir 71425 = (S~!1AS)?; mittels Induktion folgt:
StA"S = (S71AS)™ . (iv)
Setzen wir B = ST1AS, so gilt

A" = §B"S~1 (v)

1
3

(11 L 1f-1 -1y _1(1 1
S_<1 —1) und 57 = 2(—1 1)_2(1 —1)

Beispiel 5.4.15. Wie in Beispiel [5.2.7|sei A = ( 0

?) Dann gilt S~1AS = (4 02) mit
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Nun kénnen wir die Potenzen A™ explizit berechnen:

A" = S(ST1AS)"S = § (g _02) 51

(0 )= D6 el )
=(jZ ((23;1);(1 11)

B 1 4n + (_2)n 4n _ (_2)n one 2n + (_1>n 2n _ (_1)n
o1 vt Rl S A S

Aufgabe 5.4.16. Fiir ag,...,a,_1 € K betrachten wir die Matrix

0 0 -~ 0 —a
1 O O —Qaq
A=10 1 0 - —a | c M, (K).
0 o . :
0 0 1 —ap1

(a) Zeigen Sie xa(X) = (-D)"(X" +ap1 X" 1+ +a1X + ag).

(b) Fiir jeden Eigenwert A hat der zugehorige Eigenraum die Dimension gy = 1.

5.5 Trigonalisierung

Es gibt auch iiber dem Korper der komplexen Zahlen nichtdiagonalisierbare Matrizen wie z.B.

A:<1 2)7
0 1

siehe Beispiel In diesem Fall ist das charakteristische Polynom gegeben durch x4(X) =
(1 — X)2. Es gibt also genau einen Eigenwert A = 1, dessen algebraische Vielfachheit a; = 2 echt
grofer als seine geometrische Vielfachheit g; = 1 ist, denn g7 = 2 — rank(A — 1) = 1.

5.5.1 Trigonalisierung komplexer Matrizen

Wir stellen uns die Frage, ob jede Matrix einer Matrix dhnlich ist, die eine obere Dreiecksmatriz ist.
Wir werden spéter sehen, dass iiber dem Korper der komplexen Zahlen die Jordansche Normalform
die bestmogliche Losung ergibt. Im Augenblick halten wir Folgendes fest:

Lemma 5.5.1. Jede komplex Matriz A € M,,(C) hat einen Eigenwert.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische Polynom y4(X) =
det(A — X1) eine Nullstelle, also A einen Eigenwert. O

Satz 5.5.2. [Trigonalisierung komplexer Matrizen] Jede komplexe nxn-Matriz A ist einer oberen
Dreiecksmatriz ahnlich, d.h. fir jedes A € M, (C) gibt es eine invertierbare Matrixz S € GL,(C),
so dass

aill a12 e A1n,
A’ o S*lAS B 0 a2 N aA2n,
0 0 Ann

eine obere Dreiecksmatrix ist.
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Beweis. Der Beweis wird mittels Induktion nach n gefithrt. Fiir n = 1 ist A schon in Dreiecks-
gestalt und wir kénnen S = 1,, wihlen. Fiir n > 1 sei v ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert
A (Lemma. Wir erweitern v zu einer Basis von C”, deren Vektoren wir, v zuerst, als Spalten
in eine Matrix 7" schreiben. Die Matrix T ist eine invertierbare Matrix mit v als erster Spalte und
T—1AT ist die Matrix von A bzgl. dieser neuen Basis, das heifit dass T~ ' AT die Form

Ak ek
0
T'AT =
0
fiir eine Matrix B € M,,_1(C) hat. Anwendung der Induktionsannahme auf B ergibt eine Matrix
V € GL,_1(C), fiir die B’ := V1BV obere Dreiecksgestalt hat. Nun sei

10 --- 0
Vv’ !
I E 1%
0
Damit ist
A * A% *
0 0
(VHTITTTATV = | =|.
: V-1iBV : B’
0 0
eine obere Dreiecksmatrix und S := TV’ ist die gesuchte Transformationsmatrix. O

Folgerung 5.5.3. [Trigonalisierung von Endomorphismen] Sei ¢ : V- — V' ein Endomorphismus
eines n-dimensionalen Vektorraumes V iber dem Kérper C der komplexen Zahlen. Dann gibt es
eine Basis B = (v1,va,...,v,) in C", so dass die Matriz [p]p von ¢ bzgl. dieser Basis obere
Dreiecksgestalt hat.

Beweis. Ist B irgendeine Basis von V und A := [¢]s die Matrix von ¢ bzgl. B, so folgt aus der
Ahnlichkeit von A zu einer oberen Dreiecksmatrix A’ die Existenz einer Basis B’ mit A’ = [p]p

(Satz[5.1.5)). O

Bemerkung 5.5.4. (Trigonalisierung iiber allgemeinen Korpern) (a) Wir nennen A € M, (K)
trigonalisierbar, wenn A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix B ist. Aus x4(X) = x5(X) =
H?:l(bjj — X)) folgt dann sofort, dass das charakteristische Polynom von X in Linearfaktoren
zerfallt.

(b) Zerfallt x4(X) in Linearfaktoren, so besitzt A einen Eigenwert A und wie in Beweis von

Satz [5.5.2) sehen wir, dass A ahnlich zu einer Matrix der Gestalt

A’—(g‘ ;) B e M,_1(K),

ist. Dann ist aber
xa(X) = xa(X) = (A= X)xs(X)

und somit zerfallt auch xp(X) in Linearfaktoren.

Induktiv sieht man so ein, dass eine Matrix A € M,,(K) genau dann trigonalisierbar ist, wenn
ihr charakteristisches Polynom x 4 in Linearfaktoren zerfallt. Insbesondere ist das immer der Fall,
wenn K algebraisch abgeschlossen ist.
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5.5.2 Blocktrigonalisierung reeller Matrizen

Notwendig fiir die Trigonalisierbarkeit einer Matrix A ist, dass sie einen Eigenwert besitzt (sogar,
dass x4 in Linearfaktoren zerfillt). Hieraus folgt sofort, dass nicht jede reelle Matrix trigonalisier-
bar ist. Trotzdem wollen wir an dieser Stelle nicht aufgeben und zeigen, dass sich relle Matrizen
auf eine etwas grobere Dreiecksgestalt transformieren lassen.

Definition 5.5.5. Sei ¢: V. — V linear. Dann heiffit ein Unterraum U C V invariant unter ¢
oder g-invariant, wenn o(U) C U gilt.

Beispiel 5.5.6. Fiir jeden Eigenvektor v € V von ¢ € End(V) ist Kv ein invarianter Unterraum
der Dimension 1. Ist umgekehrt U = Kv ein eindimensionaler Unterraum, so ist ¢(v) € Kv und
damit p(v) = Ao fiir ein A € K. Also ist v ein Eigenvektor. Die Eigenvektoren erzeugen also genau
die eindimensionalen invarianten Unterraume.

Bemerkung 5.5.7. Besitzt die lineare Abbildung ¢: V' — V des n-dimensionalen Vektorraums V'
einen invarianten Unterraum U der Dimension k, so kann man eine Basis B = (v1,...,v,) von V
so wahlen, dass vy, ..., vy eine Basis von U ist. Fir j < k ist dann ¢(v;) € U = span(vy, ..., vg).
Die Matrix [p]p von ¢ bzgl. B hat also die Gestalt

A A .
[(p]B = ( 011 A;i) mit All S Mk(K),Alg c Mk7n,]€(K)7A22 S Mn,k(K)

Definition 5.5.8. (Blockmatrizen) Ist n =nj + ...+ ng und m = mq + ... + m,., so kann man
jede Matrix A € M, ,,(K) auch als sogenannte (k x r)-Blockmatrix A = (A;;) schreiben. Hierbei
fasst die Matrix A;; € My, m; (K) alle Eintrige a ¢ zusammen, fiir die

n+...+n1<k<ni+...4+n, mi+...+tmi1<k<mp+...+m;

gilt. Das sieht komplizierter aus als es ist und erweist sich dann als sehr praktisch, wenn viele
dieser Blocke verschwinden. In den meisten Féllen ist K = » = 2 und man hat eine Blockstruktur

der Gestalt
An A12>
A= ,
<A21 Ao

wie wir es in Bemerkung [5.5.7] gesehen haben.
Eine Blockmatrix A = (A;;) heifit obere Blockdreiecksmatriz, wenn A;; = 0 fur ¢ > j gilt und
unter Blockdreiecksmatriz, wenn A;; = 0 fiir ¢ < j gilt.

Eigenrdume liefern invariante Unterrdume der Dimension 1. Das néchstbeste sind invariante
Unterrdume der Dimension 2 und so etwas existiert auch im Reellen. Hier ist die zentrale Idee:

Bemerkung 5.5.9. Sei A € M,,(R) und A = a+i8 € C ein komplexer Eigenwert von A (der nach
dem Fundamentalsatz der Algebra immer existiert!). Wir schreiben einen zugehorigen Eigenvektor
als

z=xz+iy e C* mit x,yeR™

Aus
Az = Az + 1Ay und Az = (ax — By) + i(ay + Br)

erhalten wir durch Vergleich von Real- und Imaginéarteil die beiden Relationen
Ar =ax — By und Ay=fz+ ay.

Sind z und y linear abhéngig, so spannen sie einen eindimensionalen A-invarianten Unterraum
auf. Ist p der zugehorige reelle Eigenwert, so ist Ax = pz, Ay = py und daher auch Az = pz.
Insbesondere ist dann A = p € R, d.h., 5 =0.
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Wir nehmen daher an, dass 8 # 0 ist, d.h., A € R. Dann sind z und y linear unabhéngig und
spannen einen zweidimensionalen Unterraum U := Rz + Ry auf, der unter A invariant ist. Die
Einschrankung der linearen Abbildung L v = Av auf U hat bzgl. der Basis B := (z,y) die Matrix

Lalla = (% 7).

Schreiben wir A = r(cosf + isinf) in Polarkoordinaten, erhalten wir

A o[ cos 6 sinf
-8 a)  \—sinf cosb)’
Das ist die Matrix einer sogenannten Drehstreckung, also ein Vielfaches einer Drehmatrix. Hierbei

ist 7 der Streckungsfaktor und 6 der Drehwinkel (im Uhrzeigersinn!).

Damit haben wir ein Analogon von Lemma [5.5.1] im Reellen und kénnen den folgenden Satz
beweisen.

Satz 5.5.10. [Blocktrigonalisierung reeller Matrizen| Jede reelle nxn-Matriz A ist dhnlich zu
einer oberen Blockdreiecksmatrix

u A o Ay
/ /
A/:(A/): 0 A22 A2k
ij . . )
0 - 0 A,

deren Diagonalblocke entweder die Gestalt A;-j = (u) mit eine reeellen Eigenwert p von A haben,

oder die Gestalt
a B
A = (—B a)7

wobei A = a+if € C\ R ein komplexer Eigenwert ist.

Beweis. Wir argumentieren genau wie im komplexen Fall mit vollstandiger Induktion nach der
Dimension n.

Wie wir in Bemerkung [5.5.9| gesehen haben, besitzt A entweder einen reellen Eigenwert p und
einen zugehorigen Eigenvektor vy, oder es existiert ein komplexer Eigenwert A = a4+ i € C\ R
und linear unabhangige Vektoren vy, ve € R™ mit

Avy = avy — fvy und  Avg = fBui + avs.

Wir ergénzen diese Vektoren zu einer Basis B = (vy,...,v,) von R”. Dann ist A &hnlich zu einer

Blockmatrix der Gestalt
C— Cii Ci2
0 Cy)’

wobei C1; bereits die gewiinschte Form besitzt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt unsere Behaup-
tung fiir die kleinere Matrix Cz,. Wegen xa = xcy, Xy, (Aufgabe [5.5.11)) sind alle Eigenwerte
von Cas auch solche von A. Durch Konjugation mit einer Transformationsmatrix der Blockgestalt

~ 1 0
S =
G 5)
fiir die S™1C52S die gewiinschte Gestalt besitzt, sieht man nun, dass S-10S ~ C ~ A die

gewiinschte Gestalt hat. O
Aufgabe 5.5.11. Sei A € M, (K), 1 <k < n, so dass A die folgende Blockstruktur besitzt:

A= (Aoll ﬁm) mit  Ay; € Mp(K), A1z € My n—1(K), Asy € M,_;(K).
22

Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom wie folgt faktorisiert:

XA(X) = XAy, (X)xa,, (X)-
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5.6 Ideale im Polynomring

In diesem Abschnitt bauen wir unsere Kenntnisse iiber den Ring K[X] der formalen Polynome
iiber einem Korper K noch etwas aus. Im Zentraum steht dabei zunéchst die Einsicht, dass
man fiir Polynome, genau wie fiir ganze Zahlen, eine Division von p(X) durch ¢(X) mit Rest in
eindeutigerweise definieren kann, wenn man verlangt, dass der Grad des Restpolynoms kleiner als
der Grad von ¢(X) ist. Mittels Polynomdivision studieren wir dann die Struktur sogenannter Ideale
in dem Ring K[X] und zeigen, dass sie alle von einem Element erzeugt werden, also sogenannte
Hauptideale sind.

Satz 5.6.1. [Polynomdivision] Sind p,q € K[X] mit ¢ # 0, so existieren eindeutig bestimmite
Polynome s,r € K[X] mit
p=s-q+r, deg(r) < deg(q).

Das Polynom r heifit Rest des Polynoms p nach Division durch q. Das Polynom q heifit Teiler
von p, wenn r = 0 ist. In diesem Fall schreiben wir auch s = %.

Beweis. Eindeutigkeit: Haben wir zwei Darstellungen
p=sq+r=5s¢+T7
mit deg(r), deg(7) < m, so erhalten wir durch Differenzbildung
(5 — §)q =r—r
Ist s # s, so erhalten wir fiir die Grade auf beiden Seiten
deg((s — 5)q) = deg(s — 5) + deg(q) = deg(r —7) < deg(q),

im Widerspruch zu Satz [5.3.2]
Existenz: Sei

p(X)=ar+ar X+...+a, X" und ¢X)=bp+bX+...4+0b,X"

mit a, # 0 # by,. Wir zeigen die Existenz von s und r iiber Induktion nach dem Grad n von p.
1. Fall: Ist n < m, so setzen wir s := 0 und r := p und erhalten p = sq+r mit deg(r) = n < m.
2. Fall: Ist n > m, so betrachten wir das Polynom

~ an n—m n n— an n—m m
P(X) :=p(X) - X ¢ X)=(an X" +ap 1 X" 1.~ X (b X™ +..)
an e
= (an—l - b bm—l)X ! + P

also ist deg(p) < n. Geméaf der Induktionsannahme existieren eindeutige Polynome § und 7 mit
deg(7) < m und

p=3sq+T
Dann ist a a
P(X) = B(X) + 72 X""q(X) = (3(X) + 22X~ )q(X) + 7(X),
und die Behauptung folgt mit
s(X) = 3(X) + Zixn—m, r(X) = 7(X). O

Beispiel 5.6.2. Fiir

p(X)=X*"+X*+X?+1 und ¢X)=X*-X
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erhalten wir sukzessive
pi(X) i =p(X) - Xq(X)=(X*+ X3+ X2 +1) - X(X° - X) = X? +2X? +1,
p2(X) = pi(X) —¢(X) =2X* + X +1.
Durch Riickwartseinsetzen ergibt sich damit p = sq + r mit
r(X):=2X*+X+1 und s(X):=X+1.
Definition 5.6.3. Eine Teilmenge I C K[X] heifit Ideal, wenn
I+ICI und K[X]ICIT

gelten, d.h. fir f,g € I und h € K[X] sind f + g, fh € I. Hieraus folgt insbesondere, dass I ein
Untervektorraum ist.

Beispiel 5.6.4. (a) Ist ¢: K[X] — R ein Homomorphismus von Ringen, so ist ker ¢ := ¢~1(0)
ein Ideal. In der Tat folgt aus ¢(f) = ¢(g) =0 und h € K[X]:
o

p(f+9)=w(f) +¢lg) =0 und  ¢(fh) = o(f)p(h) = 0p(h) = 0.
(b) Ist p(X) € K[X], so ist

(f) = FOKX] = {f(X)q(X): ¢(X) € K[X]}

ein Ideal. Es besteht aus allen Vielfachen von f(X) bzw. aus allen Polynomen, die durch f(X)
(ohne Rest) geteilt werden. Auch hier ist die Verifikation trivial:

FX) @ (X) + f(X)2(X) = F(X)(@1(X) + 2(X)),  f(X)a1(X)q2(X) = F(X) (01(X)ga2(X)).
Definition 5.6.5. Ideale der Gestalt (f) C K[X] heiflen Hauptideale.

Lemma 5.6.6. Jedes Ideal I C K[X] ist ein Hauptideal. Ist I # {0}, so enthdlt I genau ein
Element f mit minimalem Grad und Leitkoeffizient 1 und es gilt I = (f).

Man nennt K[X] daher auch einen Hauptidealring.

Beweis. Ist I = {0}, so nehmen wir f := 0 und I = (0) = 0 - K[X] gilt trivialerweise.
Ist I # {0}, so ist
{n € No: (3f € I\ {0}) deg(f) = n}
nicht leer, enthélt also ein minimales Element d. Sei f € I mit deg(f) = d und Leitkoeffizient 1.
Ist g € 1, so erhalten wir mittels Polynomdivision Polynome ¢, r € K[X] mit

g=f-q+r, deg(r) <deg(f)=d.

Wegen f,g € I ist auch f-q € I und daher r = g — fq € I. Aus deg(r) < d folgt daher r = 0,
also g = fq € f-K[X]. Da I ein Ideal ist, gilt f-K[X] C I trivialerweise. Also ist I = (f). Ist
deg(g) = d, so ist deg(q) = 1, also ¢ € K und somit ¢ der Leitkoeflizient von g. Ist dieser 1, so
erhalten wir g = f. O

Definition 5.6.7. (a) Sind py,...,p, € K[X] Polynome, so definieren wir den grifiten gemein-
samen Teiler (ggT) von p1,...,p, durch

geT(p1,...,pn) = f fir (p1)+...4+ (pn) = (f),

wobei f den Leitkoeffizienten 1 haben soll.
(b) Wir nennen py,...,p, teilerfremd, wenn ggT(p1,...,p,) = 1 ist, also wenn Polynome
r1,...,m € K[X] existieren mit
l=rip1+... +7.Pn.
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Aufgabe 5.6.8. Zeigen Sie die Relation
g8T(p1,p2, .. pn) = g8T(p1, 88T (P2, -, Pn))
fir py,...,pn € K[X].
Aufgabe 5.6.9. (a) Sind p; und ps teilerfremd, so ist
geT(p1, p2p3) = ggT(p1, ps).

Hinweis: p3 = apsp; + bpaps fiir geeignete a,b € K[X].
(b) Ist ggT(q,p;) =1 fur j =1,...,n, so ist auch

geT(q,p1p2---pn) = 1.
(c) Sind p1,po, ..., pn paarweise teilerfremd, so gilt

ggT(Qla ceey Qn) =1

fiir die Polynome
gj *=DP1Pj—1Pj+1DPny, J=1,...,n

Hinweis: Aus (b) folgt, dass ¢; und p; teilerfremd sind. Jeder Teilder d von allen g; ist daher
teilerfremd zu alle p;, also auch zu allen ¢; (wegen (b)).

5.7 Der Satz von Cayley—Hamilton
Definition 5.7.1. [Anwendung eines Polynoms auf eine Matrix] Sei A € M, (K) eine Matrix und
P=agy+uX+...+a,X" € K[X]

ein formales Polynom in der Unbestimmten X. In diesem Abschnitt schreiben wir Elemente von
K[X] ohne die Variable X, da dies hier praktischer ist. Wir definieren eine Matrix

P(A):=apl+ a1 A+ ...+ a,A".
D.h. wir ersetzen die Unbestimmte X durch A.
Ist zum Beispiel P = X2+ 2X +1, so erhalten wir P(A) = A2 +2A4+1. Ist Q = X% +4X +4,
so gilt Q(A) = A% + 4A + 41. Man rechnet leicht nacht, dass die Abbildung
®,4: K[X] = M,(K), P P(A)

ein Homomorphismus von Ringe ist, also eine lineare Abbildung, die zusétzlich mit der Multip-
likation vertraglich ist:

P(A)Q(A) = (PQ)(A) fir alle P,Q € K[X].
Definition 5.7.2. [Anwendung eines Polynoms auf eine lineare Abbildung] Genauso wie Matrizen,
kann man auch lineare Abbildungen in Polynome einsetzen: Sei ¢ : V' — V eine lineare Abbildung
auf einem K-Vektorraum und
P=ay+uX+...+a,X" € K[X]

ein Polynom, so definieren wir

P(p):=apidy +a1o+ ... + ape™.
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Bemerkung 5.7.3. [Eine Matrix als Nullstelle eines Polynoms| Bei der erneuten Betrachtung von
Matrizen beachten wir, dass fiir eine gegebene Matrix A und ein Polynom P der Fall P(A) = 0

0 1
P(A) = (A—1)%2 = 0. Andererseits ist A — 1 # 0. Fiir das Polynom @ := X — 1 gilt also
Q(A) # 0. Dieses Phidnomen tritt nicht auf, wenn wir Nullstellen der Polynome in K betrachten,
denn @ und P haben die gleichen Nullstellen. Wenden wir Q und P auf Matrizen an, so haben
sie verschiedene “Nullstellen.”

eintreten kann. Ist z.B. wie zuvor P = X2 —2X +1 = (X —1)? und A = < L1 ), so gilt

Matrizen haben Nullteiler; Polynome nicht! ‘

Gilt P(A) = 0 fiir ein Polynom P € K[X], so sagen wir P annulliert A. Von Nullstellen
sprechen wir nur, wenn wir Zahlen, d.h. Elemente von K, in P einsetzen. Ist A Wurzel eines
Polynoms P, dann annulliert P natiirlich A1, denn es gilt

P(A1) = P(\)1 = 0.

Die obigen Beispiele zeigen allerdings, dass das Annullieren nicht immer von so einfacher Natur
ist.

Bemerkung 5.7.4. (a) Ist A € M, (K), so ist
T4 :=A{p € K[X]: p(4) = 0}

ein Ideal. Es ist klar, dass 14 ein Untervektorraum ist. Um einzusehen, dass I4 ein Ideal ist, sei
f € I4und g€ K[X]. Dann ist

(f9)(A) = f(A)g(A) =0-g(A) =0,

also fg € 14.
(b) Ist ¢ € End(V), so ist
I, = {p € KIX]: ply) = 0}

ein Ideal. Das sicht man genauso, wie in (a) fiir Matrizen.

Es ist ein iiberraschendes Ergebnis, dass jede Matrix durch ihr charakteristisches Polynom
annulliert wird.

Satz 5.7.5. [Cayley—Hamilton] Sei A € M,,(K) und xa(X) = det(A — X1) ihr charakteristisches
Polynom. Die Einsetzung von A in das charakteristische Polynom xa(X) ergibt die Nullmatriz,
d.h.

xa(A)=0.

Beweis. Wir erinnern uns an die Relation
Ad(A)!-A=detA-1,
fiir die adjungierte Matrix Ad(A), deren Eintrige gegeben sind durch
Ad(A)y; = (—1)" det(Ay),

wobei A;; € M,,_1(K) die Matrix ist, die man durch streichen der i.Zeile under j.Spalte von A
erhalt. Damit erhalten wir fir x4(X) =ap + a1 X + ... + a, X™

Ad(A— X1)' - (A—X1) =det(A — X1)-1=xa(X) 1= (Zn:ajxj)L (*)
j=0
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wenn wir diese Relation auf die Matrix B := A— X1 € M, (K[X]) iiber dem Ring K[X] anwenden.
Die Eintréige bj; = (—1)""/ det((A — X1);;) der Matrix Ad(A — X1) sind Polynome in X vom
Grad <n—1, da B;; = A;; — X1;; eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist. Wir erhalten also

Ad(A-X1)!'=Co+C1 X+ +Cp 1 X" mit  Cy,C4,...,Ch1 € M,(K),

d.h. die Matrix C; enthélt in der Position (k, /) jeweils den Koeffizienten von X7 des Polynoms,
das an der Position (k, ) der Matrix steht.
Setzen wir in (*) ein, erhalten wir durch Vergleich der Koeffizienten in K[X]:

C()A == aol / -1
ClA - C() == a11 / -A
CQA - Cl == agl /A2
CnflA - Cn72 = ap-11 / C AL
—Cnpn-1 = anl / A"
0 = XA (A)
Die letzte Zeile erhdlt man durch Aufsummieren der linken und rechten Seiten nach deren Multi-
plikation mit den auf der rechten Seite angezeigten Faktoren. O

Aufgabe 5.7.6. Es ist instruktiv, sich zu tiberlegen, warum der folgende “einfache” Beweis des
Satzes von Cayley-Hamilton nicht schliissig ist:

XA(A) =det(A—A-1) =det(A— A) =0.

Beispiele 5.7.7. (fiir K = R) (a) Wie in Beispiel [5.2.7sei A = <Z1’) :1))) Das charakteristische

Polynom ist x4(X) = (1 — X)? — 9. Damit folgt aus dem Satz von Cayley—Hamilton
(1-4)2-9-1=0,

d.h. esist A2—2A4—8-1=0und damit A? =24 +8-1. (Probe!)
Als Konsequenz kann man jede Potenz von A als Linearkombination der Matrizen A und
1 = A° darstellen. Es gilt z.B.

A = AA? = A2A +8-1) =24% + 84 =2(2A +8-1) + 84 =124+ 16 - 1.

1

(b) Wir betrachten wie in Beispiel [5.2.6| die Matrix A = (

1 1) Das charakteristische

Polynom ist x4(X) = (1 — X)? + 1. Nach dem Satz von Cayley—Hamilton folgt
xa(A)=1-42+1=0
und daraus A% —2A +2-1 = 0. Damit kénnen wir A2 = 2(A4 — 1) folgern. (Probe!)

Satz 5.7.8. Fiir jede Matriz A € M, (K) existiert genau ein Polynom pa minimalen Grades mit
Leitkoeffizient 1, fir das
pa(A) =0

gilt. Dieses Polynom pa teilt jedes anderen Polynom f mit f(A) = 0.
Das Polynom p 4 heifit Minimalpolynom der Matriz A.
Beweis. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt x4(A4) = 0. Das Ideal
Ly = {f € KIX]: £(4) =0}

(Bemerkung |5.7.4)) ist also von {0} verschieden. Nach Lemma ist I4 ein Hauptideal, das von
dem eindeutig bestimmten Polynom g4 € I4 minimalen Grades erzeugt wird. Hieraus folgt die
Behauptung. O
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Bemerkung 5.7.9. Nicht alle lineare Abbildungen haben annullierende Polynome, aber wir wer-
den im Rahmen unsrer Diskussion der Jordanschen Normalform sehen, dass uns die Polynome,
die eine lineare Abbildung ¢ annullieren schon sehr viel iiber ¢ verraten.

Ist z.B. V = F(Np,R) = RYo der unendlich-dimensionale Vektorraum der Folgen von reellen
Zahlen, dann wird die Verschiebungsabbildung ¢ : V' — V mit ¢(ag, a1, as,...) = (0,a0,a1,...)
durch kein Polynom annulliert. Ist e, = (dpm)men, € V die Folge, die genau eine 1 an der n-ten
Stelle hat und sonst Nullen, so gilt fir P =ag + a1 X + ...+ a, X" die Beziehung

P(p)(eq) = ageg + are1 + ... + anen,

so dass aus der linearen Unabhéngigkeit der e; sofort folgt, dass ¢ von keinem Polynom P # 0
annulliert wird. Lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen annullieren alle das
charakteristische Polynom ihrer Matrix.

Ebenso wie fiir das charakteristische Polynom haben &hnliche Matrizen das gleiche Mini-
malpolynom:

Satz 5.7.10. Ahnliche Matrizen haben das gleiche Minimalpolynom.

Beweis. Seien A, B € M,,(K) dhnlich. Da das Minimalpolynom g4 eindeutig durch das Ideal T4
definiert ist, reicht es I4 = I zu zeigen. Sei dazu S € GL,(K) mit A = S~!BS. Damit ergibt
sich AF = (S71BS)* = S~ B*S fiir alle k € Ny und daher p(A) = S~!p(B)S fiir alle p € K[X].
Insbesondere folgt hieraus, dass p(A) = 0 zu p(B) = 0 dquivalent ist, also I4 = Ig. O

5.7.11. [Berechnung des Minimalpolynoms] Wir wissen bereits, dass das Minimalpolynom 4
einer Matrix A jedes andere Polynom teilt, das A annulliert. Nach dem Satz von Cayley—Hamilton
teilt das Minimalpolynom das charakteristische Polynom y 4.

Im Fall K = C konnen wir das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerlegen:

xa(X) = (A= X)" - (A = X)),

wobei a; die algebraische Vielfachheit von A; ist. Da p4 das Polynom x4 teilt, ist jede Nullstelle
von 4 auch eine von x4 und wir erhalten die Gestalt

pa(X) = (X =AM (X = A

mit k; < a;, da puyg ein Teiler von x4 ist. Um pa zu berechnen, probiert man nun aus, welche
Polynome der Gestalt
(X_)\l)k‘l "'(X_/\r)kr

die Matrix A annullieren und hat kq,..., k, jeweils so zu bestimmen, dass sie minimal sind.

Fir K = R ist die Situation komplizierter, denn hier muss man quadratische Faktoren verwen-
den.

Man hat ein wenig mehr Information, denn der folgende Satz zeigt fir K = C, dass obige
Exponenten k; alle mindestens 1 sein miissen.

Satz 5.7.12. Sei A eine Matrixz. Dann haben das charakteristische Polynom x4 und das Mini-
malpolynom 4 die gleichen Nullstellen.

Beweis. Aus dem Satz von Cayley—Hamilton und Satz folgt, dass p4 das charakteristische
Polynom yx 4 teilt. Insbesondere ist jede Nullstelle von p4 auch eine von x4, also ein Eigenwert.

Sei umgekehrt A € K eine Nullstelle von x4, also ein Eigenwert. Weiter sei v € K" ein
Eigenvektor zu A. Dann folgt aus A*v = A\*v fiir alle k € N die Beziechung

0=pa(A)v=pa(A)-v.

Also ist pa(A) =0. O
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Beispiel 5.7.13. Sei

11
A= -1 3 1 | € M3(R).
0 2

Man berechnet leicht das charakteristische Polynom von A als x4(X) = (2 — X)3. Das Mini-
malpolynom ist pa(X) = (X —2)2. In der Tat ist

-1 1 1
A-2-1=[-1 1 1
0 0 0

Hieraus folgt schnell (A —2-1)? =0, und wegen A —2-1 % 0 ist ua(X) = (X — 2)2.

Aufgabe 5.7.14. Sei A € M,,(K) mit A? = 0 fiir ein d € N. Zeige: Die Matrix A ist &hnlich zu
einer strikt oberen Dreiecksmatrix B = (b;;), d.h., b;; = 0 fiir ¢ > j. Hinweis: Man hat eine Basis
geeignet zu wihlen. Dazu betrachte man die Unterriume Vj := im(A%~*) mit

Vo={0}CViC...CV;=K"

und wéhle eine Basis von K" so, dass man mit einer Basis von V; beginnt, dann zu einer Basis
von V5 ergénzt, etc.

Aufgabe 5.7.15. 1. Sei A € M,,(K) mit A? = 0. Dann ist ya(X) = (=1)"X". Was ist das
Minimalpolynom von A7 Hinweis: Der Fall K = C ist etwas leichter.

2. Sei A € M,,(K) und A € K mit (A —X-1)¢ = 0. Dann ist x4(X) = (A — X)". Was ist das
Minimalpolynom von A?

Aufgabe 5.7.16. Sei 0 # A € M, (K). Zeigen Sie, dass der Grad d des Minimalpolynoms mit
der Dimension des Unterraums

span{A*: k € No} C M, (K)

iibereinstimmt. Folgern Sie hieraus, dass die Dimension dieses Unterraums maximal 7 ist.
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Kapitel 6

Die Jordansche Normalform

In diesem Kapitel befassen wir uns mit folgender Frage: wie konnen wir entscheiden, ob zwei n x n-
Matrizen A und B #hnlich sind, d.h. ob es eine invertierbare Matrix S gibt, so dass S™!AS = B
ist. Wir wissen bereits, dass wenn A und B beide diagonalisierbar sind, es geniigt zu priifen, dass
beide Matrizen dieselben Eigenwerte mit den gleichen Vielfachheiten haben. Wie wir aber gesehen
haben, sind nicht alle Matrizen diagonalisierbar. Wir werden zeigen, dass jede komplexe Matrix
einer Matrix in sogenannter Jordanscher Normalfomrﬂ dhnlich ist, also einer Matrix mit nur
wenigen Eintriigen auferhalb der Diagonalen und fiir die Ahnlichkeit genauso schnell festgestellt
werden kann wie fiir Diagonalmatrizen.

Unabhangig von Ahnlichkeitstests kénnen Jordansche Normalformen auch zur Berechnung von
Matrixpotenzen sinnvoll sein und damit auch zur Losung von linearen Rekursionen und Differen-
tialgleichungen.

6.1 Jordankastchen

In diesem Abschnitt ist K ein beliebiger Korper.

Definition 6.1.1. Ein Jordanblock oder eine elementare Jordanmatriz ist eine m x m-Matrix der
Form
Al O
Tmx = - € M, (K)
0 A
Einige Spezialfille von Jordanblocken:

A1l
Jix=(A), Jon = (O )\) ) Jsa =

0 1
Joog = Jan =
2,0 (0 0) ) 3,0

Lemma 6.1.2. Ein Jordanblock J := J,, » mit m > 1 ist nicht diagonalisierbar. Sein Eigenraum
zum Eigenwert A ist eindimensional und das Minimalpolynom ist puy(X) = (X — \)™.

1
A
0
1
0
0

oo o oo >
=R =TI

LCamille Jordan (1838-1922), frz. Mathematiker in Paris. Er schrieb in den 1870er Jahren das erste Lehrbuch,
das die Galoissche Theorie der Polynomgleichungen behandelte. Hierdurch machte er die Galoisschen Ideen der
mathematischen Fachwelt zugénglich, was der noch jungen Gruppentheorie wichtige Impulse gab. Unter anderem
regte es Sophus Lie an, iiber eine Galoissche Theorie der Differentialgleichungen nachzudenken, auf der die moderne
Theorie der Symmetrien von Differentialgleichungen beruht.

35
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Beweis. (a) Das charakteristische Polynom x;(X) von J := J,, » ist det(J — X1) = (A — X)™,
da J eine obere Dreiecksmatrix ist. Also ist A der einzige Eigenwert; er hat die algebraische
Vielfachheit a) = m.

Die Eigenvektoren z zum Eigenwert A erfiillen die Gleichung

0=(J=X-1Dz=(z2,23,...,2,,0) ",

das bedeutet xo = 0,23 = 0,...,2, = 0 und z; € K ist beliebig. Also ist die geometrische
Vielfachheit g des Eigenwertes A gleich 1. Der zugehorige Eigenraum Ke; ist eindimensional.
Es gibt also keine Basis von Eigenvektoren fiir J, d.h. J ist nicht diagonalisierbar fiir n > 2.
(b) Da das Minimalpolynom g ein Teiler von y ist, hat es die Gestalt (X — \)* fiir ein
ke {1,...,m}. Fir die Standardbasis ey, ..., e, von K™ gilt

(J —A- 1)k6m = €m—k-

Fiir k < m ergibt sich insbesondere (J — X - 1)* # 0 und weiter (J — \-1)™ = 0 folgt. Folglich ist
das Minimalpolynom p;(X) = (X — A)™. O

Definition 6.1.3. Wir sagen, eine Matrix A besitzt Jordansche Normalform, wenn sie folgende
Blockgestalt besitzt:

Ji
Jo
A=
Ji
wobei jedes der Jy, Js, ..., J; ein Jordanblock ist.

’ Hauptsatz iiber die Jordansche Normalform ‘

Satz 6.1.4. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum uber dem algebraisch abgeschlossenen Kdrper
K und ¢ € End(V'). Dann ezistiert eine Basis B = (v1,va,...,vy,) von V, so dass die Matriz [¢]p
von ¢ bzgl. B Jordansche Normalform besitzt. Insbesondere gilt dies fir K = C.

Solch eine Basis B heifit Jordanbasis fir .

Satz 6.1.5. Sei A € M,(K) und K algebraisch abgeschlossen. Dann ist A dhnlich zu einer
Matriz A’ in Jordanscher Normalform. Sind A" und A” dhnlich und in Jordanscher Normalform,
so unterscheiden sie sich nur durch eine Permutation der Jordanblocke. In diesem Sinn ist A’
eindeutig bis auf eine Permutation der Jordanblocke.

Bemerkung 6.1.6. Im Lichte der Folgerungerhalten wir den folgenden Test fiir die Ahnlichkeit
von Matrizen mit Eintrédgen in einem algebraisch abgeschlossenen Korper: um zu entscheiden, ob
es ein S gibt, so dass ST'AS = B ist, berechne die Jordansche Normalform von A und B und
priife, ob sie bis auf eine Permutation der Blocke tibereinstimmen.
Wie bereits bemerkt, haben wir damit auch die Moglichkeit, einige der Anwendungen der Di-
agonalisierbarkeit auf nichtdiagonalisieibare Matrizen auszudehnen: es gibt z.B. relativ leichte
o A

Formeln fiir A" und exp(A4) = >~ %7, falls A in Jordanscher Normalform vorliegt (siche Ab-
schnitt .
Beispiel 6.1.7. Jede Diagonalmatrix ist in Jordanscher Normalform mit ¢ = n: Die Jordanblécke
enthalten lediglich den Eintrag \;:

A1 O

0 .. An
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Weitere Beispiele von Matrizen in Jordanscher Normalform:

110 0o o 11 0 2 1 0/ 0 2 1 0
0ol2/0 o 0 1 02 1]0 0 2

o o l2]0 | o 1| looz2]o | 2
0 0 0|3 0 0 2 00 02 0 2

Die folgenden Matrizen sind nicht in Jordanscher Normalform:
1 10 1 10 1 10 0 0 1
0 2 1),{0 1 0,0 2 O0fJ,[0 0 O
0 0 2 0 1 1 0 0 1 0 00

Bemerkung 6.1.8. Ist A in Jordanscher Normalform, so sind die Eintrage \; in der Diagonalen
die Eigenwerte von A, jeder mit der Anzahl seiner algebraischen Vielfachheit a; := ay,. Ver-
schiedene Jordanblécke kénnen zu demselben Eigenwert A; gehoren: Die Zahl der Jordanblocke
zum Eigenwert )\; ist die geometrische Vielfachheit ¢; := g), des Eigenwertes \;.

Bemerkung 6.1.9. Aus Lemma erhalten wir leicht, dass das Minimalpolynom einer Matrix
A in Jordanscher Normalform, die aus Blocken J,,, » besteht, gegeben ist durch

(X = AP mit p:=max{m,...,m}.

Ein Polynom @ € K[X] annulliert ndmlich genau dann die Matrix A, wenn es alle Jordanblocke
Jim, x annulliert, was nach Lemma [6.1.2 heiBt, dass es von (X — X)P geteilt wird.

Besteht A aus Jordanblocken zu verschiedenen Eigenwerten Aq, ..., A, und ist p; die maximale
Grofle eines Jordanblocks zu dem Eigenwert A;, so sieht man mit der gleichen Argumentation wie
im Beweis von Lemma dass das Minimalpolynom von A gegeben ist durch

T

pa(X) = JJ(X = x)Pe.

i=1

Aufgabe 6.1.10. Wir betrachten eine Matrix der Gestalt
Az 0
Ima(x) = ' € M,,(K).
0 A

Zeigen Sie: Ist x # 0, so ist Jy, x(x) dhnlich zu Jy, A (1) = T a-

6.2 Hauptvektoren und verallgemeinerte Eigenraume

Bemerkung 6.2.1. [Einleitende Betrachtungen] Angenommen, B = (v1, ..., Um, U1 - -, Un)
ist eine Basis des Vektorraums V, so dass die Matrix A = [¢]g von ¢ € End(V') bzgl. B Jordansche
Normalform besitzt, wobei die ersten m Basisvektoren vy, ..., v, zum ersten Jordanblock

Jl = Jm,)\
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gehoren. Dann ergibt sich

(P(vl) = Ay Avy = Aug
p(v2) = v1 + Avg Avg = v1 + Mg
@(U'rn) = Upm—1 + AU, Avy, = U1 + AUy,

oder anders geschrieben

(p—Aid)vy =0 (A—=X-1)v; =0

(o — Aid)vg = 1y (A=X-1)vg =1

(p — Aid)vy, = U1 (A=X-1)vy = vp_1. (6.1)
Definition 6.2.2. [Jordanketten] Eine Folge vy, v, ..., vy, von Vektoren in V heifit Jordankette
fir ¢ € End(V), wenn (6.1) mit v; # 0 erfiillt ist. In diesem Fall ist v; ein Eigenvektor zum
Eigenwert A\. Weiterhin gilt fir j =0,1,...,m—1

(p— /\id)jvm =Up—; und (p—Aid)"v,, =0.

Eine Folge vy, va, ..., v, von Vektoren in K™ heifit Jordankette der Matrix A € M, (K) zum
Eigenwert A, wenn (6.1)) mit vy # 0 efiillt ist.

Lemma 6.2.3. Bilden die Vektoren vy, ...,v, eine Jordankette fir ¢ und den Figenwert X\, so
sind sie linear unabhdngig.

Beweis. Zum Erreichen eines Widerspruchs nehmen wir 221 a;v; = 0 an, wobei nicht alle a; = 0
seien. Sei k = max{i: o; # 0}. Beachte, dass k > 2 gelten muss. Dann ist

(p—Md)*top, =v;  und (9 —ANd)*tv; =0 fir <k,

also
m
0= (gp — )\ld)ki1 ( Z OZZ‘UZ‘) = kU1,
i=1
woraus ay = 0 folgt. Dieser Widerspruch zeigt die lineare Unabhéngigkeit der v;. O

Definition 6.2.4. [Verallgemeinerte Eigenvektoren] Sei ¢ € End(V'). Ein Vektor 0 # v € V heifit
verallgemeinerter Figenvektor (oder auch Hauptvektor) von ¢ zum Eigenwert A von ¢, falls es
eine natiirliche Zahl m gibt mit

(p — Aid)™v = 0.

Das kleinste m mit dieser Eigenschaft heifit die Stufe des verallgemeinerten Eigenvektors v. Man
beachte, dass Eigenvektoren verallgemeinerte Eigenvektoren der Stufe 1 sind.

Die Stufe m ist kleiner oder gleich dim V: Ist ndmlich v ein verallgemeinerter Eigenvektor der
Stufe m, so ist

vy = (p — Nid)™ o, . Um—1 = (¢ — Aid)v, Upp 1= 0

eine Jordankette, also linear unabhéngig und damit m < dimV. (Ahnlich wie im Beweis von
Satz zeigt man, dass m < ay gilt, wobei a) die algebraische Vielfachheit von X ist).
Wir schreiben
VMe) = U ker(p — Aid)™
meN
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flir die Menge der verallgemeinerten Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert A, zusammen mit 0. Der
Raum V() heilt verallgemeinerter Eigenraum von ¢ zum Eigenwert \.

Analog definiert man fiir eine Matrix A € M,,(K) verallgemeinerte Eigenvektoren als verallge-
meinerte Eigenvektoren der linearen Abbildung L4 : K" — K", 2 — Ax und iibertragt die Begriffe
entsprechend.

Das folgende Lemma wird im folgenden permanent benutzt werden.

’ Vertauschungslemma ‘

Lemma 6.2.5. Vertauschen ¢ und ¢p € End(V) miteinander, so sind die verallgemeinerten
Eigenrdume V*(p) und die Eigenrdume Vy(p) invariant unter v, d.h. aus v € V*(p) folgt
Y(v) € VAp). Insbesondere ist V(@) invariant unter .

Beweis. Sei v € V mit (¢ — Aid)™v = 0. Da % mit ¢ vertauscht, vertauscht es auch mit ¢ — Aid
und somit auch mit der Potenz (¢ — Aid)™. Damit erhalten wir

(o = Aid)™(¥(v)) = ¥ o (¢ — Aid)™(v) = 0.
Hieraus folgt die Behauptung. O

Wir werden nun den Hauptsatz beweisen, indem wir zuerst zeigen, dass fir ¢ € End(V), K
algebraisch abgeschlossen und dim V' < oo der Raum V die direkte Summe der verallgemeinerten
Eigenraume ist.

Lemma 6.2.6. Sei V ein Vektorraum und E,...,E, € End(V) Elemente mit
Ei+...+FE,=idy und EZEJ = (sszz
Dann ist V' die direkte Summe der Unterrdume V; :=im(E;) und ker(E;) = 3., V;.

Beweis. Zunéchst erhalten wir fiir jedes v € V' die Relation

v=idy(v) =) Ei(w) eVi4 ...+ Vy, also V=Vit.. +Vp

Jj=1

Wegen E;E; = 0 fiir j # i ist V; C ker E; und fiir v € V; existiert ein w € V mit v = E;(w), was
E;(v) = E2(w) = E;(w) = v zur Folge hat.
Seien nun v; € V; mit ) v; = 0. Dann gilt also

J j#i
Folglich ist die Summe V =V; + ... 4+ V,, direkt. O

Das folgende Zerlegungslemma liefert eine Moglichkeit, zu einer gegebenen linearen Abbildung
¢ € End(V) eine direkte Zerlegung von V zu finden, die unter ¢ invariant ist:

Zerlegungslemma ‘

Lemma 6.2.7. Sei V ein Vektorraum, ¢ € End(V) und f € K[X] ein Polynom mit f(¢) = 0.
Ist f = fifo--- fn eine Zerlegung in paarweise teilerfremde Faktoren, so gilt

V=Wie---eV, fir V,=ke(fj(¢)ji=1...,n

Die Unterraume V; sind p-invariant und fir i # j ist fj(¢)|v, invertierbar.
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Beweis. Aus Aufgabe c) folgt fiir die Polynome ¢; := fi--- fj—1fj+1--- fn die Relation
geT(q1,...,q,) = 1. Also existieren r1,...,7, € K[X] mit
L=mrqi+--+rngn. (6.2)

Sei E; == (rjq;)(¢) € End(V). Wenden wir die Relation (6.2)) auf den Endomorphismus ¢ an,
so erhalten wir
B4+ E, =idy.

Die Abbildungen E; vertauschen mit allen linearen Abbildungen, die mit ¢ vertauschen, denn sie
sind Polynome in ¢. Fiir ¢ # j ist f ein Teiler von ¢;g;, also
EiE; = (rqim2q2)(¢) = (rir2q142)(p) = 0.

Daher ist auch
E;=E1=Ej(E, +-- +E,) =FE2.

Aus Lemma folgt daher
V=vi®e---@V, mit V;=im(E)).

Da die E; mit ¢ vertauschen, sind die Unterrdume V; unter ¢ invariant. Fiir ¢ # j erhalten
wir aus der Relation

idv; = Ejlv; = (r;a;)(@)lv; = fil@)lv; (r5a5/ f)(@)lv; = (riq; [ Fi)(@)lv; fi(@)lv;,
|

dass fi(¢)|v, invertierbar ist mit der Inversen (r;q;/fi)()|v,. Andererseits ist

i@V = fi(e)(gri) )V = fo)ri()V = {0},
also
Vi Cker(f;(p))-

Da f;(¢) alle Summanden der direkten Summe V = V4 & --- @ V,, invariant ldsst und auf V;,
i # j, invertierbar ist, erhalten wir V; = ker(f;(¢)). Aus der Konstruktion folgt sofort f;(¢lv,) =
O

fi(@)lv; = 0.

Satz 6.2.8. (Zerlegung in verallgemeinerte Eigenrdume) Sei V' ein endlichdimensionaler Vek-
torraum tber dem algebraisch abgeschlossenen Korper K und ¢ € End(V) mit den paarweise
verschiedenen FEigenwerten i, ..., Am. Dann ist

V=Vh(p)@--aVi(g),
d.h. V ist direkte Summe der verallgemeinerten Eigenrdume von .

Beweis. Da K algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt das charakteristische Polynome x,(X) in

Linearfaktoren:
X (X) = (X = A1) (X = A2)™ -+ (X = A

und nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt x,(¢) = 0. Wir betrachten nun fir f := x, die
Zerlegung f = f1 -+ fp, mit f;(X) = (X — \;)%. Jedes Polynom, das f; und f; fir i # j teilt,
hat keine Nullstellen, ist also konstant, d.h. f; und f; sind teilerfremd.

Wir konnen daher Lemma |6.2.7) anwenden und erhalten eine ¢-invariante Zerlegung

V=Vie eV, mit V;=ker(f;(p))=ker((¢—Xid)%)C V¥ (p),
so dass f;(p) auf allen anderen Réumen V;, i # j, invertierbar ist. Ist
V=04 ... o, €VY(p), v €V},
so ist

0=Ffile)Nv=>_fi(p)Vv
=1

fiir ein N. Wegen der Direktheit der Summe ist dann auch f;(¢)Nv; = 0 fiir alle i # 7, also v; = 0,
da f;(p)]v;, invertierbar ist. Daher ist v € V; und somit haben wir die Gleichheit V; = Vi (p). O
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Aufgabe 6.2.9. Sei ¢ € End(V) diagonalisierbar. Zeigen Sie, dass ¢ € End(V') genau dann mit
o vertauscht, wenn ¢ alle Eigenrdume V) (y) invariant lésst.

Aufgabe 6.2.10. Zeigen Sie, dass die Stufe m eines Hauptvektors v € V*(y) der Ungleichung
m < a) geniigt, wobei ay die algebraische Vielfachheit von X ist.

6.3 Die Jordan-Zerlegung

Die Zerlegung in verallgemeinerte Eigenraume hat eine wichtige Konsequenz: die Jordan-Zerlegung
p = s+, wobei g diagonalisierbar ist, o, nilpotent und beide miteinander vertauschen. Hierbei
nennen wir einen Endomorphismus ¢ € End(V) nilpotent, wenn ¢V = 0 fiir ein N € N gilt.

Lemma 6.3.1. Ist ¢ € End(V) diagonalisierbar und W C V' invariant unter ¢, so ist auch o|w
diagonalisierbar.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass W von Eigenvektoren von ¢ aufgespannt wird, wenn dies fiir
V der Fall ist. Sei dazu w € W. Da ¢ diagonalisierbar ist, kénnen wir w schreiben als

w=v1+...+v, wobeli v; €V (p)

flir paarweise verschiedene Eigenwerte \; von ¢ gilt. Es reicht nun zu zeigen, dass alle Summanden
v; in W enthalten sind.

Wir zeigen durch Induktion nach n, dass fiir eine Summe vy + ... + v, von Eigenvektoren
zu paarweise verschiedenen Eigenwerten, die in W enthalten ist, auch alle Summanden in W
enthalten sind. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Ist n > 1, so erhalten wir

n—1
W+ ...4vn) = Ap(v1 4. c0n) = Xv1 + o+ A — Ap(v1 4+ .. ovp) = (Aj — An)vj.
j=1

Aus der Induktionsannahme folgt daher (A\; — A,)v; € W fiir j < n, also auch v; € W, da \j # A,
ist. Damit ist auch
Vp=(1+...4v,) —(v1+...+v,_1) €W O

Lemma 6.3.2. Sei V ein K-Vektorraum und ¢, ¢ € End(V') mit p1p = ¥p. Dann gilt:
(i) Sind ¢ und ¥ diagonalisierbar, so auch @ + 1.
(ii) Sind ¢ und ¥ nilpotent, so auch ¢ + .

Beuweis. (i) Nach Lemma[6.2.5]sind alle Eigenréume V), () unter ¢ invariant und nach Lemmal6.3.1]
ist 9|y, (,) diagonalisierbar. Also ist jeder Eigenvektor von ¢ Summe gemeinsamer Eigenvektoren
von ¢ und 1. Da andrerseits V' =), Vi(¢p) ist, folgt daraus, dass V' von gemeinsamen Eigenvek-
toren von ¢ und v aufgespannt wird. Insbesondere ist ¢ + 1 diagonalisierbar.

(ii) Sei ¢™ = 0 = ¢". Dann folgt aus der binomischen Formel

et 3 (’j) .

Ist Kk > n+4+m —1, so ist entweder i > m oder j > n, d.h. alle Summanden verschwinden. Folglich
ist (¢ +¢)* = 0. m

Jordan-Zerlegung

Theorem 6.3.3. Sei K algebraisch abgeschlossen und V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum.
Zu jedem ¢ € End(V) existieren eine diagonalisierbare lineare Abbildung ¢, und eine nilpotente
lineare Abbildung ¢, , so dass
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(i) ¢o=@s+pn.

(ii) Die Figenrdume von g sind genau die verallgemeinerten Eigenrdume von ¢, d.h. V\(ps) =

V) fiir alle X € K.
(iil) Vertauscht ¢ € End(V) mit ¢, so auch mit s und p,.
(iv) (Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung) Sind ¢}, ¢l € End(V), ¢ diagonalisierbar und ¢
nilpotent mit @l = @LoL und ¢ = @’ + @, so ist ps = @l und p, = @l,.
Beweis. (i),(ii) Seien V; = V%i(p) die verallgemeinerten Eigenrdume von ¢ zu den paarweise
verschiedenen Eigenwerten \q,...,\,;,. Wir wissen schon aus Satz dass
V=Wie -V,

eine direkte Summe ist. Seien E;: V' — V die Projektionen auf die Komponenten V; und

Ps 1= Z >\jEj~
j=1

Dann ist V; = V% (p) = V), (¢s), denn fiir v € V;, ist

ws(v) = Z NEjv = A\gv.
j=1

m

Fiir ein allgemeines Element v = 37", v; € V mit v; € V ist

P(s(v)) = w(i Avj ) = i Ao (vy) = ws(iw(vﬁ) = pu(p(v)),

da ¢(v;) € Vj ist. Daher vertauscht ¢ mit . Insbesondere vertauscht ¢ mit ¢,, := ¢ —p,. Dieser
Endomorphismus lasst auch alle V; invariant, und

enly; = (0 = Ajid)|y; (6.3)

ist nilpotent, da V; = Vi (¢p) ist.
(iii) Vertauscht ¢ mit ¢, so lésst 9 die verallgemeinerten Eigenrdume V; von ¢ invariant
emma, [6.2.5)), vertauscht also mit allen F; (Aufgabe [6.2.9), und somit auch mit ¢,. Also ver-
L 6.2.5) t ht al: it allen E; (Aufgabe [6.2.9)) d it h mit p,. Al
tauscht ¢ auch mit ¢, = ¢ — ;.

(iv) Da ¢!, und ¢’ miteinander vertauschen, vertauschen sie auch mit ¢ = ¢’ + /. Wegen
(iii) vertauschen sie daher auch mit ¢,, und ¢,. Aus ¢ = ¢, + ¢, = ¢}, + ¢, und Lemma [6.3.2]
folgt daher, dass

Ps — P = Py — Pn
sowohl nilpotent als auch diagonalisierbar ist. Da alle Eigenwerte 0 sind, ist 0 = ¢ —¢’, = ¢}, —¢n,
also ¢, = ¢, und s = ¢.. O

Definition 6.3.4. Die Zerlegung ¢ = @5 + ¢, heifit Jordan-Zerlegung von ¢ € End(V). Die
Abbildung ¢, heifit diagonalisierbare und ,, nilpotente Jordan-Komponente von .

Beispiel 6.3.5. Ist M = ()\ 1) ein Jordan-Kastchen, so ist die Jordan-Zerlegung von M

0 A
A0 0 1
M = .
(0 /\>+<0 0)
—_—
M M,

natiirlich gegeben durch
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Die Matrix M = (é ;) dagegeben ist diagonalisierbar und somit M = M. In diesem Fall ist
M= 12y _(10 4 0 2
0 3 0 3 00

nicht die Jordan-Zerlegung, obwohl der erste Summand diagonalisierbar und der zweite nilpotent
ist. Man verifiziert leicht, dass beide Summanden nicht miteinander vertauschen.

also

6.4 Der Beweis des Hauptsatzes

In diesem Abschnitt ist V' zunéchst ein Vektorraum iiber einem beliebigen Korper K sofern nicht
explizit die Einschrinkung gemacht wird, dass K algebraisch abgeschlossen ist. Weiter ist ¢ €
End(V) ein Endomorphismus des endlichdimensionalen K-Vektorraums V.

Lemma 6.4.1. Sei C = (vi,..., v}l,v%, e ,vi, o075, 0] ) eine Familie von s Jordanketten
zum Eigenwert A von ¢, d.h

(p— )\id)v;Jrl = v; fir 1<j<At; und (p—Xid)v]=0.

Sind die Eigenvektoren vi,...v$ linear unabhingig, so sind alle Vektoren in C linear unabhingig.
Beweis. Sei ), ; a;jvs = 0. Wir miissen zeigen, dass alle a;; verschwinden. Nehmen wir also an,
dies sei nicht der Fall. Sei k¥ das Maximum der Stufen j, fiir die ein o;; # 0 ist. Wenden wir
(e — Aid)*~1 an, so erhalten wir eine lineare Relation zwischen den Eigenvektoren

0= Zaik(cp —xid)F Lyl = Zaikvi.
Hieraus folgt ay; = 0 fiir alle ¢, im Widerspruch zur Wahl von k. O

Satz 6.4.2. Fiir jeden Eigenwert X von ¢ besitzt der verallgemeinerte Eigenraum V(o) eine
Jordanbasis.

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir W := V*(p) und 9 := (¢ — Aid)|w. Dann
ist ¢V = 0 fiir ein NV € N, das wir minimal annehmen diirfen, denn nach Lemma ist die Lange
von Jordan-Ketten durch die Dimension von W beschrankt. Insbesondere ist also N < dim W.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach N. Fir N = 1 ist ¢y = 0 und alle
Jordanketten haben die Lénge 1. Jede Basis ist also eine Jordanbasis.

Sei jetzt N > 1 und U := im(y). Dann ist trivialerweise ¢¥(U) C U und ¢yN-1(U) C
PN =1((W)) = {0}. Die Induktionsvoraussetzung liefert also eine Basis von U, die aus Jor-
danketten fiir die Einschrénkung |y besteht:

bj,d)bj,...,d)rjbj, j:L...,k, mit ’l/)TjJrlbj =0 und wrjbj #0

Zuerst verlingern wir unsere Ketten etwas: Jedes b; konnen wir als ¥(w;) fiir ein w; € W
schreiben. Wir erhalten so Jordanketten

wj,il)’wj:bj,...7¢rj+1wj:¢7'jbj7 j=1,....k,

in W.
Die Vektoren ¢"it1w; = 4"ib; liegen in kerty und sind gemaB unsrer Konstruktion linear
unabhangig. Wir erganzen sie nun durch Vektoren wygy1,...,w, zu einer Basis von kery. Jeder

dieser neuen Vektoren bildet eine Jordankette der Lange 1. Wir haben nun n Jordanketten in
W, fiir die die jeweiligen Endvektoren eine Basis von ker ¢ bilden. Insbesondere sind sie lineare
unabhéngig und aus Lemma [6.4.1] folgt, dass die Gesamtheit der so konstruieren Jordanketten
linear unabhéngig ist. Die Dimension des Unterraums, den sie aufspannen, ist

dimyp(W) +k+ (n — k) = dimyp(W) +n = dim (W) + dim(ker ¢) = dim W,

wobeil wir fir die letzte Gleichheit die Dimensionsformel verwendet haben. Also haben wir eine
Jordanbasis von W gefunden. O
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Beweis. (des Hauptsatzes iiber die Jordansche Normalform:) Aus Satz[6.4.2|folgt die
Existenz einer Jordanbasis fiir jeden verallgemeinerten Eigenraum V*¢ (hierbei ist keine Annahme
iiber den Korper notwendig). Da wir nach Satz eine direkte Zerlegung V = VM @ ... @ VA»
haben, erhalten wir eine Jordanbasis fiir V, indem wir Jordanbasen fiir die verallgemeinerten
Eigenrdume kombinieren. Ist B eine Jordanbasis von V, so ist die Matrix [¢]g von ¢ bzgl. B in
Jordanscher Normalform. Das folgt aus der Art, wie ¢ auf Basisvektoren wirkt. O

Auffinden der Jordanschen Normalform einer Matrix A: Fassen wir die entscheidenden
Schritte, die auf eine Jordanbasis fithren, zusammen.

1. Bestimme die Eigenwerte \; von A mit ihren algebraischen Vielfachheiten a; := ay,.

2. Bestimme fiir jeden Eigenwert ); eine Basis des verallgemeinerten Eigenraums Vi, die
aus Jordanketten besteht. Hierzu sei A := \; und W := V*. Hierbei kann man dem
konstruktiven Beweis von Satz [6.4.2] folgen, woraus sich ein rekursives Verfahren ergibt.
Indem man die Potenzen (A — A1)* berechnet, bestimmt man zuniichst das minimale N
mit (A — A1)YW = 0, der Fitting-Index des Eigenwerts A. Das ist die Linge der lingsten
Jordankette. Durch

Wi = (A- )V W, k=1,2,...,N,

erhalten wir eine aufsteigende Folge von Unterrdumen
{0} #W 1 CWyC...CWn=W,

Wir erinnern uns daran, dass das Bild einer Matrix der Unterraum ist, der von den Spalten
aufgespannt wird.

Zuerst withlen wir eine Basis vi,...,v]" von W und erhilt so die Endpunkte der Jordan-
ketten maximaler Lange.

Im zweiten Schritt wahlt man Elemente v% €Ws, j=1,...,r, mit (A —A1)v) = v{ und

erganzt durch weitere Elemente
ot ol € Wa Nker(A — A1)

zu einer Basis von Ws.

Im k. Schritt wahlt man Elemente vi € Wi, j =1,...,1_1, mit (A — Al)vi = vi71
und erganzt die Menge der zugehorigen Eigenvektoren v (die jeweiligen Endpunkte der
Jordanketten) durch weitere Elemente

o0t € Wi Nker(A — A1)
zu einer Basis von Wy, Nker(A — A1). Aus dem obigen Beweis wissen wir, dass man so eine

Basis von Wy, erhélt.

Nach dem N. Schritt ist das Verfahren beendet, da (A — A1)? = 1 ist.

3. Bilde die Ubergangsmatrix, indem als Spalten die verallgemeinerten Eigenvektoren in der
resultierenden Jordanbasis genommen werden. Diese Spalten miissen kettenweise und in
aufsteigender Ordnung der Stufe gebildet werden, d.h. jede beginnt mit dem Eigenvektor.

4. Bilde die Jordansche Normalform, indem fiir jede Jordankette der Lange ¢ und Eigenwert A
ein Jordanblock Jg » genommen wird. Achte darauf, dass die Ordnung der Jordanblcke zur
entsprechenden Ordnung der Jordanketten passt.
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Beispiel 6.4.3. Sei

h
Il
o (e} [an} =
| —
—
— o
—_ o
o o o o

0 01
0 -1 0 0 1

Man ermittel sehr leicht das charakteristische Polynom von A: y4(X) = (X —1)°. Alsoist A=1
der einzige Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit a = 5. Weiter haben wir

0 1 000
0 0 0 0O
A-1=]10 -1 0 1 0
0 0 00O
0 -1.0 00
Da die zweite und vierte Spalte linear unabhéngig sind, ist rank(4 — 1) = 2 und

ker(A — 1) = span{ej,es, es} ist der zugehorige Eigenraum. Wir miissen also 3-Jordanketten
finden. Da im(A — 1) C ker(A — 1) gilt, ist (A — 1)? = 0. Also haben alle Jordanketten maximal
die Lange 2.

Fiir w := e; — e3 —e5 erhalten wir nun (A —1)ey = w. Weiter ist (A —1)es = e3. Wir erhalten
daher die drei Jordanketten:

(w,ez), (es,eq) und (es).

Da w, e3, e5 linear unabhéngig sind, folgt aus Lemma dass (w, e2, 3, €4, €5) eine Jordanbasis
ist. Mit der Transformationsmatrix

1 00 00
0 1 0 0 0
S=]1-1 01 0 0
0 0 0 1 0
-1 0 0 0 1

erhaltenn wir die Jordansche Normalform von A als

1 1000
01000
StAS=|0 0 11 0
00010
00001

Bemerkung 6.4.4. In Beispiel [6.4.3] ist die geometrische Vielfachheit 3 und damit gleich der
Anzahl der Jordanblocke. Die Vektoren

up = , U2 = , U3 =

O O O O
—_ O = O =
SO = O
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sind drei linear unabhéngige Eigenvektoren von A, wobei keiner von ihnen im Bild von A — 1 ist,
d.h. das Ende einer Jordankette der Lange > 1. Allgemeiner treten solche Beispiele wie folgt
auf: ist v ein Eigenvektor, so dass (A — A\1)x = v keine Losungen hat und v; ein Eigenvektor,
der eine Jordankette der Lange > 1 terminiert, d.h. v1 = (A — A\1)vg, dann ist v; 4+ v ein anderer
Eigenvektor, so dass (A — A1)z = (v; + v) keine Losung hat.

Es bleibt zu zeigen, dass die Jordansche Normalform eindeutig bis auf Permutation der Jor-
danblécke ist. Das ist gleichwertig zu der Aussage, dass sich zwei dhnliche Jordansche Normalfor-
men nur durch eine Permutation ihrer Blocke unterscheiden. Hierzu zeigen wir den folgende Satz,
der zeigt, dass die Gréfle und Zahl der Jordanblécke nur von der linearen Abbildung selbst und
nicht von der Wahl einer Basis abhéngt.

Satz 6.4.5. (Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform) Sei ¢: V' — V ein Endomorphismus
des endlichdimensionalen K- Vektorraums V und dj, := dim(ker(¢ — Nid)¥), k € No. Dann ist die
Zahl ¢y, der Jordanketten der Ldnge k zum Figenwert X gegeben durch

C = Qdk - dk,1 - dk+1. (64)

Insbesondere hingt fir eine Matriz A € M, (K) die Zahl der Jordanketten der Ldnge k zum
Eigenwert A nicht von der Wahl der Jordanbasis ab.

Beweis. Sei N die Linge der lingsten auftretenden Jordankette. Dann ist (o—Aid)N V() = {0},
also d,,, = dy = dim V() fiir m > N. Da jede Jordankette mit einem Eigenvektor endet, wissen
wir schon, dass

di=c1+...+cn

gilt. Zu dy liefert jede der Jordanketten der Lange > 2 einen zweidimensionalen Beitrag, so dass
wir
d2 :Cl+202—|—203—|—...—|—201\[

erhalten. Induktiv erhalten wir so
dip=c1+2co+ ...+ ke + keger + ... + ken.

Damit erhalten wir
dp —dp_1=cp+...+cnN

und somit
e = (dy —di—1) — (dkg1 — di) = 2d — dg—1 — diey1.-
O

Aufgabe 6.4.6. Sei A € C ein Eigenwert von A € M,,(C). Zeigen Sie, dass der Grad der Nullstelle
A im Minimalpolynom mit dem Fitting-Index min{N: (4 — \)NV*(A) = 0} des Eigenwerts \
iibereinstimmt.

6.5 Die reelle Jordansche Normalform

Der Satz iiber die Jordansche Normalform gilt nicht fiir reelle Matrizen, zumal eine reelle Matrix im
allgemeinen keine Eigenwerte hat. Aus unserem Beweis der Existenz der Jordanschen Normalform
kann man allerdings sehr genau ablesen, was im Reellen richtig bleibt und wo die Probleme liegen.

Sei dazu ¢ € End(V) eine Endomorphismus des reellen n-dimensionalen Vektorraums V. Ist A
ein Eigenwert von ¢, so folgt die Existenz einer Basis aus Jordanketten fiir den verallgemeinerten
Eigenraum V*(y) aus Satz denn fiir dessen Beweis mussten wir keine Annahmen iiber den
Korper machen.

Zerfallt das charakteristische Polynome von ¢ in Linearfaktoren, so liefert uns der Beweis von
Satz dass V direkte Summe der verallgemeinerten Eigenriume Vi () ist, und wir erhalten
eine Basis von V, die aus Jordanketten besteht.
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Im allgemeinen hat das charakteristische Polynome x,(X) die Gestalt
Xe(X) = (X = A)"H (X = Ag)® - (X = A) " f(X),

wobei f keine reellen Nullstellen besitzt and a; := a,; die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts
Aj ist. Mit dem Zerlegungslemma erhalten wir damit lediglich eine p-invariant Zerlegung

V= @ V)\j (4,0) S Vrest-
j=1

Fiir den linken Summanden, also die Summe der verallgemeinerten Eigenrdume, existiert eine
Basis aus Jordanketten. Um eine geeignete Normalform fiir reelle Matrizen zu erhalten, miissen
wir die Einschrédnkung 1 := ¢|v, ., genauer betrachten. Sie hat das charakteristische Polynom

Xo(X)
X) = = f(X
Xw( ) (X—Al)al(X—AQ)az ..'(X_Am)am f( )7
das keine reellen Nullstellen besitzt (vgl. Aufgabe [5.5.11)).
Ist Viest # {0}, also deg(f(X)) > 0, so hat f(X) eine komplexe Nullstelle A = o +i. Da das
Polynom f(X) € R[X] reelle Koeffizienten hat, gilt auch

f) =rf\)=o.
Insbesondere ist
X)) = (X - NX =N =X2- A+ N)X + 2\ = X?—2aX +a? + 3

ein reelles Polynom ohne Nullstellen, das f(X) teilt. Sei ¢y maximal, so dass ¢x(X)®* ein Teiler
von f(X) ist. Dann ist A keine Nullstelle des reellen Polynoms f;(X) := f(X)/gx(X)“*. Induktiv
erhalten wir so eine Zerlegung

f(X) = HQAj(X)Cj, cj 1= cyj,
j=1

wobei \; = a; + i; die komplexen Eigenwerte von ¢ mit positivem Imaginarteil 5; > 0 sind.
Mit dem Verfahren aus dem Beweis von Satz[6.2.8| erhalten wir nun induktiv eine ¢-invariante
Zerlegung

Viest = EPW;  mit W, =ker(q;(1)%).
j=1

Die Unterraume W; sind also die reellen Varianten der verallgemeinerten Eigenrdaume. Sie entste-
hen durch Zusammenfassen der Beitrédge eines Paars (A, \) zweier nichtreeller komplexer Nullstellen
der charakteristischen Polynoms y,(X).

Bemerkung 6.5.1. Um die folgende Konstruktion zu verstehen, erinnern wir uns daran, dass
jeder komplexe Vektorraum V auch aufgefasst werden kann als reeller Vektorraum V¥, auf dem
die Multiplikation mit 7 einen Endomorphismus v = iv mit I? = — id definiert.

Ist umgekehrt V' ein reeller Vektorraum und I € End(V) mit I? = —id, so erhalten wir durch
die erweiterte Skalarmultiplikation

(a+b)v := av + blv

auf V die Struktur eines komplexen Vektorraums. Eine lineare Abbildung ¢ € Endg (V) ist genau
dann komplex linear, wenn sie mit I vertauscht, also ¥ I = Iy gilt.

Das folgende Lemma zeigt insbesondere, dass Viesy die Struktur eines komplexen Vektorraums
tragt, so dass die Einschrinkung von ¢ auf Vi komplex linear wird. Damit kénnen wir alle
Resultate tiber Jordanketten im Komplexen in dieser Situation anwenden.
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Lemma 6.5.2. Ist ¢ € End(W) ein Endomorphismus des reellen endlichdimensionalen Vektor-
raums W ohne reelle Figenwerte, so existiert I € End(W) mit

I’=—idy und I =l

Beweis. Durch Wahl einer Basis von W diirfen wir annehmen, dass W = R™ ist und ¢(x) = Ax
fir A € M,(R).
Wir betrachten A als komplexe Matrix. Fir A € C und z € C" ist dann

(A—X1)kz = (A - A1)z

Hieraus ergibt sich fiir die verallgemeinerten Eigenriume V* C V := C" die Relation

VA=V,
Fiir
Vio= @ VY und Vo=V, = @ %6
Im A>0 Im A<0
gilt daher
V=V,oV_.

Wir betrachten die reell lineare Abbildung

p: Vi —=R" p(z):= Z;_Z =Rez, plat+iy)==

und behaupten, dass sie bijektiv ist. Aus p(z) = 0 folgt z = —z € V, N V_ = {0}. Also ist p
injektiv. Ist z € R™, so kénnen wir « darstellen als * = z 4+ w mit z € V; und w € V_. Da z reell
ist, gilt dann

also
z—w=z—weV,NV_={0}.

Damit ist w = Z, also ¢ = 2+ Z = Re(2z) € p(V}).
Wir definieren I € M, (R) durch

Iz := plip~ (x)).

Damit ergibt sich

Pa = p(ip~ ' (p(ip~ " (2)))) = pliip~ " (x)) = —p(p~ ' (z)) = —a.

Weiter ist
Az + Az

p(Az) 5

=Ap(z) und Aiz =iAz.
Hieraus erhalten wir
[Az = p(ip~" (Az)) = p(idp™'(2)) = p(Aip~*(z)) = Ap(ip~* (z)) = Al m

Mit Lemma und Bemerkung erhalten wir auf W die Struktur eines komplexen
Vektorraums, so dass 1) komplex linear ist. Damit gilt dies auf fiir alle Abbildungen p(v), p € R[X].
Insbesondere sind alle Unterraume W invariant unter I, d.h. komplexe Unterrdume. Auf W; hat
1) als komplex lineare Abbildung die beiden Eigenwerte A\; und A;. Ist w € W eine Eigenvektor
zum Eigenwert A = « + i3, so sind w und Tw {iber R linear unabhéngig (Aufgabe und es
gilt

Y(w) = w = aw + flw, Y(Iw) = Ip(w) = —Pw + alw.
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Ist wy, := (v — A)N*w eine Jordankette zum Eigenwert A, so haben wir analog
Y(wg) = (Y — Nid)wy, + Awg, = wi—1 + (owy, + Blwg)

und
Y(Iwy) = Twi—1 + (—Pwg + alwy).

Die Einschréankung von ¢ auf den Spann der Vektoren

w17Iw1,w2,Iw2,...7wN,IwN

hat also bzgl. dieser Basis die Matrix

a —p 1 0
8« 0 1
a —f 1 0 O
b« 1
JE = € Moy (R)
1 0
1
. a —fB
0 15

Wenden wir den Satz iiber die Jordansche Normalform auf den komplex linearen Endomor-
phismus 1 von W an, erhalten wir die folgende reelle Variante der Jordanschen Normalform.

’ Die reelle Jordansche Normalform ‘

Satz 6.5.3. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und ¢ € End(V'). Dann existiert eine
Basis B = (v1,v2,...,0,) von 'V, so dass die Matriz [p]g von ¢ bzgl. B eine Blockdiagonalmatriz

ist, deren Blocke von der Gestalt
Imr, AER  oder J}i’)\, AeC\R

sind.

Beispiel 6.5.4. Fiir eine reelle (2 x 2)-Matrix erhalten wir folgende Moglichkeiten fiir die Jor-
dansche Normalform:

. ()(\)1 ;\) ), A1 # A2 € R (zwei verschiedene reelle Eigenwerte).
2

. (6\ S\>7 X € R, (ein reeller Eigenwerte der geometrischen Vielfachheit 2).

. (6\ i\), A € R, (ein reeller Eigenwerte der geometrischen Vielfachheit 1).

° (; _B), a,B € R, B >0, (kein reeller Eigenwert).
@
Beispiel 6.5.5. Fiir eine reelle (3 x 3)-Matrix erhalten wir folgende Mdglichkeiten fiir die Jor-

dansche Normalform. Hierzu erinnern wir uns daran, dass es immer einen reellen Eigenwert gibt,
da das charakteristische Poynom vom Grad 3 eine reelle Nullstelle besitzt.
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A 000
X2 0 |, (diagonalisierbare Matrizen).
0 A3

o O

A 10
. ( A1 0 |, (zwei reelle Eigenwerte, nicht diagonalisierbar).

0
0 0 X
A1 0
e |0 X 1], (ein reeller Eigenwert, geometrische Vielfachheit gy = 1).
0 0 A
A0 O
e |0 a -8, (nur ein reeller Eigenwert, x zerféllt nicht).
0 B «
Aufgabe 6.5.6. Sei V ein komplexer Vektorraum und vy, ...,v, € V. Dann sind diese Vektoren
genau dann iiber C linear unabhéngig, wenn vy, vy, Vs, s, . .., Uy, 10, Uber R linear unabhingig
sind.

6.6 Matrixpotenzen

Ist J eine Jordansche Normalform, dann kénnen wir J = D 4+ N schreiben, wobei D eine Diag-
onalmatrix und N eine Matrix mit verschwindender Diagonale und einigen Einsen oberhalb der
Diagonale ist. Ist J ein Jordanblock, dann gilt D = A1 und natiirlich DN = ND. Ist J eine
Jordansche Normalform aus mehreren Blocken, die moglicherweise zu verschiedenen Eigenwerten
gehort, dann gilt ebenfalls DN = N D, wie man anhand von Blockmultiplikation sehen kann.

Es gilt also

‘
/ .y
J'=D+N)=>" ()DHNZ =D'+ (D" IN+...
i
i=0
Nur die ersten Terme dieser Summe sind von Null verschieden, genauer diejenigen, bei denen i
kleiner als die Grofie des grofiten Jordanblocks in J ist. Die Summe kann also mit vertretbarem

Aufwand berechnet werden. Ist z.B. J die Jordansche Normalform aus Beispiel [6.4.3] so gilt

1 2000
01000
J=1001 ¢ 0
00010
00001

Natiirlich folgt wie gewthnlich aus S~'AS = .J auch A = §.J¢S~1.
Beispiel 6.6.1. Die Losung einer linearen Rekursion erster Ordnung
f0)=g,  f(k+1)=Af(k)

mit f: N — C", g e C" A e M,(C) ergibt sich als f(n) = A™g ergibt. Ist A nicht diagonalisierbar,
dann kénnen wir die Jordansche Normalform benutzen, um A" zu berechnen. Betrachte z.B. das
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folgende System einer linearen Rekursionen erster Ordnung:

k41 = 3ap + b

brt1 = 3by

Ck+1 = —bp+ 3¢k +di
di1 = 3dg

€h41 = —br + 3¢y,

aOZbOZCQZd():BO:l
Schreiben wir f(k) = (ax by cx di ex) und g = (1111 1)7, so folgt

flk+1) = (A+21)f(k), f(0) = g

wobei A die Matrix aus Beispiel ist. Wegen S~1AS = J gilt auch S71(A4 +21)S = J + 21,
woraus wir die Jordansche Normalform von A 4+ 2E ohne weitere Berechnung erhalten.
Aus dem Obigen erkennen wir

3F k3k-1 o0 0 0

0o 3 o0 0 0
(J4+20)"=| o0 0 38 K3+t o |,

0 0 0o 3 o0

0 0 0 0o 3*

woraus wir folgende Losung in geschlossener Form erhalten:
f(k)=S(J+21)"s g
oder
a(k) =e(k) =31k + 3¢
b(k) = c(k) = d(k) = 3%,
Bemerkung 6.6.2. Lineare Rekursionen treten insbesondere in der folgenden Situation auf: Wir

betrachten ein kontinuierliches dynamische Systeme, dessen Zustand z(t) € R™ (in Abhéngigkeit
von der Zeit t) sich durch die lineare Differentialgleichung

i(t) = Az(t), A€ My(R),

beschreiben ldsst. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, wie sich solche Gleichungen exakt
l6sen lassen. Oft ist es aber praktikabler, die kontinuierliche zeitliche Entwicklung durch eine
zeitliche diskrete Entwicklung zu approximieren. Man interessiert sich dann nur noch fiir Zeit-
punkte tp = tg + kAt, wobei At > 0 das Maf} fiir die Feinheit der diskretisierten Zeitachse
ist. Entsprechend erhalten wir fiir die Entwicklung des diskreten dynamischen Systems, desssen
Zustinde durch die Vektoren z(*) := z(t;) gegeben, die niherungsweise Relation

L
At

Dies fihrt zur Rekursionsformel

(@(trr1) = 2(tr)) ~ (k) = Az(tr).

) = (1 4+ AtA)z®

und man kann erwarten, dass fiir den Anfangswert z(9) := x(to) die so erhaltene Folge (z*))cn
Néaherungswerte flir die Werte z(t) liefert, die man bei einer kontinuierlichen Systementwicklung
erhalten hatte.
Konkret haben wir
e = (1 + AtA)F©),

Das Problem besteht also in der moglichst expliziten Berechnung der Potenzen der Matrix
(1 + AtA)-.
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Bemerkung 6.6.3. Wir betrachten die lineare Rekursion
D = Ax®) ke N,.
Ist der Anfangswert (%) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert )\, so ergibt sich die einfache Losung
2(B) — \F(0)
Ist 2(°) ein Hauptvektor der Stufe 2, d.h., (A — A\1)2z(9), so erhalten wir
ARz = (A1 + (A = A1)*z@ = 2@ 4 paR=1(A — A1)2(©

und allgemein fiir (4 — A1)z = 0:
e , .
AFg© = (A1 + (A = A1)F2@ = < ) AF=I(A = A1)72©

= Nz @ L AR (A = A1)z @ 4 (’;) MN2(A = A1)22@ o

Die Losung ist also eine endliche Summe von Termen der Gestalt \¥~J (’;)vj

Im allgemeinen zerlegt man den Anfangswert z(°) in seine Komponenten 2(?) = Py xﬁo)

zerlegen, wobei xﬁo) ein (im allgemeinen komplexer) Hauptvektor zum Eigenwert A\, ist. Fiir die

Losung erhalten wir dann eine entsprechende Summe von Ausdriicken der Gestalt /\]Z_j (I;)UM.

Beispiel 6.6.4. Mit diesen Techniken lassen sich insbesondere die Fibonacci-Zahlen (F,)nen,
durch einen expliziten Ausdruck berechnen. Sie geniigen der Rekursionsformel

Fpio=Fypi+F, mit Fy=0F=1

Da die Rekursionsformel die zwei vorhergehenden Folgenglieder enthélt, modellieren wir die En-
twicklung durch einen Vektor

z® = (F’““) eR?, keN,.
Ey

Die Rekursionformel wird dann zu der linearen Gleichung

2D = Az®) it A= (1 1) .
1 0

Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist

XA(X):det<1_1X 1X)=X(X—1)—1=X2—X—1.

Es hat die beiden reellen Nullstellen

mit den zugehorigen Eigenvektoren

vj = (iﬂ) j=1,2.

Der Startvektor 2(?) hat in der Eigenvektorbasis die Darstellung

1 1
20 _ (O) = ().
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Damit erhalten wir

1

1 )\k—‘rl )\k—‘rl
(k) — Ak (0) — Ak _ Ak _ 1 - 2 )
! v >\1—)\2( Lo 202) )\1—)\2(()\]1c> (Aéc))

Insbesondere ist
Y VENE (15 V5
A== = () - (7)) ~ 5 (50

da der zweite Summand sehr schnell gegen 0 konvergiert. Insbesondere erhalten wir

. e 1++5
R A B

Diese Zahl ist das Verhaltnis des goldenen Schnitts.

6.7 Die Matrixexponentialfunktion

In diesem Abschnitt lernen wir die Exponentialfunktion fiir Matrizen kennen. Sie ist ein sehr
vielseitiges Werkeug und spielt in der Theorie der Matrizengruppen (Lie-Gruppen). Wir werden sie
dazu verwenden, die Losungen von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten
Koeffizienten zu beschreiben. In diesem Abschnitt bezeichne K immer R oder C.

Wir betrachten auf K™ die euklidische Norm

n
ol = llellz o= (D lasl?)
j=1

Auf dem Raum M,, ,(K) der (m x n)-Matrizen betrachten wir die zugehérige Operatornorm

N

[A]l := sup{[|Az[| : = € K", [|z[| < 1}.

Dass dieses Supremum endlich ist, folgt aus der Stetigkeit der Abbildung L4: K" — K", x — Ax
und der Kompaktkeit der Einheitskugel {z € K": ||z|| < 1} (vgl. Analysis II). Ist 0 # y € K", so
ist x 1= ﬁ ein Einheitsvektor und wir erhalten

y
[ Ay[l = I\Am\ll\yll < [lAfHlyll-

Fiir ein Matrixprodukt BA und ||z|| <1 ergibt sich damit
I1BAz|| < || Bl Az|| < || BII[|All
und damit die Submultiplikativitit der Norm:
IBA| < |IB|IIAll fir A€ Myn(K),B e M, (K). (6.5)

Bemerkung 6.7.1. (a) Im Rahmen der Analysis II lernt man insbesondere, dass alle Normen auf
K™ dquivalent sind, d.h., dass zu zwei Normen || - ||; und || - || Konstanten ¢, C' > 0 existieren mit

clzlly < Jlzlls < Cllzll;  fur alle z e K™

Hieraus folgt insbesondere, dass K" bzgl. jeder Norm vollstandig ist, d.h, ein Banachraum.
Eine wichtige Konsequenz hieraus ist, dass eine Reihe ) v, konvergiert, wenn die Reihe ) |lv,||
nichtnegativer reeller Zahlen konvergiert (Majorantenkriterium).

(b) Da die Operatornorm auf M, ,(K) eine Norm definiert, gelten die Bemerkungen aus (a)
insbesonder fiir den Raum M, ,(K) = K™,
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Satz 6.7.2. Fir jedes X € M, (K) konvergiert die Exponentialreihe

exp(X) 1= ¥ = X

(1) Esist e® =1 und fiir XY =YX ist eX -e¥ = X+Y.

-1

(2) Fiir alle g € GL,(K) ist g-eX - g~ = e9%9
(3) Fiir alle X € M,,(K) ist eX € GL,(K) und (eX)™! = e ¥X.

Beweis. Wegen || 5 X"|| < 4| X||" folgt die Konvergenz der Exponentialreihe aus dem Majoran-
tenkriterium.
(1) Die Aussage €% = 1 ist trivial. Gilt XY = Y X, d.h. die linearen Abbildungen vertauschen

miteinander, so ist
" /n
X+Y)" = Xk.ynk,
vy =3 (})
k=0
Wir erhalten nun mit der Cauchy-Produktformel:

X+Y __ _ ky n—k
n=0 n=0 k=0
co n Xk Ynik 0o i 00 j < .
=> D it T = e
s k! (n—k)! S e AL

(2) Fiir X € M, (K) und g € GL,(K) gilt gX"g~! = (ng’l)n, und somit folgt aus der Stetigkeit
der Matrizenmultiplikation:

_ 1 o\ 1 =1 Cn -1
9e¥g T =g (D0 XT) T =20 X = 3 (X)) = e
g = n — nl
(3) Aus (1) folgt e - e=* =1, also eX € GL,(K) mit e=X = (ex)fl. O

Beispiel 6.7.3. (a) Fir Diagonalmatrizen

dy 0 d¥ 0 eh 0
D = gilt D* = , also e =
0 dn 0 d* 0 edn
0 1 0 0 0 0 1 0
0 1 .o : .
(b)FirA= | : o o listA?= | .. .. 1|, etc. und schlieflich A" =0
: o1 : -0
0O ... ... ... 0 0o ... ... ... 0
Man erhalt hieraus die folgende Formel
2 n—1
Lt 5 =
[es] 1 n—1 1 1
tA _ E_ E _ .
e = Z H(tA) = Z H(tA) = 2o
k=0 k=0
0 1 t
1
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so ergibt sich beispielsweise fiir die Matrix
0

1 0
A= 0 1 als Funktionswert e”
0

(c) Fir Blockdiagonalmatrizen A = <B 0

n B
0 C) gilt A" = (% C(')")’ also e = <e 0 )
A1 0

0 ¢
0 1 0
(d) Fir A = (ein Jordankéstchen) ist A = A-1+N mit N =
0o 1 0 1
A 0
Wegen (A1) - N = N - (A1) gilt also

Wegen Satz[6.7.2)(2) lisst sich die Berechnung von e# auf den Fall zuriickfiihren, wo A in Jordan-
Normalform vorliegt, d.h. folgende Form hat:

A1 0
0 1
A1
0
A =
0
An 1 0
0 1
)\7l
Mittels (a)—(d) ldsst sich e nun direkt berechnen.

(e)FﬁrA—( 0 1

Satz 6.7.4. Sei A €

Dann gelten folgende Aussagen:

ist A% = -1 0 und somit
-1 0 0 -1

o~ CD™ o (10) (D™ gy (001
- £2m )y )
n;)(zm)! 0 1 +ﬂ;(2m+1)! 10
_ [cost 0 n 0 sint [ cost sint
“\ 0 cost —sint 0 ) \—sint cost/)’
M, (K) und

Dy : R — GL,(K), t— exp(tA).
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(1) Die Abbildung ® 4 ist ein differenzierbarer Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (GL, (K), -).
(2) Firallet e R gilt 'y (t) = A-D4(t) = Palt) - A.
Beweis. (1) Wegen tX - sX = sX -tX fiir s,t € R folgt aus Satz dass

CI)A(t) . (I)A(S) = (I)A(t + S)

gilt. Wegen ®4(R) C GL,,(K) ist &4 daher ein Gruppenhomomorphismus (R,+) — GL,,(K).

Aus - -
X" X"
X _1_ — el il | [ o I T
leX = 1= Xl = | Y S| < o =X — 1)
n=2 n=2
folgt
1 X 1 tX X 1 — ||| X
e -y - x| = e | e Xl
t 2] 2|
fiir t — 0. Also ist
’ Tt
a(0) = 150 t S

Damit erhalten wir

und analog erhalten wir ®,(t) = ®4(t)A. Folglich ist 4 eine differenzierbare Kurve in M,,(K),
und die Aussage (2) gilt. O

Bemerkung 6.7.5. Auf K" betrachten wir nun die homogene lineare Differentialgleichung

y= Ay, y(to) =wo (6.6)

mit konstanten Koeffizienten. Wir suchen Losungskurven y: R — K™.
Betrachtet man die Komponenten y1, ..., y, einzeln, so spricht man auch von einem System
von n linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:

n
9i(t) =Y ajeyn(t),  y;(0) = yo ;-
k=1
Mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion, lassen sich homogene lineare Differentialgleichungen
sehr leicht 16sen. Z.B. erhalten wir fiir die Kurve
y(t) 1= oAy = Mooy,

sofort
g(t) = Aty = Ay(t)  und  y(to) = yo.

Dass dies die einzige Losung des Anfangswertproblems ist, lasst sich auch leicht einsehen.
Ist 2: R — K" eine andere Lésung, so erhalten wir fiir die Kurve w(t) := e *42(t) mit der
Produktregel die Ableitung

w(t) = e_tA(—A)z(t) + e_tAz':(t) = e_tA(—Az(t) + 2(t)) = 0.
Also ist w konstant und daher

2(t) = et (t) = etAw(to) = etAeftOAz(to) = e(tftO)Ayo = y(t).
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Bemerkung 6.7.6. Ist der Anfangswert yo = y(0) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so
ergibt sich die einfache Losung
y(t) = e"Yyo = " yo.
Ist yo ein Hauptvektor der Stufe 2, d.h., (4 — A1)%yy = 0, so erhalten wir
e Py(t) = e Petyp = " Myp = yo +1(A = A)yo

und allgemein fiir (A — A1)™yy = 0:
m—1

W(A — A1)ty

e Py(t) = e Met My = ATy — o + 1A= A)yo + .. +

Hieraus ergibt sich

m—1

y(t) = e (yo +t(A=Al)yo + ...+ !(A - /\l)m_ly()). (6.7)

(m—1)

Im allgemeinen zerlegt man den Anfangswert yg in seine Komponenten yg = Z§=1 yé, wobei

yg ein Hauptvektor zum Eigenwert ); ist. Fiir die Losung erhalten wir dann
r .
y(t) =etyo = ey,
j=1

wobei e*4y? die Gestalt aus (6.7) hat.

Beispiel 6.7.7. Auf R? betrachten wir das System der linearen Differentialgleichungen
@1(t) = —a2(t), @2(t) = 21(1),

In Matrixschreibweise erhalten wir

0 -1
(t) = Ax(t it A= .
z(t) xz(t) mi (1 0 )
Die Losungen dieser Differentialgleichungen haben fiir den Anfangsvektor zy = (Z) die Gestalt

cost —sint
2(t) = elag = x
®) 0 <sint cost ) 0

also
x1(t) = acost —bsint und x9(t) = asint + bcost.



o8

KAPITEL 6. DIE JORDANSCHE NORMALFORM



Kapitel 7

Euklidische und unitare Raume

In den letzten Kapiteln haben wir Vektorrdume iiber beliebigen Kérpern betrachtet. Die einzi-
gen Strukturen, die wir benutzt haben, waren Addition und skalare Multiplikation. Wir werden
nun die Begriffe der Lange und der Orthogonalitdt und einen verallgemeinerten Winkelbegriff in
Vektorraumen kennenlernen, die eine zusatzliche Struktur tragen, die durch ein Skalarprodukt
gegeben ist. Dazu beschranken wir uns auf Vektorraume iiber den Kérpern R und C der reellen
und der komplexen Zahlen.

7.1 Unitare Raume

In diesem Kapitel ist K immer einer der Korper R oder C und V ein K-Vektorraum. In diesem
Sinn schreiben wir fiir reelle Zahlen x € R auch T = =x.

Wir erinnern uns an die Definition einer bilinearen Abbildung 3: V x V' — K. Sie soll in jedem
der beiden Argumente linear sein, d.h.,

B+ py, ) = AB(w,2) + 1Bly,z)  und B, My + pz) = MB(a,y) + ui(x, 2)

gilt fir z,y,2z € V und A\, € K. Fiir K = C lernen wir jetzt eine interessante Modifikation
dieses Begriffes kennen, die es uns erlauben wird, auch im Komplexen die Grundstrukturen der
euklidischen Geometrie in geeigneter Art und Weise zu beschreiben.

Definition 7.1.1. Sei V ein K-Vektorraum.
(a) Eine reell bilineare Abbildung 8: V x V' — K heifit sesquilinear oder Sesquilinearform,
wenn gilt
AB(z,y) = B(Ax,y) = B(z, \y) fir NeK,zyeV.

Fiir K = R folgt dies sofort aus der Bilinearitét, aber fiir K = C ist dies eine zusétzliche Bedingung.
In diesem Fall bedeutet sie, dass § im ersten Argument linear und im zweiten Argument antilinear
ist.

(b) Eine sequilinear Abbildung 8: V x V — K heifit hermitesch, wenn

Bz,y) = By,x) fir z,yeV
gilt. Fir K = R ist 8 bilinear und symmetrisch, d.h.,
Bx,y) =By,x) fir xyeV

gilt. Hermitesche Sesquilinearformen iiber R sind also dasselbe wie symmetrische Bilinearformen.
(c) Eine hermitesche Sequilinearform §: V x V' — K heifit positiv semidefinit, wenn

Blx,x) >0 fir xzeV

99
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gilt und positiv definit, wenn sogar
Blx,x) >0 fir 0#z€V

gilt.
(d) Ein paar (V, ) aus einem K-Vektorraum V und einer positiv definite hermiteschen Form
B heifit unitirer Raum. Fiir K = R spricht man auch von einem euklidischen Vektorraum.
Meistens schreiben wir

<'T7y> = B(%y)

fur die hermitesche Form eines unitdren Raums.
Die Ldnge oder Norm eines Vektors z € V' ist definiert durch

||Z|| = \/(Z,Z> = \/B(Z’Z)

Jeder Vektor der Léange eins heifit FEinheitsvektor. Jeder nichtverschwindende Vektor z kann
normiert werden: ﬁz ist ein Einheitsvektor, denn es ist

( 1 1 > 1
2, T R) =
1211 =] 1212

(z,2) = 1.

Zwei Vektoren z,w € V heiflen orthogonal, i.Z. z 1 w, wenn {z,w) = 0 gilt. Wegen

<Z7 w> = <’LU, Z>
ist Orthogonalitat auch im Komplexen eine symmetrische Relation.
Unitare Raume sind der Gegenstand dieses Kapitels. Hier sind die beiden zentralen Beispiele.

Beispiel 7.1.2. Das Standardskalarprodukt zweier Vektoren z,y € R™ wurde definiert als

T 1
x2 Y2

@y =(| .||, )=ttt Fag. =2y
Tn Yn

Hierdurch wird (R™, (-,-)) zu einem euklidischer Vektorraum. Die Lénge eines Vektors = € R™ ist

”CCH :Zm:\/xf—f—x%_y..._’_m%.

Beispiel 7.1.3. Wir mdochten ein positiv definites hermitesches Skalarprodukt auf C™ definieren.
Wir koénnen allerdings nicht dieselbe Definition wie im reellen Fall benutzen. Die Lénge eines
Vektors sollte eine nichtnegative reelle Zahl sein. Im Falle einer komplexen Zahl z = z + iy ist der
Betrag nicht durch V22 wie im reellen Fall gegeben, sondern durch

2] = |z +iy] = Va2 + 2 = /(z + iy)(z — iy) = V27
Wir fiithren daher die folgende Schreibweise ein. Fiir jeden Vektor
21 21
22 22

z=1] . | € C" schreiben wir z =

Zn Zn
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fiir den komplex konjugierten Vektor. Das Standard-(Hermitesche) Skalarprodukt zweier Vektoren
z,w € C™ wird definiert als

Z1 w1
z9 w2

zawy= "|,| [ |)=awr+nmt -+ 20, =2 0.
Zn Wn,

Damit ist das Skalarprodukt zweier Vektoren in C™ eine komplexe Zahl. Aus der Definition folgt
sofort, dass (-, -) hermitesch ist:

n n
(w,z) = ijz = ZZJUTJ = (z,w)
J=1 J=1

und es ist auch positiv definit:

n

(z,2) :Z|Zj|2 >0 fir z#0.

j=1
Fiir die Lange eines Vektors erhalten wir

2]l == (2, 2) = Vz1Z1 + 2022 + -+ + 2nZn = V|22 + |22+ + |20 %

Bemerkung 7.1.4. Weitere Beispiele von euklidischen und unitaren Vektorraumen werden wir
spéter betrachten. Im Augenblick halten wir nur fest, dass jeder lineare Teilraum U eines euk-
lidischen bzw. unitdren Raums wieder ein euklidischer oder unitarer Vektorraum ist: Um U zu
einem solchen Raum zu machen, schrinken wir einfach das Skalarprodukt auf U ein.

Beachte, dass euklidische und unitdre Vektorraume unendlichdimensional sein konnen. Derar-
tige Réume (insbesondere Funktionenridume) spielen eine bedeutende Rolle in der Analysis und in
vielen anderen Bereichen der Mathematik.

Bemerkung 7.1.5. Ist V ein unitdrer Raum, so ist V insbesondere ein komplexer Vektorraum.
Wir kénnen V' aber auch als reellen Vektorraum auffassen, fiir den wir dann V¥ schreiben. Hierzu
schranken wir einfach die Skalarmultiplikation

CxV—=V, (Av)—

zu einer Abbildung
RxV =V, (Av)—

ein. Weiter ist

(v,0) = Re{v,w) = 5({o,10) + (w,0)) = 5 ({o,) + [o,))

ein reellwertiges Skalarprodukt mit dem V¥ ein euklidischer Raum wird. (Nachweis als Ubung!)
Wir koénnen das komplexe Skalarprodukt leicht aus dem reellen rekonstruieren. Aus der Rela-
tion
tIm(v, w) = iRe(—i{v,w)) = i(—iv,w) = i(v,iw)

erhalten wir die Rekonstruktionsformel
(v, w) = (v,w) + i(—iv,w) = (v,w) + i(v,iw)

(vgl. Aufgabe(7.1.3).
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Im Folgenden sei V' ein reeller oder komplexer unitirer Raum.

Bemerkung 7.1.6. Wir haben oben gesehen, wie man die Lénge (Norm) eines Vektors durch
das Skalarprodukt definiert. Es ist bemerkenswert, dass man das Skalarprodukt zweier Vektoren
umgekehrt aus der Normfunktion rekonstruieren kann.

In einem euklidischen Vektorraum haben wir die Polarisierungsidentitat:

1
(wy) =4 (lz +yl* = = = y[*)
und in einem unitdren Vektorraum gilt die etwas kompliziertere Polarisierungsidentitdt:
(@,9) = (2 +yll* = llo = yllI* + ille + iyl* = ille = iy[]*).

Beide Identitéten verifiziert man leicht durch Nachrechnen (vgl. Aufgabe[7.1.1)).

Satz 7.1.7. [Satz von PYTHAGORAS| Fir zwei zueinander orthogonale Vektoren x L y eines
unitdren Raums V' gilt

[l +yl1? = [l + Iy ]|

Sind x1,...,x, €V paarweise orthogonal, so gilt entsprechend
n 2 n
2
|| =Dt
j=1 j=1

Beweis. Sei x L y. Definitionsgeméf gilt (x,y) = 0, also auch (y,z) = (x,y) = 0. Wir erhalten
daher
lz+yl? = (@ +y, 2 +y) = (@, 2) + (x,9) + {y,2) + {,9) = |2 + |yl*

Der zweite Teil der Behauptung folgt sofort durch Induktion nach der Anzahl n der Summanden.
O

Satz 7.1.8. [Die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung] Fir jede positiv semidefinite hermitesche
Form B:V xV — K gilt die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung

B(z,y)|? < B(z,2)B(y,y) fir =x,y€V.

Fiir einen unitiren Raum (V,(-,-)) erhalten wir insbesondere

[, 9)] < Izl - Iyl

Im folgenden schreiben wir kiirzer “CS-Ungleichung” fiir diesen Sachverhalt.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass y(z,y) := Ref(x,y) eine positiv semidefinite reell bilineare
symmetrische Abbildung v: V x V — R definiert. Wir erhalten daher fiir alle A € R die Ungle-
ichung

0 <~z =My, 2 — Ay) = v(z,2) — M(y,2) — M(2,9) + A2y (v, y) = v(z, 2) — 207(2,y) + A2y (. y).

Ist v(y,y) = 0, so muss also auch vy(z,y) = 0, da A € R beliebig ist. Ist y(y,y) # 0, so erhalten
wir fiir A := y(z,y)/v(y,y) die Relation

0

IN

Y(x, x) = 2My(2,y) + N (y,y) = v(@,2) = 2v(2,9)* /7 (v, ) + v (=,9)* /7 (v, )
Yz, x) = v(z,9)* /7 (y, y),

also gilt
Y(@,y)? <v(z,y)y(y,y) firalle z,yeV.
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Ist K = R, so ist ¥ =  und wir haben die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung bewiesen. Fiir
K = C schreiben wir f(z,y) = |8(x,y)| - ¢ mit |{| = 1 (Polardarstellung komplexer Zahlen). Dann
ist B(¢ 7z, y) = (T1B(z,y) = |B(x,y)| reell, stimmt also mit (¢~ 1z, y) iiberein. Das fithrt zu

1B(z,y)| =¥ w,y) < VA, Cla) VA y) = VB e, Cla) By, )
=Bz, 2)\V/B(y, y),

da B(¢ta,("l2) = C‘lz_lﬂ(x,x) = [¢|7?B(x,z) = B(z,) ist. Durch Quadrieren erhalten wir
die Cauchy—Scharzsche Ungleichung auch im Komplexen und damit

[z, )* < ll]?[ly])*

flir beliebige unitdre Raume tiber R oder C. O

Definition 7.1.9. Sei V ein unitdrer Raum. Der Winkel v € [0, 7| zwischen zwei nichtver-
schwindenen Vektoren v und w wird durch

definiert. Nach der CAUCHY-SCHWARzZschen Ungleichung wissen wir, dass —1 < 2e{v.w) 1

A lloll-flwll =
\Ij\f?i\,gi\' Man beachte, dass das

Winkelkonzept keinerlei Bezug auf die komplexe Skalarmultiplikation nimmt. Es wird lediglich
das reelle Skalarprodukt Re(:,-), d.h., der unterliegende euklidische Raum betrachtet. In diesem
Sinne sind Winkel ein reelles Konzept.

gilt; es existiert also ein eindeutiges v € [0, 7] mit cosy =

Bemerkung 7.1.10. Wir fragen uns nun, wann fiir zwei Vektoren z,y # 0 sogar Gleichheit in
der CS-Unglichung gilt.
(a) Fiir K = R erhalten wir aus der Gleichung

[, 9)* = (2, 2)(y, ) (7.1)
und dem Beweis von Satz dass fir A := (x,y)/(y,y) sogar die Relation
0= HJ? - /\y”Qa
also x = Ay gilt. Umgekehrt gilt trivialerweise

[, )P = Ny, 9) = Oy, )y, ).

Fiir 0 # x,y € V ist daher (7.1) dquivalent zu « € Ry. Der Winkel zwischen z und y ist entweder
0 oder .
Fir K = R liefert die CS-Ungleichung

(@, y) <zl - llyll-

Gilt hier Gleichheit, so ist insbesondere (x,y) > 0 und wir erhalten x = Ay fiir ein A > 0. In
diesem Fall verschwindet der Winkel zwischen x und y.
(b) Fiir K=C und z,y € V gelte

) * = (2,2)(y, y)- (7.2)
Wir wihlen ¢ € C mit || = 1 wieder so, dass

[, )] = ¢, y) = (o, y) = Re((a,y)

gilt. Wenden wir nun (a) auf das reelle Skalarprodukt Re(z,y) an, erhalten wir x € (\y fiir ein
A > 0, also x € Cy. Umgekehrt zeigt eine direkte Rechnung, dass z € Cy zu Gleichheit in der
CS-Ungleichung fiihrt.

Gleichheit tritt in der CS-Ungleichung also genau dann auf, wenn z und y linear abhéngig
sind.
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Beispiel 7.1.11. Da C" mit dem Standardskalarprodukt ein unitédrer Raum ist (Beispiel ,
erhalten wir durch Spezialisieren der allgemeinen Cauchy—Schwarzschen Ungleichung: Es gilt fiir
alle Vektoren z,w € C™:

|AWT + 20W3 + -+ + 20| < V212 + 222+ |22 V]wi]2+ a2 + -+ w2

Folgerung 7.1.12. [Die Dreiecksungleichung] Fir Elemente x,y eines unitiren Raums V gilt

[l + yll < Il + 1yl

Beweis. Aus der CS-Ungleichung erhalten wir unmittelbar
lz +yl* = (= +y,2 +y) = (2,2) + (2,9) + {y.2) + (y,7)

< lll® + 2l llyll + lyl* = Ul + lly1)®
Whurzelziehen auf beiden Seiten ergibt die Dreiecksungleichung. O
Folgerung 7.1.13. Ist V ein unitdirer Raum, so definiert || - || eine Norm auf V', d.h.,
(N1) (VzeV) |lz|| >0 und ||z|| =0 < z=0.
(N2) |- z|| = A - |z|| fiir x € V und A € K (positive Homogenitat).
(N3) ||z +yll < ||zl + |yl fir z,y € V (Subadditivitat).

Beweis. (N1) folgt aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts und (N3) ist die Dreiecksun-
gleichung. (N2) folgt sofort aus

IXal* = (Az, Az) = Mz, z) = [A]P[l]|*. O

Aufgaben zu Abschnitt

Aufgabe 7.1.1. Sei 8: V x V — C eine Sesquilinearform auf dem komplexen Vektorraum V.
Zeigen Sie, dass (8 die folgende Polarisierungsidentitat erfiillt, die es erlaubt S aus seinen Werten
auf Paaren der Form (v, v) zu rekonstruieren:

3
1 . .
*Z g Bz +i*y, x +i*y).
k=0

Aufgabe 7.1.2. Sei #: V x V — R eine Bilinearform auf dem reellen Vektorraum V. Zeigen Sie,
dass 8 genau dann die Polarisierungsidentitdt

Bla,y) = 3 (B + 3,7 +9) — Bz — y. o~ )

erfiillt, wenn 8 symmetrisch ist.

Aufgabe 7.1.3. Sei V ein komplexer Vektorraum und f: V' — R eine reell lineare Abbildung.
Zeigen Sie, dass durch

F:V—5C, F():=f(v)—if(iv)
eine komplex lineare Abbildung definiert wird.

Aufgabe 7.1.14. Zeige, dass in der Dreiecksungleichung fiir y # 0 Gleichheit genau dann gilt,
wenn x = ay flir eine reelle Zahl a > 0 ist.

Aufgabe 7.1.15. Jeder euklidische (unitidre) Raum V wird durch

d(z,y) = [z =y

zu einem metrischen Raum, d.h., fir z,y, z € V gelten:
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(M1) d(z,y) = d(y, z).
(M2) d(z,y) > 0 mit Gleichheit nur fir z = y.
(M3) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)-

Aufgabe 7.1.16. Fiir jedes Paar (p,q) von Punkten in einem euklidischen Raum V existiert
genau ein Punkt m = m,, 4, genannt der Mittelpunkt, mit

d(p,m) = d(g,m) = %d(n q)-

Aufgabe 7.1.17. * Sei V ein euklidischer Raum und ¢: V' — V eine Abbildung mit ¢(0) = 0
und

d(e(x), ¢(y)) = d(z,y),

d.h. ¢ ist isometrisch, bzw. erhélt Absténde. Zeige: ¢ ist linear. Hinweis: Zeige zuerst, dass ¢
Mittelpunkte respektiert:

P(Mp,q) = Mp(p).p(a)s

dann ¢(2z) = 2p(z) fir alle z € R, dann die Additivitat, und schliefilich die Linearitét.

Aufgabe 7.1.18. Seien p,1¢: V — V zwei Endomorphismen des unitdren Raums V. Zeigen Sie:
Wenn

(p(v),v) = (Y(v),v) firalle veV
gilt, dann ist ¢ = 9. Hinweis: Aufgabe [7.1.1]

7.2 Orthonormalbasen

In diesem Abschnitt ist V' wieder ein unitdrer Raum iiber K € {R, C}.

Definition 7.2.1. [Orthonormalbasen] Wir nennen ein System vi,vs, ..., v, von Vektoren in
V ein Orthogonalsystem (OS), wenn dessen Vektoren alle von 0 verschieden sind und wenn sie
paarweise orthogonal sind, d.h. wenn gilt:

(vs,v;) =0, falls i #j.

Sind zusétzlich alle v; Einheitsvektoren, sprechen wir von einem Orthonormalsystem (ONS). Ein
Orthonormalsystem wird durch die folgende Bedingung charakterisiert:

1 fallsi=j,
(vi,v) = bij = o
0 fallsi#j.
Ein Orthonormalsystem vy, vs, ..., v,, das eine Basis von V ist, heiit Orthonormalbasis (ONB).
Lemma 7.2.2. Jedes Orthogonalsystem vy, va, ..., v;m und damit jedes Orthonormalsystem ist

linear unabhdngig.
Beweis. Zum Nachweis nehmen wir ZT:l Ajv; = 0 an. Dann folgt fiir jedes k:
m

0= <Z Ajuj, V) = ZAj<Uijk> = Ak (Vk, Vk)
=1

Jj=1

Aus (v, vg) # 0 folgern wir A\, = 0 fiir jedes k. O
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Beispiel 7.2.3. (a) Ist dim V' = n, so ist ein Orthonormalsystem aus n Vektoren eine Orthonor-
malbasis.

(b) Die Standardbasis in R™ bzw. C™ ist eine Orthonormalbasis bzgl. des Standardskalarpro-
dukts.

(c) Im R? bilden fiir jedes v € R die Vektoren

v = (@sv) 7 Uy = (— sm'y)
sin 7y cos vy
ebenso eine Orthonormalbasis.

Bemerkung 7.2.4. [Koordinaten bzgl. einer Orthonormalbasis] Sei vy, vg, ..., v, eine Orthonor-
malbasis von V. Dann hat ein beliebiger Vektor v € V eine Darstellung als Linearkombination

V=AU + A3+ -+ AU, = ZA]-UJ-
j=1
Bildung des Skalarproduktes mit v; auf beiden Seiten ergibt

(v, 00) = (37 Nuj, o) = D0 Nlug, o) = Y Nbij = N
j=1 j=1

Jj=1

Also ist die i-te Koordinate von v bzgl. der Orthonormalbasis vy, vs, ..., v, gleich A; = (v, v;) und
die Darstellung wird zu

’v = (v, v1)v1 + (v, V2)v2 + - - + (v, V)V, ‘

Beispiel 7.2.5. Im euklidischen R? haben die Vektoren

Lénge 1 und sind paarweise orthogonal, wie man leicht zeigt. Sie bilden also eine Orthonormalbasis
von R3. Bzgl. dieser Basis hat der Vektor

—4

S
|
o

die Darstellung v = (v1,v)v; + (va, V)va + (vs, V)v3 = %vl — %vg — 13—0113.

7.2.1 Das Gram—Schmidt Verfahren

7.2.6. [Das GRAM—SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren] Wir betrachten mit by, b, ...,
by, ein System von m linear unabhéingigen Vektoren in einem unitéren K-Vektorraum V. Diese
spannen einen m-dimensionalen linearen Teilraum U von V auf. Wie wir unten zeigen werden,
ergibt die folgende Prozedur ein Orthogonalsystem wq, ug, ..., u; und nach Normierung eine
Orthonormalbasis vy, vs, ..., vy, von U. Beginnen wir insbesondere mit einer Basis von V', so
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erhalten wir eine Orthonormalbasis von V:

Ui
uy = by, T M’
U
ug := by — (b, v1)v1, = ”TQH’
2
usz
ug := bg — (b3, v1)v1 — (b3, v2)v2, v m7
3
m—1 u
Um ‘= bm - Z <bmavi>vi7 m = ﬁ’
2 Um,

Fiir praktische Zwecke schreibt man das Schema oftmals in der folgenden Weise:

U ‘= bl,

<b2,U1>
= b —

U2 2 <u1,u1>u1
b b

ug := by ( 3’u1>u _ (b3, u2) ),
<U1, u1> <u27 u2>
m—1

bmvu’L

Uy 1= by — << _ >> i

i=1 uZ7uZ

Wir zeigen nun das Folgende:

1. wy, # 0 (um weiter durch ||uy, || dividieren zu kénnen und vy, =

zu erhalten.)
2. span(v1, ..., Vm—1,Vm) = span(by,...,bm—1,bm)
3. V1,...,Um_1,Vm ist ein Orthonormalsystem.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach m. Fir m = 1 sind die Behauptungen
offensichtlich. Wir nehmen nun an, die Behauptungen seien bewiesen fiir m — 1 Vektoren und wir
beweisen sie fiir m:

1. Ist u,, = 0, so folgt aus der letzten Gleichung

m—1
bin = Z m» Vi)V; € span(vy, . .., V1) = span(by, ..., by 1)
i=1
nach der Induktionsannahme. Dies widerspricht der Tatsache, dass die Vektoren by, ...
bm—1, by linear unabhéngig sind.

2. Wir wissen aus der Induktionsannahme, dass span(vy,...,vm,—1) = span(by,...,by,—1) ist;
weiter gilt

UW'L

lumll IIUmII

U 1=

m—1
( ; m Vi)V ) € span(by, ..., bm—1,0m)

espan(by,..., bm—1)

und

m—1

b = l|tml[vm + Y (b, vi)vi € span(vy, ..., V1, V).
i=1
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3. Nach der Induktionsannahme ist vq,...,v,,—1 ein Orthonormalsystem. Aus der Definition
von vy, folgt ||v,|| = 1. Es bleibt zu zeigen, dass v; L v, flir allei=1,...,m — 1 gilt:
u 1 m—1
<Uiﬂvm> = <Uiﬂ 7m> = 7<vi7bm - Z <bm7vj>vj>
[[wm |l [[wml =1
1(<b>mzl<b>< }) = ot o) — (b =0, D
= 77| Vi, Om) — Vj, Om) Vi, Vg = 77V, 0m) — (Ui, 0m)) = U.
[t | =)l
6”‘
Bemerkung 7.2.7. Ist by,...,b,, ein Erzeugendensystem eines euklidischen oder unitdren Vek-

torraums V', das nicht linear unabhéngig ist, so kann man eine Variante des Gram—Schmidtschen
Verfahrens benutzen, um eine Orthonormalbasis zu konstruieren. Man hat es allerdings wie folgt
zu modifizieren:

Sind by, ..., bg linear unabhéngig, so durchlduft man k Schritte des Gram—Schmidt Verfahrens
und erhélt ein Orthonormalsystem vy, ..., vg.

Ist nun bg41 linear abhéngig von by, ..., by, also die Menge {b1,...,br41} linear abhéngig, so
ist bg41 eine Linearkombination von vy, ..., v; und daher

brt1 = (bga1,v1)01 + ... + (bry1, Vg )V,

also ugy1 = 0. In diesem Fall diirfen wir by getrost weglassen und fahren fort mit dem néchsten
Element by .

Als Algorithmus ergibt sich somit folgende Modifikation des Gram—Schmidt Verfahrens: Tritt
bei der Durchfiihrung des Verfahrens die Situation u; = 0 auf, so lassen wir b; weg und fahren
fort mit bj+1.

Das so modifizierte Verfahren eliminiert sukzessive alle “linear tiberfliissigen” Elemente des
Erzeugendensystems {b1,..., by, }.

Da jeder endlichdimensionale lineare Teilraum U eines Vektorraumes eine Basis hat, konnen
wir das GRAM—SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren anwenden und erhalten den folgenden
Satz:

Satz 7.2.8. Jeder endlichdimensionale lineare Teilraum eines unitaren K- Vektorraumes hat eine
Orthonormalbasis.

Beispiel 7.2.9. Sei U der lineare Teilraum des euklidischen R*, der durch die homogene lineare
Gleichung
T1+ o +x3+24=0

gegeben ist. Man zeigt leicht, dass die folgenden Vektoren Losungen dieser Gleichung sind und
dass sie linear unabhéngig sind. Sie bilden also eine Basis von U

1 3 3
-1 1 -1
b = by = by =
1 1 ) 2 1 ) 3 1
-1 -3 -1

Wir benutzen nun das GRAM—SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren, um eine orthonormale
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Basis von U zu finden:

1
uy 1 -1
Ui 15 ||u1|| , U1 ||u1|| 9 1 s
-1
2 1
2 U 1 1
ug = by — (bo,v1)v1 = by — 201 = E [luz]| Vo ”uz” 5 | 1
—2 -1
1
-1
uz = by — (b3, v1)vr — (b3, v2)vz = b3 — 201 ~ 22 = | |, [[us]l = 2,
1
1
us 1 -1
v 2
T Jusll T 2| -1
1

Definition 7.2.10. Eine bijektive lineare Abbildung ¢: V' — W zwischen euklidischen (unitéren)
Raumen heifit Isomorphismus unitirer Rdume oder unitdr, wenn
(o(x),(y)) = (z,9)
fiir alle z,y € V gilt.
Satz 7.2.11. Sei V ein unitirer K-Vektorraum der Dimension n und B = (v1,...,v,) eine

Orthonormalbasis von V' (die immer existiert). Dann ist die zugehirige Koordinatenabbildung

(v,v1)
(v, v9)

kp: V—=K" v [vp= ] ,
(v, )

die jeden Vektor v € V' auf seine Koordinaten bzgl. B abbildet, ein Isomorphismus von unitdren
Réiumen, wobei K™ mit dem Standardskalarprodukt versehen ist.

Beweis. Wir wissen aus Satz dass V eine Orthonormalbasis besitzt und wir wissen auch
schon, dass fiir
V=1V + -+ oy,
die Relation (v,v;) = a; gilt.
Wir zeigen jetzt, dass kp ein Isomorphismus unitarer Raume ist, d.h. fiir alle v,w € V gilt
(kB(v), kp(W))kn = (v, W)V

Wir berechnen hierzu das Skalarprodukt zweier Vektoren v und w, die durch die Koordinaten

n n
v = g 04 v;, w= g Biv;
i=1 j=1

bzgl. der Basis B dargestellt werden:

w) = O i, Y By =Y ai- (i, Y Bivy)
i=1 j=1 i1 j=1

Z Z (i, vj)v = Z alﬂijéij = ZaiE: (kB(v), kp(W))Kn. O
i=1 J=1 i=1

4,j=1
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7.2.2 Orthogonalprojektionen

Definition 7.2.12. [Orthogonale lineare Teilrdume] Sei V ein euklidischer oder unitirer Vektor-
raum. Fir jede Teilmenge M C V definieren wir den Orthogonalraum von M durch

M* :={veV:(Yac M)a,v) =0}.
Lemma 7.2.13. M~ ist ein linearer Teilraum von V.
Beweis. (U1) 0 € M*, da {a,0) = 0 fiir alle a € M.
(U2) Sei v,w € M*. Fiir alle a € V gilt dann (a,v) = 0 und (a,w) = 0. Daraus folgt
(a,v +w) = (a,v) + {a,w) =0
und damit v +w € M*.
(U3) Sei v € M+ und A € K. Dann gilt fiir jedes a € M die Beziehung (a,v) = 0. Also gilt

{a, W) = Ma,v) = 0 und damit \v € M+,
U

Bemerkung 7.2.14. [Spezialfall] Wihle V = R" und ein festes « € R". Dann ist {a}t =
{veR™: (a,v) = 0}. Fiir

ai T

ag T2
a= und T =

an, Tn

kann die Gleichung (a,v) = 0 geschrieben werden als
a171 + agxa + - - + apxy, = 0.

Also besteht {a}* aus den Losungen v dieser homogenen linearen Gleichung. Das ist eine Hyper-
ebene von R™, also ein linearer Unterraum der Dimension n — 1.
Analog dazu besteht fiir a,b,¢,--- € R™ der lineare Teilraum {a,b,c, .. .}L aus den Losungen
v des Systems
(a,v) =0, (b,v) =0, (c;v) =0,

von homogenen linearen Gleichungen.

Lemma 7.2.15. Seien ay, as, ..., a,, € V und sei U der lineare Teilraum, der von diesen
Vektoren aufgespannt wird. Dann gilt {a1,as,. .., am}L =U+t.
Beweis. Offensichtlich ist UL C {ay,as,...,am}™".

Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir ein v € {aj,as,..., am}L. Dann ist {a1,v) = 0,
(ag,v) =0, ..., (am,v) = 0. Sei a ein Element von U. Da der Teilraum U durch ay, ag, ..., an

aufgespannt wird, kann a als Linearkombination
a=Aaj+ Asas + -+ Al
dargestellt werden. Also folgt
(a,v) = (Aa1 + Aaags + - + Anam, v) = A (a1, v) + Aalag, v) + -+ + Ay (am, v) = 0.

Damit ergibt sich (a,v) = 0 fiir jedes a € U, also v € U~. O
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Satz 7.2.16. [Orthogonalprojektion auf einen linearen Teilraum U] Sei U ein endlichdimen-
sionaler linearer Teilraum eines euklidischen oder unitdren Vektorraumes V und vy,...,v,, eine
Orthonormalbasis von U. Definiere m:V — V' durch

’ m(v) = 30 (v, vi)vi

fir alleveV.
Dann gelten die folgenden FEigenschaften:

i) 7 ist eine lineare Abbildung.
ii) w(v) € U fir allev e V.
iil) w(u) =u fir allew € U.

v) im7 =U und kerm = U+.

vi) v —w(v) € UL fiir allev e V.

(
(
(
(iv) mom = .
(
(
(

vii) |lv = w()|| < |lv — u| fir alle w € U und Gleichheit gilt nur fir w = 7(v), d.h., 7(v) ist der
eindeutig bestimmte Punkt von U mit kirzestem Abstand von v. In anderen Worten: m(u)
die beste Approximation von v durch ein Element aus U.

Die oben definierte Abbildung 7 heifit die Orthogonalprojektion von V auf U. Aus (vii) folgt
insbesondere, dass die Abbildung 7 nicht von der Wahl der ONB in U abhéngt.

Beweis. (i) Fur jedes w € V ist die Abbildung
w V=K, v (v,w)
linear. Hieraus schliesst man leicht, dass auch 7 = >""" | v} - v; linear ist (Nachweis!).
(ii) In der Tat ist 7(v) eine Linearkombination der Ba31svekt0ren von U.
(iii) Ist u = i Ajv; ein Element von U, so folgt
j=1

m

ZZ)\ Vi, V)0 = ZZ)\ vj,vz V; = Z)\v,fu

=1 1 =1 1
Jj= Jj= 5”

(iv) Nach (ii) ist 7(v) € U und damit 7(7(v)) = 7(v) wegen (iii).
(v) Die Behauptung fiir das Bild folgt aus (ii) und (iii). Man beachte fiir den Kern:
m(v) =0 <= (v,v;) =0 firallei=1,...,m

= ve{v,..., o}t = U
(7.2.15)

(vi) Fir v € V ergibt sich
m(v—mw)) = m(v) —7w(r(v)) = w(v) —7(v)=0

und damit v — w(v) € ker 7 (:) U+t
v
(vii) Fiir jedes u € U gilt m(v) —u € U, da U ein linearer Teilraum ist. Auflerdem gilt
v —7(v) € U+ wegen (vi). Also sind diese beiden Vektoren orthogonal zueinander. Damit folgt

—'LL2: v — T ’7T’U—’LL2 = ’U—7T’U2 77v—u2
[o = u|” = [(v=7(v)) + (7(v) = w)| Pyth.\l )7 + [l (v) = ull

> [lv = m(v)|*.

Gilt Gleichheit, so zeigt die obige Rechnung, dass m(v) — u = 0 ist, also u = m(v). O
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Satz 7.2.17. Fur jeden endlichdimensionalen linearen Teilraum U von V gilt
V=UaU".

Insbesondere gilt fiir endlichdimensionales V: dim U+ = dim V — dim U.

Beweis. (i) UN U+ = {0}, da fiir v € U und v € U+ die

Beziehung (v, v) = 0 gilt, also v = 0.

(ii) U + U+ =V, da fiir jedes v € V m(v)
v=n()+ (w—-n@)eU+U*

gilt, wobei 7 die Orthogonalprojektion auf U ist. O

UL
Folgerung 7.2.18. Fir jeden endlichdimensionalen Unterraum U von V gilt
UHt =u.

Beweis. Die Inklusion U C (U+)* ist trivial. Um die andere Inklusion zu beweisen, erinnern wir
uns an die Orthogonalprojektion w: V' — U. Fiir v € (U1)? ist dann einerseits 7(v) € U C (U+)+,
also auch v — 7(v) € (U+)+ und andererseits v — 7(v) € kerm = U+, also

lv = 7()[I* = (v = 7(v),v — 7(v)) = 0.

Also ist v =7(v) € U.
Zweiter Beweis: Aus der orthogonalen Zerlegung V = U @ U+ folgt daher umgekehrt

(UH*t=U+(UH*nUb) =U. 0

Bemerkung 7.2.19. Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Raum und H C V eine Hy-
perebene. Dann ist dim H+ = dimV — dim H = 1, also H- = Rny mit einem Einheitsvektor
nyg €V, den wir einen Normalenvektor von H nennen. Damit erhalten wir die Darstellung

H=(HYY = Rng)t =ng ={veV: (v,nyg) =0}
Eine affine Hyperebene der Gestalt p + H lasst sich daher auch beschreiben als
p+H={veV: (vng)=(p,nu)}.
Also lassen sich alle affinen Hyperebenen A C V' in der Gestalt
A={veV: (vn) =d}

mit d € R und einem Einheitsvektor n darstellen, der senkrecht auf A (genauer auf dem zugehdorigen
Untervektorraum) steht.

Satz 7.2.20. (Darstellungssatz von Fréchet—Riesz) Ist V' ein endlichdimensionaler unitdrer Raum,
so existiert zu jeder linearen Abbildung a: V — K genau ein Vektor v, € V mit

a(z) = (z,v,) firalle zeV. (7.3)
Wir erhalten so eine antilineare Bijektion

I': V- Hom(V,K), T(v)(z):={(zx,v), ze€V.
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Beweis. Eindeutigkeit: Ist a(x) = (z,v) = (x,w) fir alle z € V, so ist (z,v —w) = 0 fiir alle z,
also v —w € V+ = {0}.

Existenz: Fiir a = 0 erfiillt v = 0 die Bedingung. Sei also a # 0. Dann ist H := kera C V
eine Hyperebene und daher H+ = Kuy fiir ein vy € V (Satz . Fiir v, := w% gilt dann

(,v0) =a(x)=0 fir xz€H und (vg,vs) = a(vy).

Aus V = H @ Kuy folgt daher (7.3)).
Hiermit ist gezeigt, dass die Abbildung I" surjektiv ist. Fiir A\, u € K, v,w € V ist

P+ w)(z) = (o, Ao + ) = N, v) + 7w, w) = (\(v) + 7T (w)) (@).
Also ist T reell linear, aber antilinear fiir K = C. O

7.2.21. [Ein Hauch von Quantenmechanik] Das Stern-Gerlach Ezperiment funktioniert wie folgt:
ein horizontaler Strahl von Partikeln (Silberatomen) wird durch ein Paar speziell praparierter
Magnete gesendet. Das fithrt zu einer Aufteilung des Strahls in zwei Strahlen: einer wird nach
oben abgelenkt (um etwa 30°) und der andere wird nach unten abgelenkt (um etwa —30°). Der
Physiker sagt, die nach oben gehenden Partikel haben Spin 1/2 und die nach unten gehenden
haben Spin —1/2. Das magnetische Feld kann also die Partikel mit Spin 1/2 von den Partikeln
mit Spin —1/2 trennen.

Sendet man den Strahl mit Spin 1/2 durch eine andere Anordnung gleich orientierter Magnete,
so findet keine weitere Trennung mehr statt: der eintretende Strahl wird nach oben abgelenkt (um
etwa 30°). Dasselbe gilt fiir den Strahl mit Spin —1/2.

Senden wir nun den Strahl mit Spin 1/2 durch ein Paar von Magneten, die um 90° gedreht
worden sind, so findet aber wiederum ein Aufspaltung in zwei Strahlen statt: einer wird nach links
(um etwa 30°), der andere nach rechts (um etwa —30°) abgelenkt. Folgendes ist iiberraschend:
wahlen wir denjenigen der vier Strahlen, der durch die ersten Magnete nach oben abgelenkt wurde
und durch das zweite Paar geschickt wurde, und senden ihn durch eine andere Anordnung von
Magneten, die wieder wie die ersten Magneten orientiert sind, so erhalten wir wieder eine Aufspal-
tung in zwei Strahlen, der eine aufwarts abgelenkt, der andere nach unten. Es scheint so, als ob
die dazwischenliegende Ablenkung, oder Polarisierung wie es die Physiker bezeichnen, den Spin
nochmals verschoben hétte.

Wir stellen nun einige Uberlegungen dazu an, wie dieses ungewdhnliche Verhalten mit dem
unitiren Vektorraum C? modelliert werden kann: Der Zustand eines Partikels soll hierbei einem
eindimensionalen Teilraum von C? entsprechen, der durch einen Einheitsvektor s € C? dargestellt
werden kann.

Die Ablenkung durch die anfingliche Menge von Magneten kann als sog. Polarisierung bzgl.
der Zerlegung C? = U; ® U, mit U; = Ce; und U, = Ce, verstanden werden. Das heifit, dass nach
der Polarisierung der Zustand eines Partikels entweder durch U; oder Us repréasentiert sein wird,
was mit Wahrscheinlichkeit ||7;(s)||? geschieht, wobei 7r; : C? — U; die Projektion auf U, ist. Nach
der Polarisierung ist der Zustand des Partikels représentiert durch s’ := m;(s)/||m;(s)||, wobei j
die Nummer des Teilraums ist, zu dem die Polarisierung gefithrt hat. Man erinnere sich, dass
j=1oder j =2 iA. beide moglich sind; ein Partikel j tritt mit der Wahrscheinlichkeit ||7;(s)||?
auf. Der neue Zustand ist also entweder in U; oder in Us, so dass eine weitere Polarisierung nichts
Neues mehr bringt. Ist nimlich s’ € Uy, so folgt ||m1(s')]|? = 1 und ||m2(s)||?> = 0, so dass wir
mit Wahrscheinlichkeit 1 wieder in U; landen werden. Insbesondere ist der neue Zustand nach der
zweiten Polarisierung wieder durch s’ reprasentiert.

Wir bemerken, dass auch bei bekanntem Zustand das Ergebnis der Polarisierung nicht exakt
bestimmt werden kann. Nur dessen Wahrscheinlichkeitsverteilung kann aus dem Ausgangszustand
bestimmt werden. Wir bemerken auch, dass die Polarisierung den Zustand durch Projektion auf
einen Teilraum veréndert.

Wie kann die Ablenkung durch die um 90° gedrehten Magnete erklart werden? Diese werden
als eine Polarisierung bzgl. der Zerlegung C? = V; @ V, angesehen, wobei Vi = C(e; + e2) und
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Vo = C(eg — e2) gilt. Betrachten wir, was mit s € U; geschieht, d.h. s = e; bzgl. dieser Po-
larisierung. Dies entspricht einer Sendung des nach oben abgelenkten Strahls durch die gedrehte
Menge von Magneten, die wie betrachtet zu einer Aufspaltung in zwei Strahlen fithrt. Die Pro-
jektion von s auf V; ist gleich 1(ey + e2), so dass die Wahrscheinlichkeit hierfiir (1/v/2)% = 1/2
betragt. Analogerweise ist die Wahrscheinlichkeit, dass s auf V5 projiziert wird, gleich 1/2, was
die Aufspaltung in zwei Strahlen erklart. Nach dieser Polarisierung ist der Zustand entweder
reprasentiert durch C(e; + e3) oder C(e; — e3).

Quantenmechanische Experimente konnen durch unitére Vektorraume modelliert werden; Zustande
werden durch eindimensionale Unterraume reprasentiert, die durch Einheitsvektoren dargestellt
werden (zwei Einheitsvektoren werden als dquivalent betrachtet, wenn einer aus dem anderen
durch Multiplikation mit einer Zahl A vom Betrag 1 gewonnen werden kann, d.h., wenn er den
gleichen Unterraum aufspannt.)

Ein Experiment mit ¢ moglichen Ergebnissen wird durch eine orthogonale Zerlegung V =
Uy & ---® Uy beschrieben. Ist der Ausgangszustand durch den Einheitsvektor s gegeben und

S=81+...+ 8y

die Zerlegung von s in Komponenten s; € U}, so folgt aus wiederholtem Anwenden des Satzes von
Pythagoras die Beziehung
2 2 2
L= [[s[|* = l[salI” 4 ... + [[sell”.

Die Wahrscheinlichkeit, nach dem Experiment den Endzustand j zu messen, ist nun ||s;||?. Fiihrt
man eine Messung durch, ob sich das System im Zustand j befindet, so ist der neue Zustand
reprasentiert durch den Einheitsvektor msj, wenn s; # 0 gilt. Ist s; = 0, so kann sich das
System gar nicht im Zustand j befinden. Es gibt keine Moglichkeit, Information iiber den Zustand
s zu erhalten, ohne s zu modifizieren.

Experimente mit unendlich vielen Ergebnissen, z.B. die Messung von Position oder Impuls
eines Partikels in R? koénnen nicht mit endlichdimensionalen Vektorriumen beschrieben werden.
Eine besondere Art von unendlichdimensionalen Vektorrdumen wird bendtigt: ein Hilbertraum,
d.h., ein unitdrer Raum V, der bzgl. der Metrik d(z,y) := ||z — y|| vollstindig ist.

Beispiel 7.2.22. [Der Hilbertraum ¢2] Sei ¢2 := (*(N, C) die Menge aller Folgen

xr = (Ij)rL':l’Q’“_ = (Il,CCg,Ig, .. )
von komplexen Zahlen mit
oo
Z lz;|* < 0.
j=1

Wir definieren fiir zwei Folgen z = (z;) und y = (y;) in ¢?

z+y = (z; +y) und Ax = (A\xj) fir X € C.
Aufgabe 7.2.23. Zeige Y |zj+y;|> < o0, > |Az;|> < oo, und dass > z;¥; absolut konvergiert.
i=1 =1 =1

Ist also =,y € ¢2, so folgt z +y € £? und Az € ¢2. So wird ¢2 zu einem komplexen Vektorraum.
Wir definieren fiir 2,y € 2 ein Skalarprodukt durch

oo
(@,y) = x5
j=1

(Da die unendliche Reihe absolut konvergiert, beschreibt die Reihe eine komplexe Zahl.) Man
zeigt leicht, dass (-,-) eine positiv definite hermitesche Form ist, so dass £? zu einem komplexen
unitaren Raum wird.
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oo

Z |;|2. Die Vektoren
i=1

Die Norm von z = (z;) € ¢% ist ||z|| =

er = (1,0,0,0,...)
=(0,1,0,0,...)
es = (0,0,1,0,...)

bilden ein unendliches Orthonormalsystem fiir /2.

Beispiel 7.2.24. Sei C([0,1]) := C([0,1],K) die Menge aller stetigen Funktionen f : [0,1] — K.
Bzgl. der gew6hnlichen Addition und der skalaren Multiplikation

(f+9)@) = f@)+g(z),  ANH):=A-f(z), AeKzel01],
wird C(]0,1]) zu einem K-Vektorraum. Wir definieren fiir f,g € C([0,1]) ein Skalarprodukt
1

)= [ f@g@)de

Aufgabe 7.2.25. Zeige, dass (-, ) eine positiv definite hermitesche Form definiert.

Ausgestattet mit diesem Skalarprodukt wird C([0,1]) ein unitdrer Raum. Die Norm einer

Funktion f ist
’ ! 1/2
s = ( [1spa)
0 0

Beispiele von orthogonalen Systemen in C(]0,1],K) (fir K = R oder C) erhélt man aus den
folgenden Orthogonalitdtsrelationen fir Sinus- und Kosinusfunktion:

I1fll2 =

1

0 fi
sin(27rmx) sin(2mnx) dx = irn 7 m (7.4)
% fiirn=m >0,
1
/ (2rma) cos(2mnz) de = 0 fir alle n,m, (7.5)
0 flirn#m
/ s(2mma) cos(2mnz) dv = ¢ 1 firn=m >0 (7.6)
0 1 firn=m=0.
Betrachten wir die Funktionen c¢g, ¢q, ¢a, . .., 81, 82, . . ., die fur € [0, 1] durch
ck(x) = cos(2rkx), sk(x) = sin(2mkx), fir k=0,1,2,...

definiert sind, dann bilden nach den obigen Orthogonalitatsrelationen diese Funktionen ein Orthog-
onalsystem in C([0,1]). Durch Normierung erhalten wir ein Orthonormalsystem von Funktionen.

Aufgabe 7.2.26. Beweisen Sie die Orthogonalitétsrelationen [7.4] [7.5] und

Wir betrachten nun endlich viele von diesen Funktionen, z.B.

CoyC1y...,Cn, S1y-+-38n-
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Diese bilden eine Orthogonalbasis eines linearen Teilraums 7,, von C([0, 1]). Der Raum 7,, besteht
aus allen Linearkombinationen der Form

T = apco + Z(akck + ﬂksk), d.h.
k=1

T(x) =ap+ Z ay, cos(2mkx) + B sin(2rkz) .
k=1

Solche Funktionen heiflen trigonometrische Polynome vom Grad < n.

Wir bezeichnen mit m,, die Orthogonalprojektion von C([0,1]) auf den linearen Teilraum 7.
Fiir jede stetige Funktion f € C([0,1]) ist die Projektion m,(f) ein trigonometrisches Poly-
nom vom Grad < n; nach Satz vii) ist m,(f) die beste Approximation von f durch ein
trigonometrisches Polynom vom Grad < n bzgl. der L2-Norm. Nach der allgemeinen Formel aus

Satz[7.2.16|ist 7, (f) gegeben durch

~ o~ - ~ \~ ~ \~ <f7 CO>
ﬂ-n(f) = <f’ CO>CO + Z (<f7 Ck>8k + <f7 Sk>8k) = ||CO||2 +..
k=1
wobei ¢, ¢1, 2, ..., S1, 82, ... durch Normierung aus cg, c1, s, ..., S1, S2, ... hervorgehen. Dies
bedeutet explizit:
m(f)(z) = % + Z ay cos(2mkx) + Py sin(2mkx)
k=1
mit
1
o = Q/f(x) cos(2rkx)dr , k=0,1,2,...
0

1
Bk = Q/f(:c) sin(2rkx)dx , k=1,2,3,...
0
Die Koeffizienten «y, and By heiflen Fourier-Koeffizienten von f. Die unendliche Reihe

oo
% + ; ay, cos(2mkx) + By sin(2mkx)

heifit Fourierreihe der Funktion f. Leider ist es nicht richtig, dass fiir jede stetige Funktion f die
Fourierreihe von f fiir jedes x gegen f(x) konvergiert. Ist allerdings die Funktion f zweimal stetig
differenzierbar und f(0) = f(1), dann konvergiert die Fourierreihe von f gleichméfig gegen f. Das
Teilgebiet der Mathematik, in welchem derartige Fragen untersucht werden, heiflt harmonische
Analysis.

Fiir K = C erhalten wir ein weiteres Orthonormalsystem durch die Funktionen

en(z) =¥ e 7,
und entsprechende Fourierreihen

1
Z%ek(x% i = (f, ex) :/0 Fla)e 2 g

kEZ

Mittels der Eulerschen Formel
ex(z) = cp(x) +isp(x), > = cos(2mkx) + isin(2rkz), x € 10,1],

lassen sich beide Darstellungen ineinander umrechnen.
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Aufgaben zu Abschnitt

Aufgabe 7.2.27. Zeige: Fiir eine K-lineare Abbildung ¢: V' — W zwischen unitdren K-Vektorrdumen
sind aquivalent:

(&) {(p(z), o(y)) = (x,y) fir alle z,y € V.

(b) |le(x)]| = ||=| fir alle z € V.

(©) lle(@) =Wl = llz —y| fir alle z,y € V.
Hinweis: Die Polarisierungsidentitét [7.1.6

Aufgabe 7.2.28. Fiir Teilmengen eines unitéiren Raums V hat die Zuordnung M — M~ folgende
Eigenschaften:

1. ACB= B+ C A+
2. AC Bt < BC At
3. AC (AH)L.

4. At = ((AHH~

5. Ist span(A) endlichdimensional, so gilt (A+)% = span(A).

Aufgabe 7.2.29. Sei U C V ein endlichdimensionaler Unterraum des unitdren Raums V' und
m: V — V die Orthogonalprojektion auf U (Satz [7.2.16]). Zeige, dass 7’ :=idy —7 : V — V die
orthogonale Projektion auf U+ ist. Vergleiche mit dem Gram-Schmidt-Verfahren.

Aufgabe 7.2.30. Wir betrachten den euklidischen Raum V' = R®M (alle reellen Folgen, die nur
endlich viele von 0 verschiedene Glieder haben). Wir wissen schon, dass die Folgen e = (0gn)nen
in diesem Raum eine Basis bilden. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung T': Hom(V,R) — RN, T'(a) = (a(en))nen ist ein Isomorphismus von Vek-
torraumen.

(b) Der Satz von Fréchet—Riesz gilt nicht fir V, d.h., es existiert ein o € Hom(V, R), fiir das kein
w € V existiert mit a(v) = (v, w) fiir alle v € V.

7.3 Orthogonale und unitare Abbildungen

In diesem Abschnitt sei V' ein unitérer K-Vektorraum. Wir wollen lineare Abbildungen ¢: V. — V
betrachten, die das Skalarprodukt erhalten, so wie diese Abbildungen darstellende Matrizen.

Definition 7.3.1. [Orthogonale [unitére] Abbildung] (a) Eine lineare Abbildung ¢: V' — V heifit
unitdr, wenn ¢ bijektiv ist und mit dem Skalarprodukt vertraglich, d.h.,

(p(v), p(w)) = (v,w) gilt fiir alle v,w e V.

Fir K = R nennt man unitdre Abbildungen auch orthogonal.
(b) Eine lineare Abbildung ¢: V — V heifit Isometrie, wenn

le@)|| = |lv]l gilt fir alle v e V.
Bemerkung 7.3.2. (a) Unitare Abbildungen ¢ sind Isometrien und erhalten Orthogonalitét, d.h.
[e@) = llvl,  vLlw=e()Lew).

In der Tat gilt [|p(v)]| = /{o(v), p(v)) = /(v,v) = ||Jv]|, also wird die Linge erhalten. Und aus
(v,wy = 0 folgt (p(v), p(w)) = (v, w) = 0. Damit wird die Orthogonalitiat erhalten.
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Allgemeiner erhalten unitdre Abbildungen Winkel, da sich diese durch das Skalarprodukt
ausdriicken lassen.
(b) Ist p: V' — V eine Isometrie, so folgt

(p(v), p(w)) = (v,w) furalle v,weV
aus der Polarisierungsformel (Aufgbae [7.1.1), die man auf die hermitesche Form

(v,w) = (p(v), p(w))

anwendet.
Diese Beobachtung zeigt, dass unitdre Abbildungen genau die surjektiven Isometrien sind.

Beispiele 7.3.3. (orthogonaler Abbildungen)

e im euklidischen R?: Drehungen um den Ursprung und Spiegelungen an Geraden durch den
Ursprung (wir werden das spéter beweisen);

e im euklidischen R3: Drehungen um eine Achse durch den Ursprung, Spiegelungen an Ebenen
durch den Ursprung und Spiegelungen an Geraden durch den Ursprung.

Achtung: orthogonale Projektionen sind keine orthogonalen Abbildungen im obigen Sinn, da
sie weder die Lange von Vektoren noch Orthogonalitéit erhalten.

Bemerkung 7.3.4. (a) Fiir endlichdimensionale unitdre Réume V folgt bekanntlich aus der
Injektivitédt einer linearen Abbildung ¢: V' — V schon deren Surjektivitdt. Ist ¢ eine Isometrie,
so haben Vektoren 0 # v ein nichtverschwindendes Bild, d.h. ker(p) = {0}. Also ist ¢ injektiv
und somit auch surjektiv, d.h. unitéar.

(b) Fiir unendlichdimensionale euklidische Vektorrdume gibt es lineare Isometrien, die nicht
surjektiv sind. Im Raum ¢2 (siehe Beispiel ist der Shiftoperator

(x1,29,23,...) = (0,21, 22, 23,...)
hierfiir ein Beispiel.
Definition 7.3.5. [Die orthogonale und die unitire Gruppe] Wir schreiben
U(V) :={p € GL(V): (Vv,w € V) (p(v), p(w)) = (v,w)}

fiir die Menge aller unitdren Abbildungen eines unitéren Vektorraums V, die sogenannte unitdre
Gruppe von V (vgl. Satz[7.3.6). Fiir K = R heifit die Menge

O(V) =U(V) ={p € GL(V): (Yv,w € V) (p(v), p(w)) = (v, w)}
der orthogonalen Abbildungen die orthogonale Gruppe des euklidischen Raums V.

Satz 7.3.6. Fir einen unitiren Raum V ist U(V) eine Untergruppe von GL(V). Fiir einen
euklidischen Raum ist insbesondere O(V') eine Untergruppe von GL(V').

Beweis. (U0) idy € U(V), da die identische Abbildung offensichtlich orthogonal ist.
(U1) ¢, € U(V) = potp € U(V): Erhalten ¢ und ¢ das Skalarprodukt, so folgt fiir alle v,w € V:

(P o)(v), (p o) (w)) = (p(P(v)), p(P(w))) = (Y(v), Y (w)) = (v, w).

(U2) ¢ € U(V) = ¢! € U(V): Eine orthogonale Abbildung ¢ ist definitionsgemif8 bijektiv; sie
hat also eine Inverse ¢! und es gilt v = p(¢~1(v)) fiir alle v € V. Also folgt

(v,0) = (¢! (1), Plp™ (W) = (¢™ (v), ¢~ (w))

1

fiir alle v, w. Damit ist ¢~ eine orthogonale Abbildung. O
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Satz 7.3.7. [Orthogonalitatskriterium| Sei vy, va,...,v, eine Orthonormalbasis der unitiren K-
Vektorraums V. Dann ist eine lineare Abbildung ¢: V — V genau dann unitar, wenn p(vy) ,
o(va), ..., p(vy) ebenfalls eine Orthonormalbasis von V ist.

Beweis. Da vy, vs, ..., v, eine Orthonormalbasis ist, gilt (v;,v;) = d;; fiir alle 4, j. Ist ¢ unitér, so
folgt aus der Definition (p(v;), ¢(v;)) = (vi,v;) = §;;. Damit ist ¢(v1), ¢(v2), - .., ©(v,) ebenfalls
eine Orthonormalbasis.

Umgekehrt sei ¢(v1), @(v2),...,@(v,) eine Orthonormalbasis, also

{p(0i), p(v5)) = dij.

Wir zeigen, dass die Abbildung ¢ orthogonal [unitér] ist: Fiir beliebiges v = Y"' | a;v; und
w= Z?:I B;v; gilt nach Bemerkung |7.2.4

(p(v), p(w)) = (2D i), 0D Byvy)) = (O asp(i), Y Bip(v;))
i=1 j=1 i=1 j=1
=Y aiBilpvi), o(v;)) =Y ciBdi; = Y cifi = (v, w). O
i, ) =1

Nachdem wir unitére und orthogonale lineare Abbildungen im Abstrakten diskutiert haben,
wenden wir uns nun den entsprechenden Begriffen fiir Matrizen zu. Hierzu definieren wir fiir
A € M, (C) den Begriff der adjungierten Matrix A*, die fiir Matrizen mit reellen Eintragen gleich
der Transponierten AT ist und dhnliche Eigenschaften besitzt. Man beachte aber, dass dieser
Begriff einer Adjungierten nichts mit dem Begriff der Adjungierten gemein hat, wie er fiir die
Cramersche Regel definiert wurde.

Definition 7.3.8. [Die Adjungierte] Fiir A = (a;;) € M, ,(C) = C™™ definieren wir die
(komplex) konjugierte Matriz

A= (@)
durch Konjugation der einzelnen Matrixeintriage und die adjungierte Matrixz durch
A*i= A=A = AT € M,,,,(C) = C™,

Beispiel 7.3.9.

A - 1—?—2’ 1. A= 1—.2' 1. A= 1—14 —i' .
) 2—1 -t 241 1 241

Bemerkung 7.3.10. Fiir A, B € M,,(C) und X € C gelten folgende Regeln:

(A+ B)* = A* + B*, (AA)* = \A* (fir A € C),
(AB)* = B*A™, A = A.
Die beiden ersten und die vierte Regel sind offensichtlich; wir berechnen zum Nachweis der dritten:
(AB)* =AB = (AB)T = B'4" = B*A".

Hierbei verwenden wir AB = AB und die bekannte Relation (AB)T = BT AT. Die Eintriige a;;
von A sind genau dann reell, wenn A = A gilt. In diesem Fall ist A* = AT,

Lemma 7.3.11. Fir A € M,, ,(K) gilt ’ (Av,w) = (v, A*w) ‘fdr veK weK™.

Beweis. {Av,w) = (Av)Tw=v"ATw =0 A*w = (v, A*w). O
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Bemerkung 7.3.12. (1) Aus dem oben Gesagten

(w, Av) = (Av,w) = (v, A*w) = (A*w, v)

fiir v € K" und w € K™.
(2) Ist A € My, ,(R) eine reelle Matrix, so gilt A* = AT und damit:
(Av,w) = (v, ATw), (ATw,v) = (w, Av) fiir alle v € R",w € R™.

Fir Anwendungen auf lineare Gleichungssysteme, liefert der folgende Satz ein wichtiges Los-
barkeitskriterium:
Ar =y

ist genau dann losbar, wenn yL ker(A*) ist. Dieses Kriterium ist besonders effektiv, da man oft
Kerne leichter berechnen kann als Bilder.

Satz 7.3.13. Fir A € M, ,(K) gilt
im(A) = ker(A*)*, ker(A) =im(A*)t, im(A*) =ker(A)T und  ker(A*) =im(A) .

Beweis. Aus (Av,w) = (v, A*w) fiir v € K", w € K™ folgt, dass w € im(A)! dquivalent ist zu
A*w € (K")+ = {0}, also w € ker(A*). Das ist die vierte Relation.
Die erste erhalten wir sofort aus

im(A) = (im(A4)1)* = ker(4*)*.

Die zweite und dritte Relation erhalten wir, indem wir die ersten beiden auf die Matrix A*
anwenden. O

Definition 7.3.14. Wir nennen @ € M,,(C) eine unitire Matrix, wenn

RR"=Q'Q=1,
gilt, d.h. @ ist invertierbar mit Q~! = Q*. Entsprechend heifit Q € M, (R) orthogonal, wenn
QRT=Q'Q=1,

gilt, d.h. Q ist invertierbar mit Q! = Q. Eine reelle Matrix Q ist also genau dann orthogonal,
wenn sie, aufgefasst als komplexe Matrix, unitar ist.

Satz 7.3.15. [Charakterisierung unitirer Matrizen| Fir Q € M, (K), K € {R, C} sind die folgen-
den FEigenschaften dquivalent:

i) Die lineare Abbildung Lg: K" — K", x — Qx ist unitar bzgl. des Standardskalarprodukts,
Q
d.h. es gilt:
(Qu, Qw) = (v,w) fir alle v,w.

(ii) Die Spalten s1, ..., s, von @ bilden ein Orthonormalsystem, d.h.

1 fallsi=j

S, 85) = 045 =
(s0:87) = 0 {0 falls i # j

(ifl) Q*Q = 1,.
(iv) Q ist invertierbar und es gilt Q~' = Q*, d.h. Q ist unitdr.
(v) Die Zeilen von @Q bilden ein Orthonormalsystem.

)

(vi) QQ* =1,.
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Beweis. (i) < (ii): Betrachte die Standardbasis eq,es, ..., e, in K", die eine Orthonormalbasis
ist. Wir wissen aus Satz dass Lg genau dann unitér ist, wenn die Vektoren Lg(e1) = Qes,
Lo(e2) = Qeq, ..., Lg(en) = Qen, also die Spalten von @), ebenfalls eine Orthonormalbasis bilden.

(ii) « (iii) folgt aus Q*Q = (s}s;) = ({s;,s:)). Es gilt also genau dann Q*Q = 1, = (J;;),
wenn die Spalten von ) ein Orthonormalsystem bilden.

(iii) < (iv): Es ist klar, dass (iii) aus (iv) folgt. Ist Q*Q = 1,, so ist ker(Q) = {0}, also @
invertierbar (nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen) und daher Q! = Q*.

(v) & (vi) zeigt man analog zu (ii) < (iii).

(iv) < (vi) zeigt man analog zu (iii) < (iv). O

Beispiel 7.3.16. Die Matrix

1 1 -2 2
Q=52 2 1 |eM®
2 -1 =2

ist orthogonal, da ihre Spalten einen Orthonormalbasis bilden. Die inverse Matrix ist gegeben
durch

L[ 22
Q‘leT=§ -2 2 -1
2 1 -2

Folgerung 7.3.17. Ein Endomorphismus ¢ etnes endlichdimensionalen unitaren Vektorraumes V
ist genau dann unitir, wenn seine Matriz Q bzgl. einer beliebigen Orthonormalbasis vy, va, ..., vy,
eine unitare Matriz ist.

Beweis. Dies folgt aus dem Orthogonalititskriterium Satz der Charakterisierung unitérer
Matrizen, und aus der Tatsache, dass die Spalten der Matrix @ von ¢ bzgl. der Basis B =
(v1,...,v,) die Koordinatenvektoren [p(v1)]B, ..., [¢(vn)]p sind sowie der Relation

(z,y)v = ([]B, [y]B)x~. O
Definition 7.3.18. [Die orthogonalen und unitdren Matrixgruppen] Wir schreiben
On(R) :={Q € GL,(R): Q" =Q'}
fir die Menge der orthogonalen reellen Matrizen und
Un(C):={Q € GL,(C): Q" =Q7'}

fir die Menge der unitare komplexen Matrizen. Beachte, dass die orthogonalen reellen Matrizen
genau diejenigen unitdren Matrizen sind, bei denen alle Eintrége reell sind:

0, (R) = U,,(C) N GL(R),

aber
0,(C) :=={Q € GL,(C): Q" =Q '} # U,(C)
gilt.
Wir werden sogleich zeigen, dass O, (R) und U, (C) Untergruppen von GL,(K) sind. Da

SL,(K) := {g € GL,(K): detg =1}

fiir jeden Korper eine Untergruppe von GLy,(K) ist (Nachweis als Ubung), erhalten wir weitere
Untergruppen

SOn(R) := 0,,(R) NSL,(R) und  SU,(C) := U,(C) N SLy(C).

Diese Untergruppen heiflen die spezielle orthogonale und die spezielle unitdre Gruppe.
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Lemma 7.3.19. O,(R) ist eine Untergruppe von GL,(R) und U, (C) ist eine Untergruppe von
GL,(C).
Beweis. Man rechnet allgemein nach, dass U, (K) C GL,(K) eine Untergruppe ist:
(U0) Aus 1* =1 folgt sofort 1 € U, (K).
(Ul) Aus A* = A~ und B* = B! folgt
(AB)* = B*A* =B 'A™' = (4B)™,
also AB € U, (K).

(U2) Aus A* = A~ ! folgt (A71)* = A" = A= (A1)} also A7t € U,(K).

Mit O, (R) = U,(R) ergibt sich damit die Behauptung im Reellen. O
Satz 7.3.20. [Eigenschaften unitdrer Matrizen Q] Fiir Q € U, (K) gilt:

(i) |det(Q)| = 1. Fiir reelle orthogonale Matrizen bedeutet dies det(Q) = £1.

(ii) Fiir jeden Eigenwert A; von Q gilt |A\;| = 1.
(Die einzig méglichen reellen Figenwerte sind also A; = +1.)

(iii) Sind vy und vy Figenvektoren zweier verschiedener Eigenwerte Ay und A\a, dann sind vy und
v orthogonal zueinander.

(iv) Ist U ein Q-invarianter linearer Teilraum von K", d.h. gilt Q - U C U, so ist UL ebenfalls
Q-invariant.

Die entsprechenden Eigenschaften sind fiir orthogonale [unitdre] Transformationen ¢ eines
euklidischen [unitdren] Vektorraums giiltig.

Beweis. (1) det(Q*) = det(QT) = det(QT) = det(Q). Aus Q*Q = 1,, folgt daher
1= det(1,) = det(Q*Q) = det(Q") - det(Q) = det(Q) - det(Q) = | det(Q)[*

und damit | det(Q)| = 1.
(ii) Sei A € C ein Eigenwert von (. Dann gibt es einen Eigenvektor 0 # v € C" zum Eigenwert
A. Da @ unitéar ist, erhalten wir

[oll = lQull = [IXvll = [Alllv]l;

also |A| = 1.
(iii) Seien A1 # Ay zwei verschiedene Eigenwerte (in C) von @ und seien v1,vs zugehorige
Eigenvektoren. Wir nehmen an, dass (vq,v2) # 0 ist. Dann gilt

(v1,v9) = (Qu1, Qua) = (A\1v1, Aava) = A1 Aa(v1, va).

Wir folgern A\jdg = 1, also A\, = Tg_l. Aus |Ao] = 1 folgt )\72_1 = A2 und damit ergibt sich
Ao = A1, im Widerspruch zur Annahme.

(iv) Wir miissen zeigen, dass v € U+ die Giiltigkeit von Qu € U~ nach sich zieht. Dazu sei
v e UL, dh. (v,u) =0 fiir alle w € U. Da @ unitér ist, schlieBen wir (Qu, Qu) = 0 fiir alle u € U.
Da @ unitéar ist und da U nach Annahme @Q-invariant ist, induziert @) eine unitiare Abbildung
L:U — U,z — Qz. Diese Abbildung ist injektiv und da U endlichdimensional ist auch surjektiv.
Daher ist U auch invariant under Q! = Q*. Damit erhalten wir (Quv,w) = (v, Q*w) = 0 fiir alle
w e U, also Qu e U, O
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Satz 7.3.21. (Struktur orthogonaler (2 x 2)-Matrizen) Fir @ € O3(R) gilt:
(a) Ist det @ =1, so beschreibt Q eine Drehung um den Ursprung um den Winkel v € [0, 27[:

(b) Ist det @ = —1, so kann Q als eine Spiegelung an der x1-Achse mit anschliefender Drehung

aufgefasst werden:
cosy  sinvy 1 0
= = D M .
@ <sin7 — Cos 7> ) <O —1)

Dies ist eine Spiegelung an der Geraden g, die den Winkel 3 mit der x-Achse einschliefst.

Damit ist jede orthogonale Abbildung der euklidischen Ebene R? entweder eine Drehung um den
Ursprung 0 oder eine Spiegelungen an einer Geraden durch 0.

Beweis. Da die erste Spalte ¢; von @ ein Einheitsvektor ist, kénnen wir sie fiir ein v € [0, 2]
schreiben als
cos
o= (7).
sin~y

Die zweite Spalte ¢ ist ebenfalls ein Einheitsvektor, der senkrecht auf g; ist, also von der Gestalt

o = (— sm’y) oder ( sin~y > .
cos 7y —cosy
Die beiden Fille unterscheiden sich darin, dass im ersten Fall det Q = cos®~y + sin®y = 1 ist und
im zweiten Fall det Q = — cos®>~ — sin®y = —1.
Dass () im zweiten Fall eine Spiegelung an der Geraden g beschreibt, die den Winkel 7 mit
der x1-Achse einschlief3t, folgt aus

cos 2 cos 2 —sin 2 sin 2
()= elay)-(s)
sin 5 sin 5 Ccos 5 —Cos 3
wie man leicht mittels der Relationen
COS Y COS X + sin -y sin . cos (7 — 1) = cos 7
2 2 2 2

und

sinvcosz — COS’}/Sinl =sin ('y— 1) = sinl
2 2 2 2

nachrechnet. O
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Satz 7.3.22. (Orthogonale Abbildungen des R3) Sei Q € O3(R) und Loz := Qz die zugehirige
orthogonale Abbildung des R3.

(a) Ist det Q = 1, dann ist Lg eine Drehung um eine Achse g
g durch den Ursprung 0. Die Achse g geht durch einen
Figenvektor u von QQ zum FEigenwert 1.

Fiir den Winkel v der Drehung gilt

v

cosy = %(tr(Q) —1). /

b) Ist det Q = —1, dann ist Lo eine Spiegelung an einer Ebene U gefolgt von einer Drehung um
Q
die Gerade g, die orthogonal zu U ist. Die Gerade g wird erzeugt durch einen Eigenvektor
u zum Figenwert —1.

Wiahlt man eine Orthogonalbasis u,v,w, wie in der Zeichnung angedeutet, so sieht die Matrix
Q' von Lg bzgl. dieser neuen Basis wie folgt aus:

1 0 0
(a) det@ = 1: Q =10 cosy —siny
0 siny cosvy
—1 0 0
(b) det@ = —1: Q=0 cosy —siny

0 siny cosvy

Im zweiten Fall liegt eine Spiegelung vor, wenn v = 0 ist. Es handelt sich um eine Spiegelung
gefolgt von einer Drehung, wenn v #£ 0 gilt.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass entweder det @ € {1, —1} aus Satz[7.3.20|i) folgt.

Da @ eine reelle Matrix ist, hat das charakteristische Polynom von @ reelle Koeffizienten. Da
dessen Grad 3 und demnach ungerade ist, besitzt es nach dem Zwischenwertsatz eine reelle Wurzel
A1. Aus Satz [7.3.20((ii) folgt A; € {£1}.

(a) det@ = 1: Wir behaupten: 1 ist Eigenwert von . Seien A1, A2, A3 die komplexen
Eigenwerte von @, wobei A; ein reeller Eigenwert sei. Nach dem oben Gesagten gilt \; = 1
oder A\; = —1. Ist Ay nicht reell, so ist A3 = Ag cbenfalls nicht reell. In diesem Fall gilt
det@Q = 1 = AA2A3 = M| A2]? = Aq, also Ay = 1. Ist Ay reell, so auch A\3. Wegen \; € {£1}
und det Q = AjA2A3 = 1 muss einer der Eigenwerte 1 sein. Wir wahlen nun einen normierten
FEigenvektor v zum Eigenwert 1.

(b) det @ = —1: Wenden wir (a) auf die Matrix —Q mit det(—Q) = (—=1)3det(Q) = 1 an, so
sehen wir, dass —1 ein Eigenwert von @ ist. Die Behauptung folgt nun aus

b=~ (7 M) ppram .
siny  cosvy

7.3.1 Die QR-Zerlegung einer Matrix

In diesem Abschnitt lernen wir eine wichtige Zerlegung von Matrizen kennen, durch die das Losen
des zugehorigen linearen Gleichungssystems sehr effektiv moglich ist.

Satz 7.3.23. [Die QR-Zerlegung einer Matrix B] Sei K € {R,C} und B € M, ,,,(K) mit rank(B) =
m, d.h. die Spalten
bl, bg,...,bm c K"

von B sind linear unabhdangig. Dann hat B eine Zerlegung
B =QR,

wobei QQ eine n X m-Matriz ist, deren Spalten vy, va, ..., Uy ein Orthonormalsystem bilden und
R eine obere m x m-Dreiecksmatriz mit positiven Diagonaleintrdagen ist.
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Beweis. Wegen rank(B) = m sind die Spalten by, ..., b, von B linear unabhéngig. Zur Berech-
nung dieser Zerlegung wenden wir das GRAM—SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren auf by,
ba, ..., by, an. Man erhalt ein Orthonormalsystem vy, vg, ..., v,,. Sei ) die Matrix, deren Spalten
die Vektoren vy, ..., v,, bilden.

Mit GRAM—SCHMIDT erhalten wir aus u; = ||u;||v; die Relationen:

b1 = |lur]| - v,

by = (ba, v1)v1 + [Jus||ve,

bm = <bm7v1>v1 + <bm7'02>v2 +-- 4+ ||um||vm

Wir definieren nun die Matrix R = (r;;) durch

fudll (b2, v1) - (b, v1)
0 fuall o (b v2)

R: . . . .
0 o0 uml

Um die Identitdt B = @) - R einzusehen, beachten wir, dass die k-te Spalte der Matrix QR die
Form

m k
erkvj = erkvj = (b, v1)v1 + ... + (b, Vk—1)Vk—1 + |Jug||vp = br.
j=1 j=1

Also ist B = QR. O

Beispiel 7.3.24. Wir betrachten die Matrix B, wobei die Spalten by, by, b3 die Vektoren aus
Beispiel [7.2.9] sind:

1 3 3

B -1 1 -1
1 -1 -1

-1 -3 -1

Wir berechnen nun

<bjavi> by by b3

vy 2 2 2

(%] 0 4 2

V3 0 0 2

Aus den Ergebnissen des GRAM-SCHMIDTschen Algorithmus in erhalten wir
1 3 3 1 1 1
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Sei B eine invertierbare n x n-Matrix mit reellen [komplexen] Koeffizienten. Dann sind die
n Spalten von B linear unabhéngig und wir konnen die Q R-Zerlegung von B wie in Satz [7.3.23]
konstruieren und erhalten

B=QR

Dabei ist @ eine unitdre Matrix und R eine obere Dreicksmatrix mit positiven reellen Diago-
naleintragen.

Bemerkung 7.3.25. Anwendung auf das Losen linearer Gleichungssysteme
Bx=1b

im Falle, dass B eine invertierbare n x n-Matrix mit reellen [komplexen| Eintréigen ist: Ersetzt
man die Matrix B durch ihre QR -Zerlegung, so erhélt man

QRx =0
und wegen Q! = Q* konnen wir das System in der Form
Rr =Q%

schreiben. Das letzte Gleichungssystem kann leicht gelost werden, da R obere Dreiecksgestalt
besitzt.

Aufgaben zu Abschnitt

Aufgabe 7.3.26. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Zeige: Ist v € V ein Einheitsvektor, so
wird durch

S$p: V=V, wew—2(w,v)v
eine orthogonale Abbildung definiert. Diese Abbildung heifit orthogonale Spiegelung an der Hy-

perebene orthogonal zu v. Warum? Welche Punkte werden durch s, fest gelassen?

Aufgabe 7.3.27. Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Zeige: Jede orthog-
onale Abbildung ist ein Produkt von Spiegelungen an Hyperebenen, d.h., zu jedem ¢ € O(V)
existieren vy,...,v, € V mit ¢ = 84,8y, -+ Sp,,. Hinweis: Induktion nach dim V: Hat ¢ einen
Eigenvektor v zum Eigenwert 1 (Fixvektor), so betrachte man |y 1. Ist dies nicht der Fall, so
wéhle man 0 # v € V und suche eine Spiegelung s,, mit s,, (¢(v)) = v; dann hat die neue
Abbildung s,, o ¢ einen Fixvektor # 0.

Aufgabe 7.3.28. Zeige, dass die Zerlegung einer invertierbaren Matrix B € GL,(C) in ein
Produkt aus einer unitdren Matrix ¢ und einer oberen Dreiecksmatrix R mit positiven reellen
Diagonaleintragen eindeutig ist.

Aufgabe 7.3.29. Zeigen Sie: Auf dem Raum M, (K) wird durch
(A,B) :=tr(AB*) = > ajrbjk
k=1

eine positiv definite hermitesche Form definiert. Die zugehorige Norm

n

1/2
4 1= (A4 = (3 JageP?)
jk=1

heifit Hilbert—Schmidt Norm der Matrix. Es gilt

|A*]ls = |A| sowie (A*,B*)=(B,A) fir A,B e M,(K).
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7.4 Normale Matrizen

In diesem Abschnitt werden wir die komplexen Matrizen A beschreiben, die mittels einer unitéren
Matrix @) diagonalisiert werden kénnen. Wir wollen also die komplexen Matrizen A charakter-
isieren, fiir die eine unitdare Matrix @) existiert, so dass

A" :=Q 'AQ eine Diagonalmatrix ist,

d.h., es existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.
In diesem Kapitel seien A, B, ... immer n x n-Matrizen mit komplexen oder reellen Eintrégen
und R™ und C" seien immer mit dem Standardskalarprodukt versehen.

Bemerkung 7.4.1. Fiir eine komplexe n x n-Matrix A definieren wir:

Aist symmetrisch: <= A= AT
Aist schiefsymmetrisch: <= A= —AT
A ist hermitesch: < A = A*

A ist schiefhermitesch : <— A = —A"

Hermitesche Matrizen heiflen auch selbstadjungiert.

Bemerkung 7.4.2. Man beachte, dass die rellen (schief-)hermiteschen Matrizen genau die
(schief-) symmetrischen sind. Einige Beispiele fir obige Klassen:

symmetrisch  schiefsymmetrisch hermitesch schiefhermitesch
1 2 3 0 1 -2 1 I i i 1—1i
2 1 2 -1 0 -3 i 2 244 i 24 241
3 2 2 2 3 0 144 2—1 -2 —1—-i =247 —2

Man beachte weiterhin, dass jede Matrix A dargestellt werden kann als

a) Summe einer reellen und einer rein imaginidren Matrix:

b) Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen Matrix:

A= %(A+AT) + %(A—AT).

¢) Summe einer hermiteschen und einer schiefhermiteschen Matrix:

1 1
A=-(A+A")+-(A—-A4").
2 2
Wir kommen nun zum zentralen Begriff dieses Kapitels:
Definition 7.4.3. [Normale Matrizen] Eine Matrix A € M,,(C) heifit normal, wenn sie mit ihrer

Adjungierten vertauscht, d.h.
AA* = A*A.

Lemma 7.4.4. Eine Matriz A € M, (C) ist genau dann normal, wenn ||Az|| = ||A*z|| fir alle
z € C™ gilt.
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Beweis. Fir z € C" ist
|Az||? = (Az, Az) = (A*Az,z)  und ||A*z||? = (A%2, A*2) = (AA*2, 2).

Ist A normal, so folgt daraus sofort ||Az|| = ||A*z||. Ist dies umgekehrt fiir alle z € C™ der Fall,
so erhalten wir aus der Polarisierungsformel (Aufgabe[7.1.1))

(A*Az,w) = (AA*z,w) furalle z,weC”

und damit erhalten wir A*A = AA*, wenn wir Basisvektoren fiir z, w einsetzen. O

Beispiele 7.4.5. A=
eispiele (a) <2 3 g 3 &

(b) Diagonalmatrizen sind normal: Ist A diagonal, so auch A*, und Diagonalmatrizen vertauschen
miteinander.
(¢) Unitére und reelle orthogonale Matrizen @ sind normal: Ist Q unitér, so folgt Q*Q = 1, = QQ*
aus der Definition.
(d) Komplexe hermitesche und schiefhermitesche Matrizen sind normal:

Ist A* =cAmitee {£1},s0ist A*A=cAA=ecA2=A-(cA) = AA*.
(e) Reelle symmetrische und reelle schiefsymmetrische Matrizen sind normal: Das folgt sofort
aus (d).

1 D ist nicht normal, da A*A = <5 3> #+ (2 3) = AA* gilt.

Diese Beispiele zeigen, dass es viele Typen normaler Matrizen gibt.
Lemma 7.4.6. Ist A normal, so gilt:
(a) A— A1 ist normal fir jedes A € C,
(b) Q*AQ ist normal fir jede unitire Matriz Q.
Beweis. (a) folgt aus folgender Rechnung;:
(A= A1) (A= 21" = (A= A1)(A* —X1) = AA* — AA* — XA + A1,
(A= AL)"(A— A1) = (A* — AL)(A — A1) = A"A — XA — A" + ML
Beide Ausdriicke sind gleich, da AA* = A*A gilt (A ist normal).
(b) folgt aus

(QTAQ)(QAQ)" = (QTAQ)(Q" A"Q™) = Q"AA"Q,
1

(QTAQ)"(Q"AQ) = (Q"A"Q™)(Q"AQ) = QAT QQTAQ = Q" ATAQ.
1

Wegen AA* = A* A sind die Matrizen Q*AA*Q und Q* A* AQ gleich. O

Lemma 7.4.7. Sei A eine normale Matriz. Ist A € C ein Eigenwert von A und v € C" ein
Eigenvektor von A bzgl. A, dann ist A ein Figenwert von A* und v ist ein FEigenvektor von A*

bzgl. .

Beweis. Da A normal ist, ist auch A—A1 normal (Lemma i)) und wir erhalten mit Lemma
fiir jeden Eigenvektor v zum Eigenwert A

0= [I(A = A1)v]| = [[(A = A1)*|| = [|(A" = A1)v]],
also A*v = \wv. O

Satz 7.4.8. Ist A eine normale Matrix, so sind die Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigen-
werten orthogonal.
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Beweis. Wir nehmen an, v und w seien Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A und p, d.h.
es gilt Av = Av und Aw = pw. Dann folgt

A = (A = (A = A* = w) = .
(0,10) = (o) = (o) = {0, A") = (v,700) = (o 0)
Aus p # X ergibt sich, dass (v, w) verschwindet. Also sind v und w orthogonal. O

Lemma 7.4.9. Ist A eine normale Matrix und v € C" ein Figenvektor von A, dann ist der
(n — 1)-dimensionale lineare Teilraum v* invariant unter A.

Beweis. Sei A € C der Eigenwert, fiir den v ein Eigenvektor ist. Sei w € v+, d.h. (v,w) = 0. Wir
wollen (v, Aw) = 0, d.h. Aw € v zeigen:

(v, Aw) . (A*v, w) - Av, w) = Mo, w) = 0. O

7.4.1 Diagonalisierungssitze fiir normale Matrizen

Nun kénnen wir unsere wichtigsten Satze angeben.

Satz 7.4.10. [Hauptsatz iiber normale Matrizen] Fir A € M,(C) sind die folgenden FEigen-
schaften dquivalent:

(i) A ist normal.
(ii) FEs gibt in C™ eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A.
(iii) Es gibt eine unitire Matriz Q, so dass A’ = Q71 AQ eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. (i) = (ii): Wir konstruieren induktiv eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.
Wir haben in Lemma [5.5.1] bereits gesehen, dass A einen Eigenwert \; besitzt. Sei vy ein
zugehoriger Eigenvektor. Wir normieren vy, so dass ||v1|| = 1 ist.

Ist n = 1, so sind wir fertig. Ist dies nicht der Fall, so nehmen wir an, wir hatten bereits ein
Orthonormalsystem (v1,...,v) von Eigenvektoren von A konstruiert. Nach Lemma ist der
(n — k)-dimensionale Unterraum

Vii={v1,...,0} =vi N. nog
invariant unter A. Ist k = n, so sind wir fertig. Ist & < n, so hat die lineare Abbildung
Vi — Vk, v = Av

einen normierten Eigenvektor vg41. Dann bilden (vq,...,vk4+1) ein Orthonormalsystem. Dieses
Verfahren bricht ab, wenn wir k = n erreicht haben. Wir erhalten also schliellich ein Orthonor-
malsystem vy, ..., v, von Eigenvektoren von A.

(ii) = (iil). Sei B’ = (v1,vs,...,v;,) eine Orthonormalbasis von C™ aus Eigenvektoren von A.
Sei @@ die Matrix, deren Spalten die Vektoren vy, ..., v, sind. Dann ist @ unitar (Satz [7.3.15))
und A’ = Q7 !AQ ist eine Diagonalmatrix. Die Eintrige auf der Diagonalen von A’ sind die
zugehorigen Eigenwerte, siehe Bemerkung 7.4.6.

(ili) = (i). Die Diagonalmatrix A’ ist normal. Gilt A’ = Q~tAQ fiir eine unitire Matrix Q,
so folgt QA'Q* = QQ1AQQ™' = A. Wir folgern aus Lemma [7.4.6(b), dass A ebenfalls normal
ist. O

Wir wenden nun diesen Satz auf die speziellen Klassen normaler Matrizen an, die in Beispiel [7.4.3]
betrachtet wurden. Wir beginnen mit hermiteschen Matrizen:

Satz 7.4.11. [Hauptsatz iiber hermitesche Matrizen| Fir A € M, (C) sind die folgenden Figen-
schaften dquivalent:
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(i) A ist hermitesch.
(ii) A ist normal und alle Eigenwerte sind reell.
(iii) Es gibt eine unitire Matriz Q, so dass A’ = Q71AQ eine reelle Diagonalmatriz ist.

Beweis. (i) = (ii): Es ist klar, dass jede hermitesche Matrix normal ist, denn A*A = A% = AA*.
Ist v € C™ ein Eigenvektor von A und Av = Av, so folgt aus Lemma auch Av = A*v = )\,
also A = \, da v # 0 ist. Also ist A € R.

(ii) = (iii) Aus dem Hauptsatz iiber normale Matrizen folgt die Existenz einer unitéren Matrix
Q, so dass A’ := Q*AQ eine Diagonalmatrix ist. Die Eintrage A\; auf der Diagonalen von A’ sind
die Eigenwerte von A, also reell.

(iii) = (i): Die reelle Diagonalmatrix A’ ist trivialerweise hermitesch. Aus A’ = Q*AQ folgt
nun A = QA’Q* und damit

A* — (QA/Q*)* — Q**A/*Q* — QA/Q* — 147
d.h. A ist hermitesch. ]

Satz 7.4.12. [Hauptsatz iiber reelle symmetrische Matrizen] Fir A € M, (R) sind die folgenden
Eigenschaften dquivalent:

(i) A ist symmetrisch.
(ii) FEs gibt in R™ eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A.
(iii) Es gibt eine orthogonale Matriz Q € O, (R), so dass A’ := Q~LAQ eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. (1) = (ii). Da A insbesondere eine normale komplexe Matrix ist, existiert eine Orthonor-
malbasis von C™ aus Eigenvektoren von A. Insbesondere ist A als komplexe Matrix diagonal-
isierbar. Da A hermitesch ist, sind nach Satz alle Eigenwerte von A reell, so dass die
Diagonalisierbarkeit von A iiber R aus Satz folgt.

Wahlen wir zu jedem Eigenwert eine Orthonormalbasis des zugehorigen Eigenraums, so folgt
aus der Orthogonalitét der Eigenrdume (Satz die Existenz einer Orthonormalbasis von R"”,
die aus Eigenvektoren von A besteht.

(if) = (iil): Genau wie in Satz fiir normale Matrizen.

(iii) = (i): Angenommen, @ ist eine orthogonale Matrix und A’ = QT AQ ist eine Diagonal-
matrix, dann gilt A = QA'QT und damit AT = (QA'QT)T =QTTATQT = QAQT = A, dh.
A ist symmetrisch. O

Bemerkung 7.4.13. Reelle symmetrische Matrizen sind normal, aber eine komplexe symmetrische
Matrix muss nicht normal sein:

A=(" Do (T a2 22 ) =aa
1 0 1 0 —7 1 7 1

Ist eine komplexe symmetrische Matrix normal, so miissen deren Eigenwerte nicht reell sein. Be-
trachte z.B. die Matrix A = ((Z) 8), welche normal und symmetrisch ist. Thre Eigenwerte sind
A1 =7 und Ay = 0.
Beispiel 7.4.14. Die Matrix

2 2 10

1
A=-12 11 -8
10 -8 5
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ist reell und symmetrisch. Also hat diese Matrix im R?® eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren vy, ve,v3. Wir wollen eine solche Orthonormalbasis aus Eigenvektoren explizit berechnen:
Charakteristische Gleichung:

2y 2 10
9 9 9
det(A—A1)=| 2 H_Xx 8/ /=-Nioa+r-2=—-A-1)(A-2)(A+1).
10 8 5y
9 9 9
Eigenwerte: \1 = 1,0 =2, 3 = —1.
2 1 -2
Eigenvektoren: w1y = |2 |, wy=|-2] undws =1 1
1 2 2

Da es drei verschiedene Eigenwerte gibt, stehen die zugehorigen Eigenvektoren paarweise or-

thogonal aufeinander (Satz|7.4.8]). Also ergibt Normieren der wq, we, ws eine Orthonormalbasis
des R3:

N g DO N
U1 =73 yV2 =5 | — yUs = 35
3 1 3 2 3 2
Fiir die orthogonale Matrix
1 2 1 =2
Q= 3 2 -2 1
1 2 2
1 0 0
ist dann Q7'AQ = [0 2 0 D.h. wir konnen A mittels einer orthogonalen Matrix @
0 0 -1

diagonalisieren.

Satz 7.4.15. [Hauptsatz tiber unitidre Matrizen| Fiir A € M,,(C) sind die folgenden Figenschaften
aquivalent:

(i) A ist unitdr.
(ii) A ist normal und alle FEigenwerte A\ haben Betrag 1.

(iii) Es gibt eine unitire Matriz Q, so dass A" = Q= AQ eine Diagonalmatriz ist, deren Eintrige
alle Betrag 1 haben.

Beweis. (i) = (ii): Aus A*A=A"1A=1= AA"! = AA* folgt, dass jede unitiire Matrix normal
ist. Aus Satz wissen wir, dass |A| = 1 fiir alle Eigenwerte von A gilt.

(ii) = (iii) Aus dem Hauptsatz iiber normale Matrizen folgt die Existenz einer unitaren Matrix
Q, so dass A’ := Q* AQ eine Diagonalmatrix ist. Die Eintrage \; auf der Diagonalen von A’ sind
die Eigenwerte von A, haben also Betrag 1.

(iii) = (i): Die Diagonalmatrix A’ ist unitér, da fiir komplexe Zahlen A vom Betrag 1 die
Relation A = A7! gilt. Aus A’ = Q*AQ folgt nun A = QA’Q* und damit

A* — (QAIQ*)* — Q**A/*Q* _ Q(A/)lefl — A—l’
d.h. A ist unitar. O

Ist A eine unitére Matrix, so gilt |A;| = 1 fiir alle Eigenwerte. Also ist \; eine komplexe Zahl
der Form

Aj =€ = cosy; +isiny;.

eim O
ez
O ei'Yn

Deshalb gilt

QlAQ =4 =



92 KAPITEL 7. EUKLIDISCHE UND UNITARE RAUME

7.4.2 Normalform orthogonaler Matrizen

In diesem Abschnitt dehnen wir die Klassifikation der orthogonalen (n x n)-Matrizen, die wir
bereits fiir n = 2,3 durchgefiihrt haben (Sétze [7.3.21| und [7.3.22)) auf den allgemeinen Fall aus.

Satz 7.4.16. (Normalform reeller orthogonaler Matrizen) Sei A eine (reelle) orthogonale n x n-
Matriz. Dann existiert eine orthogonale Matriz Q € O, (R) mit

p q 2r

0

QAQ =

Hierbei ist:
e p die Vielfachheit des Figenwertes +1 von A;
e ¢ die Vielfachheit des Figenwertes —1 von A;
e 1 die Anzahl von Paaren komplex konjugierter Eigenwerte eV von A mit v; €10, 7[.

Jeder Block D; € M>(R) ist eine Drehmatriz der Form

(cos v; —sin fyj)
D; =
S1n 7y COS 7

Beweis. Eine orthogonale Matrix ist ein Spezialfall einer unitdren Matrix. Wir gehen deshalb
zunéchst vor wie fiir unitire Matrizen in Satz [L415

(a) Wir bestimmen die komplexen Eigenwerte von A: Sei p die Vielfachheit des Eigenwertes
1 und ¢ die Vielfachheit des Eigenwertes —1. Die anderen Eigenwerte haben die Form e =
cosy=£isiny mit 0 < v < w. Da A eine reelle Matrix ist, hat das charakteristische Polynom x 4 (X)
reelle Koeffizienten. Ist A = a-+ib eine komplexe Wurzel von x 4(X ), dann ist A = a—ib ebenso eine
Wurzel von x4 (X), da xa(A) = xa(\) = 0 ist. Also ist fiir jeden Eigenwert "% = cos~y; + sin~;
von A die komplex konjugierte Zahl e~ = cos j — isin-y; ebenfalls ein Eigenwert von A. Wir
ordnen diese Eigenwerte nach Paaren komplex konjugierter Zahlen. Die Eigenwerte ordnen wir
wie folgt namlich:

M e—im e oY
..,—1,eMe ,.oo,e et

p q 2r

entsprechend ihrer Vielfachheit.
(b) Da A insbesondere unitér ist, existiert in C™ eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren zu
diesen Eigenwerten:
UlyewesUpy Uptlye ey Uptgs W1, Wiy« - oy Wy, Wy

Man beachte, dass die Eigenvektoren vy, ..., vp, Upt1, .., Upgq zu den reellen Eigenwerten £1
reell gewéhlt werden konnen, denn die algebraische Vielfachheit der Eigenwerte +1 ist iiber R und
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C gleich. Man kann sogar fiir die komplex konjugierten Eigenwerte die Eigenvektoren komplex
konjugiert wéhlen: Aus Aw = Aw und A = A folgt Aw = Aw = Aw = Aw = \w.
Wir schreiben w; = x; — iy; mit x;,y; € R®. Aus w; Lw; = x; + iy; folgt dann
0= (z; +iyj, x; —iy;) = ;)1 = lly; 1 + 2iy;, z5).
Durch Vergleich von Real- und Imaginéarteil erhalten wir also
wily; und g =yl

Aus 1= [lwy |2 = [lo;[12 + ly; |12 folet daber | = flysll = L5. Mit u, := vz, und o} = v/2y,
erhalten wir daher eine ONB

ULy e vy Upy Uppdy v v oy Upigqy Uly Uy« v vy Uy U (7.7)

von R™. Aus Bemerkung wissen wir, dass die von A auf Ru; + Ru; induzierte lineare
Abbildung bzgl. der Basis (uj,u}) zur Matrix

D. — (€987 —sinvy;
! siny; cosvy; )’

gehort. Die Behauptung folgt also, wenn @ € O, (R) die orthogonale Matrix ist, deren Spalten
die ONB ([7.7)) ist. O

Aufgaben zu Abschnitt |7.4
Aufgabe 7.4.17. Seien A, B € M,,(C) normal sowie

AB=BA und AB* = B*A.

Zeigen Sie, dass A 4+ B normal ist.

All A12

Aufgabe 7.4.18. Sei A =
& <A21 Ag

) € M, (K) ein Blockmatrix. Dann ist

Ay A3
A = < i §1> .
Aly A3y
Aufgabe 7.4.19. Sei A € M,,(K) normal mit der Blockstruktur

A A
A= ( (;1 A;i) , Ay € MP<K)7A12 S Mp7q(K)7A22 c Mq(K), p+q=n.

Zeigen Sie: Aj2 = 0. Folgern Sie daraus, dafl fiir jeden A-invarianten Unterraum U C K" auch
sein orthogonales Komplement U+ invariant ist.
Hinweis: Aus der Normalitét leite man die Relation A1 A7 + A12A75 = A7 A11 ab und schliefe
daraus

1ALLZ + [ Awall3 = 14T, 13 = | Aw )3

fiir die Hilbert—Schmidt Norm ||X |3 = tr(X X*) der Matrizen (vgl. Aufgabe [7.3.29).

7.5 Die Adjungierte einer Abbildung unitarer Raume

Jede Operation auf Matrizen korrespondiert zu einer Operation auf linearen Abbildungen. Wir
kennen bereits die Adjungierte A* einer Matrix A. Was ist die Adjungierte einer linearen Abbil-
dung?

Im Folgenden seien V, W unitéare K-Vektorraum und ¢ : V' — W eine lineare Abbildung.
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Definition 7.5.1. [Die Adjungierte einer linearen Abbildung] Eine Abbildung ¢* : W — V heifit
adjungiert zu ¢: V. — W, wenn

(™ (w), )y = (w, p(v))w firalleve V,we W
gilt.

Wie wir in Lemma 1| gesehen haben, ist fir A € M, »(K) die Adjungierte der linearen
Abbildung L4 : K® — Km x +— Az, die lineare Abbildung L 4«: K™ — K".

Es ist i.A. nicht offensmhthch, dass eine lineare Abbildung ¢ : V' — V eine Adjungierte besitzt.
Besitzt sie eine Adjungierte, so ist nicht offensichtlich, ob die Adjungierte linear und eindeutig ist:

Satz 7.5.2. Hat eine lineare Abbildung ¢ : V. — W eine Adjungierte ¢*: W — V| dann ist diese
Adjungierte p* linear und durch ¢ eindeutig bestimmdt.

Beweis. Eindeutigkeit: Angenommen, ¢* und ¢’ sind zwei Adjungierte von ¢, d.h. es gilt
(" (w),v) = (w,o(v))  und  (¢'(w),v) = (w, ()
fiir alle v € V, w € W. Dann folgern wir (p*(w) — ¢'(w),v) = (¢*(w),v) — (¢’ (w),v) =0, d.h.
p*(w) — ¢'(w) € V- = {0}.

Damit ist ¢’ = *.
Linearitat: Wir miissen ¢*(u+w) = ¢*(u) + ¢™(w) und ¢*(Aw) = Ap*(w) fir u,w € W und
A € K zeigen. Es gilt fir alleve V, u,w e W

(" (u+ w),v) = (u+w, o(v)) = (u, p(v)) + (w, p(v)) = (" (), v) + (" (w), v)
= (¢"(u) + ¢"(w),v)

Da dies fiir alle v € V gilt, erhalten wir ¢*(u + w) = ¢*(u) + ¢*(w). Analog zeigt man ¢*(A\w) =
Ap* (w). O

Auf unendlichdimensionalen Vektorraumen V hat nicht jede lineare Abbildung eine Adjungierte.
Auf endlichdimensionalen Radumen existiert die Adjungierte immer:

Satz 7.5.3. [Existenz der Adjungierten] Sind V,W endlichdimensionale unitire K- Vektorraume,
so hat jede lineare Abbildung ¢: V — W eine Adjungierte p*: W — V.

Ist B = (b1,...,b,) eine ONB von V und C = (ci,...,cpn) eine ONB von W und A = [¢]§
die Matriz von ¢ bzgl. B und C, so ist A* die Matriz [¢*]8 von ¢* bzgl. C, B.

Beweis. Aus dem Darstellungssatz von Fréchet—Riesz [7.2.2(] folgt fiir jedes v € V die Existenz
genau eines ¢*(v) € V mit

(w,p*(v)) = (p(w),v) firale weV,
denn die Abbildung V' — K, w — (p(w),v) ist linear. Aus
(" (v),w) = (p(w),v) = (v, p(w))

folgt daher die Existenz von ¢*.
Ist B = (b1,...,b,) eine ONB von V und C' = (¢4, ..., ¢,,) eine ONB von W sowie A = (a;5) =
[¢]§ die zugehdrige Matrix von ¢, so ist der Eintrag von [¢*]2 an der Stelle (i, j) gegeben durch

<@*(C])a bl> = <c]7 w(bl)> = TJZ
und daher [¢*]8 = A*. O

Definition 7.5.4. [Normale Endomorphismen] Ein Endomorphismus ¢ des endlichdimensionale
unitdren Raums V heifit
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(a) nmormal, wenn o o p* = ¢* o .
(b) selbstadjungiert, wenn ©* = .
Satz 7.5.5. Fir einen Endomorphismus ¢ eines endlichdimensionalen unitaren Vektorraumes
sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
(i) ¢ ist normal
(ii) Es gibt in V eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren fir ¢
(iii) Die Matriz von ¢ ist diagonal bzgl. einer Orthonormalbasis B.
Beweis. Ist V' endlichdimensional, so ist ¢ nach Satz genau dann normal, wenn die Matrix

[¢]B bzgl. einer Orthonormalbasis B von V normal ist, denn es ist

*

lee*] = [lBle*]B = [PlBlelp  wnd (¢ ¢l = [¢*]Blv]B = [¢]Blels-
Die Behauptung folgt damit aus Satz O

Bemerkung 7.5.6. (a) Ist V endlichdimensional, so ist ¢ nach Satz [7.5.3] genau dann selbstad-
jungiert, wenn die Matrix A von ¢ bzgl. irgendeiner Orthonormalbasis hermitesch ist.

(b) Aus Satz folgt, dass alle Eigenwerte eines selbstadjungierten Endomorphismus reell
sind.

(¢) Wir folgern aus Satz dass ein selbstadjungierter Endomorphismus eines endlichdi-
mensionalen euklidischen Vektorraumes eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren besitzt und alle
Eigenwerte reell sind.

Aufgaben zu Abschnitt

Aufgabe 7.5.7. Sei V ein endlichdimensionaler unitdrer Raum und ¢ € End(V) normal. Zeigen
Sie: Ist U C V ein g-invarianter Unterraum, so ist auch sein orthogonales Komplement U~
invariant unter . Hinweis: Aufgabe|7.4.19

Aufgabe 7.5.8. (Simultane Diagonalisierbarkeit) Sei V' ein endlichdimensionaler unitérer Raum
und ¢, ¥ € End(V) normal. Zeigen Sie: Genau dann existiert in V' eine ONB aus simultanen
Eigenvektoren fiir ¢ und ¢, wenn ¢ mit ¢ vertauscht, d.h. ¢ = . Hinweis: Lemma [6.2.5
Konnen Sie diese Aussage auf eine beliebige Teilmenge S C End(V) normaler Endomorphismen
verallgemeinern?

7.6 Singularwertzerlegung

In diesem Abschnitt sei V ein endlichdimensionaler unitarer Raum.

Definition 7.6.1. Fir z,y € V schreiben wir P, , fur den Rang-1-Operator, der durch P, ,(v) =
(v,y)x gegeben ist, und setzen P, := P, ,. Fir das Rechnen mit solchen Operatoren gelten

Pw*,y = Py,m und P.r,ypz,w = <27 y>Pm,wa (78)

wie man leicht verifiziert (Ubung!).

Bemerkung 7.6.2. (a) Ist ||z]| = 1, so erhalten wir mit (7.8 sofort P, = P2 = P¥. Weiter ist
P.(z) =z und P,(y) =0 fiir yLx. Also ist P, die Orthogonalprojektion auf Kzx.
(b) Sind z_ly, so folgt P, P, = P,P, =0 aus (7.8).

(c) Ist a1,...,x, eine Orthonormalbasis des Unterraums U, so ist
n n
P:ZP(L‘J'? P(y)zz<y,$]>l‘]
j=1 j=1

die Orthogonalprojektion auf U (Satz [7.2.16)).
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Ist ¢ € End(V) normal und dimV < oo, so haben wir in Satz gesehen, dass in V eine
ONB ey, ..., e, aus Eigenvektoren von ¢ existiert. Sind A1, ..., A, die zugehorigen Eigenwerte, so
erhalten wir die sogenannte Spektraldarstellung von ¢

0= NP, o)=Y Alv,eje;, veV,
- -

denn wegen P e, = d;jrer haben beide Seiten auf den Basisvektoren e; die gleichen Werte.
Fassen wir jeweils gleiche Eigenwerte zusammen, so erhalten wir die folgende Spektraldarstel-

lung
= MPr,
k=1
wobei Py die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum zum Eigenwerte Ay ist. In der Tat haben
beide Seiten jeweils auf den Basisvektoren e; die gleichen Werte.

Satz 7.6.3. (Singuldrwertzerlegung) Sei ¢: V' — W eine lineare Abbildung der unitiren Rdume
U und V. Dann existieren Orthonormalbasen (g1,...,gm) von W und (f1,..., fn) von V sowie
reelle Zahlen o; >0, j =1,...,k := min(n, m) mit

k
o= 0;Py s dh ZO—J v, fj)g; fir wveV.
j=1

Setzen wir o; == 0 fir k < j < max(n,m), so sind fi,..., fn Eigenvektoren von ¢*p zu den

Eigenwerten ajz und g1, - .., 9m Eigenvektoren von oe* zu den Eigenwerten O'J2».

Beweis. Sei ¢ := ¢*p. Da 1 hermitesch ist, existiert nach Bemerkung eine orthonormale
Basis (f1,..., fn) von V aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten Aq,..., A,. Weiter ist

N = (W(f;), i) = (0 e(£i), f3) = (o (£3), 0 (£3)) = le(F)IIP = 0.
Fir j =1,...,n setzen wir g; := \/x
Fir o; > 0, d.h. o(f;) # 0, setzen wir g; := aj_lgo(fj). Fiir zwei solche Vektoren ist dann
(g5, k) = 0 Lo e fy), e(fr) = o5 Lo e e (fi), fi) = o5 Lo "N (f, fr) = 0500 Lo ' A = Gk

Also ist {g;: 0; > 0} ein Orthonormalsystem, das wir nun zu einer Orthonormalbasis g1, ..., gm
von W erganzen.
Ist v =73_;(v, f;)f; ein beliebiges Element von V', so ist

) => (v, fie(f;) = oj
J
Wir erhalten somit die Darstellung ¢ =37, 0Py, ¢, und somit
2
pp* = ZUZUJ g“fLPgJ,f = ZU%UJ 9.1 Lfi.9; = Zazaj Py, = Z%‘Pg
i,7 i3 J
Also sind gy, ..., g, Eigenvektoren von ¢p* zu den Eigenwerten o2. O

J

Definition 7.6.4. Eine Matrix D € M,, ,,(K) heifit verallgemeinerte Diagonalmatriz, wenn d;; =
0 fiir ¢ # j gilt. Ist & = min(n, m), so schreiben wir dann

D= diag(d117 cee 7dkk2)7

um verallgemeinerte Diagonalmatrizen zu spezifizieren.
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Satz lisst sich wie folgt fiir Matrizen formulieren:

Folgerung 7.6.5. (Singuldrwertzerlegung fiir Matrizen) Fir jede Matriz A € My, »,(K) und k =
min(n, m) existieren unitire Matrizen U € U, (K) und V € U, (K), so dass

Y= U'AV = diag(oy,...,0%)
eine verallgemeinerte Diagonalmatriz mit nichtnegativen FEintrdgen ist.

Die Zahlen o1, ..., 01 heiflen Singuldrwerte der Matriz A.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung L4: K* — K™. Aus Satz folgt nun die
Existenz von Orthonormalbasen ¢y, ..., g, von K™, fi,..., f, von K" und nichtnegative Zahlen
o; > 0, so dass

Lyx = Az = Zaj<a:,fj>gj, r e K"
j=1

Ist U € U,,(K) die unitdre Matrix deren Spalten die Vektoren Ue; = f; sind und V € U, (K) die
unitdre Matrix deren Spalten die Vektoren Ve; = g; sind, so erhalten wir

Az = Z@(z, Vej)Ue; = UZaj(Vflos,ej)ej, x e K",
j=1 j=1
also .
U tAVz = Zaj (x,ej)e; =Xz

j=1
fir ¥ = diag(o1,...,0%). O
Bemerkung 7.6.6. (a) Sei m < n (also k =m). Dann ist

diag(of,...,00,) = SX* = U TAVV*A* (U 1) = U TAAU

2 sind also die

unitdr dhnlich zu der hermiteschen (m x m)-Matrix AA*. Die Zahlen o%,...,02

Eigenwerte von AA*.
(b) Sei n < m (also k =n). Dann ist

diag(c?,...,02) = 2L = VA (U YU AV =V 1A* AV

unitdr dhnlich zu der hermiteschen (n x n)-Matrix A*A. Die Zahlen o?,...,0

Eigenwerte von A*A.

2 sind also die

Bemerkung 7.6.7. Zur Berechnung der Singuldrwertzerlegung einer Matrix A kann man ent-
sprechend der Konstruktion im Beweis von Satz vorgehen: Man bestimmt zuerst eine Or-
thonormalbasis f1,..., f, von Eigenvektoren der Matrix A*A. Wegen rank(A*A) < rank(A4) < k,
sind hochstens k der zugehorigen Eigenwerte A\; von 0 verschieden.

Wir ordnen sie der Grofle nach:

M2X2> . . 2 20= ==\,
(falls n > m ist). Fiir A\; > 0 setzen wir dann

5=V AL

und ergénzen diese Vektoren zu einer ONB gy, ..., g, von K™.
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Kapitel 8

Quotientenraum und Dualraum

8.1 Der Quotientenraum

In der Mathematik treten oft Situationen auf, in denen Objekte in Bezug auf eine spezifische
Eigenschaft nicht eindeutig spezifiziert werden kénnen. Dies fiihrt dazu, dass man statt einzelner
Elemente die Klassen einer geeigneten Aquivalenzrelation betrachten muss. Tragt die urspriinglich
betrachtete Menge zusétzliche Struktur, ist sie zum Beispiel eine Gruppe, ein Ring oder ein Vek-
torraum, so stellt sich insbesondere die Frage, ob die Menge der Aquivalenzklassen diese Struktur
erbt. In diesem Abschnitt dieskutieren wir diese Frage flir Vektorrdume. In weiterfiihrenden
Algebra-Vorlesungen werden dhnliche Konstruktionen bzw. Resultate immer wieder auftreten.

Um ein Gefiihl fiir die auftretenden Strukturen zu bekommen, betrachten wir zuerst ein paar
Beispiele.

Beispiel 8.1.1. (Losungen linearer Gleichungssysteme) Wir haben im ersten Teil der Vorlesung
gesehen, dass die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

Az =b, beK™ Ae M, ,(K)
entweder leer ist oder ein affiner Unterraum der Gestalt

T+ ker A,

wobei T € K™ eine spezielle Losung ist.
In diesem Kontext stellt sich also die Frage, inwiefern man diese Losungsmengen (fiir variable
b € K™) selbst wieder als Elemente eines Vektorraums auffassen kann.

Beispiel 8.1.2. (Datenreduktion) Wir stellen uns vor, dass die Elemente x € K™ Informationen
iiber gewisse Objekte kodieren. Man konnte sich = z.B. als einen Eintrag in einer Datenbank
vorstellen. Jeder Vektor x enthélt die Komponenten x4, ..., x, und in diesem Sinne n-verschiedene
Daten iiber ein Objekt.

Oft ist man allerdings gar nicht an der vollstdndigen Information interessiert, sondern nur
an gewissen Daten. Wir denken uns daher, dass wir nur an x1,...,x,, interessiert sind und
Tmt1,-- -, Ty fUr unsere Zwecke irrelevant sind.

Fiir jeden Vektor z € K™ liefert jedes Element der Menge

{ <m/) eK':z=TeK",2' ¢ K"*m}
T
die gleichen Daten. Auch hier handelt es sich wieder um einen affinen Unterraum

(306) +U, U:= { <£,> cK":2' € K”_m}.

99
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In diesem Fall ist klar, wie man die auftretenden affinen Unterrdume als Punkte eines Vektorraums
auffassen kann, denn sie stehen in bijektiver Korrespondenz zu den Elementes T € K™.

Definition 8.1.3. Sei U ein linearer Unterraum des Vektorraums V. Wir haben im ersten Teil
der Linearen Algebra bereits gesehen, dass durch

r~yy & x—yelU

auf V eine Aquivalenzrelation definiert wird, deren Aquivalenzklassen genau die affinen Un-
terrdume der Gestalt
zl={yeViy~pz}=a+U, z€V

sind [1]

Wir schreiben V/U := V/ ~y= {z +u: x € V} fiir die Menge der Aquivalenzklassen. Um auf
dieser Menge die Struktur eines Vektorraums zu definieren, beachten wir, dass fir t +U = 2’ + U
und y+ U =9+ U und X\ € K gilt:

r+y+U=2"+y +U und I+U=>I+U,
denn
r+y—(@+y)=(@—-2")+y—y)eU+UCU und Ix—Xd'=Az—2')eNUCU.
Wir erhalten daher eine wohldefinierte Addition
+:V/UxV/U—=V/U (2+U)+y+U)=ac+y+U
und eine wohldefinierte Skalarmultiplikation
~KxV/U=V/U XN (x+U):= X x+U.

Bemerkung 8.1.4. Die Addition der affinen Unterrdume kann man auch als elementweise Addi-
tion von Teilmengen von V auffassen, denn

{z4uvueUl+{y+v:v eU}={v+u+y+uv:uv eU}={z+y+uuvelU}=a+y+U.
Bei der Skalarmultiplikation ist allerdings Vorsicht geboten: Fiir 0 # A ist zwar
{AMe+u):velUl={+ uvelU}l={+uuelU}= x+U,

aber {0(x +u): u € U} = {0} besteht nur aus der 0, ist also von der Teilmenge U C V i.a.
verschieden.

Satz 8.1.5. Addition und Skalarmultiplikation definieren aufV/U die Struktur eines K- Vektorraums
mit Nullelement 0+ U = U.
Die Quotientenabbildung
qu:V-=>V/U x—=ax+U

ist eine surjektive lineare Abbildung mit ker(qy) = U.
Ist V' endlichdimensional, so gilt insbesondere

dim(V/U) = dimV — dim U.

I1Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir das Argument: Zur Verifikation der Eigenschaften einer
Aquivalenzrelation haben wir zunéchst zu zeigen, dass die reflexiv ist: @ ~y  ist wegen z —x = 0 € U triv-
ial. Die Symmetrie folgt aus y —z = —(x —y) € U falls  ~y y. SchlieBlich erhalten wir die Transitivitat wie folgt:
e~y y,y~yzfihrtzue—z=(x—y)+(y—2) e U+U CU.
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Beweis. Zuerst beachten wir, dass gy eine surjektive Abbildung ist, die mit Addition und Skalar-
multiplikation vertraglich ist, d.h.
quE+ty)=z+y+U=q (@) +tqy) ud gqz)=>Au(z), z,yeV.AeK  (8.1)

Das ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen.

Nun lassen sich leicht die Axiome fiir einen Vektorraums verifizieren, da man jedes Element
von V/U als Bild eines Elements aus V schreiben kann. Zum Beispiel ergibt sich die Assoziativitit
der Addition aus

(qu() +qu(y)) + qu(z) = qu(z +y) + qu(z) = qu((z +y) +2) = qulz+ (y +2))
=qu(z) + qu(y +2) = qu(@) + (qu(y) + qu(2)).

Ebenso verifiziert man z.B. die Distributivgesetze:

Mau (@) + qu(y)) = Aqu(z +y) = qu(Mz + ) = qu(Az + Ay) = qu(Az) + qu(Ay)
= Aqu(z) + Aqu(y)-
Die Verifikation der anderen Axiome ist eine leichte Ubung.

Nachdem wir wissen, dass V/U ein K-Vektorraum ist, bedeutet (8.1)), dass gy : V — V/U eine
lineare Abbildung ist. Aus der Konstruktion folgt unmittelbar, dass

kerqp={ze€V:z+U=U}=U
ist.
Ist V' endlichdimensional, liefert die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen sofort
dim(V/U) = dim(im(qy)) = dim V — dim(ker gy) = dim V' — dim U. O

Definition 8.1.6. Ist U C V ein linearer Unterraum, so definieren wir die Kodimension von U
durch
codim(U) := dim(V/U).

Ist codim(U) = 1, so nennen wir U eine Hyperebene.

Beispiel 8.1.7. (a) Es kann passieren, dass zwar V unendlichdimensional ist, aber V/U endlichdi-
mensional. Ein einfaches Beispiel ist der Raum V' = K[X] der formalen Polynome und der Unter-
raum

U= (X% = X9K[X] = span{X™: m > d}.

In der Tat ist '
K[X] =U @span{X’: 0 < j < d},

so dass wir aus Bemerkung [8.1.11] die Beziehung codim(U) = dim(K[X]/U) = d erhalten. Fiir
d = 1 erhalten wir eine Hyperebene.

Beispiel 8.1.8. Fiir V = K? und U = K( 1 1) ist die zugehorige Aquivalenzrelation gegeben
durch

xNUy@(aAeK)m—yz<A)@(3A6K) (9“) = (y1+)\>(:>x1+x2=y1+y2.
-2 X9 yg—)\

Wegen dimU = 1 und dim V' = 2 ist dim V/U = 1. Das Element (é) + U ist also eine Basis

von V/U.
Wir sehen auch, dass die lineare Abbildung

p: V=K x—z+ 20

die Eigenschaft besitzt, dass © + U = y + U &dquivalent ist zu p(z) = ¢(y). Im diesem Sinne
verhélt sie sich vollkommen analog zur Quotientenabbildung qy. Diesen Sachverhalt wollen wir
jetzt besser verstehen.



102 KAPITEL 8. QUOTIENTENRAUM UND DUALRAUM

Der folgende Satz driickt, zusammen mit seinen zahlreichen Verwandten, einen ganz zentralen
Sachverhalt aus, nédmlich die Vertréglichkeit algebraischer Strukturen mit dem Ubergang zu Men-
gen von Aquivalenzklassen.

’ Der Homomorphiesatz fiir lineare Abbildungen

Satz 8.1.9. Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung und U C V ein linearer Unterraum. Dann
existiert genau dann eine lineare Abbildung @: V/U — W mit o qu = ¢, wenn U C ker ¢ gilt.
Ist sogar ker(yp) = U, so ist @ injektiv, liefert also einen linearen Isomorphismus

V/ker ¢ — im(¢p).
In Diagrammen stellen wir uns das wie folgt vor:

Vv — 5 W
I |

V/U — % 5 im ©).
Beweis. Existiert eine lineare Abbildung @: V/U — W mit $ o gy = ¢, so ist
ker¢ D kerqy = U.

Gilt umgekehrt U C ker ¢, so folgt aus © + U = y+ U die Beziehung ¢(z) = ¢(y). Daher wird
durch

Pz +U) = p(x)

eine Abbildung @: V/U — W definiert. Wir miissen nur noch verifizieren, dass % linear ist. Das
ergibt sich aus folgenden Rechnungen fiir z,y € V und A € K:

P+U)+y+U))=2@@+y+U)=9p@+y) =¢@)+ey) =p@+U)+p(y+U)
sowie
PNz +U)) =M+ U) = p(Az) = Ap(z) = Ap(z + U).

Fiir x € Vist §(z + U) = ¢(x) = 0 dquivalent zu z € ker . Daher ist
ker(@) = qu (ker ) = ker ¢/U.
Stimmt ker ¢ mit U tiberein, so sehen wir, dass @ injektiv ist. O

Bemerkung 8.1.10. (Kanonische Faktorisierung) Ist ¢: V' — W gegeben, so setzen wir U :=
ker ¢ und erhalten mit dem Homomorphiesatz eine injektive lineare Abbildung @: V/U — W
mit P o gy = ¢. Wir haben die Abbildung ¢ damit als Komposition einer injektiven und einer
surjektiven Abbildung geschrieben. Jede lineare Abbildung ¢ lésst sich also als Komposition einer
injektiven und einer surjektiven Abbildung darstellen.

Bemerkung 8.1.11. (Quotienten und Komplemente) In machen Situationen liegt fiir den Un-
terraum U C V ein Komplement vor, d.h. V. = U @ W fiir einen Unterraum W. Schréanken wir
die Quotientenabbildung gy : V' — V/U auf W ein, so erhalten wir wegen WNU = W Nker qy =
ker(gy N W) = {0} eine injektive Abbildung

qU|W: W — V/U

Andererseits folgt aus V = U + W, dass jede Nebenklasse x + U einen Reprisentanten =’ € W
besitzt, also x + U = o’ + U fiir ein 2/ € W. Daher ist qu|w: W — V/U auch surjektiv, mithin
bijektiv. Wir erhalten daher einen linearen Isomorphismus W = V/U.
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Mit dem Begriff der Kodimension kénnen wir insbesondere die Dimensionsformel fiir lineare
Abbildungen etwas verallgemeinern. Im folgenden Satz miissen wir nicht voraussetzen, dass V
endlichdimensional ist. Fiir dim V' = oo enthélt die bekannte Dimensionsformel

dim V' = dim(im(¢)) + dim(ker(p))
keine Information, da beide Seiten unendlich sind.

Satz 8.1.12. Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung, fir die im(p) C W endlichdimensional ist.
Dann st
codim(ker ) = dim(im(¢p)).

Beweis. Aus dem Homomorphiesatz wissen wir, dass eine bijektive lineare Abbildung @: V/ ker ¢ —
im ¢ existiert. Da diese Abbildung ein linearer Isomorphismus ist, sind die Raume V/ ker ¢ und
im ¢ isomorph, haben also die gleiche Dimension. O

Beispiel 8.1.13. (Unbestimmte Integrale) Sei [a,b] C R ein Intervall und C([a, b]) der Raum der
stetigen Funktionen f: [a,b] — R. In der Analysis lernt man, dass jede stetige Funktion f eine
Stammfunktion F': [a,b] — R besitzt, d.h. F ist differenzierbar mit F” = f. Allerdings sind solche
Stammfunktionen nicht eindeutig bestimmt. Fiir jede Wahl von zg € [a,b] erhilt man z.B. eine
durch das Riemann-Integral

Fuota) = [ F(x) du

(Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist F' eine Stammfunktion von f, so kann
man mit ihr Integrale berechnen:

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
Dies fiihrt zur etwas unklaren Notation
F(z) = /f(:c) dz oder F(z)= /f(x)dm+C

der unbestimmten Integrale.

Die Problematik dieser Notation lasst sich dadurch beheben, dass man die Stammfunktion F
als Element des Quotientenraums C/([a, b])/R1 auffasst, aus dem man die konstanten Funktionen
faktorisiert hat. Als Element dieses Quotientenraums sind also Ausdriicke der Gestalt [ f(x)dx
wieder sinnvoll, aber nicht als Funktionen [a,b] — R. Die Wahl einer konkreten Stammfunk-
tion F' von f entspricht also der Wahl eines Elements des zugehorigen eindimensionalen affinen
Unterraums F + R1 C C([a, b]).

Beispiel 8.1.14. (Riemann integrable Funktionen) In der Analysis 1 lernt man den Raum R der
auf einem Intervall [a,b] C R Riemann integrablen Funktionen f: [a,b] — R kennen. Auf diesem
Raum mochte man durch

b
5= [ 5@ da

eine Norm definieren, muss aber feststellen, dass man hierdurch lediglich eine Halbnorm erhélt.
D.h. || - |1 geniigt zwar den Relationen

[Aflle= (AL (1Al und ([ + gl < AfIl+ gl (8.2)

aber es gibt Funktionen 0 # f mit || f]l; = 0.
In dieser Situation kann die Konstruktion eines geeigneten Quotientenraums Abhilfe schaffen.
Man betrachtet hierzu die Teilmenge

Ui={feR:|flh=0}
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und erhélt aus sofort, dass U C R ein linearer Unterraum ist. Der Raum U besteht in
einem gewissen Sinn aus den “irrelevanten” Funktionen und man mochte nicht zwischen Funk-
tionen unterscheiden, die sich nur um ein Element aus U unterscheiden. Typische Beispiele von
Elementen aus U sind Funktionen, die nur an endlich vielen Stellen einen Werte # 0 annehmen.
Die eigentlichen Objekte der Riemannschen Integrationstheorie sind also die Elemente f des Quo-
tientenraums R/U. Auf diesem Raum erhélt man durch

£l = [Iflh,  fER,

eine wohldefinierte Norm und damit einen fiir die Analysis natiirlicheren Kontext.

Aufgaben zu Abschnitt

Aufgabe 8.1.1. Sei U C V ein linearer Unterraum. Zeigen Sie:

(a) Ist o: V/U — V eine lineare Abbildung mit gy o o = idy,, so ist im(o) ein Komplement von
U,dh. V =U®im(o).

(b) Ist V.= U & W fiir einen Unterraum W C V, so existiert genau eine lineare Abbildung
o:V/U =V mit qy oo = idy,y und im(o) € W.

Aufgabe 8.1.2. Sei 0 # f € K[X] ein Polynom und (f) = f-K[X] das von f erzeugte Hauptideal.
Wir betrachten den Quotientenraum A := K[X]/(f) und schreiben p := p+(f) fiir seine Elemente.
Zeigen Sie:

(a) dim(A) = grad(f). Insbesondere ist A endlichdimensional. Hinweis: Ist d = grad(f), so ist
1,X,....Xd-1 eine Basis von \A.

(b) Durch p - G := pq erhalten wir auf 4 eine wohldefinierte bilineare Multiplikation. Diese
Multiplikation ist kommutativ, assoziativ und 1 (das Bild des konstanten Polynoms) ist ein
Einselement.

(c) p =0 ist dquivalent dazu, dass f ein Teiler von p ist.

(d) p € A ist genau dann invertierbar, wenn p teilerfremd zu f ist, d.h. ggT(p, f) = 1. Fiir
gp+hf=1istdann p ! =7q.

(e) A ist genau dann ein Korper, wenn f prim ist, also keine nicht konstanten Teiler besitzt.

(f) Ist f(X)=uao+ a1 X +---+agX? so geniigt das Element X € A geniigt der Relation
0= f(X) —a+ X+ +agX

(2) Ist K = R und f(X) = X* + aX + b ohne reelle Nullstellen, so ist .A ein Korper, der zu C
isomorph ist. Hinweis: Betrachte eine reell lineare Abbildung ¢: A — C, die X auf eine
komplexe Nullstelle von f abbildet.

Aufgabe 8.1.3. Sei K € {R,C} und V ein K-Vektorraum. Eine Halbnorm auf V ist eine Funktion
p: V —[0,00]

mit den Eigenschaften

(HN1) p(Az) = [Ap(x) fir z € V, A e K.

(HN2) p(z +y) < p(x) + p(y) fir 2,y € V.

Zeigen Sie: Fiir jede Halbnorm p auf V' ist U, := {z € V: p(z) = 0} ein linearer Unterraum und
durch ||Z|| := p(z) wird auf dem Quotientenraum V/U, eine Norm definiert.
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Aufgabe 8.1.4. Sei K € {R,C} und V ein K-Vektorraum sowie 8: V x V — K eine positiv
semidefinite hermitesche Form. Zeigen Sie:

(a) p(v) := +/B(v,v) definiert eine Halbnorm auf V. Hinweis: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
(b) p(v) = 0 ist dquivalent zu (v, w) = 0 fiir alle w € V.
(c) Auf dem Quotientenraum V/U, wird durch

(z,9) :=Blx,y), zyeV

eine wohldefinierte positiv definite hermitesche Form definiert. Hierdurch wird V/U, zu
einem unitaren K-Vektorraum.

(d) Ist R der Raum der Riemann-integrablen Funktionen auf dem Intervall [a,b], so ist

b
B(f.g) == / f(@)g(x) dz

eine positiv semidefinite symmetrische Bilinearform auf R mit
b b
/ f(2)|de =0 / F@)2dz = 0.
a a

Aufgabe 8.1.5. Ist ¢p: V — W eine surjektive lineare Abbildung und U C W ein Unterraum
endlicher Kodimension, so ist

codim(o~H(U)) = codim(U).

Aufgabe 8.1.6. Ist U C V ein linearer Unterraum der Kodimension k, so existieren k Hyperebe-
nen Hy,...,Hy mit U= Hy N---N Hy. Hinweis: V/U = K* und Aufgabe

Aufgabe 8.1.7. Sind Uy, U; C V lineare Unterrdume, so ist
(U1 4+ Us) /Uy 2 U, /(U NUS).

Aufgabe 8.1.8. Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und U C V ein linearer
Unterraum. Wir definieren den Abstand zweier affiner Unterrdume x + U und y + U’ durch

dist(z + U,y + U') :=inf{|jv —w|:vez+U,wey+U'}.
Zeigen Sie
dist(x + U,y + U’) = ||p(x — )|,

wobei p: V' — (U + U’)* die Orthogonalprojektion mit kerp = U + U’ ist. Hinweis: Welche
Minimaleigenschaft besitzt die Orthogonalprojektion auf einen Unterraum?

8.2 Der Dualraum

In diesem Abschnitt betrachten wir den Raum V* := Hom(V,K) der linearen Abbildungen von
einem Vektorraum V in der Grundkorper etwas genauer. Hierbei wird sich zeigen, dass es oft
zweckmafBig ist, fiir viele Problemstellungen der linearen Algebra eine “duale Perspektive” zu
entwickeln, da man so zusétzliche Einsichten erhalt.
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8.2.1 Lineare Funktionale und duale Basen

Definition 8.2.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V' — K heifit Linearform
oder lineares Funktional. Der Vektorraum V* := Hom(V,K) aller Linearformen heit Dualraum
von V.

Bemerkung 8.2.2. (a) Fiir ¢ € V*ist (V) = im(¢p) ein linearer Unterraum von K, also entweder
{0} oder K. Ist ¢ # 0, so ist (V) = K und ker ¢ daher eine Hyperebene in V.

(b) Ist H C V eine Hyperebene, so ist dim(V/H) = 1, also V/H =2 K. Ist ¢: V/H — K
ein linearer Isomorphismus und gy : V' — V/H die Quotientenabbildung, so erhalten wir eine
Linearform o := poqy: V — K mit keraw = H. Insbesondere ist jeder Hyperbene Kern einer
Linearform.

Wir schauen uns nun ein paar Beispiele von Dualraumen an.

Beispiel 8.2.3. (a) Auf V = K" hat jede Linearform ¢ € V* die Gestalt
o(z) = Zajxj mit  a; = p(e;).
j=1

Dann ist der Zeilenvektor a := (aq,...,a,) € My ,(K) die Matrix der linearen Abbildung ¢ bzgl.
der Standardbasis.
Wir kénnen ¢ also darstellen als Produkt des Typs Zeile mal Spalte:

plr)=a-x.

In diesem Sinn kénnen wir den Dualraum (K™)* mit dem Raum der Zeilenvektoren identifizieren,
aber das ist nur ein Bild, das wir uns von seinen Elementen machen.
Der Koordinatenprojektion

. n T
iK'= K, z—x;=¢;z

entspricht hierbei der Zeilenvektor e;r.

(b) Auf dem Raum V = C([a,b],R), der auf dem Intervall [a,b] C R stetigen Funktionen ist
das Riemann-Integral

b
I:C(la,b],R) =R, I(f) ::/ f(z)dx
ein lineares Funktional, denn es gilt

I(fi+ fo) = I(f1) + I(f2) und I(Af)=AI(f) fir fi,fa,feV,AeK

Weitere Funktionale auf diesem Raum erhalten wir durch Auswertung in Punkten des Intervals:

0p(f) = f(p) fir pelab].
Man kann sich das Integral I als eine Art “kontinuierliche Summe” dieser Funktionale vorstellen.

Definition 8.2.4. (Duale Basis) Ist V' ein Vektorraum und (v;);e; eine Basis (endlich oder
unendlich), so enthdlt der Dualraum V* lineare Funktionale v}, die eindeutig charakterisiert sind
durch

’U; (1}1) = 62]

Auf einem Vektor v = Zkej v, haben sie den Wert
vi(v) = kav;(vk) = Zxkéjk = z;.
keJ keJ

Hieraus ergibt sich die Basisdarstellung
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V=730 (V).

Das Funktional v} liefert zu v also genau den Koeffizienten x; von v bzgl. der Darstellung von v
als Linearkombination der Basiselemente.
Ist J endlich, so heifit {v}: j € J} die duale Basis von V* (vgl. Lemma. .
Ist J unendlich, so ist die Menge (v});es zwar linear unabhéingig (siche Beweis von Lemma/8.2.5

aber keine Basis von V*. In der Tat, wissen wir, dass es eine Linearform a: V — K gibt, die auf

allen Basiswerten v; den Wert 1 annimmt: «(_; ;v;) := _; z;. Diese Linearform ist aber keine
Linearkombination der v}.

*

» eine Basis von V*. Fira e V*

Lemma 8.2.5. Ist vy,...,v, eine Basis von V, so ist v],...,v
ist die Basisdarstellung gegeben durch

a= Z?:1 a(v;)vj.

Beweis. Aus der Zuordnung von Matrizen zu linearen Abbildungen kennen wir schon die Dimen-
sion von V*:
dim V* = dim Hom(V, K) = dim M ,,(K) = n.

*

Es reicht daher einzusehen, dass die n Elemente v}

den Raum V* erzeugen. Hierzu verifizieren

wir die angegebene Basisdarstellung. Fiir o € V* erhalten wir fiir k = 1,...,n die Relation
(Za(vj)v;)(vk) = Za(vj)v;(uk) = Z a(v;)0r = o(vg).
= =1 =1

Da die Funktionale o und Z;L=1 a(v;)v; auf allen Basiselementen den gleichen Wert annehmen,
sind sie gleich. O

Beispiel 8.2.6. Im Raum R[X] der Polynomfunktionen f: R — R bilden die Monome v,, =
X™, n € Ny, eine Basis. Fiir die dualen Funktionale ist dann v} (X™) = 0y, also

U:;(ao +a1X—|—...—|—a;€Xk) = Qp-

Wir haben dann )
* (D))
V() = = F70),

wobei f(™ die n.Ableitung des Polynoms f ist. Die Rekonstruktion des Polynoms f vom Grad d
aus diesen Zahlen nimmt dann die Gestalt

d d

RN )
n=0 n=0
was genau der Taylorentwicklung von f im Nullpunkt entspricht.
Ist 2p € R beliebig, so bilden die Polynome (X — x()",n € Ny, ebenfalls eine Basis von R[X]

und wir erhalten entsprechend die Formel fiir die Taylorentwicklung in zq:

4 p(n) (p
fa) =3 T gy
n=0 '

Beispiel 8.2.7. Sei V ein unitdrer K-Vektorraum fiir K € {R,C}. Dann erhalten wir durch
ay(w) = (w,v) ein lineares Funktional auf V, denn das Skalarprodukt ist linear im ersten Ar-
gument. Der Darstellungssatz von Fréchet—Riesz besagt, dass fiir dimV < oo jedes linear
Funktional auf V' diese Gestalt hat. Wir erhalten so eine antilineare Bijektion

r:v-v:y T'W =a,.
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Ist v1,...,v, € V eine ONB, so erhalten wir fiir die Basisdarstellung eines Elements v die
Form
n n
o= v, = Y (v,
j=1 j=1

Insbesondere ist in diesem Fall

8.2.2 Die duale Abbildung

Definition 8.2.8. (Die adjungierte/duale Abbildung) Ist ¢: V' — W eine lineare Abbildung, so
erhalten wir durch
oW SV, gf(a) imaog

eine lineare Abbildung (Nachweis als Ubung). Diese lineare Abbildung heifit die zu ¢ adjungierte
oder zu ¢ duale Abbildung.

Bemerkung 8.2.9. Aus der Definition ergeben sich unmittelbar folgende Regeln fiir die duale
Abbildung

idj, =idy+ und (poy))" =¢* o*
fiir die Komposition zweier linearer Abbildungen v: U — V und ¢: V — W. In der Tat ist
(pog)(a) =aoporp=(aop)oy =9 (aocy) = (¥"o¢")(a).
Es ist instruktiv zu sehen, wie die duale Abbildung auf der Ebene der Matrizen aussieht.

Satz 8.2.10. Sei B := (by,...,b,) eine Basis des K-Vektorraums V, B* C V* die duale Basis
sowie C' := (c1,...,¢m) eine Basis des K-Vektorraums W und C* die duale Basis von W*. Ist
©: V. — W eine lineare Abbildung und [¢]§ € My, ,(K) die Matriz von ¢ bzgl. B und C, so ist

[p*]e: = ([WB) T € Mpm(K)
die transponierte Matrix.
Vereinfacht gesagt gilt also: Die Matrix der adjungierten Abbildung erh&lt man durch Transponieren.

Beweis. Sei A = (a;;) = [¢]G. Fiir ¢; € W* erhalten wir

90*(0;')(51‘) = (C; op)(b;) = C;(@(bi)) = C;(Zakick) = Zaki(Sjk = aj;.
k=1 k=1
Also ist .
O () = ajib}
i=1
und somit [p*]5. = AT. O

8.2.3 Der Bidualraum

Definition 8.2.11. Sei V ein K-Vektorraum. Jedes Element v € V definiert durch Auswertung
in v ein lineares Funktional V* — K, a — a(v). Wir erhalten so eine lineare Abbildung

ny: V= (V9™
(Nachweis der Linearitit als Ubung])

Satz 8.2.12. Ist dimV < oo, so ist ny: V — (V*)* ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.



8.2. DER DUALRAUM 109

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ny injektiv ist. Sei dazu 0 # v € V. Dann existiert eine Basis
V1 =U,02,...,0, in V. Fir die duale Basis v}, ..., v} ist dann

n(v)(v7) = vi(v) = vi(v1) = 1.

Also ist n(v) # 0.
Wir wissen schon, dass dim(V*)* = dim V* = dim V' = n ist. Daher ist die lineare Abbildung
ny auch surjektiv, mithin bijektiv. O

Bemerkung 8.2.13. Ist V endlichdimensional und n = dim V', so ist auch dim V* = n, also
V = K" = V*. Es gibt also auch einen linearen Isomorphismus (: V' — V*. Der wesentliche
Unterschied zu dem Isomorphismus ny: V- — (V*)* ist, dass es keinen natiirlichen Isomorphismus
Cyv: V = V*. Das ist ein Begriff aus der Kategorientheorie.

Der Isomorphismus 7y ist “natiirlich”, weil fiir jede lineare Abbildung ¢: V' — W die Beziehung
nw © p = ** ony gilt, also das Diagramm

Vv —f v W
JVWV lnw
V** 50** W**

kommutiert.

Gaébe es fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum V einen in diesem Sinne natiirlichen Iso-
morphismus (y: V — V* so wiirden wir fiir jede lineare Abbildung ¢: V — W die Kommuta-
tivitdat des Diagramms

Vv —*% s W
Vi(v B V[‘LCW
" .

erwarten. Man beachte die Richtung des unteren Pfeils. Fiir ¢ = 0 wiirde sich damit aber sofort
Cyv = ¢* omw o ¢ = 0 ergeben, im Widerspruch dazu, dass {y ein Isomorphismus sein soll.
8.2.4 Annullatoren

Definition 8.2.14. Sei V eine K-Vektorraum. Fiir eine Teilmenge A C V definieren wir den
Annullator in V*

At ={acV*:aA)={0}}={acV*: (WweAd)alv)=0} CV*

und fiir eine Teilmenge A C V* definieren wir analog
At ={veV:(VBec A)Bv) =0} CV.

Lemma 8.2.15. Fir Teilmengen A CV oder A CV* gilt:
(i) At ist ein linearer Unterraum.
(i) A; C Ay = Ay C At
(iii) A} C Ay < Ay C Af fiir Ay CV und Ay CV*.
(iv) AC AL und A+ = AHHL
(v) A+ =span(A)*.
(

vi) Ist V' endlichdimensional, so haben wir zusdtzlich:

(a) codim(At) = dim(span(A)).
(b) A++ =span(A).



110 KAPITEL 8. QUOTIENTENRAUM UND DUALRAUM

Beweis. (i) Dass A+ ein linearer Unterraum ist, folgt fiir A C V aus

(Ara1 + Azaz)(a) = Mas(a) + Agaz(a) =0 fir a€ Aoy € At A2 €K,
und fur A C V* aus

a(Arar + Aaaz) = Mafar) + Aaafaz) =0 fiir  ajn € At a e A M2 €K

(ii) folgt unmittelbar aus der Definition.

(iii) A; C Ay bedeutet, dass a(v) = 0 fiir alle & € Ay und v € A; gilt. Dies ist aber auch
aquivalent zu As C Af-.

(iv) Aus (iii) und A+ C A+ folgt A C A++. Hieraus erhalten wir mit (i) A+t C A+, Mit
(iii) ergibt sich aber auch die umgekehrte Inklusion A+ C A+++ aus A+ = AL+, Also gilt hier
Gleichheit.

(v) Da At D A ein linearer Unterraum ist, gilt auch span(A) C A1+ also A+ C span(A4)*.
Die umgekehrte Inklusion folgt unmittelbar aus (ii), so dass wir die Gleichheit erhalten.

(vi)(a) Da V = (V*)* ist (Satz[8.2.12), reicht es die Behauptung fiir den Fall A C V zu zeigen.
Der Fall A C V* folgt dann durch Anwendung dieses Falles auf den Raum V* anstelle von V.

Sei A C V. Wir wahlen eine Basis by,...,b; von A, die wir durch byy1,...,b, zu einer Basis
von V erganzen. Dann ist b7, ..., b} eine Basis von V* und eine Linearkombination o = Z?Zl a;bj
verschwindet genau dann auf A, wenn fiir j = 1,..., & die Beziehung

0=a(b;) =a

gilt. Also ist A+ = span{b},,,...,b}} und somit codim(A+) = k = dim(A).

(b) Wegen (v) diirfen wir A = span(A) annehmen, d.h., dass A ein linearer Unterraum ist.
Wegen A C A+t reicht es dann zu zeigen, dass die Dimensionen dieser Unterrdume gleich sind.
Dies ergibt sich mit (a) fiir A C V aus

dim(A) = codim(A*) = dim V* — dim(A') = dim V — codim(A*+) = dim(A*++)
und vollkommen analog fiir A C V*. O
Satz 8.2.16. Fir die duale Abbildung ¢*: W* — V* von p: V — W ist
ker(p*) = im(¢)*. (8.3)

Insbesondere ist ©* injektiv, wenn ¢ surjektiv ist.
Ist dimV < oo, so gilt auch

im(p) = ker(¢*)*. (8.4)

Beweis. Fiir a € W* ist die Relation 0 = ¢*(a) = a0 ¢ dquivalent zu o,y = 0. Hieraus folgt
(8.3). Ist V endlichdimensional, so ergibt sich damit wegen Lemma [8.2.15(vi)

im(p) = (im(p)*)" = ker(¢")*. O

Bemerkung 8.2.17. Mittels der dualen Abbildungen erhalten wir einen sehr natiirlichen begrif-
flichen Beweis des Satzes, dass fiir jede Matrix Zeilen und Spaltenrang tibereinstimmen.

Sei hierzu ¢: V. — W eine lineare Abbildung und ¢*: W* — V* die duale Abbildung. Dann
ist

rank(¢*) = dim(im(¢*)) = codim(ker ¢*) = codim(im(p)t) = dim im(yp) = rank(y).

Also haben die linearen Abbildungen ¢ und ¢* den gleichen Rang.
Aus Satz[8.2.10 ergibt sich damit fiir jede Matrix A € M,, ,(K) die Relation

rank(A) = rank(A ")

bzw. “Zeilenrang = Spaltenrang”.
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Satz 8.2.18. Ist U C V ein linearer Unterraum und qu: V — V/U die Quotientenabbildung, so
ist gy (V/U)* — V* eine injektive Abbildung mit Bild UL. Insbesondere haben wir

(V/U)* = UL,
Hat U endliche Kodimension, so ergibt sich hieraus insbesondere
codim(U) = dim(U™).

Beweis. Da qp surjektiv ist, folgt aus Satz dass ¢j; injektiv ist. Weiter folgt aus dem
Homomorphiesatz dass zu einem linearen Funktional ¢: V' — K genau dann ein lineares
Funktional @: V/U — K existiert mit ¢ = @ o qy = ¢5(¥), wenn U C ker ¢ gilt, d.h., p|y = 0 ist.
Hieraus folgt im(g};) = U+ und damit (V/U)* 2 U*L.

Hat U endliche Kodimension, so erhalten wir damit

codimU = dim(V/U) = dim((V/U)*) = dim(U*). O

Aufgaben zu Abschnitt

Aufgabe 8.2.1. Sei (v;);jc s eine Basis des K-Vektorraums V. Wir schreiben K fiir den Raum
aller Funktionen J — K und K(/) C K fiir den Teilraum, der aus denjenigen Funktionen besteht,
die nur an endlich vielen Stellen von 0 verschieden sind. Zeigen Sie:
(a) Die Abbilding

LK = Vo T(f) =) f ()

jeJ
ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

(b) Die Abbilding

r*:v* =K/, T*(a)(j) = a(v))

ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Fiir V = K(/) erhalten wir also insbesondere
(K(D)* 2= K7, SchlieBen Sie hieraus, dass V* nicht von den Elementen v, j € J, erzeugt
wird wenn J unendlich ist.

Aufgabe 8.2.2. (Zum Unterschied von Hom(K, V) und Hom(V,K)) Sei V ein K-Vektorraum.
Dann ist
evi: Hom(K, V) =V, v~ ~(1)

ein linearer Isomorphismus.

Aufgabe 8.2.3. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und S C V* eine Teilmenge. Wir
sagen S trennt die Punkte von V, wenn zu jedem 0 # v € V ein a € S existiert mit a(v) # 0.
Zeigen Sie: Fiir S C V* sind aquivalent:

(a) S trennt die Punkte von V.
(b) S+ = {0}.
(¢c) span S = V*.
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Kapitel 9

Bilinearformen und Quadriken

In diesem Kapitel werden wir die Diagonalisierungssétze aus Kapitel [7]aus einer neuen Perspektive
wiedersehen, indem wir sie auf quadratische Formen anwenden. Zuerst diskutieren wir Bilinear-
formen V x V — K iiber einem allgemeinen Korper und werden sehen, dass Bilinearformen sich,
dhnlich wie lineare Abbildung, durch Matrizen darstellen lassen. Allerdings haben diese Matrizen
hierbei eine vollkommen andere Interpretation. Symmetrische Bilinearformen fiihren uns dann auf
die quadratischen Formen und damit zusammenhingende geometrische Fragen.

9.1 Bilinearformen und Sesquilinearformen

Sei V ein Vektorraum tiber einem beliebigen Korper K. In diesem Abschnitt studieren wir Bilin-
earformen auf V| d.h. bilineare Abbildungen F': V x V — K. Damit wir damit auch komplexe
Skalarprodukte erfassen, tun wir das in einem etwas allgemeineren Rahmen, was auf den Begriff
der a-Sesquilinearform fithrt, wobei o € Aut(K) ein involutiver Automorphismus des Kérpers K
ist.

9.1.1 Die Matrix einer Sesquilinearform

In diesem Abschnitt ist K ein allgemeiner Korper sofern nichts anderes gesagt wird und a: K — K
ist ein Automorphismus von K, d.h., eine bijektive Abbildung, die mit Addition und Skalarmulti-
plikation vertraglich ist:

alz+y)=calx)+aly) und oalzy) =a(z)aly) fir z,yekK

Dariiber hinaus nehmen wir an, dass a involutiv ist, d.h., o = idkx und wir schreiben wie im Falle
K=C:
T=az) fir zek

Beispiel 9.1.1. (a) Fiir jeden Korper K ist o = idg ein involutiver Automorphismus.
(b) Fiir K = C kennen wir aufler der Identitét nocht den Automorphismus «(z) = z, der durch
die komplexe Konjugation x + iy = z — iy fiir ,y € R definiert ist. Man kann zeigen, dass

Autr(C) = {p € Aut(C): p|lg = idr} = {1,a}

ist. Allerdings gibt es viele weitere Automorphismen, die den Unterkérper R nicht punktweise
festlassen.

(c) Der Korper R besitzt nur den trivialen Automorphismus 3 = idg. Hier ist eine Beweisskizze:
Jeder Automorphismus § lasst das Einselement 1 fest, denn S(z) = B(1z) = B(1)8(x) gilt fiir
2 # 0. Hieraus folgt durch Induktion leicht 3(n) = n fiir alle n € N und damit auch fir n € Z.

Fiir m € N und n € Z erhalten wir damit 3(Z) g((:l)), also B(z) =z fir z € Q.

113
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Ist z > 0, so existiert ein y € R mit # = y?. Also ist auch 3(x) = B(y)? > 0. Damit sehen
wir, dass aus z < y auch 8(z) < S(y) folgt, d.h. 8 ist mit der Ordnung vertrdglich. Ist nun z € R
beliebig und ¢ < z, so ist auch ¢ = 8(q) < B(z) und fir ¢ > z folgt ebenso ¢ > S(x). Damit ist

z=inf{qg € Q: x < ¢} = inf{q € Q: B(x) < q} = B(x)

fiir alle € R.
(d) Ist K = R(X) der Korper der rationalen reellwertigen Funktionen, so ist a(f(X)) := f(—X)
ein involutiver Automorphismus.

Definition 9.1.2. Sei V ein K-Vektorraum und a € Aut(K) involutiv.
(a) Eine Abbildung F': V xV — K heifit a-sesquilinear oder einfach sesquilinear bzw. Sesquilin-
earform, wenn fir v,v’,w,w’ € V und X\ € K gilt
Flv+v,w)=F(v,w)+ F@,w), Fv,w)=\F(v,w). (B1)
F(v,w+w') = F(v,w) + F(v,w'), F(v, \w) = \F(v,w). (B2)
Ist a = idg, so bedeutet das gerade, dass F bilinear ist.

Fiir K = C und «a(z) = Z kennen wir bereits Sesquilinearformen.
(b) Eine sequilineare Abbildung F': V x V — K heifit hermitesch, wenn

F(xz,y)=F(y,z) fir zyeV
gilt. Fir a = id bedeutet diese Bedingung, dass F' symmetrisch ist, d.h.,
F(z,y) = F(y,x) fir ax,yeV.

Eine sequilineare Abbildung F': V x V — K heifit schiefhermitesch, wenn

F(z,y) =—-F(y,x) fir =z,yeV
gilt. Fir a = id bedeutet diese Bedingung, dass F' schiefsymmetrisch ist, d.h.,
F(z,y)=—-F(y,z) fir =z,yeV.
Fiir o = id nennen wir F' alternierend, wenn
F(z,z)=0 fir zeV

gilt. Wir haben schon im Kapitel iiber Determinanten gesehen, dass jede alternierende Form auch
schiefsymmetrisch ist. Die Umkehrung aber nur dann gilt, wenn 2 := 141 # 0 in K gilt.

(c) Eine sequilineare Abbildung F': V x V — K heifit orthosymmetrisch, wenn aus F(x,y) =0
auch F(y,z) = 0 folgt. Man sieht sofort ein, dass symmetrische, schiefsymmetrische, hermitesche
und schiefhermitesche Formen orthosymmetrisch sind.

Beispiele 9.1.3. (a) Das Standardskalarprodukt

F:K"xK" =K, F(,y)=) z;7;
j=1

ist hermitesch: Die a-Sesquilinearitit ist klar. Dariiber hinaus haben wir wegen a? = id bzw.

T =x:
n

Flz,y) =Y %55 = > _y;% = F(y, ).
J Jj=1

1

Fiir o = id erhalten wir insbesondere auf K™ die Standardbilinearform

7j=1
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(b) Definiere fiir z = <a:1> LY = (yl) in K2
L2 Y2
F(z,y) = 2191 — 2172 + 22201 — 2272

1

Unter Benutzung der Matrix A = ( 1

21> konnen wir dies in folgender Form schreiben:

F(a,y) = (A2) g =2 T ATg = (21 a2) (1 _1> (“) .

2 —-1)\m

(c) Sei allgemeiner A = (a;;) € M, (K). Fir z,y € K" sei

n
Fa(z,y) =2 ATy =% ajzy;.
ig=1

Dann ist F4 eine Sesquilinearform auf K”.

Wir werden sehen, dass jede Bilinearform auf K™ durch eine Matrix A dieser Weise dargestellt
werden kann:

Definition 9.1.4. [Matrix einer Sesquilinearform] Sei F': V' x V' — K eine Sesquilinearform auf
einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V und B = (vy,...,vy) eine Basis von V. Fiir

Aij ZZF(’U]‘,U,*) flir i,j:l,...,n

heit [F|p := A = (ai;) € M, (K) die Matriz von F bzgl. der Basis B.
Die Zahl Dp(F) := det([F]5) € K heifit Diskriminante von F.

Satz 9.1.5. Sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V. Dann gilt:
(i) Jede Sesquilinearform F:V xV — V ist eindeutig durch ihre Matriz A = [F|p bestimmt:
n n n
F( Z T;v;, Z ijj) = Z ;i T;Y;- (91)
i=1 j=1 ij=1
(ii) Fir jede Matrix A € M,(K) existiert genau eine Sesquilinearform F:V x V — K mit
[F]B = A:
F(Zﬁfivi, Zyﬂfj) = Z Qi TiY;- (9.2)
i=1 j=1 ij=1

Beweis. (i) folgt sofort aus

n n n n n n
F(Z TiU;, Z ijj) = inF(vi; Z yj’ljj) = Z $j?jF(vi7 Uj) = Z xj@jaji.
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 j=1
(ii) Hierzu hat man nur zu verifizieren, dass durch (9.2]) eine Sesquilinearform definiert wird
vgl. Beispiel [9.1.3|(c)). O
g

Definition 9.1.6. Wie im Komplexen definieren wir fir Matrizen A = (a;;) € M, (K):

A:=(a;) und A" =4 =(a).
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Satz 9.1.7. [Transformationsformel] Sei F eine Sesquilinearform auf V sowie B = (vy,...,vp)
und B" = (vi,...,v,,) Basen von V. Sei A = (F(vj,v;)) die Matriz von F bzgl. B und A’ =
(F(vj,v;)) die Matriz von F bzgl. B’ sowie S = (s;5) die Transformationsmatriz, deren j. Spalte
der Koordinatenvektor [v}]p ist, bzw. v} = 371 sijvi. Dann gilt

Beweis. Das folgt sofort aus

n n n n n
/ / / _— _—
a;; = F(vj,vi) = F( g SkjUk , Sgﬂ}g) = E E S0 F(vg,ve) = g S6i0ek Sk - O
k=1 (=1 k=1 (=1 v k,e=1

Ak

Bemerkung 9.1.8. Fiir die Diskriminante ergibt sich mit der Transformationsformel insbesondere
die Relation

Dp/(F) = det(A") = det(S*AS) = det(S*) det(S) det(A) = det(S) det(S)Dp(F).
Sie ist also i.a. nicht unabhéngig von der Wahl der Basis.

Bemerkung 9.1.9. Man beachte, dass die Transformationsformel fiir die Matrix einer Bilinear-
form verschieden ist von der Transformationsformel fiir die Matrix einer linearen Abbildung. Nur
wenn S~! = S* gilt, also wenn S unitdr ist, sind die beiden Transformationsformeln gleich. Fiir
« = id bedeutet dies, dass S orthogonal ist. Das ist insbesondere der Fall fiir Koordinatentrans-
formationen zwischen Orthonormalbasen B und B’ in K™ bzgl. dem Standardskalarprodukt. Wir
werden spater sehen, wie sich dieser Sachverhalt bei der Hauptachsentransformation anwenden
lésst.

Beispiel 9.1.10. Sei V = R?, B = (ey, e2) die Standardbasis und

F(z,y) =2x1y2 + zoyn  fir o= (2) LY = (3;) € R2.

Dann ist
F(z,y)=x2 ATy mit A= (g (1)) .

. . . . 1 — . . v . .
Weiter sei B’ die Basis v] = (1> , Vb = < 11>. Dann ist die zugehorige Transformationsmatrix

_ / /
S = <1 11>. Sind (x/1>’ <y/1) die Koordinaten von z und y bzgl. der neuen Basis, so ist F
Lo Ya

/
2

wr=stars= (LD E D0 =0 20 D= L)

Damit ist F(x,y) = 3zy] + 2|y5 — 25y} — 3xLyh bzgl. der neuen Basis.

/
gegeben durch F(x,y) = (2} 25)STATS <y1) und

Definition 9.1.11. Sei F': V x V — K eine Sesquilinearform. Fiir M C V definieren wir den
F-Orthogonalraum
M7 ={veV: (¥m e M) F(v,m) = 0}.

Die Form F heifit nicht entartet, wenn V+# = {0} ist, d.h.,

Vw e V)Fv,w)=0 = v=0.
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Lemma 9.1.12. Sei F: V x V — K eine Sesquilinearform und B = (by,...,b,) eine Basis von
V. Dann gilt:
(i) F ist genau dann hermitesch (schiefhermitesch), wenn die Matric A = [F|p hermitesch

(schiefhermitesch) ist.

(ii) Fir o =idg ist F genau dann symmetrisch (schiefsymmetrisch), wenn die Matriv A = [F|p
symmetrisch (schiefsymmetrisch) ist.

(iil) F ist genau dann nicht entartet, wenn die Matrix A = [F|p invertierbar ist.

Beweis. (1) Wir diskutieren den hermiteschen Fall. Der andere Fall ldsst sich analog beweisen. Ist
F hermitesch, so folgt sofort

aij = F(vj,vi) = F(vi,v;) = aji.

Ist umgekehrt A hermitesch und B = (by,...,b,), so erhalten wir fiir beliebige Elemente
xr = Z?:l ijj, Yy = Z?:l yjbj evV:

= F(Zl’ibi,zyjbj) Z 2y F(bi, bj) Z Tiyjaji = Z TiyYjQij
=1 Jj=1

ij=1 ij=1 ij=1

= Z YT F(b),b;) (Zy]b],Zml Z) F(y, ). O

1,j=1

(ii) folgt aus (i) fir o = idk.
(iii) Wir erinnern uns an die Rekonstruktionsformel (9.1)

F(v,w) = (Av]g)tw]p fir wv,weV.

Also ist v € V* #quivalent to (A[v]g)ty = 0 fiir alle y € K*. Fiir y = ey,...,e, sieht man,
dass dies dquivalent ist zu Afv]g = 0. Daher ist ker(4) = {0} (was zur Invertierbarkeit von A
dquivalent ist) gleichwertig dazu, dass F' nicht entartet ist.

Beispiel 9.1.13. (a) Ist n = p + g, so ist die Form
Fpolz,y) =x1gn+ - +2p0p — Tpy1Upri — * — Tnn

auf K™ hermitesch und nicht entartet, denn bzgl. der Standardbasis B = (eq,...,e,) ist ihre
Matrix gegeben durch die invertierbare hermitesche Matrix

A= <1OP _(L) € M, (K).

(b) Die schiefsymmetrische Form

F(z,y) =Y @Yntj — Tty
j=1

auf K27 nicht entartet, denn bzgl. der Standardbasis B = (ej,...,ea,) ist ihre Matrix gegeben
durch die invertierbare schiefsymmetrische Matrix

0o 1,

(c) Auf dem reellen Vektorraum V = C!([0,1],R) der stetig differenzierbaren Funktionen
betrachten wir die reell bilineare Form
1
- [ 1@y @
0
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Dann erhalten wir mittels partieller Integration

1 1
Flg.f) = / o) f' (@) da = — / J'(@)f(2)dz + [fglh = —F(f,9) + F(Da(1) - F(0)g(0).

Fir f(z) = 2 und g(x) = f'(x) = 1 ergibt sich daher F(g,f) # —F(f,g), so dass F nicht
schiefsymmetrisch ist.
Schranken wir uns auf den Unterraum

Vii={feV: f(0)=r1)}
ein, so ist die Einschrankung F|y, schiefsymmetrisch, denn fiir f, g € V1 ist f(1)g(1)—f(0)g(0) = 0.

9.1.2 Automorphismen

Definition 9.1.14. Sei F eine Sesquilinearform auf V. Eine invertierbare lineare Abbildung
p: V. =V heiBBt Automorphismus von (V, F) oder F-unitdr, wenn

F(p(v),p(w)) = F(v,w) furalle v,weV

gilt. Wir schreiben Aut(V, F') = U(V, F) fir die Menge der F-unitdren Abbildungen. Man veri-
fiziert leicht, dass dies eine Untergruppe von GL(V) ist; die unitire Gruppe von (V, F).
Ist @ = id und F' symmetrisch, so schreiben wir auch

O(V,F) :=U(V, F)

und sprechen von der orthogonalen Gruppe von (V) F).
Ist @ = id und F' schiefsymmetrisch, so schreiben wir auch

Sp(V,F):=U(V,F)
und sprechen von der symplektischen Gruppe von (V, F).

Lemma 9.1.15. Sei F: V x V — K eine Sesquilinearform und B = (by,...,b,) eine Basis von
V sowie A = [F|p die Matriz von F bzgl. B. Dann ist ¢ € GL(V) genau dann unitdr, wenn die
Matriz S := [p]p der Relation

S*AS=A

gentgt.

Beweis. Fiir die Sesquilinearform G(v,w) := F(¢(v), p(w)) ist ¢ genau dann unitér, wenn F = G
gilt. Wir berechnen dazu die Matrix von G bzgl. B:

3
3

n

9i5 = G(bj, bi) = F(p(bj), p(bi)) = F(ZSkjbk7ZShb£> = D siSal (b, be)
k=1 (=1

k=1
n n
= E SkjSeiGek = g S QekSky,

k,t=1 kt=1
also erhalten wir [G]p = S*AS. Daher ist G = F &quivalent zu S*AS = A. O
Definition 9.1.16. Ist A € M,,(K), so rechnet man leicht nach, dass
Un(K, A) := {S € GL,(K): S*AS = A}

eine Untergruppe von GL,,(K) ist; die unitdre Gruppe zur Matriz A. Fir A = 1,, erhalten wir die
unitidre Gruppe U, (K, 1,) = U,(K).

Lemmal[9.1.15| besagt, dass fiir A = [F]p und ¢ € GL(V) die Bedingung ¢ € U(V, F) dquivalent
ist zu [¢]p € U, (K, A) auf der Ebene der zugehorigen Matrizen.
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9.1.3 Orthogonalraume

Wir haben inzwischen mehrere Variationen des Konzepts des Orthogonalrausm gesehen. Fiir eine
Teilmenge U C V und eine Sesquilinearform I auf V ist U+ eine Teilmenge von V. Andererseits
haben wir in Abschnitt fiir eine Teilmenge A des Dualraums V* (also eine Menge von linearen
Funktionalen auf V) den Orthogonalraum A+ = aca kera in V' definiert. Im folgenden Beweis
werden beide Konzepte zusammenkommen.

Bevor wir einen Blick auf Unterraume U C V werfen, machen wir uns klar, dass die Ein-
schrankung einer nicht entarteten Form auf einen Unterraum auch entartet sein kann.

Beispiel 9.1.17. (a) Am eklatantesten ist dieses Phinomen, wenn F' alternierend ist, denn dann
ist F auf jedem eindimensionalen Unterraum von V entartet. In der Tat ist F(v,v) = 0 fiir alle
veV.

(b) Das Phénomen der Entartung auf Unterrdumen tritt aber auch fiir symmetrische Formen
auf. Fiir K = R? und die symmetrische Bilinearform

F(z,y) = z1y1 — T2y2

r(()-Gp=r

so dass Fauf U :=R (1) entartet ist. Die Matrix von F bzgl. der Standardbasis B = (ey, e3) ist

ist

((1) 01)7 also invertierbar und F daher nicht entartet auf R?. Es gilt sogar U+* = U.

Bemerkung 9.1.18. Ist U C V ein linearer Unterraum und F': V xV — K eine Sesquilinearform,
so ist die Einschrankung F|y: U x U — K ebenfalls eine Sesquilinearform. Ein Element ug € U
erfiillt genau dann die Bedingung

(Vu € U) F(u,up) =0,
wenn ug € U NULF ist. Daher ist F|y genau dann nicht entartet, wenn
Unutr = {0}
ist.

Satz 9.1.19. Sei F': V xV — K orthosymmetrisch und U C V' ein endlichdimensionaler linearer
Unterraum.

(i) Ist F nicht entartet, so ist
codim(U+F) = dim U.

(ii) Ist F|y nicht entartet, so ist
V=UoU"r.

Beweis. (i) Sei uq,...,u; eine Basis von U. Wir betrachten die linearen Funktionale
Bi(v) == F(v,u;), j=1,...,k.
Dann ist
k

UJ‘F:ﬂkerﬁj:AJ‘ fir A:=span{f,...,0kt CV*

j=1

(mit L im Sinne von Definition [8.2.14)), so dass aus Lemma [8.2.15(vi) die Relation
codim(U**) = codim(A*) = dim A < k = dim U
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folgt.
Wir zeigen noch, dass f1,..., S lineare unabhéngig sind, also dim A = k gilt. Hieraus folgt
dann (i). Ist Z?Zl AjB; = 0, so erhalten wir

k k k
0= Z)\jﬁj(’l}) = Z/\jF(’U,’U,j) = F(U,eruj‘)
=1 j=1 j=1

Jj=

fiir alle v € V. Da F orthosymmetrisch und nicht entartet ist, folgt hieraus Zle )Tjuj =0, also
Aj =0 fiir alle j und damit auch Ay = ... =\, = 0.
(ii) Ist F|¢ nicht entartet, so ist U N ULF = {0} (Bemerkung , d.h. die Einschrénkung
der Quotientenabbildung
¢: U=V U, vesv+ULF

is injektiv. Also ist codim(U+*) = dim(V/U+F) > dimU. Im ersten Teil des Beweises von (i)
haben wir andererseits eingesehen, dass codim(U+*) < dim U ist. Daher ist

codim(U*F) = dim(U).

Folglich ist die injektive lineare Abbildung ¢ zwischen Raumen gleicher Dimension ein Isomorphis-
mus. Aus ihrer Surjektivitit erhalten wir unmittelbar V =U @ U+*. O

9.1.4 Normalformen

Definition 9.1.20. Die Basis B von V heiit Orthonormalbasis bzgl. F, wenn die Matrix [F|p
die Einheitsmatrix ist. Sie heifit Orthogonalbasis, wenn [F|p eine Diagonalmatrix ist.

Wir werden jetzt sehen, dass in vielen Fillen eine Orthogonalbasis fiir F' existiert.

Theorem 9.1.21. (Orthogonalbasen fiir hermitesche Formen) In folgenden Fallen existiert fir
eine hermitesche Form F auf dem n-dimensional K-Vektorraum V eine Orthogonalbasis B =
(U]_, ce ,Un).‘

(i) a=1id, d.h., F ist symmetrisch und 2 # 0 in K:

(a) Ist K algebraisch abgeschlossen, so lisst sich sogar F(v;,v;) € {0,1} erreichen. Wir
erhalten also eine Matriz der Blockgestalt

1. 0
Flp=|(" .
Fa= (5 o)
F ist genau dann nicht entartet, wenn r = n. In diesem Fall existiert eine Orthonor-
malbasis.

(b) Ist K=R, so ldsst sich F(vj,v;) € {—1,0,1} erreichen. Wir erhalten also eine Matriz
der Blockgestalt

1, 0 0
[Flp=(0 -1, 0
0 0 O

(ii) Ist K= C und a(z) =z, so ldsst sich F(v;,v;) € {—1,0,1} erreichen. Wir erhalten also eine
Matriz der Blockgestalt

1, 0 0
Flg=[0 -1, 0
0 0 0

Wenn F nicht entartet ist, ist F(vj,v;) € {—1,1}.
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Beweis. (i) Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach der Dimension n von V. Fiir n =0
ist nichts zu zeigen. Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir R&ume der Dimension n — 1
richtig ist.

Ist FF = 0, so erfiillt jede Basis unsere Bedingungen fiir » = 0 und d = dim V. Wir diirfen
daher F' # 0 annehmen. Da 2 # 0 ist, haben wir die Polarisierungsformel

Fv,w) = %(F(U—Fw,v—i—w)—F(v,v)—F(w,w)).

Wegen F # 0 existiert daher ein v] € V mit F(v],v}]) # 0.

Ist K algebraisch abgeschlossen, so existiert ein A € K mit A2 = F(v{,v}). Dann setzen wir
vy == A"1v} und erhalten F(vy,v;) = 1.

Ist K = R, so existiert ein A € K mit A2 = |F(vf,v})]. Dann setzen wir v; := A~!v] und
erhalten F'(vqy,v1) € {£1}.

Da F auf dem eindimensionalen Unterraum U := Kuv; nicht entartet ist, haben wir V = U U+
mit dim U+ = n—1 (Satz ii))7 so dass wir die Induktionsannahme auf U+ anwenden kénnen.
Hieraus folgt die Behauptung.

(ii) In diesem Fall argumentieren wir analog, indem wir die Polarisierungsformel

3
1
F(v,w) = 1 szF(v + i*w, v + i*w)
k=0

fir F # 0 verwenden, um ein Element v} mit F(v],v]) # 0 zu finden. Da F hermitesch ist,
ist F(v],v}]) reell und es existiert ein A € R mit A2 = |F(v],v})|. Fiir v; := A~1v} ist dann
F(v1,v1) € {£1}. O

Satz 9.1.22. (Sylvesterscher Tragheitssatz) Sei K € {R,C}. Ist F eine hermitesche Form auf
dem K-Vektorraum V und vy, ..., v, eine Orthogonalbasis mit

F({Ujvvj):la]-gjgp; F(U],Uj):—l,p+1§j§p+q, F(Uj7Uj):O,j>p+q,
so sind die Zahlen p und q unabhdngig von der Wahl der Basis.

Die Zahl (p, q) heifit Signatur der Form F und die Differenz p — ¢ heifit Tragheitsindex.

Beweis. Ist B = (v1,...,vy,), so ist
1, 0 0
A = [F]B = 0 _]-q 0 ’
0 0 O

also p + ¢ = rank([F]p), und diese Zahl ist unabhéngig von der Wahl der Basis, denn fiir S €
GL,(K) hat die Matrix S*AS den gleichen Rang (vgl. Satz[9.1.7).
Auf dem Unterraum
U :=span{v1,...,Vp, Uptqtis---sUn}

ist F' positiv semidefinit und auf W := span{v,11,...,vp+4} ist F negativ definit, d.h, —F|w is
positiv definit.

Ist W’ ein beliebiger Unterraum von V' auf dem F negativ definit ist, so ist F(w,w) < 0 fir
0 # w € W’. Insbesondere ist also W/ NU = {0}, also

dimU + dim W = dim V' > dim(W’ + U) = dim(W’) + dim(U)

und somit dim W’ < dim W. Dabher ist ¢ die maximale Dimension eines Unterraums von V auf
dem F' negativ definit ist. Diese Zahl ist unmittelbar durch F' definiert, héngt also nicht von der
Wahl einer Basis ab. O
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Theorem 9.1.23. (Kanonische Basen fiir alternierende Formen) Ist F alternierend und V' endlichdi-
mensional, so existiert eine Basis

Pis---5Pry q1,---54r, V1y...,Ud

von V, so dass
(VUEV)F(vaj):Ov F(pjapj):F(qjvqj):Oﬂ F(pjaqz):(;l] fur i?jzlv"'7r'

Beweis. Auch hier zeigen wir die Behauptung durch Induktion nach der Dimension n von V. Fiir
n = 0 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir Raume der Dimension
< n — 1 richtig ist.

Ist F =0, so erfiillt jede Basis unsre Bedingungen. Wir diirfen daher F' # 0 annehmen. Dann
existieren p; € V und ¢} € V mit X := F(p1,q1) # 0. Fiir ¢ := A7 !¢} ist dann F(p;,q1) = 1. Da
F alternierend ist, ist g1 & Kpy. Also ist U := Kp; + Kq; ein zweidimensionaler Unterraum. Die
Einschrankung auf U hat bzgl. der Basis (p1, ¢1) die Matrix

0 -1
1 0)°
ist also nicht entartet.
Da F auf U nicht entartet ist, haben wir V = U @ U+ mit dimU+ = n — 2 (Satz[9.1.19)), so
dass wir die Induktionsannahme auf U+ anwenden kénnen. Hieraus folgt die Behauptung. O

Aufgaben zu Abschnitt

Aufgabe 9.1.1. Ist V ein K-Vektorraum und o € Aut(K) ein involutiver Automorphismus, so
ist die Menge Sesq,, (V,K) der a-Sesequilinearformen ein K-Vektorraum bzgl. der Operationen

(F1 + Fo)(v,w) := Fi(v,w) + Fa(v,w) und (AF)(v,w):= AF(v,w).
Aufgabe 9.1.2. Sei V ein K-Vektorraum und V* sein Dualraum. Zeigen Sie:
(a) Ist F': V x V — K bilinear, so definiert
FEV =V, FHu)(w) := F(v,w)

eine lineare Abbildung.

(b) Ist G: V — V* linear, so definiert
G VXV oK Gw) = G)(w)
eine Bilinearform.

(c) Die Abbildung T': Hom(V,V*) — Bil(V,K),G + G’ ist ein linearer Isomorphismus auf den
Vektorraum Bil(V, K) der Bilinearformen auf V' (vgl. Aufgabe [9.1.1]).

Aufgabe 9.1.3. Zeigen Sie: Fiir jede invertierbare symmetrische komplexe Matrix A € M, (C)
existiert ein S € GL, (C) mit STAS = 1,,. Ist A nicht invertierbar, so existiert ein S € GL,,(C)
mit

1,

STAS =
(5

8) fir » = rank(A4).

Aufgabe 9.1.4. Zeigen Sie: Fiir jede hermitesche komplexe Matrix A € M, (C) existiert ein
S € GL,(C) und p, ¢ € Ny mit

1, 0 0
S*AS=10 -1, 0 fiir p 4+ g = rank(A).
0
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Aufgabe 9.1.5. Zeigen Sie: Fiir jede reelle symmetrische Matrix A € M, (R) existiert ein S €
GL,(R) und p, ¢ € Ny mit

1, 0 0
stas=1o0 -1, 0 fir p+ ¢ = rank(A).
0 0 O

Aufgabe 9.1.6. Sei K = 7, der zweielementige Korper und A € M, (K). Fir welche Matrizen
A ist die Bilinearform F4(x) := 2" Az symmetrisch/schiefsymmetrisch/alternierend? Geben Sie
jeweils Beispiele fiir n = 2 an.

9.2 Quadratische Formen

Sei V' ein Vektorraum {iber einem Kérper K. Wir nehmen an, dass 2 := 141 # 0 in dem Korper
K gilt (wir lassen also z.B. den zweielementigen Korper Z/27Z nicht zu).

In diesem Abschnitt werden wir quadratische Formen als Mittel zum Studium symmetrischer
Bilinearformen kennenlernen. Auch wenn die Definition einer quadratischen Form zunéchst etwas
abstrakt anmutet, werden wir doch gleich sehen, was sich konkret dahinter verbirgt.

Definition 9.2.1. [Quadratische Formen] Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
Q:V—=K

heifit quadratische Form, wenn
QM) = A\*Q(v)
fir alle A € K und v € V gilt sowie die Abbildung

F:VxV =K (2y) = Q@ +y) - Q) - Qy)
bilinear ist. Man beachte, dass F' definitionsgemafl symmetrisch ist, und dass sich @) durch
F(z,z) = Q(27) — 2Q(z) = 4Q(x) — 2Q(z) = 2Q(x)

aus F' zuriickgewinnen lasst.
Frage: Wo haben wir die Annahme 1+ 1 # 0 benutzt?

Bemerkung 9.2.2. Sei F eine symmetrische Bilinearform auf V. Die Abbildung
Q: V=K, Qx)=F(x,z), z€V
erfiillt trivialerweise
Q(\x) = F(\x, \x) = M\F (2, \x) = N2 F(z,z) = \2Q(x).
Weiter gilt

Qr+y)— Q) —Qly) = Flzty,z+y) - Fz,r) - F(y,y)
=F(z,2) + F(z,y) + F(y,z) + F(y,y) — F(z,2) — F(y,y)
=F(z,y) + F(y,r) = 2F (x,y).

Also ist @ eine quadratische Form und F' die zugehorige Bilinearform. Wir nennen @) die zu F
assoziierte quadratische Form. Wir erhalten so einen bijektive Korrespondenz zwischen quadratis-
chen Formen und symmetrischen Bilinearformen. Beides sind verschiedene Sichtweisen auf die
gleiche mathematische Struktur.
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Beispiel 9.2.3. Die zu dem Standardskalarprodukt assoziierte Form auf R™ ist
Q@) = (w,2) = [|z|* = 2T + 25 + - + 27

Sei A die Matrix einer symmetrischen Bilinearform auf K™ (bzgl. der Standardbasis). Man
erinnere sich, dass A eine symmetrische Matrix ist. Wegen

F(z,y) =2 Ay =Y aijzy;

ij=1

ist die assoziierte quadratische Form @) gegeben durch

Q(z) = F(z,z) =2 Az = Z A;jT;T; = Zaiix? + Z 2a;2;x;.
i=1

ij=1 i<j

Wir haben hier die Audriicke a;;z;x; + aj;x;2; zu 2045725 fir alle 1 < j zusammengefasst. Das
konnen wir tun, da a;; = a;; aufgrund der Symmetrie von A gilt.
Umgekehrt sei @ : K® — K eine Funktion folgender Art

n
Q(I) = Z(IZZE? + Z bij$il‘j,
i=1 1<J

Dann ist @ eine quadratische Form. Die assoziierte symmetrische Bilinearform hat die Matrix

1 1
aq §b12 N §b1n
1
A= 5512 a2
1
fb].’ﬂ e N Qp,

oder in anderen Worten Q(x) = " Az.

Beispiel 9.2.4. Fiir Q(z) = 2% + 4z125 — 23 ist die Matrix A = (; 21>.

9.3 Hauptachsentransformation

In diesem Abschnitt betrachten wir nur den euklidischen Vektorraum V = R™ mit dem Standard-
skalarprodukt.

Satz 9.3.1. Sei F' eine symmetrische Bilinearform auf R™ und @Q die assoziierte quadratische
Form Q(x) = F(z,x). Dann gibt es eine Orthonormalbasis

B = (vi,...,v))

e n

bzgl. dem Standardskalarprodukt von R™, so dass die Matriz A’ = [F]p: von F bzgl. der Basis B’
eine Diagonalmatriz ist:
A1
v U

A= . )
0 n
d.h. firz =2+ +axLv, , y=yvl+ - +yLvl, gilt

F(z,y) = Maiy) + - + ATy,
Qz) = Mzl 2+ 4+ Nzl 2
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Die eindimensionalen linearen Teilrdume, die von den neuen Basisvektoren vy, ..., vl aufges-
pannt werden, heifflen Hauptachsen von F' bzw. Q. Der Ubergang von der kanonischen Basis B
zur Basis B’ heif$t Hauptachsentransformation.

Beweis. Sei A = [F]p die Matrix von F bzgl. der kanonischen Basis B = (eq,...,e,). Da F
symmetrisch ist, ist die Matrix A eine reelle symmetrische Matrix (vgl. Lemma(9.1.12)). Aufgrund
des Hauptsatzes fiir reelle symmetrische Matrizen [7.4.12| gibt es eine Orthonormalbasis B’ =

(vi,...,v) aus Eigenvektoren von A. Die Transformationsmatrix @ ist orthogonal. Weiterhin
ist A’ := Q7 1AQ = QT AQ eine Diagonalmatrix (die Diagonaleintriige sind die Eigenwerte \; von
A). Nach Satz ist A/ := QT AQ die Matrix von F bzgl. der Basis B’. O

Der Satz iiber die Hauptachsentransformation kann auch so verstanden werden, dass durch die
Basis B’ gleichzeitig das Standardskalarprodukt und die symmetrische Bilinearform F diagonal-
isiert werden.

Eine abstrakte Variante des Satz aus der das klarer hervorgeht ist die folgende. Da jeder
endlichdimensionale euklidische Raum isometrisch isomorph zu R" ist, folgt dieser Satz sofort aus
Satz

Satz 9.3.2. Ist V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und F': V xV — R eine sym-
metrische Bilinearform auf V', so existiert eine ONB von V, die auch bzgl. F' eine Orthogonalbasis
1st.

Definition 9.3.3. [Quadratische Hyperflichen] Fiir eine quadratische Form @ auf R™ heif}t
{zr e R": Q(x) =1}

quadratische Hyperfliche (auch einfach Quadrik). Ist A = (a,;) die Matrix von @ bzgl. der Basis
B, so kann die Gleichung (1) in der Form

n
Z aiim? + 2 Z QijT;T; = 1 (2)
=1

i<j

geschrieben werden, wobei die z; die Koordinaten von x € R™ bzgl. B sind. Ersetzt man die 1
auf der rechten Seite durch irgendein a > 0, so dndert sich nichts Wesentliches.

Nach Satz gibt es eine Orthonormalbasis B’ = (v{,...,v),), so dass die Gleichung (2) auf
die Form

Mz 4+ A2l =1 (3)

gebracht werden kann, wobei die z die Koordinaten von « € R™ bzgl. der neuen Basis B’ sind. Die
1-dimensionalen linearen Teilrdume, die von den Vektoren vf, ..., v/, aufgespannt werden, heiflen
Hauptachsen der Quadrik. Die Transformation der Gleichung von der Form (2) in die Form (3)
heiflt Hauptachsentransformation.

9.3.4. [Hauptachsentransformation] Wir nehmen an, eine Quadrik im R™ sei durch eine Gleichung

der Form
Yol 4 Y bywia =1 (@)
i=1

1<i<j<n

gegeben, wobei die x; die Koordinaten von x € R™ bzgl. der Standardbasis sind. Wir wollen
dieselbe Quadrik bzgl. einer neuen Basis beschreiben, die aus den Hauptachsen der Quadrik
besteht.
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(1) Bilde die Matrix

1 1
ai §b12 §b1n
1
A— | 202 @
1
§b1n . . Qp

Diese Matrix ist symmetrisch und reell.
(2) Gleichung (Q) kann nun in folgender Form geschrieben werden:

2T Ax = 1. (Q1)

(3) Berechne die Eigenwerte A1, ..., \, von A, jeden mit seiner algebraischen Vielfachheit. (Aus
Satz |7.4.11| wissen wir, dass alle Eigenwerte von A reell sind.)

(4) Bestimme eine Orthonormalbasis B’ = (v{,...,v},) von Eigenvektoren von A in R™. Die

r n

Existenz einer solchen Basis folgt aus dem Hauptsatz iiber symmetrische Matrizen [7.4.12]

(5) Sei S = (vq,...,v,) die Matrix, bei der die Spalten die Vektoren v} der Orthonormalbasis B’

rn

sind. Dann ist S eine Orthogonalmatrix. Mit S~' = ST wird die Matrix A auf die Matrix

A
1 N O
0 .

A =87148 =

transformiert und zwar bzgl. der Basis B’'.

Wir behaupten, dass diese neue Matrix die Quadrik bzgl. der neuen Koordinaten beschreibt:

Seien z, ..., ] die Koordinaten von x € R™ bzgl. der neuen Basis B’. Dann gilt
T Xy
=9
Tn, x,

Einsetzen in Gleichung (@) ergibt

1 1
(h A | | =@)TAY.

/ /
xn xn

' Az = (2 ...2))ST AS

Bzgl. der neuen Basis B’ wird die Quadrik durch die folgende Gleichung beschrieben:

M) 4 Ao+ 4 Azt =1

9.4 Typen reeller Quadriken

Wir geben nun eine Klassifikation der quadratischen Formen in den Dimensionen 2 und 3. Dabei
héngt die Gestalt einer Quadrik nur von den Vorzeichen der Eigenwerte A; ab. Insbesondere ist
der Typ einer Quadrik durch die Eigenwerte der Matrix A vollstandig bestimmt.

Wir haben gesehen, dass bzgl. einer geeignet gewéhlten Orthonormalbasis jede quadratische
Form im R"™ wie folgt geschrieben werden kann:

Qz) = Mt + -+ N2,
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Fiir eine Klassifikation gentigt es, quadratische Formen dieses Typs zu betrachten. Ist einer
der Koeffizienten A\; = 0, dann heifit die quadratische Form entartet. Ist A\; # 0 fir alle ¢, dann
heifdt sie nicht entartet. Zur Klassifikation betrachten wir die Quadriken mit der Gleichung

A@d 4+ Aowd 4+ Azl = 1

9.4.1 Quadratische Kurven

In diesem Abschnitt ist n = 2, die entsprechende Quadriken sind also quadratische Kurven.
Nach Hauptachsentransformation erhélt die quadratische Gleichung die Form:

Ma? + a2 = 1. (Q)

Wir betrachten zunéichst die nicht entarteten Félle A1, A2, A3 # 0 und setzen

(a)

1 1
a:= und b:=

vl Vel

A1 > 0 und Ag > 0: Dann wird Gleichung (Q) zu

8
ol=
NIV

IS
+
s
I
-

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a,b.

A1 >0, A <O0:

Gleichung (Q) wird zu

2 2
1 Tz —1
a2 b2 .

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel mit den Asymptoten xo = j:gzl.

Die Asymptoten werden auf folgende Art erhalten: Die Gleichung der Hyperbel kann in der
Form

2 2
ﬂ:ﬁ+1
a? b

geschrieben werden. Sind z; und z grof (im Betrag), kann der Wert 1 vernachldssigt
werden, denn wir erhalten zum Beispiel fiir den positiven Zweig die Funktionsgleichung

x1 = %/x3 +b? und somit

1 . a b2

. a
lim —= lim —/1+—5 =+
T2—>00 Lo ZTo—00 x5 b

sowie
2
' e — lim Y Sa2 b2 — ):-Eb—:
zzlgnooxl be a:lgnoob( {E2+b 2 xignoob l’%+b2+x2 0

Die Gerade mit der Gleichung x; = {3 ist also eine Asymptote der quadratischen Kurve.
_a

Analog erhilt man fiir den negativen Zweig die Gerade x1 = —3x2 als Asymptote. Das
asymptotische Geradenpaar der Hyperbel ist also durch die quadratische Gleichung

2 2
1 _ %
a? b2

gegeben.

(¢) A1 <0, A2 < 0: Die Gleichung (Q) hat keine reelle Losung.
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(d) )\1>0,)\2:0:

Hier vereinfacht sich (Q) zu A\;2? = 1, also gilt

1‘1=:|: 1 ==a

VAL

In diesem degenerierten Fall besteht die quadratische Kurve aus zwei parallelen Geraden (in
der Zeichnung punktiert gezeichnet).

Beispiel 9.4.1. Wir betrachten zunéchst die quadratische Gleichung:

’x%+6m1x2+x§:1.‘

3 1
1—A 3
3 1—A

Zugehorige Matriz der quadratischen Form: A = <1 3) .

Charakteristische Gleichung: det(A — A1) = ‘ =(1-XN2-9=0.

FEigenwerte: \y =4, Ay = —2.

Figenvektoren (normiert):
50 0
1 \/i 1 ’ 2 \/é 1 .

. , 1 -1 T —sin% e
Transformationsmatriz: S = % ( 11 ) = (Z?j § czlsnf) (dies ist eine Drehung um 7).

Fiir die Koordinaten bzgl. der neuen Basis v}, v} ergibt sich die Gleichung der quadratischen
Kurve zu:

dat? — 22 =1

12 r2
oder gleichwertig dazu % —
2

(752
rhy = ++/2x vor.
Die Koordinatentransformation zwischen den Koordinatensystemen wird beschrieben durch

()=o) G- ()
$2 .%‘2 .'1;2 31‘2

= 1. Das bedeutet, es liegt eine Hyperbel mit den Asymptoten

Das bedeutet

HS‘H
[\

Ty = —= (] + x3), Ty = —=(x1 — x2).

V2

Beispiel 9.4.2. Wir betrachten nun die quadratische Gleichung

722 4+ 631179 + 1322 = 16.

. . . 7 3V3
Zugeh Matriz d dratischen Form: A =
ugenorige almx der quadratischen rForm <3\/§ 13 )

Charakteristisches Polynom:

7T—-X 33

5V3 13- X =(7-X)13 - X)—27= X% - 20X + 64.

det(A — X1) = ‘
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Eigenwerte: A\;/5 =10 4+ /100 — 64 = 10 £ 6, also A\ = 4 und Ay = 16.
Eigenvektoren (normiert) zu diesen Eigenwerten:

50 41

. . V3 -1 cost —sin%
Transformationsmatriz: S = 3 ( =6 6
IRVE] sing  cos g

Bzgl. der neuen Koordinaten hat die quadratische Kurve die Gleichung 4;v'12 + 16:5/22 = 16 oder

) (dies ist eine Drehung um %).

Dies ist eine Ellipse, die um ¢ um die Halbachse a = 2, b = 1 gedreht wurde.

Wir schreiben wieder die Hauptachsentransformation explizit aus:

71\ _g x} x} _gT (™
T xh)’ ) xo)’

oder
1 1
zlzi(\/gxllfxlz)a 1'/115(\/g Ty + x2),
1 1
w2 = 5 (@) + V3 5), vl = (=21 + V3 23).

9.4.2 Quadratische Flachen

In diesem Abschnitt ist n = 3, so dass die Quadriken quadratische Flichen im R? sind. Bzgl. einer
Hauptachsenbasis sind sie Losungsmenge einer Gleichung der Form

Ax? 4 Aoxd + Azzh = 1.

Wir diskutieren hier zundchst die nichtentarteten Falle A1, Aa, A3 # 0 und setzen

1 1 1
a:= b:= und c¢:=

VIMl vy Vsl

(a) A1 >0, A3 >0, A3 >0:
Dann wird Gleichung (Q) zu

a? c?

2 2 2
xT x xT
2+ 3 73_1‘

Dies ist die Gleichung eines Ellipsoids mit den Halbachsen a, b, c.

(b) A1 >0, A >0, A3 <O
Dann wird (Q) zu

Dies ist die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids.
Analog behandelt man die anderen Falle, bei denen zwei der A1, Aa, A3 positiv und der dritte
Wert negativ ist.

Unter den Fallen, bei denen zwei der Aj, A2, A3 negativ und der dritte Wert nicht negativ
ist, wahlen wir den folgenden Fall aus:
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(C) )\1<0,)\2<0, Az > 0:
(Q) wird dann zu

Dies ist ein zweischaliges Hyperboloid.

(d) A <0, Ay <0, A3 < 0: Die Gleichung (Q) hat keine reelle Losung.

Bemerkung 9.4.3. Die beiden Hyperboloide in (b) und (c) haben einen gemeinsamen asymp-
totischen Kegel: Fiir grofle 1, z9, x5 kann man die rechte Seite 1 vernachléssigen und in beiden
Féllen erhélt man asymptotisch die Gleichung

af a3 aj

az 2
Dies ist die Gleichung einer Kegelflache.

Bemerkung 9.4.4. Ist A3 = 0, so erhalten wir die Quadrik
F = {(z1,22,23) €R®: \ja? + Mox2 =1} = Bx R, B:={(2z1,22) € R?: \jz? + \oz? = 1}.

Die Fliche F ist dann ein Zylinder mit der Basis B, wobei B eine quadratische Kurve in R? ist.
Ist B eine Ellipse/Hyperbel, so nennt man F' einen elliptischen/hyperbolischen Zylinder.

Bemerkung 9.4.5. Im Fall \; = Ay > 0 ergeben sich sogenannte Rotationsflichen, die durch
Drehung einer Kurve in der z1-z3-Ebene um die x3-Achse entstehen. Die Kurve, die gedreht wird,
ist in Abhéngigkeit von den Vorzeichen von A3 eine Ellipse (A3 > 0), eine Hyperbel (A3 < 0) oder
ein Geradenpaar (A3 = 0). Die Schnittmengen der Fliche mit horizontalen Ebenen (parallel zur
x1-x2-Ebene) sind Kreise.

Beispiel 9.4.6. Wir betrachten die quadratische Gleichung

1T + X123 — Tox3 = 1. (Q)
1 1
0 3 3
Zugehdrende Matriz der quadratischen Form: A = % 0 —%
F -1 o
Charakteristisches Polynom:
-x 1 1
2 2 1 1 X X X
det(A-X1)=|1 —x ll=-X3-- -4+ 4+ 1+
et( )=l X s stataTy
s -5 X
2 2
s 3 1 1 1\2
— X0 = (XA DX X - )= (X +1 (Xff) .
FIX = (XXX - =X+ D) (X - 5
(dabei haben wir die Wurzel —1 geraten, um X + 1 ausklammern zu kénnen).
Eigenwerte: \1 = —1, Ag = A3 = %
FEigenvektoren zu den Eigenwerten:
e )\; = —1: Gauf}-Jordan-Elimination ergibt
L3 5 L3 L3 3
1 1 3 3 3 3
AU B T B
5 —5 1 0 —3 3 0 0 0
-1 -1
Alsoist | 1 | ein Eigenvektor, und durch normieren erhalten wir v] = % 1
1 1
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o My =)\3= %: Wir verwenden wieder Gaufl-Jordan-Elimination

_1 1 1 1 1 1
i1 i L 000
1 i 0 0 0
2 2 2
Damit kénnen wir
1 1
b2: 0 undbgz 1
1 0

als Fundamentalsystem von Losungen wahlen. Wir wenden Gram—Schmidt an, um ein Or-
thonormalsystem von Losungen zu erhalten:

we (o)=L
2_\/§ ) ,3_\/6 °

Zur Berechnung von v} verwenden wir

1 1 L
by — (b3, vy} 1 11 0 i
3 — (03, V2)Vy = - == =

Damit ergibt sich die neue Orthogonalbasis zu v}, vh, vs. Wir erhalten die Transformationsmatrix

N S e
s
41 1
V3 V2 V6

Die Gleichung unserer quadratischen Fliche bzgl. der neuen Basis v}, v}, vj ist

2 1 2 1 2
—)” + a5 +sasT =1

Da die beiden Eigenwerte Ao und A3 gleich sind, ist die Hyperflache, die durch @ in den
a’-Koordinaten beschrieben wird, invariant unter Rotation um die z}-Achse. Thr Schnitt mit
der (z},z}4)-Ebene ist die Hyperbel mit der Gleichung —z}° + %xf = 1. Durch Drehung um
die z{-Achse erhalten wir also ein einschaliges Hyperboloid, denn jeder der beiden Zweige der
Hyperbel geht durch Rotation um den Winkel  um die 2-Achse (Spiegelung an der z}-Achse in
der (2}, z%)-Ebene) in den jeweils anderen Zweig tiber.

Bemerkung 9.4.7. Wir brauchen nur die Eigenwerte A1, A2, A3 von A, um die obige Gleichung zu
erhalten, die uns etwas iiber die Form der quadratischen Flidche sagt. Die Eigenvektoren v, v}, v
werden nur gebraucht, wenn wir wissen wollen, wie die Fliche im R? plaziert ist.

Beispiel 9.4.8. Wir betrachten nun die Gleichung

—T2? — 23 — 23 + 8z129 + 81123 + 167223 = 9. (Q)
-7 4 4
Zugehorige Matriz der quadratischen Form: A= 4 -1 8
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Charakteristisches Polynom:
-7-X 4 4
det(A—X1)=| 4 -1-X 8
4 8 -1-X
=(-7T-X)(-1-X)(-1—-X)+ 1284128+ 16(1 + X) + 16(1 + X) + 64(7 + X)
= —(T+X)(1+X)> 496X +736 = —X> — 9X?% + 81X + 729
=—(X-9)(X+9)?

Eigenwerte: Ay =9, Ao = A3 = —0.
Nach Koordinatentransformation lautet die Gleichung 92/ — 924> — 924> = 9 oder

2 2 2
)" —aht -l =1.

Dies ist ein zweischaliges Hyperboloid: Es entsteht durch Rotation der Hyperbel mit der Gleichung
2} — #4°> = 1 in der (z},})-Ebene um die #}-Achse. Da beide Zweige der Hyperbel durch
Spiegelung an der z)-Achse in sich iibergehen, erhalten wir ein zweischaliges Hyperboloid. Die
beiden Schalen entstehen durch Rotation der beiden Hyperbeldste um die x}-Achse.

Wollen wir das neue Koordinatensystem und die Transformationsmatrix berechnen, miissen

wir eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A bestimmen. (Ubung.)

Beispiel 9.4.9. Wir betrachten abschlieffend

723 + 623 + 5 — w19 — 4x0m3 = 3. ‘ (Q)

7T -2 0

Zugehorige Matriz der Bilinearform: A= | -2 6 -2
0 -2 5

Charakteristisches Polynom:

T-X =2 0
det(A-X1)=| -2 6-X -2 |=("T-X)6-X)6-X)—-4(7T-X)—-4(—-X)
0 -2 5-X

=(T-X)(6-X)56-X)-8(6—-X)=(6—X)((7T-X)(5-X)-38)
=(6-X)(X?-12X +27) = (6 — X)(X —3)(X —9).

Eigenwerte: A\ =3, Ao =6, A3 =9.
Die Gleichung nach Hauptachsentransformation ist 3x'12 + 610’22 + 9x§2 = 3 oder

a)? + 2247 + 324 = 1.

Dies ist die Gleichung eines Ellipsoids mit den Hauptachsen

Die Hauptachsen erhélt man durch die Berechnung (normierter) Eigenvektoren zu den Eigenwerten
A1s Az, Ag:
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9.4.3 Quadratische Gleichungen mit linearen Termen

Wir betrachten nun allgemeiner eine Gleichung der Form

n

i a”‘l‘? + Z Q;5T;T5 + Z bix; +c =0, (93)
i=1

1<i<j<n i=1
die sich in Matrixschreibweise liest als
Az +b'z=¢c
mit einer symmetrischen Matrix A und einem Vektor b.

Beispiel 9.4.10. Fiir den Fall n = 1 reduziert sich diese Gleichung auf
az? +br+c=0, a,bceR.

Dies ist nur dann eine quadratische Gleichung, wenn a # 0 ist. Das nehmen wir an. Dann erhalten
wir durch quadratische Erganzung

b2

ax® + bx :a(x—i— i)2 1

2a
Fir 2’ ==z + % ergibt sich also die rein quadratische Gleichung

2 b?
x c—— =0.
(@) +e— -
Beispiel 9.4.11. Das Verfahren aus dem eindimensional Fall lasst sich wie folgt verallgemeinern.
Wir betrachten zuerst eine Koordinatentransformation durch Translation: z’ := x + v, v € R™.
Damit ergibt sich fiir den quadratischen und den linearen Term

Az + bz = (' —0)TA@ —v) +b" (2 —v) = (/)T Az’ —2(Av) T2’ +b 2’ + v  Av—bTw
= (2")T Az’ + (b—24v) "2’ + v Av—b .

Nach Verschieben andert sich der lineare Anteil also derart, dass wir b durch b’ := b—2Av ersetzen
miissen.

Ist die Matrix A invertierbar und v := %Ailb, so erhalten wir eine Gleichung ohne linearen
Term. Die Flache ist also eine der oben betrachteten Flachen, allerdings um —v verschoben. Das
gleiche gilt, falls A nicht invertierbar ist, aber trotzdem b € im(A) gilt.

Im allgemeinen zerlegen wir b gemif der orthogonalen Zerlegung R™ = im(A) @ im(A)* in
b= 2Av+ b und diirfen nach der Transformation z’ := = 4+ v annehmen, dass bl im(A) gilt.

Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall. Nach dem Satz tiber die Hauptachsentransformation
finden wir eine ONB (v1,...,v,) von R™, so dass (9.3)) in diesbeziiglichen Koordinaten die Gestalt

XT: a;x? + z": biz;+c=0, (9.4)
i=1 i=1

annimmt, wobei r = rank(A) der Rang von A ist und a1,...,a, alle von 0 verschieden sind.
Wie wir in Beispiel gesehen haben, diirfen wir nach einer Verschiebung der Koordinaten
annehmen, dass b.L im(A) gilt, also by = ... = b, = 0. Wir erhalten damit die einfachere Gleichung
des Typs

ET: a;x? + i b;x; +¢c=0, (9.5)
i=1

i=r+1
Ist b =0, so ist dies schon eine rein quadratische Gleichung. Ist dies nicht der Fall, so &ndern wir
die ONB (vy,...,v,) derart ab, dass v, := ﬁb wird. Da alle Vektoren v,41,...,v, im Kern
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von A liegen, andert sich dadurch nicht der quadratische Anteil der Gleichung, aber der lineare
Anteil vereinfacht sich zu

ZCLM? +br41+c=0, beR*. (9.6)
i=1
Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen.

Satz 9.4.12. Durch eine affine isometrische Koordinatentransformation ' = Qr+v, Q € O,(R)
lisst sich die Gleichung x T Az +b"x+c = 0 zu einer Gleichung des folgenden Typs transformieren:

(a) i jaiz?+c=0mitay,...,a, € R* (falls b € im(A)),
(b) Y, ax? + bz, +c=0, ar,...,a;,b € R* (falls b ¢ im(A)).

Lassen wir auch Reskalierungen der Koordinatenachsen zu, so erhélt man eine noch einfachere
Form:

Satz 9.4.13. Durch eine affine Koordinatentransformation ©’ = Qx + v, Q € GL,(R) ldsst sich
die Gleichung x" Az +b"x + ¢ =0 zu einer Gleichung des folgenden Typs transformieren:

(a) Si_eiw?+c=0 mite; € {£1} (falls b € im(A)),
(b) Y cix? +erp1@p41 + ¢ =0, g5 € {£1} (falls b & im(A)).

9.5 Definitheit von Formen und von Matrizen

Sei V ein reeller Vektorraum, F': V xV — R eine symmetrische Bilinearform auf Vund Q: V — R
die zugehorige quadratische Form, also Q(v) = F(v,v). Insbesondere ist dann Q(0) = F(0,0) = 0.

Definition 9.5.1. Die quadratische Form ) und entsprechend die Bilinearform F' heifit
e positiv definit, wenn Q(x) > 0 fir alle x # 0;
e negativ definit, wenn Q(x) < 0 fiir alle z # 0;
e positiv semidefinit, wenn Q(z) > 0 fiir alle x;
e negativ semidefinit, wenn Q(x) < 0 fiir alle z;

e indefinit, wenn @ keine der obigen Eigenschaften hat, d.h. wenn @ positive und negative
Werte hat.

Nun sei A eine symmetrische n x n-Matrix mit reellen Eintrdgen. Diese definiert eine sym-
metrische Bilinearform auf R™ durch

F(z,y) :=x" Ay fiir alle 2,y € R"
und die zugehorige quadratische Form:
Q(z) ==z " Az fiir alle z € R™.

Wir nennen eine Matrix A positiv [negativ] (semi-)definit oder indefinit, wenn die zugehdorige
quadratische Form diese Eigenschaften hat.

Bemerkung 9.5.2. In Kapitel [7] haben wir einen euklidischen Vektorraum definiert als einen
reellen Vektorraum V' mit einer bilinearen, symmetrischen, positiv definiten Form. Ist also eine
symmetrische Matrix A positiv definit, so definiert

F(z,y) =a" Ay = (x, Ay) = (Az,y)  fiirz,y € R",

ein Skalarprodukt auf R™, das vom Standardskalarprodukt verschieden ist, falls A # 1, ist.
Umgekehrt ist jedes Skalarprodukt auf R™ auf diese Weise durch eine positiv definite symmetrische
Matrix definiert.



9.5. DEFINITHEIT VON FORMEN UND VON MATRIZEN 135

Aufgabe 9.5.3. Sei B eine n x n-Matrix mit reellen Eintréigen. Zeige, dass die Matrix A := BT B
symmetrisch und positiv semidefinit ist. Ist B invertierbar, so ist A sogar positiv definit.

Beispiele 9.5.4. Sei V = R? und Q(z) = M\z? + \az3.

(a) A1 >0, Ao > 0: Q ist positiv definit.
Die durch die Gleichung
z3 = Q(z)

gegebene Fache nennt man ein elliptisches Paraboloid, denn die Schnitte mit den Ebenen,
die die x3-Achse enthalten, sind jeweils Parabeln und die Schnitte mit den Ebenen parallel
zur x3-Achse sind Ellipsen.
(b) A1 <0, Xy < 0: Q ist negativ definit.
Die durch die Gleichung
z3 = Q(z)

gegebene Fliche ist wieder ein elliptisches Paraboloid (nach unten geéfinet).

(¢) A1 >0, Ay <0: Q ist indefinit.

In der Tat ist @ (é) =X1>0,Q (?) = Ay < 0. Die durch die Gleichung

r3 = Q(x)

gegebene Flache ist ein hyperbolisches Paraboloid, denn die Schnitte mit den Ebenen, die die
x3-Achse enthalten, sind Parabeln, wobei wir uns den Fall einer Geraden (fiir welche Ebene
tritt er auf?) als entartete Parabel denken. Dagegen sind die Schnitte mit den Ebenen
parallel zur z3-Ebene Hyperbeln.

(d) A1 >0, Ay =0: Q ist positiv semidefinit.
Die durch die Gleichung
z3 = Q(x) = )\1»”5%

gegebene Flache ist ein parabolischer Zylinder; man erhélt ihn durch Ziehen der Parabel
3 = A\2? in der (z1,73)-Ebene entlang der zo-Achse. In diesem Fall erhalten wir wieder
Parabeln als Schnitte mit den Ebenen, die die x3-Achse enthalten, und fiir die Ebenen
parallel zur x3-Ebene ergeben sich parallele Geradenpaare, die zu einer Geraden entarten
konnen, oder auch zur leeren Menge.

(e) A1 <0, Ay =0: Q ist negativ semidefinit.

Der parabolische Zylinder ist nun nach unten offen.

9.5.5. [Quadratische Formen auf R?] Wir betrachten auf R? eine beliebige quadratische Form

’Q(x) = ax? + 2bx 79 + c23 ‘ (Q)

a b
b ¢
transformation finden wir eine Orthonormalbasis v}, v}, so dass (Q) bzgl. der neuen Basis die
Gestalt

(bzgl. der Standardbasis). Die zugehorige Matrix ist A = < > Mittels der Hauptachsen-

Q2 = )\156/12 + /\23:'22

erhélt, wobei A1 und A, die Eigenwerte der Matrix A sind.
In haben wir die quadratischen Formen dieses Typs klassifiziert. Man erkennt, dass die
Definitheitseigenschaften von @@ und A nur vom Vorzeichen der Eigenwerte von A abhingen:
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die Eigenwerte von A sind beide > 0;
die Eigenwerte von A sind beide < 0.

@ ist positiv semidefinit

@ ist positiv definit <= die Eigenwerte A1, A2 von A sind beide > 0;
Q ist negativ definit <=  die Eigenwerte A1, A2 von A sind beide < 0;
Q ist indefinit <= einer der Eigenwerte ist > 0, der andere < 0.
Q ist definit = A1 A2 >0
und @ ist indefinit = A1 A2 <0

<~

<~

@ ist negativ semidefinit
Da wir A mit Hilfe einer orthogonalen Ubergangsmatrix S diagonalisieren kénnen, wissen wir,
dass
A0
STAS =
( 0 Az)

gilt und damit det A = det(STAS) = Ay - )y ist.
Wir folgern:

e Ist det A <0, so gilt A1 - Ay < 0, d.h. @ ist indefinit.
e Ist det A > 0, so gilt A\; - Ay > 0, d.h. @ ist definit.

Um zu erkennen, ob positive oder negative Definitheit vorliegt, betrachten wir den Spezialfall
1 =1, 20 = 0. Es folgt
Q(z) = ax? + 2bx120 + cr2 = a

und damit Q(z) > 0 fiir alle  genau dann, wenn a > 0 ist; ebenso gilt Q(z) < 0 fir alle =
genau dann, wenn a < 0 ist.

Also ist @ im ersten Fall positiv definit und negativ definit im zweiten Fall. Beachte, dass
a = 0 in diesem Fall nicht auftreten kann, da a = 0 schon det A = —b? < 0 impliziert.

Insgesamt haben wir bewiesen:
Satz 9.5.6. Die quadratische Form Q(x) = ax? + 2bx1xo + cx3 ist
e positiv definit <= det A= ac—b*> >0 und a > 0;
o negativ definit <= det A =ac—b>>0 unda <O0;
o indefinit <= detA=ac—b%<0.

Im Folgenden verallgemeinern wir diese Betrachtungen von n = 2 auf beliebiges n; die Be-
deutung des Kriteriums besteht darin, dass wir damit die Definitheitseigenschaften einer Matrix
bestimmen konnen, ohne die Eigenwerte berechnen zu miissen:

’ Hurwitzkriterium ‘

Satz 9.5.7. [Kriterium fiir positive Definitheit] Sei A = (a;;) eine symmetrische relle n x n-
Matriz. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent

(a) A ist positiv definit;
(b) A; > 0 fir jeden Eigenwert \; von A;
(c) det(A4,) >0 firr=1,2,...,n, wobei die Matrizen
ayy ... aqp
A, =
Al e A

die Hauptminoren von A sind.
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Analog sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
(a’) A ist negativ definit;
(b’) A; <0 fir alle Eigenwerte \; von A;
() (=1)"det(A4,) >0 firr=1,2,...,n .

Wir kénnen die Hauptminoren schematisch wie folgt darstellen:

Beweis. Die Aquivalenz von (a’), (b’) und (¢’) folgt aus der Aquivalenz von (a), (b) und (c) durch
Ersetzung von A mit —A, denn A ist genau dann negativ definit, wenn —A positiv definit ist.

Wir zeigen nun, dass (a) <= (b), (a) = (c) und (¢) = (b) gilt. Dies impliziert alle obigen
Aquivalenzen.

(a) <= (b) Die Matrix A ist symmetrisch und damit diagonalisierbar. Mittels der Hauptachsen-
transformation konnen wir eine Orthonormalbasis von R"™ finden, so dass bzgl. der Koordi-
naten z in dieser neuen Basis gilt:

Q(x) =" Ax = \a}” + -+ Azl ”

Dabei sind die A1, Ag, ... A, die Eigenwerte von A. In dieser Form erkennt man direkt, dass
Q(z) genau dann positiv definit ist, wenn alle A; positiv sind.

(a) = (c) Ist A symmetrisch und positiv definit, so sind auch alle Matrizen A, symmetrisch und
positiv definit. Die Werte von y' Ay, y € R”, erhiilt man durch Auswertung von Q(x) auf
Vektoren z € R", deren letzte n — r Komponenten verschwinden.

Damit ist jede Matrix A, orthogonal diagonalisierbar zu

H1 0
A; = QTATQ = QilArQ = )
0 Hor
wobei die Werte auf der Diagonalen die Eigenwerte von p, sind. Mittels obiger Begriindung
ergibt sich, dass alle u; positiv sind, da A, positiv definit ist.

Die Determinante ist invariant unter Basiswechsel:

det A, = det(QA.Q™ ") = det Q- det A" - det Q! = det A,
=l1 - 2. i > 0.

Damit gilt det A, > 0 fiir alle Hauptminoren.

(¢) = (b) Wir beweisen mittels Induktion nach n, dass eine n x n-Matrix A mit der Eigenschaft,
dass die Determinanten ihrer Hauptminoren echt positiv sind, positiv definit ist. Firn =1
ist die Matrix A eine einfache Zahl, die mit ihrer Determinante tibereinstimmt. Wir nehmen
n > 0 an und dass die Implikation fiir Matrizen der Gréfle r < n gilt. Die Hauptminoren
der Matrix A, _1 sind unter den Hauptminoren von A, so dass nach der Induktionsannahme
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A, 1 positiv definit ist. Das heifit aber, dass die zugehorige symmetrische Bilinearform Fa,
eingeschréankt auf den Unterraum

I
U{ : 6R"|xn0},

Tn

positiv definit ist.

Wir haben zu zeigen, alle Eigenwerte A1,..., A, von A positiv sind. Wegen 0 < det(A) =
A1 -+ Ap sind sie alle A; # 0. Hierzu nehmen wir an, dass ein Eigenwert \; < 0 ist. Dann ex-
istiert wegen det A > 0 ein zweiter Eigenwert A; < 0. Also ist die Summe W der Eigenrdume
zu den negativen Eigenwerten mindestens zweidimensional.

Eingeschrankt auf W ist die Form F4 negativ definit. Dies folgt aus der Implikation b)=-a),
da die Einschréankung von A auf W nur nichtpositive Eigenwerte besitzt. Ist z € UNW und
x # 0, so folgt *7 Az > 0 und =" Az < 0, was nicht méglich ist, also ist U N W = {0}, d.h.
die Summe von U und W ist direkt. Aus codim(U) = 1 folgt damit insbesondere dim W < 1,
im Widerspruch zu dim W > 2. O

Beispiel 9.5.8. (fiir n = 4) Betrachte
Q(x) = 3z7 + 223 + 223 + 623 + 4z 29 — 27123 — 27324,

Die zugehorige Matrix ist

3 2 -1 0

Al 2 2 00

-0 2. -1

0 0 -1 6

und die Hauptminoren sind
3 9 3 2 -1
det A, =3, detAg:'2 2‘:2, detAz3 =12 2 0]|=2, detAy=detA=10.

-1 0 2

Also ist det A, > 0 fiir » = 1,2,3,4. Nach obigem Kriterium ist Q(z) positiv definit.

Satz 9.5.9. [Die Choleskyzerlegung] Fir jede positiv definite, reellwertige, symmetrische Matrix
A gibt es eine obere reelle Dreiecksmatriz R mit

A=R'R
und positiven Diagonaleintragen ry; > 0.

Beweis. Da A reell und symmetrisch ist, gibt es eine orthogonale Matrix S mit
A1 0
STAS = ,
0 An

wobei Aq, ..., A, die Eigenwerte von A sind.
Da A positiv definit ist, gilt \; > 0 fiir alle 4 nach Wir kénnen die Matrix

VAL 0 A1 0
D= bilden mit D - D =
0 Vn 0 An
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Also gilt STAS = D-D und damit A= S-D-D-ST. Die Matrix B := D-S" ist invertierbar, d.h.
die Spalten sind linear unabhéangig. Thre Q-R-Zerlegung ist B = @ - R, wobei @ eine orthogonale
Matrix ist und R obere Dreiecksgestalt hat, wobei die Diagonaleintrage positiv sind. Weiter gilt
BT =(DST)T =STTDT = SD. Also folgt

A= (SD)DST)=B"B=(QR)"QR=R"Q"QR=R'R,
Y

was die gewiinschte Zerlegung von A liefert. O

Beispiel 9.5.10. Fiir praktische Zwecke berechnet man die Choleskyzerlegung nicht wie im Be-
weis. Wir zeigen das Vorgehen an einem Beispiel:

4 -2 4 2
-2 2 -3 -3
4 -3 6 2
2 =3 2 13

Zeige, dass A in der Tat positiv definit ist (gehe wie in vor). Nach Satz gibt es eine
obere Dreiecksmatrix R mit

A:

r1 0 0 0 11 Ti2 T13 T4
A—pRT.p—|m2 T2 0 0 0 roa 723 T
ri3 Te3 T3z 0 0 0 1733 734
T4 T24 T34 T4 0 0 0 71y

Wir berechnen nun dieses Produkt Zeile fiir Zeile und bestimmen schrittweise r;; unter Benutzung
der bereits berechneten Werte:
o Erste Zeile: ri1rm1 =4, r11712 = =2, r11713 = 4, r11714 = 2.
Also gilt 11 = V4 =2,r1p=-2/2=—1,r3=4/2=2,r4,=2/2=1.
o Zweite Zeile: T%2 + 7"%2 = 2, rior13 + Toor93 = —3, r1o714 + To2T9q = —3.
Also gilt ro2 = /2 —(=1)2=1, 1953 = (-3 — (—=1)-2)/1 = —1 und
ras = (=3 — (=1)-1)/1 = —2.
e Dritte Zeile: 725 + r3; + 125 = 6, 713714 + ro3ro4 + r33r34 = 2.
Also gilt r33 = /6 —22— (=1)2=1,7r34 = (2— 21— (-1)(-2))/1 = —2.
e Vierte Zeile: %, +r3, + 13, +r3, = 13.

Es folgt 744 = /13 — 12 — (—2)2 — (-2)2 = 2.

2 -1 2 1
o 1 -1 -2
0 0 1 =2 (
0 0 0 2

Wir erhalten R = Rechnen Sie RTR= A nach.)

9.5.11. [Anwendung auf lineare Gleichungssysteme] Wir betrachten ein System linearer Gleichun-
gen

Az =b (L)

Unter der Annahme, A sei positiv definit und symmetrisch, konnen wir eine obere Dreiecks-
matrix R finden, so dass A = RTR ist. Anstatt (L) direkt zu l6sen, kénnen wir die beiden
Systeme

Rly=b (1)
Rz =y (2)
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nacheinander 16sen. Es ist leicht, solche Systeme zu 16sen, da beide Matrizen R und R Dreiecks-
matrizen sind.

-2
Beispiel 9.5.12. Sei A wie in[9.5.10(und b = 4
-5
Um (L) Az = b zu 16sen, l6sen wir nacheinander
R'y=b,dh 2y = —2 y = —1 (1)
—Y1+y2 =4 y2 =3
21 —y2 tys =2 ys =17
Y1 —2y2 — 2y3 +2ys = =5 ys =38
Rx =y, d.h. 2y = 8 ys =4 (2)
Ys —2ys =7 ys =15
Y2 — Y3 —2ys =3 Y2 = 26
201 — Y2+ 2ys +ya=—1 y1=-9/2

Dieses Verfahren funktioniert nur, wenn die Koeffizientenmatrix A symmetrisch und positiv
definit ist. Zur allgemeineren Verwendbarkeit benutzen wir folgenden Trick:

Angenommen, A sei invertierbar. Aus Aufgabe wissen wir, dass B := AT A positiv
definit und symmetrisch ist. Um

Az =b (L)
zu 16sen, sei B = AT A und ¢ = ATb und man betrachte das dquivalente System
AT Az =ATb oder Bz =c, (L)

welches dieselbe Losung hat. Auf dieses System wenden wir obige Prozedur an.

Natiirlich kann (L) mit dem Gaufi-Jordan-Algorithmus gelost werden. Allerdings gibt es Ma-
trizen, bei denen der GauB3—Jordan-Algorithmus aufgrund grofler Rundungsfehler nicht praktikabel
ist. In solchen Fillen ist die Choleskyzerlegung oft wesentlich besser.

Aufgaben zu Abschnitt [9.5

Beispiel 9.5.13. Zeigen Sie: Ist B € M, (R), so ist die Matrix A := BT B positiv semidefinit. Ist
B sogar invertierbar, so ist A positiv definit.



Kapitel 10

Tensorprodukte

In diesem Kapitel bezeichnet K einen beliebigen Korper.

10.1 Tensorprodukte von Vektorraumen

10.1.1 Tensorprodukte von zwei Vektorraumen

Definition 10.1.1. Seien V und W zwei K-Vektorraume. Ein paar (n,U) aus einem Vektorraum
U und einer bilinearen Abbildung n: V x W — U heiflt Tensorprodukt von V und W, wenn es
folgende universelle Eigenschaft besitzt. Zu jeder bilinearen Abbildung

VXWX
in einen Vektorraum X existiert genau eine lineare Abbildung f: U — X mit fo n=rf.

Lemma 10.1.2. (Eindeutigkeit von Tensorprodukten) Sind (n,U) und (n',U’) zwei Tensorpro-
dukte von V. und W, so exist ein linearer Isomorphismus T: U — U’ mitTon=1'.

Beweis. Da die Abbildung n': V' x W — U’ bilinear ist, existiert gemifl der universellen Eigen-
schaft von (n,U) genau eine lineare Abbildung a: U — U’ mit @ on = 1'. Ebenso finden wir mit
der universellen Eigenschaft von (n',U’) eine lineare Abbildung 8: U’ — U mit S on’ = 7. Dann
ist Boa: U — U eine lineare Abbildung mit

Boaon=pon =n=idyon

Aus der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von (n,U) folgt daher 5o a =idy. Analog
erhalten wir avo 8 = idys. Also ist a: U — U’ ein linearer Isomorphismus mit o~ = 3. O

Das obige Lemma besagt, dass Tensorprodukte bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind.
Nach wir die Eindeutigkeit des Tensorprodukts eingesehen haben, beweisen wir nun seine Existenz.

Definition 10.1.3. Sei M eine Menge. Wir schreiben F(M) := KM) fiir den freien Vektorraum
iiber M. Das ist der Unterraum des kartesischen Produkts K™, der aus den Elementen (z;)jenm
besteht, fiir die nur endlich viele Komponenten z; von Null verschieden sind.

Lemma 10.1.4. Die Abbildung nar: M — F(M) mit na(§) = 65 := (i5)iem hat die folgende
universelle Eigenschaft. Zu jeder Abbildung f: M — V in einen Vektorraum V existiert genau
eine lineare Abbildunge F(f): F(M) —V mit F(f)ony = f.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dass F'(M) von nar (M) als Vektorraum erzeugt
wird. Die Existenz folgt aus der Beobachtung, dass ny;(M) eine Basis von F(M) ist. O

141
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Im folgenden werden wir die Abbildung 7y, unterdriicken und die Elemente m € M mit den
entsprechenden Elementen 7y, (m) = d,, von F(M) identifizieren. Andernfalls wiirde die Notation
schnell sehr schwerfallig werden.

Definition 10.1.5. Seien V und W Vektorrdume. In dem freien Vektorraum F'(V x W) betrachten
wir den Unterraum U, der von allen Elementen der Gestalt

(v1 +v2,w) — (v, w) — (vo,w), (v, w1 +w2) — (v,w1) — (v, wa),

und
(M, w) — (v, Aw),  A(v,w) — (Av,w)

erzeugt wird. Wir definieren
VoW :=FV xW)/U ud v®w:=(vw)+U.

Lemma 10.1.6. Fir die Abbildung b: V xW — V @ W, (v,w) — v @ w ist (b,V @ W) ein
Tensorprodukt von V. und W.

Beweis. Die Bilinearitat von b folgt aus der Definition von V ® W. Z.B. ist
b(vy + v, w) = (v1 + v, w) + U = (v1,w) + (ve,w) + U = b(vy,w) + b(ve, w)

und
b(Av,w) = (Av,w) + U = Av,w) + U.

Ebenso folgt die Linearitdt im zweiten Argument.

Sei nun f: V x W — X eine bilineare Abbildung. Da F(V x W) von der Teilmenge V x W
erzeugt wird (wir erinnern uns daran, dass wir V x W als eine Teilmenge von F(V x W) auffassen),
wird der Quotientenraum V @ W von b(V x W) = (V x W) + U erzeugt. Hieraus folgt sofort die
Eindeutigkeit von f B

Um die Existenz von f einzusehen, verwenden wir zuerst die universelle Eigenschaft von
F(V x W) (Lemma [10.1.4), um eine lineare Abbildung F(f): F(V x W) — X mit F(f)(v,w) =
f(v,w) fir alle (v,w) € V x W zu erhalten. Aus der Bilinearitét von f folgt nun U C ker F(f).
Also faktorisiert F'(f) zu einer linearen Abbildung f: V@ W — X mit f(v®@w) = f(v, w) fiir alle
(v,w) eV x W. O

Bemerkung 10.1.7. In Aufgabe [I0.1.14] wird gezeigt, wie man eine Basis des Tensorprodukts
V ® W erhélt. Dazu sei By = {e;: i € I} bzw. By = {f;: j € J} eine Basis von V bzw. W.
Dann ist

Bv®BW:{€i®fjli€I,j€J}
eine Basis des Vektorraums V®W. Sind V und W endlichdimensional, so erhalten wir insbesondere

die Formel
dim(VeW)=dimV -dimW.

Bemerkung 10.1.8. (a) Seien X, Y und Z Vektorrdume. Dann erhalten wir eine Abbildung
I Hom(X @Y, %) = Bil(X x ¥,2), T(¢)(x,y) = p(z ),

wobei Bil(X x Y, Z) den Raum der bilinearen Abbildungen von X x Y nach Z bezeichnet. Die
universelle Eigenschaft des Tensorprodukts bedeutet, dass diese Abbildung I' bijektiv ist. Sie
iibersetzt bilineare in lineare Abbildungen. Da I' bzgl. der kanonischen Vektorraumstrukturen
linear ist, ist I' sogar ein linearer Isomorphismus.

Fiir den Spezialfall Z = K erhalten wir so einen Isomorphismus

I (X®Y)" - Bil(X xY,R), [(a)(z,y):=a(zoy).
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(b) Von besonderem Interesse ist auch die Beziehung zwischen dem Tensorprodukt X* ® YV
und dem Raum Hom(X,Y") der linearen Abbildungen von X nach Y. Wir beobachten zunéchst,
dass wir eine natiirliche lineare Abbildung

I''X*®Y - Hom(X,Y), Da®y)(z):=alr)y

haben. Um die Existenz dieser Abbildung einzusehen, verwenden wir die universelle Eigenschaft
des Tensorprodukt. Dazu muss man zeigen, dass die Abbildung

I': X*xY - Hom(X,Y), D(a,y)(z):=a(z)y

bilinear ist, was sich aus einer trivialen Rechnung ergibt.

Das Tensorprodukt X* ® Y besteht ja aus endlichen Summen der Gestalt A := Z?:l a; @Y.
Fiir die zugeordnete lineare Abbildung I'(A4) ist dann im(T'(A4)) C span{yi, ..., yx}. Insbesondere
ist das Bild von I'(A) immer endlichdimensional. Ist X = Y unendlichdimensional, so liegt idx
nicht im Bild von I'. Insbesondere ist I' nicht surjektiv.

Wir nehmen nun an, dass X und Y endlichdimensional sind. Dann ist zunéchst

dim(X*®Y)=dim X" -dimY = dim X dimY = dim Hom(X,Y).

Ist b1,...,b, eine Basis von X, b],...,b; die duale Basis von X* und ¢y, ..., ¢y eine Basis von
Y, so erhalten wir

(b @ Ci)(z rby) = b;(z rrbr)e; = xjc;.
k=1 k=1

Die Matrix der lineren Abbildung I'(b} ®¢;) ist also die Basismatrix [I'(b} ®ci)G = Eij = (8i6;)-
Insbesondere sehen wir, dass die Basis b ® ¢; in eine Basis von Hom(X,Y) = M,, »(K) = K"*"
abgebildet wird. Also liefert ' in diesem Fall einen Isomorphismus

X*®Y 2 Hom(X,Y).

Fir X =Y und b; = ¢; ergibt sich insbesondere
P> b b)) =idx,
j=1

denn die zugehorige Matrix ist 1,,.
In diesem Fall erhalten wir also insbesonder einen Isomorphismus
End(X) 2 X*® X.
Beispiel 10.1.9. Die Abbildung
K™ xK* = Mpo(K), (z,y)—az-y"
ist bilinear, induziert also eine lineare Abbildung

[:K"®K"— My n(K), zQy— z-y'.

Fiir die Standardbasis erhalten wir I'(e; ® e;) = E;;, so dass I insbesondere ein linearer Isomor-
phismus ist.
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10.1.2 Tensorprodukte von endlich vielen Vektorraumen
Definition 10.1.10. Sind V7,...,V, Vektorrdume und n > 3, so definieren wir rekursiv
MNe..oV,=(Ne...eV,.1)eV,

und analog
VR QUp =1 ®... 0 Up_1) ® V.

Lemma 10.1.11. Sind V4,...,V,, Vektorraume, so ist
m:Vix..xV,=>Ve...eV,, (v,...,0) 01 Q - Qu,

eine n-lineare Abbildung, d.h. linear in jedem Argument. Zu jeder n-linearen Abbildung
fVix...xV,—=X

in einen Vektorraum X existiert genau eine lineare Abbildung
V.oV, X

mit fo m=f.

Beweis. Zuerst zeigen wir die n-Linearitat von m,, := m. Wir setzen hierzu

Mp_1: Vi X ... XV =2 V1®...0 Va1, (V1,0.0,0p-1) 2 01 Q- @ Up—q.

Ist n = 2, so ist nichts mehr zu zeigen (Lemma [10.1.6)). Wir diirfen daher induktiv annehmen,
dass die Abbildung m,_; in jedem Argument linear ist. Nach Lemma [T0.1.6]ist die Abbildung

b: (V1 ®@...0 V) x V> (WVN®...0V,_1)®V,, (z,w)—zw
bilinear. Daher ist
mn(vla s 7vn—17vn) = b(mn—l(vla cee avn—l)avn)

in den ersten n — 1 Argumenten als Komposition von zwei linearen Abbildungen linear. Im letzten
Argument ist sie nach Lemma linear, d.h. m,, ist n-linear.

Die Existenz und Eindeutigkeit von f zeigt man ebenfalls induktiv. Wir diirfen daher an-
nehmen, dass zu jedem w € V,, genau eine lineare Abbildung f,: V1 ® --- ® V,,_1 — X mit

fw(Ul R... ®’Un,1) = f(Ul,...,Unfl,’LU)

existiert, denn wenn wir das letzte Argument v,, = w fixieren, wird f zu einer (n — 1)-linearen
Abbildung. Wegen der Eindeutigkeit von f,, fiir jedes w ist die Zuordnung

V, = Hom(V, @ -~ ®@ Vy 1, X),  w e fu
linear, d.h. die Abbildung
Vi@ @Vat) x V= X, (z,w) = fula)
ist bilinear. Mit Lemma finden wir daher eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
FVi@ @V )@V,=V1® @V, 1@V, = X
mit
f(v1®---®vn—1®vn) :f((vl®"'®vn—1)®”n)
=fo (01® @ vp_1) = f(V1,- . V1, Vn)- O
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Definition 10.1.12. Sei V ein K-Vektorraum, V®" das n-fache Tensorprodukt von V mit sich
selbst, V®° = K und V®! = V. Sind n,k € Ny, so existiert genau eine bilineare Abbildung
My g2 VE x VEE 5 YO0HR) g
mn,k((vl ®...0U,),( V1 ®...® vn+k)) =01 Q... Upik
fiir v1,...,Unek € V. In der Tat ist fiir jedes 2 € V®" die Abbildung
my: VE— V®(”+k), (Wi,..., W) P TRQW Q... R wg
nach Lemma [10.1.11| eine k-lineare Abbildung, und wir erhalten eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung
Mg VEE 5 VEOHR)  mit g (wy @ - @ wi) = mg(wi, . .., wg).
Aus Lemma 10.1.11} angewandt auf V"V ®---@V, folgt, dass diese Abbildung ebenfalls linear
in z ist. Daher erhalten wir eine eindeutig bestimmte bilineare Abbildung m,, j: VE™ x Vek
Ven+k) mit
mn,k((vl ®...Q8 Un), (U7L+1 X...Q vn—i—k))
= m(v1®“‘®vn)(vn+1 R...Q ’l}n+k) =1 ®R...Q0 Un X Un+41 ®R...Q0 Un+k-
Weiter definieren wir Abbildungen
Mopn: VEO X VO = K x VO 5 VO (X v) = v
und
Mpo: VE @V = VO x K = VO (v,)) = .

Setzen wir schliefllich alle Abbildungen m,, x, n,k € Ny, zusammen, so erhalten wir eine Multi-
plikation auf dem Vektorraum 7 (V) = @22,V®". Die so erhaltene Algebra ist assoziativ und
besitzt ein Einselement 1 € V0 (Nachweis!). Sie heifit Tensoralgebra iiber V.

Lemma 10.1.13. (Universelle Eigenschaft der Tensoralgebra) Ist A eine assoziative K-Algebra
mit Einselement 14 und V' ein Vektorraum, so existiert zu jeder linearen Abbildung f:V — A
genau ein Algebra-Homomorphismus f: T(V) — A mit f(1) = 14 und f(v) = f(v) fiir allev € V.

Beweis. Fiir die Eindeutigkeit bemerken wir zunachst, dass aus der Forderung, dassfein Algebra-
Homomorphismus ist, die Beziehung

flr®@---@wp) = f(or) -+ f(on) = flvr) - f(vn)

folgt. Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt.
Fiir die Existenz fixieren wir zunéchst ein n € N. Dann ist die Abbildung

fat V= A, (vn,.vn) = f(on) - fon)
n-linear, und wir erhalten eine lineare Abbildung
Far VO A mit fu(01® - @) = f(v1) - f(vn)
Wir setzen nun die linearen Abbildungen }2 zu einer linearen Abbildung

FiTV)= A mit f(1)=14

zusammen. Aus der Konstruktion folgt sofort f(v) = f(v) fiir alle v € V.
Es bleibt einzusehen, dass f ein Homomorphismus von Algebren ist. Da T (V) von den Ele-
menten der Gestalt v; ® - -+ ® v,, aufgespannt wird, reicht es aus, zu zeigen, dass

f((vl®"'®’0n)'(w1®"'®wk)):f(’Ul®"‘®”Un)f(w1®"‘®wk)

fur alle vy, ..., vy, w1, ..., wg € V gilt. Hierzu muss man sich nur an die Definition von fNerinnern,
die zeigt, dass beide Seiten der gewiinschten Gleichung mit

fQor) - fon) - f(w) - f(wg)

ubereinstimmen. O
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Aufgaben zu Abschnitt

Aufgabe 10.1.14. Ziel dieser Aufgabe ist es, eine bessere Vorstellung des Tensorprodukts zweier
Vektorrdume V und W zu bekommen. Dazu sei By = {e;: i € I} bzw. By = {f;: j € J} eine
Basis von V' bzw. W. Zeigen Sie:

(a) Jede Funktion f: By x By — K lasst sich eindeutig zu einer bilinearen Abbildung
f:V xW — K fortsetzen.

(b) Die Menge By @ By = {e; ® f;: i € I,j € J} ist eine Basis des Vektorraums V @ W.
(c) Jedes Element z € V ® W lésst sich in eindeutiger Weise darstellen als eine endliche Summe

T =) ;€ @w; mit w; € W (Man fasse die Darstellung eines Elements, die man aus (b)
erhélt, geeignet zusammen). Man folgere hieraus

VoW =Peow=wh.
el

(d) Sind V; und V, Vektorrdume, so gilt (Vi @ Vo) @ W =2 (Vi @ W) @ (Vo ® W) (Verwende (c)).

() V@ W und W ® V sind isomorphe Vektorraume.

10.2 Symmetrische und alternierende Produkte
Definition 10.2.1. Sei V ein K-Vektorraum und n > 2. Wir definieren
S™(V) = Ve®"/U,
wobei U der von den Elementen der Gestalt
V1 ®...QUy —Vg1) ® ... ®Ug(n), 0 E Sy,

aufgespannte Untervektorraum ist. Der Raun S™(V') heifit n-te symmetrische Potenz von V. Wir
setzen

vV Vo, =010 - Qu, +U
und beachten, dass dieses Produkt in dem Sinne symmetrisch ist, dass
VIV VUp =0g1) VeV Us(n)
fir alle o € S, und (v1,...,v,) € V™ gilt. Fir n = 2 bedeutet dies
v1 V2 =02 VU1

fir vy, v € V.
Fiir n < 1 setzen wir S°(V) = K und S*(V) = V.

Lemma 10.2.2. (Universelle Eigenschaft von S™(V)) Sind V wund X Vektorrdume und
f: V™ = X eine symmetrische n-lineare Abbildung, d.h. fir jede Permutation o € S,, gilt

f(’l)l,...7’l)n) = f(va(l)a" '7Ua(n))

fiir alle v € V™, so existiert genau eine lineare Abbildung f: S™(V) = X mit

flor V- Vo) = flur,...,0,).
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Beweis. Zunéchst erhalten wir mit der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung fo: V®" — X mit

folv1 ® -+ ®@wvy) = f(v1,...,v,) firalle ovy,...,0, €V.

Wegen der Symmetrieeigenschaft von f verschwindet fo auf dem Unterraum U, faktorisiert also
zu einer linearen Abbildung f: S™(V) — X mit der gewiinschten Eigenschaft. O

Definition 10.2.3. Sei V ein K-Vektorraum, char K # 2 und n > 2. Sei sgn: S,, — {1, —1} der
Signaturhomomorphismus. Wir definieren

A™(V) = VE" /U,
wobei U von den Elementen der Gestalt
V1 Q- ® Uy — 8GN0 )V (1) B+ @ Vg(n), 0 € Sn
aufgespannt wird. Der Raun A™(V') heifit nte duflere Potenz von V. Wir setzen
VA AUy =1 R Qu, +U
und beachten, dass dieses Produkt in dem Sinne alternierend ist, dass
VLA AUy = 8E0(0) Vg (1) A - A Ug(n)
fir alle o € S,, und (vy,...,v,) € V™ gilt. Fir n = 2 bedeutet dies
V1 AN V2 = —v A\ U1
fiir v1,v9 € V. Weiter definiert man A°(V) := K und AY(V) := V.

Lemma 10.2.4. (Universelle Eigenschaft von A™(V)) Sind V und X Vektorrdume und
f: V™ = X eine alternierende n-lineare Abbildung, d.h. fir jede Permutation o € S,, gilt

f(vla e 7vn) = Sgn(g)f(va(l)a v 7”0’(”))

fiir alle v € V™, so existiert genau eine lineare Abbildung f: A"(V) = X mit

flor A Awy) = for, ..., 0,).

Beweis. Der Beweis ist vollkommen analog zu dem Beweis von Lemma [10.2.2 O
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Kapitel 11

Affine und konvexe Geometrie

11.1 Affine Geometrie

Wir haben bereits affine Unterrdume von Vektorrdumen kennengelernt. Das sind Teilmenge A
eines K-Vektorraums V', von der Gestalt A = z + U wobeli £ € V und U C V ein linearer
Unterraum ist. Natiirlich sind lineare Unterrdume Beispiele affiner Unterrdume, aber wenn A
nicht die 0 enthélt, d.h. z ¢ U, dann ist A natiirlich kein Untervektorraum.

In diesem Abschnitt werden wir das Konzept eines affinen Raums kennenlernen und sehen,
dass affine Unterrdume eines Vektorraums insbesondere affine Rdume sind. Der Begriff des affinen
Raums ist insbesondere dadurch motiviert, dass man fiir geometrische Uberlegungen klar zwi-
schen Punkten und Vektoren unterscheiden mochte. Im Rahmen der Theorie der Vektorraume tut
man das nicht, da man in diesem Kontext Vektoren mit den Elementen (Punkten) eines Vektor-
raums identifiziert. In der Geometrie ist das aber kein natiirlicher Standpunkt. Insbesondere sind
Translationsabbildungen 7,(z) := x 4+ v in geometrischen Kontexten typischerweise als erlaubte
Koordinatentransformationen zugelassen, aber diese Abbildungen sind keine Vektorraumisomor-
phismen.

Um die Begriffsbildungen zu motivieren, betrachten wir zunachst einen Vektorraum V. Gilt
b=a+z fir a,b,x € V, so denken wir uns x représentiert durch das Paar der Punkte (a,b) und
schreiben daher auch

x::% und b:a—i—%.

Aus den Rechenregeln fiir die Addition in Vektorrdumen erhalten wir damit sofort:
(1) ad =0 fiir alle a € V.
(2) %—l—b_c):@ fir a,b,ce V.
(3) ba = —ab fiir a,beV.

Definition 11.1.1. Eine affiner Raum (iber dem Korper K) ist ein Tripel (A, V,+) bestehend
aus einer Menge A, einem K-Vektorraum V' und einer Abbildung

+:AXxV = A, (a,x) = a+x,
so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
(Al) a+0=ua fiir alle a € A.
(A2) a+(x+y)=(a+x)+yfirac A x,yeV.

(A3) Zu a,b € A existiert genau ein x € V mit b = a + x. Dieses Element % ‘= X nennen wir
dann Verschiebungsvektor von a nach b.

149
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Wir nennen V' den Verschiebungsraum zu A. Man beachte, dass A auch leer sein darf. Ist das
nicht der Fall, so nennen wir

dimA:=dimV

die Dimension von A.
Eine affine Gerade ist ein affiner Raum der Dimension 1. Eine affine Ebene ist ein affiner Raum
der Dimension 2.

Beispiel 11.1.2. (a) Ist V ein K-Vektorraum, U C V ein linearer Teilraum und a € V, so ist
A :=a+ U bzgl. der Additionsabbildung A x U — A, (a,u) — a + u ein affiner Raum mit dem
Verschiebungsraum U'.

(b) A = 0 ist ein affiner Raum fiir jeden Vektorraum V bzgl. der leeren Abbildung
+: AxV = A

(c) Ist (A, V,+) ein affiner Raum der Dimension 0, so ist V' = {0} und aus (A1/3) folgt sofort,
dass A = {a} nur aus einem Element besteht. Punkte sind also affine Rdume der Dimension 0.

(d) Ist V ein K-Vektorraum, so ist (V,V,+) ein affiner Raum mit Verschiebungsraum V.

Fiir V = K" erhalten wir so den n-dimensional affinen (Koordinaten-)Raum

A" = (K", K", +).

Bemerkung 11.1.3. Ist (A, V, +) eine affine Gerade, so ist V' = Kv eindimensional. Fixieren wir
einen Punkt ag € A, so erhalten wir mit (A3) fir jeden anderen Punkt a € A genau ein A € K
mit a = ag + Av. Das ist eine Parametrisierung von A.

Wiéhlen wir stattdessen einen anderen Punkt af, und einen anderen Basisvektor v/ = sv € V,
so existiert ein A\g € K mit af, = ag + Agv. Fiir a erhalten wir damit

a=ap+Av=a,+Nv mit A=+ Ns.

Durch Wechsel des Koordinatenursprungs ap zu af, und des Basisvektors v zu v’ dndern sich also
die Koordinaten auf A gemaf:

A=X+Ns und N =s"TA=s"1)\.
Das sind jeweils affine Abbildungen von K auf sich.

Definition 11.1.4. (Affine Koordinaten) Sei (A, V,+) ein affiner Raum der Dimension n und
ap € A sowie B = (vy,...,Vvy,) eine Basis von V. Dann existieren fiir jeden Punkt a € V eindeutig
bestimmte Zahlen Aq,..., A, mit

a=ag+ AVvi+-+ AV

Die Zahlen Aq,..., A, heiBen affine Koordinaten von b bzgl. (a, B). Der Punkt ag heiit Koordi-
natenursprung und das (n + 1)-Tupel (ag, v1,...,Vy,) ein Koordinatenrahmen.
Ist

n
/o Oy, .
aofaoqtg AV
j=1

ein neuer Koordinatenursprung und
n

[ E
Vj = Sij Vi

=1

eine neue Basis in V, so erhalten wir

n n n n n n
1 ! 0 l 0 !
ag + E )\jVj =a=ay+ E )‘jvj =ag + E )\jVj + E Sij)\jvi =ag + E )\jVj + E Sji)\iVj
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

i,7=1 i,j=1
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und damit
A1
A=A"+SN fir A=|: | €K und S=(s;) € GL,(K).
An

Durch Wechsel des Koordinatenrahmens (a, B) zu (a’, B') &ndern sich also die Koordinaten geméa8
A=X+SN und N =8"T'A-5"1)\.
Das sind jeweils affine Abbildungen von K™ auf sich.

Definition 11.1.5. Sei (A4, V,+) ein affiner Raum:

(a) Eine Teilmenge B C A heifit affiner Unterraum, wenn ein a € A und ein linearer Unterraum
U C V so existiert, dass B = a + U ist. Es ist klar, dass (B, U, +) bzgl. der eingeschrankten
Abbildung +: B x U — B dann selbst wieder ein affiner Raum mit dem Verschiebungsraum U
ist. Wir definieren die Kodimension von B durch

codim(B) = codim(U) := dim(V/U).

Diese Definition ist konsistent mit unserer bisherigen Terminologie, wenn wir sie auf den affinen
Raum (V,V, +) anwenden.

(b) Zwei affine Unterrdume By, By C A heiflen parallel, wenn sie den gleichen Verschiebungsraum
U C V besitzen, also wenn aq,as € A so existieren, dass

Bi=a1+U und Bs=as+U
gilt.

Beispiel 11.1.6. (a) Punkte B = {a} sind affine Unterrdume der Dimension 0.

(b) Sind a # b € A, so heifit a + Kab die (affine) Gerade durch a und b. Das ist ein affiner
Unterraum der Dimension 1.

Fiir den Fall (A,V,+) = (V,V,+) konnen wir die Gerade durch a,b € V auch symmetrischer
schreiben als die Menge der Punkte

{a+Ab—a): A eK}={1-XNa+X: e K} ={pa+b: \,p e K, A+ p=1}.

Diese Uberlegung kann man auf den allgemeinen Fall iibertragen. Dazu wéhlen wir einen
Koordinatenursprung ag € a + K%. FEin allgemeiner Punkt ¢ € a + K% hat dann die Gestalt y

¢ = ap+ ot = ao + Goh+ @t = ao + Goti+ Aab = ag + @oti + A(aoh — aot) = ap + (1 — N)aod + Magb.
Fiir A = 0 ergibt sich der Punkt ¢ und fir A = 1 der Punkt b.

Definition 11.1.7. Sei V ein K-Vektorraum.
(a) Sind y1,...,y, und ty,...,t, € Kmit 337, t; = 1, so heifit

tiyr + -+ taln
eine Affinkombination der Vektoren yi, ..., yn.

(b) Ist (A,V,+) ein affiner Raum und a4, ...,a, € A sowie t1,...,¢, € K mit Z?:l t; =1, s0
definieren wir die zugehdrige Affinkombination durch

n
fiay + -+ taa = ag + Y 4005,
j=1
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wobei ag € A beliebig ist. Damit diese Definition sinnvoll ist, miissen wir zeigen, dass die rechte
Seite nicht von der Wahl des Punktes a¢ abhéngt. Fiir einen anderen Punkt aj € A erhalten wir
in der Tat

n n n n
a6 + Z tjaGaj =ag + apQ + tha()aj =ap + thaoao + Z tjaf)aj

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
n n
ﬁ H
=ap + th(aoao + aga;j) = ap + thaoaj.
j:] =1

Satz 11.1.8. Sei (A,V,+) ein affiner Raum und O # B C A. Dann sind dquivalent:
(i) B ist ein affiner Unterraum.

(ii) Zu by,...,b, € B gehort auch jede Affinkombination dieser Elemente zu B.

(iii) (falls 2 € K*) Zu by # by € B enthdlt B auch die Verbindungsgerade.

Beweis. (i) = (ii): Ist B = a + U fiir einen linearen Unterraum U C V sowie b; = a + u; € B,
j=1...,nundt,....t, € Kmit > ¢; =1, so ist

thbj :a—l—thuj ca+U.
J J

(ii) = (i): Seibp € Bund U := {v € V: by +v € B}. Dann ist 0 € U und die Menge U
enthélt mit uq, ..., u, auch jede Affinkombination dieser Elemente. Sind nun uy,...,u, € U und
t1,...,t, € K beliebig, so ist

n

thuj = (172%) -0+thuj S U,
j=1

j=1 j=1
da n n n
%
bo +thuj = (1 - th) - bo +th ( bon) € B.
j=1 j=1

Jj=1
Also ist U C V ein linearer Unterraum und daher B = by + U ein affiner Unterraum von A.
(ii) = (iii) ist trivial, die die Elemente der Verbindungsgerade von b; und by genau die Affinkom-
binationen von b; und by sind.
(iii) = (1): Sei2 e KX, bp e Bund U :={ve V:by+v € B}. Dannist 0 € U. Ist A € K und
v e U, so ist
bo + Av = (1—)\)b0+)\<bo+v) € B,

also A\v € U. Fiir vy, vy € U ergibt sich daher

1 1 1
by + §(V1 +vy) = §(b0 +vi1)+ Q(bo +vq) € B,

also %(vl + v3) € U und damit auch vi + vy € U. Wir haben damit gezeigt, dass U ein linearer
Unterraum von V ist. Aus der Konstruktion folgt B = by + U. 0

Bemerkung 11.1.9. Ist K = {0,1} der zweielementige Korper und (A, V,+) ein affiner Raum
iiber K, so besteht die Verbindungsgerade zweiter Elemente a1,as € A lediglich aus der Menge
{a1,as}, so dass jede Teilmenge B C A der Bedingung geniigt, dass sie mit zwei Punkten by, by
auch deren Verbindungsgerade enthilt. Andererseits ist fiir A = K2 nicht jede Teilmenge ein
affiner Unterraum. Ein konkretes Beispiel ist die Teilmengee

() ()-()) e
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Definition 11.1.10. Man sieht leicht ein, dass fiir jede Familie (B;),;cs affiner Unterrdume eines
affinen Raums (A, V. +) auch der Durchschnitt B := ;. ; B; wieder ein affiner Unterraum ist.
Ist der Durschhnitt nicht leer und a € B so ist B; = a + U; mit einem linearen Unterraum Uy,
also B =a+();c;Uj.

Fir eine Teilmene M C A ist daher

span, (M) := ﬂ{B: M C B, B affiner Unterraum}

der kleinste affine Unterraum von A, der M enthélt. Man nennt ihn den affinen Spann von M
oder den von M erzeugten affinen Unterraum.

Bemerkung 11.1.11. Ist M C A nicht leer, so fixieren wir ein Element mg € M und schreiben
M:mo—kmo—]\f, m::{m:meM}
und, wie wir im Beweis der Implikation (ii) = (i) von Satz gesehen haben, gilt daher
span, (M) = mg + span mO—J\f

Damit ldsst sich das Erzeugen affiner Rdume auf das Erzeugen linearer Unterrdume zuriickfithren.
Insbesondere besteht fiir eine Teilmenge M des affinen Raums die Menge span, (M) aus allen
Affinkombinationen der Elemente von M.

Definition 11.1.12. Analog zur Begriffsbildung bei Vektorrdumen nennt man eine Teilmenge M
eine affinen Raums A affin unabhdngig, wenn fir jedes m € M gilt

m & span, (M \ {m}).

Lemma 11.1.13. Eine Teilmenge B C V \ {0} ist genau dann linear unabhdngig, wenn die
Teilmenge By := BU{0} CV affin unabhdngig ist.

Beweis. Es ist klar, dass fiir b € B die Bedingung b € span, (B \ {b}) dquivalent ist zu b €
span(B \ {b}). Also folgt die lineare Unabhéngigkeit von B aus der affinen Unabhéngigkeit von
By. Ist andererseits B linear unabhéngig, so ist auch 0 ¢ span, B, denn fiir b4,...,b, € B folgt
aus > ., t; = 1 die Relation >, ¢;b; # 0.

Also folgt die affine Unabhéngigkeit von By auch aus der linearen Unabhéngigkeit von B. [

Bemerkung 11.1.14. Sei mg € M C A. Aus Lemma [11.1.13|folgt, dass die Teilmenge
—
moM \ {0}

genau dann linear unabhéngig ist, wenn M affin unabhéngig ist.
Insbesondere sind paarweise verschiedene Elemente ag,...,a, € A genau dann affin un-
abhangig, wenn die Vektoren

apai, .. .,a00, €V
linear unabhéngig sind.
Definition 11.1.15. Ist A ein affiner Raum der Dimension n und sind aq,...,a, € A affin

unabhéngig, dann besitzt jedes Element eine eindeutige Darstellung

n n n
a = ap+ thaoaj =ap + (1 — th)aoao + thaoaj
j=1 j=1 j=1

n

n n
= (1 — th)ao + th(lj = thaj,
j=1 j=1 j=0

wobel tg = 1 — Z?:l t; ist, also Z?:o t; = 1. Man nennt (to,t1,...,t,) die baryzentrischen
Koordinaten von a bzgl. der Punkte ag, ..., a,.
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Definition 11.1.16. (a) Seien (A4,V,+) und (B,W,+) zwei affine Rdume. Eine Abbildung
@: A — B heifit affin, wenn eine lineare Abbildung ¢ : V — W existiert, so dass

pla+v)=pla)+erlv) fir a€AveV

gilt. Es ist klar, dass ¢r,: V — V dann eindeutig durch ¢ bestimmt ist.

Wir schreiben Aff(A, B) fiir die Menge der affinen Abbildungen ¢: A — B und Aff(A) =
Aff(AA).

(b) Eine affine Abbildung ¢: A — B heifit Affinitat oder Isomorphismus affiner Rdume, wenn
eine affine Abbildung ¢: B — A existiert, so dass

¢O¢:id3 und ¢O<,0:idA

gilt. Es ist eine leichte Ubung einzusehen, dass diese Bedingung gleichbedeutend damit ist, dass
¢ bijektiv, denn dann ist die Umkehrabbildung ¢~': B — A automatisch affin (Ubung!). Wir
schreiben Iso(A4, B) fiir die Menge der Affinitdten A — B und Aut(A) :=Iso(A4, A) fiir die Menge
der affinen Automorphismen von A.

Beispiel 11.1.17. (a) Seien V und W Vektorrdume und (V, V, +) bzw. (W, W, +) die zugehorigen
affinen Raume.
Ist ¢: V — W eine lineare Abbildung und w € W, so wird durch

o(v) = (v) +w
eine affine Abbildung mit ¢y = 1 definiert, denn fiir jedes @ € V und v € V ist dann
pla+v) =dla+v)+w=1v(a)+w+Y) =pla)+ ().
Ist umgekehrt p: V' — W affin, so ist
p(v) = (0 +v) = pL(v) + ¢(0).

(b) Fiir V = K" und W = K™ folgt aus (a), dass die affinen Abbildungen ¢: K* — K™ die
Gestalt
o) =Az+Db

fiir eine Matrix A € M, »(K) und b € K™ haben. Fiir n = m = 1 ergibt sich speziell die Gestalt
o(x) =ax +b.

Bemerkung 11.1.18. (a) Kompositionen affiner Abbildungen sind affin. Insbesondere ist die
Menge Aff(A) ein Monoid bzgl. Komposition und neutralem Element id 4.
(b) Die Zuordnung
Aff(A) - End(V), ¢ — o1

ist ein Morphismus von Monoiden, d.h.,
(ida)p =idy  und (pow)p =protr.
(c) Sei ag € A fixiert. Zu jeder linearen Abbildung ¢): V' — V kénnen wir dann eine Abbildung
p: A=A agt+v—ag+Y(v)

definieren. Wir zeigen, dass ¢ affin ist mit ¢y = . In der Tat gilt fiir a = a9 + w und v € V die
Relation

pla+v) = plao+w+v) = ag+(w+v) = ao+ (W) +¥(v)) = plao +w) +¢(v) = p(a) +1(v).
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Lemma 11.1.19. (a) Fir jedes v € V ist die Translation
Ty: A— A, a—a+v

eine affine Abbildung mit (1,)r, = idy und jede affine Abbildung p: A — A mit ¢y, = idy ist eine
Translation.
(b) Die Translationen bilden eine Untegruppe von Aut(A) und fir v,w € V gilt

Ty OTw = Topw und T,

o =Ty

(¢) Eine Abbildung ¢: A — A ist genau dann affin, wenn eine lineare Abbildung ¢r,: V —V
existiert, so dass
POTy =Ty (v) CP
fur allev eV gilt.

Beweis. (a) Um einzusehen, dass die Translationen 7, affin sind, beachten wir, dass fiir alle w € V
gilt:
Twa+w)=(a+w)+v=_(a+v)+w=rT(a)+ w.
Also ist 7, affin mit linearem Anteil idy .
Sei umgekehrt p: A — A affin mit ¢y = idy. Wir diirfen 0.B.d.A. A # () annehmen. Wir
fixieren ein Element ag € A und v € V mit ¢(ag) = ag +v. Fiir a € A existiert ein w € V mit
a = ag + w. Dann ist

ola) = plag + w) = p(ag) + w=ap+v+w=(ag + w) + v =1,(a).

Also ist ¢ = 7,.
(b) ist trivial.
(c) ist eine Umformulierung der Definition einer affinen Abbildung. O

Bemerkung 11.1.20. (Struktur der Gruppe Aut(A)) Die Zuordnung
Aut(A) — GL(4), ¢ — ¢L

ist ein Gruppenhomomorphismus. Lemma besagt gerade, dass der Kern von diesem Ho-
momorphismus aus der Gruppe 7(V) := {7,: v € V} der Translationen besteht.

Wir wollen nun die Struktur der Gruppe Aut(A) der Affinitaten des affinen Raums A beschreiben.
Dazu wéhlen wir einen Punkt ag € A. Ist ¢ € GL(V), so erhalten wir eine affine Abbildung

P A= A ag+ v ag+ P(v),

die ag fest lasst und fir die (¢*), = ¢ gilt (Bemerkung|[11.1.18{c)). Ist ¢ € Aut(A) mit ¢(ag) =
ag, so erhalten wir

(a0 +v) = p(ao) + ¢r(v) = ao + ¢r(v),

also ¢ = (¢r)%. Wir erhalten also eine Bijektion
Oao: GL(V) = Aut(A)g, == {p € Aut(4): p(ag) = ao}, P — .

Aus (1horp’)% = % o (') (Nachweis als Ubung) folgt, dass o,, ein Isomorphismus von Gruppen
ist.
Ist nun ¢ € Aut(A) beliebig und ¢(ag) = ag + v, so ist (7_,p)(ag) = ag. Also ist 7_, 0 ¢ =
(¢r)% und somit
¢ =Ty0(pr)®.
Jede affine Abbildung ist also eine Komposition einer affinen Abbildung, die a¢ fixiert und einer

Translation. Aus v = agp(ag) folgt die Eindeutigkeit dieser Zerlegung. Fir v € V und ¢ € GL(V)
ist nun
Y 0Ty = Ty(y) 0P
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(Lemma (c)) Das Komposition zweier affiner Abbildung ldsst sich bzgl. dieser Zerlegung
also schreiben als
(Tvl © 1/)1110) © (7712 © 1/}(210) = Tvy 41 (v2) o (10177/12)&0

In der Sprache der Gruppentheorie nennt man Aut(A) daher ein semidirektes Produkt der Unter-
gruppen 7(V) und GL(V)%0

Fixiert man statt ag € A einen andere Punkt a; als Koordinatenursprung und ist b := aoa; ,
S0 ist

Ty 0 p* o T_p = ™

die eindeutig bestimmte affine Abbildung ¢, die a; fixiert mit ¢ = .
Lemma 11.1.21. Affine Abbildungen erhalten Affinkombinationen: Ist p: A — B affin, a1, ... ,a, €
Aundty,....t, e Kmit ), t; =1, so gilt

9"(26%‘%) = zn:tjsa(aj) (11.1)
j=1 =1

Gilt (L1.1) fir alle Affinkombinationen in A fir eine Abbildung ¢: A — B, so ist ¢ affin. Ist
2 € K*, so reicht es sogar aus, dass dies fir alle Affinkombinationen von jeweils 2 Elementen gilt.

Beweis. Wir fixieren einen Punkt ag € A. Ist ¢ affin, so gilt ¢(ag+v) = ¢(ag) + L (v). Schreiben
wir a; = ag + vj, so erhalten wir insbesondere

(Ztaj)—goao—i—z:t vj) = ¢(ao +90L<Zt U]):SD(GO)"‘En:thﬁL(Uj)

Jj=1 Jj=1

ti(p(ao) + or(vj)) thcp (aj).
1

n
]:

Sei nun ¢: A — B eine Abbildung, die Affinkombinationen zweier Elemente erhélt. Wir
definieren ¢y,: V — W durch

plao +v) :=p(ao) + ¢r(v), dh r(v) = pao)p(ao +v).
Wir miissen zeigen, dass ¢, linear ist. Fiir A € K erhalten wir aus
ag + Av = (1= Nag + A(ap +v)
die Relation
plao + Av) = (1 = Np(ao) + Ap(ag +v) = (1 = MNp(ao) + Ap(ao) + L (v) = ¢(ao) + Apr(v),

also ¢ (W) = dpp(v) fir A e K, v e V.
Seien nun v,w € V und 2 € K*. Dann ist

1 1
(ap + 2w)) = 590(00 +20) + 590((10 + 2w)

0) +or(v) + or(w).

olag) + pr(v+w) =plag+v+w) = ap(%(ao +20) + %
o(a

= p(a0) + 51(20) + 31 (20) =

Hieraus folgt die Linearitat von ¢y,.
Ist 2 = 0 in K, so miissen wir anders argumentieren. Hierzu benodtigen wir Affinkombinationen
dreier Elemente. Mit

ag+v4+w=(-1)-a0+1-(ap+v)+1-(ag+w)
erhalten wir
plao) + (v +w) = p(ag +v+w) = (=1) - p(ao) + 1 - p(ao +v) + 1 p(ao + w)
= (1) - p(ao) + 1 (¢(ao) + L (v)) + 1 (¢(ao) + pr(w)) = ¢(ao) + ¢r(v) + r(w).

Damit haben wir auch im allgemeinen Fall die Linearitat von ¢, gezeigt. O
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Bemerkung 11.1.22. Wie wir gerade gesehen haben, sind affine Abbildungen mit Affinkombi-
nationen vertriaglich. Wenden wir dies auf affine Abbildungen A" = K™ — A an, er erhalten wir
fiir einen affinen Raum A:

dim A := sup{n € Ny: (Jag, ...,an € A)ag,...,a, affin unabh.}.

11.2 Konvexe Mengen

In diesem Abschnitt sei K = R der Korper der reellen Zahlen und alle Vektorraume sind reell.

Definition 11.2.1. Sei A ein affiner Raum. Zu zwei Punkten a,b € A heifit
ab:={ta+ (1 —1)b: 0<t <1}

die Verbindungsstrecke von a und b.
Eine Teilmenge K C A heifit konvex, wenn sie mit je zwei Elementen a,b € K auch deren
Verbindungsstrecke enthélt:
(Va,be K) abC K.

Die Dimension einer konvexen Menge wird definiert durch die Dimension
dim K := dim(span, (K))
des affinen Unterraums, den K erzeugt.

Beispiele 11.2.2. (ﬂ Jeder affine Unterraum B C A ist konvex.
(b) Jede Strecke ab ist konvex: Fir c=ta+ (1 —t)b und d = sa+ (1 — )b mit 0 < ¢,s <1
sowie A € [0, 1] ist

At (1=Nd= M+ (1—Ns)a+M1—t)+(1—A)(1—s))be ab,

da
M+A=-XNs)+(AM1-t)+1=-XNA-s)=A+(1-N)=1

ist sowie beide Summanden nichtnegativ.

(c) Sei (V,||-|) ein normierter Raum und B,(0) := {v € V: |jv|| < r} fir ein r > 0 die
abgeschlossene Kugel vom Radius » um 0. Dann ist B,(0) konvex, denn fir a,b € B,(0) und
0<t<list

[ta + (1 = 1)b]| < [tall + [I(1 = )bll = tllal| + (1 = O)[lbl] < tr + (1 —t)r =7
Definition 11.2.3. Sei (A, V,+) ein reeller affiner Raum. Eine Affinkombination
tiyr by, t bty =1
von Elementen yi,...,y, € A heiBit Konvezkombination, wenn zusatzlich t; > 0 fiir jedes j gilt.
Satz 11.2.4. Fir eine Teilmenge K eines affinen Raums A sind dquivalent:
(i) K ist konvez.
(ii) Mit endlich vielen Punkten yi, ...,y enthdlt K auch jede Konvexkombination dieser Punkte.

Beweis. (ii) = (i) ist trivial, da fiir zwei Punkte a,b € K ihre Verbindungsstrecke ab aus den
Konvexkombinationen von a und b besteht.

(i) = (ii): Seien y1,...,yn € K. Wir zeigen durch Induktion nach n, dass alle Konvexkom-
binationen dieser Elemente in K enthalten sind. Fir n = 1 ist nichts zu tun. Wir diirfen daher
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annehmen, dass alle Konvexkombinationen von yi,...,%,—1 in K enthalten sind. Sei nun ¢; > 0
und Z?zl tj=1.1Ist t,, =1, so ist

tiyr + - +taYn = yn € K.

Sei nun 0 < t,, < 1. Dann schreiben wir

n—1

t.
tyyr + -+ tayn = (1_tn)z l—jt yj+tnyn € K,
= n
—_—
eK
da Y170t =1—t, ist. O

Definition 11.2.5. Ist (K),;cs eine Familie konvexer Teilmenge des reellen affinen Raums A, so
ist auch ihr Durchschnitt
K:=()K;

jeJ
konvex. In der Tat, folgt aus a,b € K, dass a,b € K fiir jedes j € J gilt. Dann ist aber auch
ab C K fir jedes j, folglich ab C K.
Ist nun M C A eine Teilmenge, so schreiben wir

conv(M) := ﬂ{B C A: M C B, B konvex}

fiir die kleinste konvexe Teilmenge von A, die M enthédlt. Man nennt conv(M) die konveze Hiille
von M.

Lemma 11.2.6. Fir eine Teilmenge M C A besteht conv(M) aus allen Konvexkombinationen
von Elementen von M.

Beweis. Sei M die Menge der Konvexkombonationen von Elementen von M. Aus M C conv (M)
und der Konvexitit von conv(M) folgt sofort M C conv(M) (Satz|11.2.4]).

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, miissen wir einsehen, dass M konvex ist, denn dann
folgt aus der Definition von conv(M) unmittelbar conv(M) C M. Seien dazu a := Y., t;m; und

b:= 22‘;1 sjm} zwei Elemente von M. Fiir 0 < A < 1 ist dann

ci=Xda+(1-MNb= Z Ay + Z(l — \)sjm;.

i=1 j=1
Wegen . .

STMi+ > (1-Nsj=A+(1-X) =1

i=1 j=1
ist c € M. Also ist ab - M. Die Menge M ist also konvex. O

Definition 11.2.7. Ist K C A eine konvexe Menge und () # F C K, so nennen wir F' eine Seite
von K, wenn F' konvex ist und die folgende Eigenschaft besitzt:

(Ma,be K)VO<A<1) Xa+(1—-XNbeF = a,belF.

D.h., wenn F' das Innere einer Strecke in K schneidet, dann auch die beiden Endpunkte der
Strecke.

Ein Punkt ¢ € K, fiir den {c} eine Seite ist, heifit Extremalpunkt von K.

Wir schreiben Ext(K) fiir die Menge der Extremalpunkte von K und F(K) fiir die Menge der
Seiten von K.
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Beispiele 11.2.8. (a) Ist K ein affiner Unterraum der Dimension d > 0, so ist Ext(K) = (. Um
das einzusehen, seien x # y € K. Zwei verschiedene Punkte existieren wegen dim K > 0. Dann
ist

1

=Sty + 5y

der Mittelpunkt der Strecke (z + y)(z — y), also nicht extremal.

(b) Fiir ein abgeschlossenes beschréanktes Intervall [a,b] C R ist Ext([a,b]) = {a, b}, wie man
sich leicht klar macht. Fiir ein halbbeschrinktes Intervall haben wir zum Beispiel Ext([a, oo[) =
{a}.

Lemma 11.2.9. Ist F C K eine Seite der konvexen Menge K und E C F eine Seite von F', so
ist auch E eine Seite von K.

Beweis. Seien a,b € K und 0 < A < 1 mit Aa+(1—A)b € E. Aus E C F und der Seiteneigenschaft
von F folgt zunéchst a,b € F. Da E eine Seite von F' ist, erhalten wir weiter a,b € E. Also ist F
eine Seite von K. O

Das folgende Lemma zeigt, wie Seiten sehr natiirlich im Kontext von Extremalproblemen
auftreten. Konvexe Mengen kénnen eine sehr komplizierte geometrische Struktur besitzen. Im
néchsten Abschnitt werden wir die sogenannten Polyeder kennenlernen. Dies ist eine Klasse kon-
vexer Mengen, die sich bereits durch kombinatorische Daten beschreiben ldsst.

Lemma 11.2.10. Ist K C A konvex und f: A — R affin mit ¢ := inf f(K), so ist
F:={zeK: f(x)=c}
eine Seite von K.
Beweis. Seien a,b € K und 0 < A < 1 mit Aa+ (1 — )b € F. Dann ist
c=f(Aa+ (1 —=X)b) = Af(a)+ (1= X)f(D).

Ist f(a) > c oder f(b) > ¢, so folgt aus f(a), f(b) > ¢, dass auch Af(a) + (1 — X)) f(b) > cist. Also
ist f(a) = f(b) = ¢ und somit b,c € F. O

Beispiel 11.2.11. Fiir die abgeschlossene Einheitskugel B := B;(0) in einem normierten Raum
(Vo[- 1) ist
Ext(B1(0)) C S:={veV:|v| =1},

aber im allgemeinen haben wir keine Gleichheit, wie man fiir V = R? und ||z| := max{|z1], |z2|}
leicht einsieht. In diesem Fall ist B ein Quadrat mit den Ecken {£e; £ es}, so dass nur 4 Ex-
tremalpunkte vorliegen.

Ist V ein euklidischer Raum und |jv]| = 1/ (v, v), so ist

Ext(B) = S,

denn fiir z € S erhalten wir aus der Diskussion der Gleichheit in der Cauchy—Schwarzschen
Ungleichung (Bemerkung [7.1.10)), dass

{y€B: (x,y) =1} = {a}
gilt. Da diese Menge eine Seite ist (Lemma [11.2.10)), ist = ein Extremalpunkt.

Bemerkung 11.2.12. (a) Ist ' C K eine Seite, so ist ihr Komplement '° := K\ F eine konvexe
Menge: Fiir a,b € F¢ und 0 < A < 1 kann nicht Aa + (1 — \)b € F gelten. Also ist ab C F*°.
(b) Sind ag, . ..,a, € K und gilt

k.= Z)\jaj eF
=0
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fiir eine Seite F' und eine Konvexkombination der a;, so folgt aus A; > 0 auch a; € F. Fiir den
Nachweis nehmen wir Ao > 0 an. Ist A\g = 1, so ist ag = Z?:o Aja; € F. Ist 0 < \p < 1, so ist
Aj
a;.
1=’

k=Xoag+ (1= X)b fiir b=
j=1

Da F eine Seite ist, folgt hieraus ag,b € F.

(c) Sind (Fj)jes Seiten von K, so ist auch der Durchschnitt I := [, ; F; eine Seite von K.
In der Tat, erhalten wir aus a,b € K, 0 < A <1 und Aa+ (1 — A)b € F auch Aa+ (1 —A\)b € Fj
fiir jedes j und somit a,b € F;. Da j € J beliebig war, gilt a,b € F.

Aufgaben zu Abschnitt

Aufgabe 11.2.1. Zeigen Sie: Sind A, B reelle affine Rdume, M C A eine Teilmenge sowie
p: A — B eine affine Abbildung, so gilt

w(conv(M)) = conv(p(M)).

11.3 Polyeder

Bisher haben wir in dieser Vorlesung immer Gleichungen F'(z) = y betrachtet, wobei F': V. — W
linear oder quadratisch war. Entsprechend hatten die Losungsmengen dieser Gleichungen sehr
verschiedenartige geometrische Strukturen. Ist F' linear, so sind sie affine Unterrdume, und ist
I quadratisch und W = K, so handelt es sich um Quadriken. In diesem Abschnitt wenden
wir uns nun linearen Ungleichungen zu. Solche Ungleichungen treten in sehr natiirlicherweise als
Nebenbedingungen bei Optimierungsproblemen auf.

In diesem Abschnitt sind alle Vektorraume reell, denn wir benétigen die Ordnung des Korpers
R der reellen Zahlen, um Ungleichungen modellieren zu kénnen.

Definition 11.3.1. Sei A ein reeller affiner Raum.
(a) Ist @: A — R eine nicht konstante affine Abbildung, so heifit

H:={zx e A:alr)>0}=a(0,])
ein (abgeschlossener) Halbraum in A. Die affine Hyperebene
OH :={zx € V:a(x) =0}

heiflt Rand von H.

Fir A = (V,V,+) haben affine Abbildungen a: A — R die Gestalt a(z) = ar(z) — c fir ein
¢ € R, und « ist genau dann nicht konstant, wenn aj # 0 ist. Abgeschlossen Halbrdume in V'
haben daher die Gestalt

H:={zeV:ar(z)>c}=a;'(c,0]), ceR0#ayecV*"
(b) Ein Polyeder P C A ist ein Durchschnitt von endlich vielen (abgeschlossenen) Halbrdumen
P=H,n---nH

(¢) Ein Extremalpunkt e € P eines Polyeders heifit Ecke. Eine eindimensionale Seite K C P
heifit Kante.

Bemerkung 11.3.2. Fir A = (V,V,+) werden Polyeder also beschrieben durch a,...,ax €
V*\ {0} und ¢y, ..., c; € R mit

P={veV:(Vj=1,...,k)aj(z) > ¢}

D.h. ein Polyeder ist die Losungsmenge endlich vieler linearer Ungleichungen in V.

1Beachte: Polyeder sind sichlich: das Polyeder
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In diesem Sinn verallgemeinern Polyeder die Losungsmengen von Systemen linearer Gleichun-
gen, von denen wir ja schon wissen, dass sie affine Rdume sind. Unser Ziel in diesem Abschnitt
ist es, die Struktur von Polyedern besser zu verstehen. Hierbei wird der Begriff der Seite von
zentraler Bedeutung sein.

Beispiel 11.3.3. (a) Die Halbrdume von R sind genau die abgeschlossenen halbbeschrénkten
Intervalle
[c,o0[ und ] — o0,

Der Punkt c ist jeweils eine Ecke dieses Polyeders und bildet die einzige echte Seite.
(b) In der Ebene V = R? ist die rechte Halbebene

{z € R*: 21 > 0}

ein Halbraum.
(¢) In V = R™ ist der positive Orthant

P=Ry)":={xeR": 21, >0,...,2, >0}

ein Polyeder.
(d) In V = R"™ ist der Finheitswiirfel

W={zeR": (Vj)0<z; <1}

ein Polyeder.
(e) In V =TR" ist das Kreuzpolytop

K = {meR": i\xﬂ < 1} = {xER": (Ve € {£1}") iijj < 1}

Jj=1 Jj=1

ein Polyeder. Fiir n = 3 erhélt man so ein Oktaeder.
(f) In V = R™ ist die Menge

S = {mGR": (Vj)x; >0, ixj < 1}
j=1

ein sogenanntes Simplex.
Eine symmetrischere Darstellung erhélt man, wenn man in dem n-dimensionalen affinen Raum
A™ = (R™,R"™,0) fiir n + 1 affin unabhéngige Punkte ao, ..., a, deren konvexe Hiille betrachtet

S(ao,...,an)::{ijaj:(Vj)szO, zn:sz }
j =0

=0 J=
Durch
e:R" = A" p(0)=ao, ¢ler1)=a1, ..., ple,) =an
erhalten wir dann eine Affinitét, also einen Isomorphismus affiner Raume, der S auf S(aq, - .., ay)

abbildet. Also ist auch S(ao,...,a,) ein Polyeder.

Jeder Punkt S(a) = {a} ist ein O-dimensionales Simplex. Fiir ag # a4 ist die Strecke [ag, a1] =
S(ao,a1) ein eindimensionales Simplex. Liegt der Punkt ag nicht auf der Geraden span, (ag,a1) =
ao + Ragat, so ist S(agp, a1, asz) ein 2-dimensionales Simplex (ein Dreieck).

Lemma 11.3.4. Ist ¢: A — B eine affine Abbildung reeller affiner Raume und K C B konver,
s0 ist o~ Y(K) eine konveze Teilmenge von A.

Beweis. Fiir a,b € o~ (K) ist ¢(ab) = ¢(a)p(b) C K, also ab C ¢ }(K). O
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Satz 11.3.5. (a) Jedes Polyeder P ist konvex.
(b) Der Durchschnitt eines Polyeders mit einer affinen Hyperebene ist ein Polyeder.

Beweis. (a) Da Durchschnitte konvexer Mengen konvex sind, reicht es aus zu zeigen, dass Halbrdume
konvex sind. Wegen Lemmafolgt das sofort aus der Konvexitit der Halbstrahlen [c, oo[ in R.

(b) Sei H C A eine affine Hyperebene und P C A ein Polyeder. Dann ist H von der Gestalt
H = {z € A: a(z) = 0} fiir eine nicht konstante affine Abbildung o: A — R. Damit ist

PnH=Pn{zecA:a(z)>0jn{zecA: —a(z) >0}

ebenfalls Schnitt endlich vieler Halbraume und damit ein Polyeder. O

’ Seitensatz fiir Polyeder‘

Satz 11.3.6. In A = (V,V,+) sei fir ay,...,ap € V*\ {0} und ¢1,...,cx € R das Polyeder
P={veV:(Vj=1,...,k)a;(z) >¢}
nicht leer. Fiir jede endliche Teilmenge E C I :={1,...,k} ist dann
Fg:={x e P: (Vj € E)a;(x) = ¢}

eine Seite von P und jede Seite von P sieht so aus. Insbesonder ist die Menge F(P) der Seiten
von P endlich.

Beweis. Aus Lemma folgt, dass Fg fiir jede einelementige Menge E = {j} eine Seite von
P ist. Da Durchschnitte von Seiten wieder Seiten sind (Bemerkung [11.2.12{c)), ist Fp fiir jede
Teilmenge E C I eine Seite.

Sei nun F' C P eine Seite und

Ei={j: aj(F) ={¢;}}.
Dann gilt trivialerweise F' C Fg und F ist eine Seite des Polyeders Fr (Lemma [11.2.9). Fiir
j € E¢ =1\ E existiert ein x; € F mit oj(x;) > ¢;. Fiir die Konvexkombination
1
JEE

ist dann o(xz) > ¢; fiir alle j € E°, d.h., {j: a;j(z) > ¢;} = E°. Sei y € Fg beliebig. Dann
existiert ein A < 0 mit
y =Ay+(1— XNz e P,

denn wir miissen A < 0 nur so nahe bei 0 wéhlen, dass
a;j(y) =a;Ay+ (1 = Nz) = Ay (y) + (1 — Naj(z) = oj(z) + Maj(y) — a;(z) > ¢

fir alle j € E° gilt. Fiir j € E ist oj(z) = a;(y) = ¢; und daher ohnehin

a;(Ay+ (1= Nz) = Aay(y) + (1 — Ny (z) = ¢5.
Aus

—L()\ +(1—)\)m)+;)\ € F und O<L<1
TN 1- 2" 11—\

folgt dann y € F. Also ist F' = Fg. O

Der Seitensatz hat eine ganze Reihe interessanter Konsequenzen fiir die Struktur eines Polyed-
ers.

Folgerung 11.3.7. Fiir ein Polyeder P C 'V wie in Satz gilt:
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(i) Jede Seite F C P ist ein Polyeder.

(ii) Fir By C Ey ist Fg, C Fg,. Insbesondere haben die mazimalen echten Seiten von P haben
die Gestalt
Fj:={z € P: aj(x) = ¢;}

fir ein j € {1,...,m}, fir das o;j nicht konstant auf P ist, so dass dim F; < dim P gilt.
(iii) P hat genau dann keine echten Seiten, wenn P ein affiner Unterraum ist.

(iv) Die minimalen Seiten von P haben die Gestalt Fg, wobei E C I mazximal ist mit der Eigen-
schaft, dass Fg # 0 gilt. Jede minimale Seite ist ein affiner Unterraum.

Beweis. (i) Ist F = Fg fir E C I, so ist
F=Pn{zeV: (VjeE)—qajx)>—cj}

(ii) folgt unmittelbar aus Satz|11.3.6

(iii) Hat P keine echten Seiten, so folgt aus (ii), dass alle a; auf P konstant sind. Dann ist
aber
P={zecV:(Vjel)aj(x)=c;}

als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems ein affiner Unterraum.

Ist andererseits P ein affiner Unterraum, so ist jedes lineare Funktional co; auf P nach unten
beschriankt, also konstant (Nachweis!). Insbesondere folgt aus (ii), dass P keine echten Seiten
besitzt.

(iv) Der erste Teil der Behauptung folgt unmittelbar aus Satz Ist ' C P eine minimale
Seite, so ist F' ein Polyeder ohne echte Seite, also ein affiner Unterraum. O

Beispiele 11.3.8. (a) Ist H = {z € V: a(z) > ¢} ein Halbraum, so ist 0H = {z € V: a(x) = ¢}
die einzige echte Seite von H. Einen Extremalpunkt besitzt H also nur dann, wenn dim V' =1 ist.
(b) Fiir den positive Orthanten

P={xeR": 2, >0,...,2, >0}
erhalten wir fiir jede Teilmenge E C I := {1,...,n} genau eine Seite
Fp={z€P:jeF=ua;=0} =R,

Es gibt also 2" Seiten und F; = {0} ist der einzige Extremalpunkt.
(c) Den Einheitswiirfel
W={zeR": (Vj)0<z; <1}

kénnen wir mit I := {1,...,2n} und o (z) = z; fir j < n und oj(z) =1 —x;_, fir j > n
beschreiben als
W ={z eR": (Vj € I)a;(z) > 0}.

Fir E C I ist die Seite Fiy C W genau dann nicht leer, wenn fiir kein j € {1,...,n} gilt, dass
{j,j + n} C E ist. Hieraus schliefit man leicht, dass der Wiirfel W genau 3™ Seiten besitzt. Die
maximalen Seiten sind Wiirfel der Dimension n — 1 und davon gibt es 2n. Die Extremalpunkte
entsprechen den Teilmengen E C I, die fiir jedes j € {1,...,n} entweder j oder j—n enthalten. Es
gibt 2™ solche Teilmengen, und die zugehorigen Extremalpunkte sind die Ecken (e1,...,&,) € W
mit ¢; € {£1}.

(d) Das Kreuzpolytop

K= {xeR": i\xﬂ < 1} = {xER": (Ve € {£1}™) iajxj < 1}

j=1 j=1
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wird durch 2" Ungleichungen beschrieben: Fiir e € I := {£1}" sei a.(z) :=1->."_, &;z;. Dann

j=1
1st
K={zeR": (Ve € I)a(z) > 0}.
Es gibt 2™ maximale Seiten der Dimension n — 1:
F.={z € K: a:(z) =0} = conv{eiey,...,enen},
die jeweils Simplices der Dimension n — 1 sind.

Es gibt 2n Extremalpunkte {+ej,...,+e,}.
(e) Sind ag,...,a, € R™ affin unabhéngig und

S:=5(ag,...,an) = {ijaj: (Vj)xz; >0, ij = 1}
=0 =0

das von ihnen erzeugte Simplex, so erhalten wir durch die baryzentrischen Koordinatenfunktionen

ag, ..., an bzgl. (ag,...,a,), d.h,

a=>Y aj)a,

§=0
n + 1 affine Funktionen mit
S={zeR": (Vj€Da,(z) >0}, I=A{0,...,n}
Fir F C [ ist die zugehorige Seite
Fp={zeS: (Vje E)a;(z) =0} =conv{a;: j € E°=I1\E}

ein Simplex der Dimension n — |E| = |E°| — 1. Die Extremalpunkte sind {ao,...,an}.
Lemma 11.3.9. Fir ein Polyeder P CV wie in Satz[11.3.6 und v € V sind dquivalent:
(i) x + Ryv C P fir ein x € P.
(ii) a;(v) >0 fir alle j € 1.
(iii) P+Ryv C P.
Beweis. (i) = (ii): Sei z € P mit z + Ryv C P. If a;(v) < 0 fiir ein j, so existiert ein ¢ > 0 mit
a;(z + tv) < ¢;, im Widerspruch zu x + tv € P.

(i) = (iii): Gilt (ii), so erhalten wir fiir z € P, ¢ > 0 und jedes j:

0@ + tv) = oy (&) + ta(v) 2 ay(@) 2 c;.

Also ist x +tv € P.
(iii) = (i) ist trivial. O

Definition 11.3.10. Fiir ein Polyeder P wie in Satz definieren wir den Verschiebungskegel
Cp:={veV:(¥jel)a,v) >0}
und den Verschiebungsraum
Tp:=CpN—-Cp={veV:(VjeI)a;v) =0} ={a1,...,an}".

Aus Lemma [11.3.9| folgt sofort P + Cp C P und daher auch P+ Tp = P.
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Bemerkung 11.3.11. Aus der Relation
Tp ={a1,...,a,}*

folgt sofort, dass Tp genau dann {0} ist, wenn «q,...,q, den Dualraum V* aufspannen (vg.

Lemma [8.2.15(vi)(a)).

Satz 11.3.12. Jede minimale Seite F' C P ist ein affiner Unterraum mit dem Translationsraum
Tp. Insbesondere haben alle minimale Seiten die gleiche Dimension und P besitzt genau dann
eine Ecke (Extremalpunkt), wenn Tp = {0} ist.

Beweis. Aus Satz[11.3.6|folgt zundchst, dass jede Seite von P unter Translation mit Tp invariant
ist. Ist F' minimal und ein affiner Unterraum mit Translationsraum U, so ist F + U C P, also
auch U C Tp (Lemma [11.3.9). Hieraus folgt U = Tp fiir jede minimale Seite. O

Satz 11.3.13. Sei f: P — R eine affine Funktion, die auf P ein Minimum annimmt und Tp =
{0}. Dann ezistiert ein Extremalpunkt e € P mit f(e) = min f(P).

Beweis. Ist ¢ := min f(P), soist F':= {z € P: f(x) = ¢} eine Seite von P. Da P nur endlich viele
Seiten besitzt, existiert eine minimale Seite Fy C F'. Diese ist wegen Tp = {0} ein Extremalpunkt.
O
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