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I. Grundlegende Konzepte 1

Spektral- und Darstellungstheorie

I. Grundlegende Konzepte

1.1. Hilbertraume

Da wir uns in dieser Vorlesung fast ausschliefilich mit Operatoren auf komplexen Hilbert-
rdumen beschéaftigen werden, beginnen wir mit einer kurzen Wiederholung der grundlegenden
Begriffe.

Definition I.1.1. Sei H ein komplexer Vektorraum.
(a) Eine Abbildung b: H x H — C heifit

(1) sesquilinear, wenn die Abbildungen = — b(z,y), y € H, linear sind, und die Abbildungen
z+—b(y,x), y € H, antilinear, d.h. b(y, \a +b) = Ab(y,a) + b(y, b) fir a,b,e H, A € C.
(2) hermitesch, wenn sie sesquilinear ist und zusétzlich b(y, z) = b(x,y) fir alle z,y € H gilt.
(3) positiv semidefinit, wenn sie hermitesch ist und zusétzlich b(z,z) > 0 fir alle z € H gilt.
(4) positiv definit, wenn sie hermitesch ist und zusétzlich b(z,z) > 0 fur alle x € H \ {0} gilt.
In diesem Fall nennt man b auch ein Skalarprodukt auf H.
(b) Ein komplexer Prd-Hilbertraum H ist ein komplexer Vektorraum, der mit einer positiv
definiten hermiteschen Form (Skalarprodukt) (x,y) — (z,y) versehen ist.
(¢) Zwei Elemente eines Pra-Hilbertraums H heiflen orthogonal, wenn (r,y) = 0 ist. Wir
beachten, dafl dies wegen der Hermitizitat eine symmetrische Relation ist. Fiir eine Teilmenge
E C 'H schreiben wir

Et = {yc H:(Vr € E){z,y) = 0}. n

Lemma 1.1.2. Sei b eine hermitesche Form auf dem komplexen Vektorraum H.

(i) Ist b positiv semidefinit, so gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

[b(z, y)[* < b(z,2)b(y, )

fur x,y € H.
(ii) b(z,y) = $(bz + y,z +y) — b(z — y,x — y) + ib(z + iy,x + iy) — bz — iy, x — iy))
(Polarisierungsidentitat). ]

Als wichtige Folgerung aus Lemma 1.1.2 haben wir:
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Satz 1.1.3. (P. Jordan, J. v. Neumann) Ist H ein Prd-Hilbertraum, so wird durch |z| :=
(x,x) eine Norm auf H definiert, die der Parallelogrammgleichung

Iz + )1 + o = yl* = 2]z + 2l|y]|*

fiir alle x,y € H gendigt. Ist umgekehrt ||| eine Norm auf H, die der Parallelogrammgleichung
gentigt, so wird H durch

(@,y) = 1(lz +yl* = o — yl* +illz + iyll* — illa - iy]*)

zu einem Prd-Hilbertraum. ]
Definition I1.1.4.  Ein Hilbertraum ist ein Pra-Hilbertraum, der bzgl. der durch ||z := /(x, x)
gegebenen Norm vollstandig ist. Ein Hilbertraum ist, also insbesondere ein Banachraum. ]

Satz 1.1.5. Ist H ein Prd-Hilbertraum und H dessen Vervollstindigung als metrischer Raum,
so ist ‘H ein Hilbertraum bzgl. der stetigen Fortsetzung des Skalarprodukts zu einer Funktion
HxH-—C. ]

Beispiel 1.1.6. (a) Der Raum C" ist ein Hilbertraum bzgl.

n
(x,y) = Z ;Y-
j=1

(b) Der Raum [* ist ein Hilbertraum bzgl. (z,y) := 3272, 2,75

(¢) Der Raum C([a,b]) ist ein Pra-Hilbertraum bzgl. (f,h) := f; f(x)h(z) dx. Die zugehérige
Vervollstindigung heifit L?([a, b]). n

Der folgende Satz enthélt die wichtigsten Informationen iiber orthogonale Unterrdume.

Satz 1.1.7. (a) Ist F ein abgeschlossener Untervektorraum des Hilbertraums H, so ist H =
F@FL, d.h. H ist die orthogonale direkte Summe der abgeschlossenen Unterriume F und F* .
(b) Ist E eine Teilmenge des Hilbertraums H, so gilt

(E+)* =spanE.
Insbesondere gilt E = (E+)* genau dann, wenn E ein abgeschlossener Untervektorraum ist. m

Definition 1.1.8. Ist £ C H ein abgeschlossener Unterraum und Pg : H — H die Abbildung
mit Pgp(x) = zp, wobei ¢ = zp + 21 mit 2 € E und zg. € EL, so heiit Pgp die
Orthogonalprojektion auf E . ]

Satz I.1.9. (Fréchet-Rieszscher Darstellungssatz fiir Hilbertrdume) Ist H' der Dualraum des
Hilbertraums H, so ist die Abbildung

OH—-H mit (x)(y):=(y,x)

eine antilineare isometrische Bijektion, insbesondere lifit sich jedes stetige linear Funktional auf
H darstellen als y — (y,x) fir ein © € H und es gilt

[zl = [|@(@)]| = sup{l(y, 2)|:y € H, [lyll < 1}. = sup{[(z,y):y € H, [lyll <1} u

Fiir spéatere Anwendungen in der Darstellungstheorie fithren wir hier das Konzept der
direkten Summe einer Familie von Hilbertraumen ein. Hierzu erinnern wir uns zunéchst an
das etwas subtile Konzept der Summierbarkeit.
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Definition I.1.10.  Sei X ein topologischer Vektorraum und (z;);ecs eine Familie von Ele-
menten, d.h. z:J — X,j — z; ist eine Funktion. Die Familie (z;);c; heifit summierbar, wenn
das Netz der endlichen Teilsummen konvergiert. Etwas praziser bedeutet das, dal wir die Menge
I:={F C J:|F| < oo} mittels der Mengeninklusion zu einer gerichteten Menge machen, so dafl
die Zuordnung F +— ZjeF x; als ein Netz in X aufzufassen ist, das wir das Netz der endlichen
Teilsummen nennen. Existiert der Grenzwert dieses Netzes, so bezeichnen wir ihn mit ) jes Ty

Die Familie (x;);cs ist also genau dann summierbar, wenn ein s € X existiert, so daf es
zu jeder Umgebung U von s eine endliche Teilmenge Fy C J gibt mit

ij eU,
JEF

falls FF O Fy ist. Man beachte, dal man fiir J = N nicht den tiblichen Begriff einer kon-
vergenten Reihe erhélt, sondern einen stérkeren Konvergenzbegriff, der insbesondere gegeniiber
Umordnungen stabil ist.

Sind die z; € RT, so bedeutet die Summierbarkeit von (z;);ecs, dal das Supremum aller
endlichen Teilsummen endlich ist, d.h.

sup{ijk:jkEJ;kzl,...,n;neN}<oo. ]
k=1
Lemma I.1.11. Sei (H;);cs eine Familie von Hilbertrdumen und
= {(2)e0 € [T Hix D sl < oo}
jes  jeJ

Dann ist H ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(@))ies Wi)ies) = > (x5, 45).

jeJ

Beweis. Wir zeigen zuerst, da§ H ein Untervektorraum von []..;H; ist. Die Invarianz unter
Skalarmultiplikation ist klar. Fiir zwei Elemente a, b € H; folgt aus der Parallelogrammgleichung

la +b11* < 2(lall* + [1B]I*)

und fiir © = () e,y = (yj)jes € H damit

Dol +ysl® <2 llagll? +2 ) llysll? < oo

jeJ jeJ jeJ

Also ist x +y € ‘H, und somit H ein Vektorraum.
Fir z,y € ‘H folgt aus der Polarisierungsidentitiat und x £y, x £ iy € ‘H, dafl

(@,9) =Y (@5,u;)

jeJ

existiert. Dafl hierdurch eine positiv definite hermitesche Form definiert wird, ist eine einfache
Rechnung.

Wir zeigen noch die Vollstandigkeit von H. Hierzu geht man im Prinzip vor wie bei dem
Raum /2. Sei (2"),en eine Cauchy-Folge. Dann ist (27 )nen fiir jedes j € J eine Cauchy-Folge
in ‘H; und aus der Vollstdndigkeit der Raume H; erhalten wir fiir jedes j € J ein Element z;
mit 27 — z;. Fir jede endliche Teilmenge Jy C J ist dann

D el = lim Y e < lim Y flaf]® = lim [|l2".
n—oo n—oo n—o0

J€Jo Jj€Jo jeJ
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Hieraus folgt = = (z;);cs € H mit
lx[|* < i [|2" (|2,
n—oo

Es bleibt noch zu zeigen, dal " — =z in H gilt. Sei dazu € > 0 und ny € N mit
|| — 2™ < e fiir n,m > ng. Fiir eine endliche Teilmenge Jy C J gilt dann

S ey =P =t ST [l - 2B < T 2™ - o < €2

J€Jo j€Jo

fur n > ng. Also ist auch

lz — 21> = supyycp D llay —af|* <e.
Jj€Jo

Hieraus folt 2" — x, und somit die Vollstandigkeit von H. ]

Definition 1.1.12.  Fiir eine Familie (H,),es von Hilbertrdumen definieren wir

Dy = {(ases € [T 1Y Iyl < oo}

JjeJ JjeJ jeJ

mit der Hilbertraumstruktur aus Lemma 1.1.11. Wir nennen diesen Raum die direkte Hilbert-
raumsumme der (H;)jes. Dieser Raum ist natiirlich nicht die direkte Vektorraumsumme der
Unterrdume

Hi = {(z;)jer: (Vj # i)x; = 0},

aber die Summe 3, ;H; dieser Unterriume ist direkt und dicht in H (Ubung). Weiter sind
all diese Unterrdume paarweise orthogonal zueinander. Man beachte, dafl die Forderung der
Summierbarkeit von (||z]|?);e; insbesondere zur Folge hat, daff nur abzéhlbar viele z; von 0
verschieden sind, auch wenn die Indexmenge J iiberabzahlbar ist. ]

Satz 1.1.13. Sei J eine Menge und C’ die Menge der Funktionen x:J — C,j zj.
(i) Der Raum

12(J) = {x e’y oy < oo}

jEJ
ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(wy) = a5 und 2| =) layl®

JjEJ JjEJ

(ii) Der Raum
M) = {x eC’:Y |yl < oo}

JjeJ
ist ein Banachraum bzgl. der Norm ||z[|1 :==3_,c ; z;]-

Beweis. (i) Das ist ein Spezialfall von Lemma 1.1.11, wo H; = C fiir alle j € J gilt.
(ii) Der Beweis verlauft vollkommen analog zu dem von Lemma I.1.11. |

Bemerkung I.1.14.  Fiir J = {1,...,n} haben wir [?(J) & C" und fiir J = N ist [>(J) 2 [2.
]

Wir wiederholen nun noch die wesentlichen Fakten tiber Orthonormalbasen eines Hilbert-
raums aus der Funktionalanalysis.
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Lemma I.1.15. Sei H ein Hilbertraum und (x;)jc; eine orthogonale Familie in H. Dann
sind dquivalent:

(1) (xj)jes ist summierbar in H.
(2) (||lzl1*)jes ist summierbar in R.

Ist dies der Fall, so ist
2
1>l = 3 sl
jed jed

und die Menge {j € J:x; # 0} ist abzdhlbar. ]

Satz 1.1.16. Sei (z;)jcs eine orthonormale Familie im Hilbertraum H, d.h. (z;,z;) = §;;.
Dann gilt

(1) (VzeH)d ey |(xj,2)|* < ||z||* (Besselsche Ungleichung).

(2) o= ;c;(x,j)x; genau dann, wenn 3, ; |(x,z;)|? = ||z||* (Parsevalsche Gleichung).m

Definition 1.1.17. Eine Teilmenge B eines Hilbertraums H heiflt total, wenn span B ein
dichter Unterraum ist. Die Menge B heifit Orthonormalbasis (kurz ONB), wenn sie orthonormal
und total ist. ]

Satz 1.1.18. Fir eine orthonormale Teilmenge B = {x;:j € J} eines Hilbertraums H sind
aquivalent:
(1) B st eine ONB.
(2) B ist mazimal orthogonal.
(3) Gilt (x,xj) =0 fir alle j € J, soist v =0.
(4) Fir alle x € H gilt x =3, ;(x,xj)x; (Fourierentwicklung).
(5) Fir z,y € H gilt (z,y) =>_,c (@, 2;)(x;,y)-
(6) Fiir alle x € H gilt ||z||*> = dies |(x,2;)|? (Parsevalsche Gleichung). ]

Satz 1.1.19. Jeder Hilbertraum hat eine ONB. Zu jeder orthonormalen Teilmenge existiert
sogar eine ONB, die sie enthdlt. ]

Bemerkung 1.1.20.  Aus Satz 1.1.19 und Satz 1.1.18(4),(6) sieht man, dafl jede ONB (z;);cs
einen Isomorphismus H = ?(.J) liefert. ]

I.2. Operatoren auf Hilbertraumen

Soviel zur Wiederholung der wichtigsten Begriffe und Fakten aus dem Bereich der Hilbert-
rdume. In diesem Abschnitt werden wir versuchen, die wichtigsten Fragen der Spektraltheorie zu
prézisiern. Das wesentliche Phéanomen, das die Theorie der Operatoren auf einem Hilbertraum
auszeichnet, ist das Vorhandensein einer Involution A — A*. Im wesentlichen beruhen fast alle
tieferen Aussagen der Spektraltheorie auf diesem Sachverhalt.

Seien H; und Ho Hilbertraume, sowie A:H; — Ho eine stetige lineare Abbildung. Wir
erinnern uns daran, dafl man die Stetigkeit durch die Endlichkeit der Operatornorm

Al = Sup|z|<1 | Azl
charakterisieren konnte. Das ist die kleinste Zahl C' mit
[A.z]] < C|lz|

fiir alle « € H;. Man nennt daher stetige Operatoren auch beschrankt. Wir schreiben B(H1, Hz)
fiir die Menge der beschrankten Operatoren von H; nach Ho und B(H) := B(H, H).
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Wir haben in der Funktionalanalysis gesehen, dal man zu jedem stetigen Operator A: H; —
‘Ho einen stetigen Operator
AHy = Hy, ffoA

erhélt fir den zusétzlich
A’ = [|All

gilt (vgl. [Ne96, Satz V.2.5]). Sind nun ®,:H; — Hj und ®2:Ho — H, die antilinearen
Isomorphismen aus dem Fréchet-Rieszschen Darstellungssatz, so definieren wir den adjungierten
Operator

A" =07 o Ao By Hy — H;.

Da sowohl ®; als auch ®, antilineare Isometrien sind, ist A* wieder linear und es gilt ||A*|| =
[|A’]] = ||A||. Wir haben also ein kommutatives Diagramm:

*

H2 Hl

- o
A/

", —

Fir x € H; und y € Hy ist dann

(2.1) (Az,y) = C2(y)(Aw) = (A'®s(y)) (z) = (2147 (y)) (z) = (2, A"y).

Direkter kann man die Existenz von A* auch so sehen: Fiir jedes y € Ho ist das lineare
Funktional H; — C,z — (A.z,y) stetig, kann nach dem Fréchet-Rieszschen Satz also durch
ein Element A*.y € H; dargestellt werden.

Satz 1.2.1. Fliir zwei Hilbertraume Hq, und Hs ist die Abbildung
B(H1,H2) — B(Ha, H1), A AT

eine antilineare Isometrie bzgl. der Operatornorm. Weiter gilt fir A € B(Hi,Hs) und B €
B(Ha2,Hs3):

(i) A* ist eindeutig bestimmt durch (A.x,y) = (x, A*.y) fir © € H1, y € Ha.

(ii) (BA)* = A*B*.

(iii) (A*)* = A.

(iv) [|A*Al = [[AA*]| = Al
Beweis. (i) Gilt (A.z,y) = (z,2) fiir alle x € Hy, so ist A*.y — 2z € H{ = {0}, also 2z = A*.y.
(if) Wegen (i) folgt dies aus

(BA.z,z) = (Ax,B*.z) = (x, A"B*.2)

fir x € Hy, z € Hs.
(iil) Wir haben

(Aa,y) = (z,A%y) = (A*y, x) = (y, (A*)*.2) = ((A")".2,y)

fiir alle € Hy und y € Ha, also A.x = (A*)*.x fir alle € H; und damit (iii).
(iv) Fir = € H;y ist

|Az|? = (Aw, Ax) = (A" Az, 2) < |A"Aa]| - [|l=]) < [|A*A] - [l

also
[A[]? = supyz < [|A-2|? < [JA* Al < | A*[1A]l = [|A]1*.

Damit ist auch
JA[]> = [|A*]]* = [|(A")*A%|| = [[AA*|. u
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Korollar 1.2.2.  Fiir einen Hilbertraum H ist die Abbildung
B(H) - B(H), A~ A"
eine antilineare Isometrie mit
(BA)* = A*B*, (A")*=A und |A*A| = |AA*|| = |A|>. |

Der Kernpunkt der Spektraltheorie von Operatoren auf Hilbertraumen ist nun die Tatsache,
daB man fiir A € B(H) beim Ubergang zum adjungierten Operator den Raum B(H) nicht verlaft
und so die Operatoren A und A* zueinander in Beziehungen setzen kann. Entsprechend kann
man nun verschiedene Typen von Operatoren unterscheiden:

Definition 1.2.3.  Seien H; und H, Hilbertrdume und A € B(H1,H2).

(a) A heiBt unitdr, falls A*A =idy, und AA* =idy, .

Sei jetzt Hi = Hs.

(b) A heifit selbstadjungiert oder hermitesch, falls A* = A. Er heifit schiefhermitesch, falls
A*=—A.

(¢) A heifit normal, falls AA* = A*A gilt. [

Wir schauen uns diese Eigenschaften noch etwas genauer an.

Satz 1.2.4. Fir einen Operator A € B(H) gilt:
(i) Ist A hermitesch, so ist A normal.
(ii) Die Operatoren AA* und A*A sind hermitesch.
(iii) Es gibt eindeutig bestimmte hermitesche Operatoren B,C mit A = B +iC.
(iv) A st eindeutig bestimmt durch die Sesquilinearform
barHxH—C, (x,y)— (Az,vy).

(v) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Die Form ba ist hermitesch.
(b) A ist hermitesch.
(¢) ba(z,z) €R fir alle x € H.
In diesem Fall ist A schon durch die Werte ba(z,x), © € H eindeutig bestimmd.
(vi) Ist A hermitesch und (A.x,x) =0 fir alle x € H, so ist A=0.
Beweis. (i) trivial.
(ii) Das folgt aus (AA*)* = (A*)*A* = AA* und (A*A)* = A*(A*)* = A*A.
(iii) Das folgt sofort mit B := (A + A*) und C := £ (A — A*). Da diese Formel fiir jede
Zerlegung A = B + iC' mit hermiteschen Operatoren gilt, folgt hieraus auch die Eindeutigkeit.
(iv) Wir haben ®(A*.y)(x) = (A.z,y) = ba(z,y). Wegen der Injektivitdt von & ist A*, und
somit auch A eindeutig durch b4 bestimmt.
(v) Wir haben

ba(y,x) = (Ay,x) = (y, A*.x) = (A".z,y) = ba-(x,y).

Also ist A = A* wegen (iv) dquivalent dazu, dal by hermitesch ist.

Ist A bzw. by hermitesch, so zeigt die Polarisierungsidentitit (Lemma I1.1.2(ii)), daf man
ba und damit auch A aus den Werten ba(x,x), x € H rekonstruieren kann.

Ist A hermitesch, so ist natiirlich auch bs(z,z) € R fiir alle x € H. Ist dies umgekehrt
der Fall und schreiben wir A = B + iC' gemé$ (ii), so ist bo(z,z) = Imby(x,2) = 0 fiir alle
x € H. Also folgt bo = 0 aus obiger Bemerkung und weiter C' = 0 aus (iv). Damit ist A = B
hermitesch.

(vi) Das folgt sofort aus (v). ]
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Lemma 1.2.5. FEine lineare Abbildung A:Hi — Ho ist genau dann eine Isometrie, wenn
A*A =idy, ist.

Beweis. Ist A eine Isometrie, so gilt
(A*Ax,x) = (A, Ax) = ||Ax|? = ||z|]? = (z, )

fiir all z € H;. Damit folgt A*A = idy, aus Lemma 1.2.4(v).
Ist umgekehrt A*A = idyy, , so folgt umgekehrt sofort ||A.z||? = (A*A.x,x) = ||z|]?. m

Satz 1.2.6. Fiir eine lineare Abbildung A: Hi; — Ha sind daquivalent:

(1) A ist unitar.

(2) A ist surjektiv und erhalt das Skalarprodukt, d.h. (A.x, A.y) = (x,y) fir x,y € H;.

(3) A ist bijektiv und erhdlt das Skalarprodukt, d.h. (A.x, A.y) = (x,y) fir x,y € Hy.

(4) A ist eine surjektive Isometrie.
Beweis. (1) = (2): Die Surjektivitat folgt aus AA* =idy, und der Rest aus A*A = idy, .
(2) = (3): Die Injektivitét folgt wegen

|Az|? = (Aw, A) = (z,2) = ||=|*

aus der Invarianz des Skalarprodukts.

(3) = (4): Dafl A eine Isometrie ist, folgt wie unter (2) = (3).

(4) = (1): Aus Lemma 1.2.5 folgt A*A = idy,. Damit ist AA*A = A und wegen der
Surjektivitdt von A folgt weiter AA* = idy, . [

Das obige Lemma zeigt, dafl die unitdren Abbildungen gerade die Isomorphismen wvon
Hilbertraumen sind. Sie erhalten all die vorhandene Struktur: die Vektorraumstruktur und das
Skalarprodukt. Daher nennen wir auch eine bijektive lineare Abbildung U:H; — Hs zwischen
Pra-Hilbertraumen unitir, wenn (U.x,U.y) = (z,y) fiir alle 2,y € Hy gilt.

Lemma 1.2.7. Fir einen Operator A € B(H) sind dquivalent:

(1) A ist normal.

(2) ||A.x| = ||A*.x| fir alle x € H.

(3) A= B+ iC mit hermiteschen Operatoren B, C und BC = CB.
Beweis. (1) < (2): Zunéchst ist

(AA* — A*A)a,z) = (A*.x, A*2) — (Auz, Ax) = || A*z|? — || A.z])?.

Da der Operator AA* — A* A hermitesch ist, verschwindet dieser Ausdruck genau dann fiir alle

x €H, wenn AA* — A*A =0 ist (Satz 1.2.4(vi)), d.h., wenn A normal ist.

(1) < (3): Man rechnet das einfach nach: AA* = (B +iC)(B —iC) = B2 +i(CB — BC) + C?

und A*A = (B —iC)(B +iC) = B? —i(CB — BC) + C?. Hieraus folgt die Behauptung. n
Im folgenden schreiben wir AN(A) fir den Kern und R(A) fiur das Bild einer linearen

Abbildung A.

Lemma 1.2.8. Fir A€ B(H) gilt:
(i) N(A) =R(A*)*.
(ii) Ein abgeschlossener Unterraum E C 'H ist genau dann unter A invariant, wenn E+ unter
A* invariant ist.

Beweis. (i) Wegen (A.x, H) = (z, A*.H) fiir x € H ist A.xz = 0 Aquivalent zu x € R(A*)*.
(ii) Gilt A.E C E, so finden wir fiir v € E+:
(A*v,E) = (v, A.E) C (v, E) = {0}.

Also ist A*.E+ C EL.
Ist dies umgekehrt der Fall, so folgt A.E C F aus E = (E+)* und A = (4*)*. ]
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Satz 1.2.9. Sei 0 # P € B(H) eine Projektion, d.h. P> = P. Dann sind dquivalent:
(1) P ist eine Orthogonalprojektion, d.h. N'(P)LR(P).

2) [IPl=1.
(3) (P.x,z) >0 fir alle x € H.
(4) P*=P.

(5) P ist normal.
Beweis. Wir erinnern uns daran, daf fiir eine Projektion P immer gilt H = R(P) ® N(P).
Da P stetig ist, sind beide Rdume sogar abgeschlossen (Ubung).
(1) = (2): Sei E := R(P). Dann haben wir eine orthogonale Zerlegung H = E @ E+ mit
N(E) = Et. Wegen P # 0 ist E # {0}. Es existiert also ein # € E mit |z| = 1 und wir
erhalten |P.z|| = ||z|| =1, also ||P|| > 1.
Ist andererseits = € H gegeben als © = 2 + 2. mit 2p € £ und 251 € B+, so ist

1P]? = llz)? = [ll* = leg | < ll=]*.

Also ist || P|| <1, folglich ||P|| =1.
(2) = (1): Sei z € N(P) und y € R(P). Dann gilt fiir alle A € C:

[Ayll? = [|1P( + My)lI” < llz + Ayll* = [l2]* + 2 Re(z, Ay) + [|2y]?,
also ||z]|% + 2Re(X(x,y)) > 0. Fiir A = t(x,y) folgt hieraus
0 < flz)|* + 2t|(z, )|

fiir alle t € R, also {(x,y) =0.
(1) = (3): Das folgt aus

(P.x,x) = (P.a, (x — P.x) + P.x) = (P.x, P.x) = || P.x|)?

fiir alle x € H.

(3) = (4): Da (P.x,x) fir alle x € H reell ist, ist P nach Satz 1.2.4(v) hermitesch.

(4) = (5): trivial.

(5) = (1): Aus den Lemmata 1.2.7 und 1.2.8 folgt N'(P) = N(P*) = R(P)*, d.h. P ist eine
Orthogonalprojektion. ]

Beispiel 1.2.10. (a) Man beachte, daf} fiir endlichdimensionale Hilbertrdume H aus A*A =
idg¢ schon A* = A~! und damit AA* = idy folgt, d.h. jede Isometrie ist automatisch surjektiv.
Im allgemeinen wird das falsch. Hierzu betrachten wir den Hilbertraum {2 aller quadratsum-
mierbaren Folgen (z,)neny und den Shiftoperator

S:12 =12, (x1,72,...) — (r2,23,...).

Dann ist
S*ZZ2H12, (’Il,l’g,...)H(O,xl,xg,...).

(Ubung). Der Operator S* schiebt also gerade in die andere Richtung. Damit ist S.S* = id und
S*S($1,$27 . ) = (0,1'271‘3, . )

Wegen S*S # S§5* ist S auch nicht normal. Der Operator S* ist eine nicht surjektive Isometrie.
(b) Ist H = C" und wird A € B(H) durch die Matrix (a;;); ; dargestellt, so wird A* durch die
Matrix (@j;);; dargestellt. In diesem Sinn verallgemeinert unsere Definition des adjungierten
Operators die Konzepte der linearen Algebra.
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Ist (e;);jcs eine ONB in einem allgemeinen Hilbertraum 7, so kann man einem Operator
A die Matrix ((A.ej,€;))i jes zuordnen. Auch in diesem Fall gilt

<A*~€j;€i> = <6j,A.€i> = <A.€Z‘,€j>,

so dafl A* durch die adjungierte Matrix dargestellt wird.
(c) Wir betrachten den Hilbertraum H = L?([0,1]), den wir als Vervollstindigung des Prii-
Hilbertraums C([0,1]) bzgl. des durch

(f.g) = / f(2)9(@) da

gegebenen Skalarprodukts betrachten.
Fiir eine stetige Funktion K:[0,1] x [0,1] — C wird dann durch

1
Ty (f)() = / K(z.y)f(y) dy

ein stetiger Operator in B(H) definiert (Ubung). Man nennt Tk einen Kernoperator und die
Funktion K dessen Kern. Der adjungierte Operator ist Tk« mit K*(z,y) := K (y,z) (Ubung).
Hierdurch erkennt man sofort fiir welche Kerne K der Operator Tk hermitesch ist. Wir werden
spater sehen, in welchem Sinne das eine kontinuierliche Version von (b) ist. ]

Das Hauptanliegen der Spektraltheorie von Operatoren auf Hilbertrdumen ist es nun, nor-
male, und insbesondere unitdare und hermitesche Operatoren auf Hilbertrdumen zu verstehen.
Den geeigneten Rahmen, in dem sich diese Probleme gut behandeln lassen, bietet die Darstel-
lungstheorie.

1.3. Involutive Halbgruppen und ihre Darstellungen

Zuerst haben wir zu klaren, fiir welche Objekte wir Darstellungen betrachten wollen. Hierzu
benotigen wir Konzepte, die so allgemein sind, daf sich all die Phdnomene, die uns interessieren,
erfassen lassen. Wie schon oben bemerkt ist das wesentliche Charakteristikum der Hilbertraume
das Konzept des adjungierten Operators. Wir werden sehen, dafl der Begriff der involutiven
Halbgruppe die wesentlichen Strukturen représentiert.

Definition 1.3.1.  Ein Paar (S, *) einer Halbgruppe S mit einem involutionen Antiautomor-
phismus s — s* heifit involutive Halbgruppe. Es gilt also (st)* = t*s*, d.h. die Involution dreht
die Reihenfolge der Faktoren um.

Ist 1 ein Einselement in S, so gilt 1* = 1 (Ubung). Die Elemente in

Sy i={s € S:s" =s}
heiflen hermitesch und falls S ein Einselement 1 hat, so heiflen die Elemente in
US):={seS:s's=ss"=1}
unitdr. Die Menge U(S) der unitdren Elemente ist eine Gruppe, die unitire Gruppe von S. =

Beispiel 1.3.2. (a) Ist S eine abelsche Halbgruppe, so ist (S,idg) eine involutive Halbgruppe.
(b) Ist G eine Gruppe und g* := g~!, so ist (G,*) eine involutive Halbgruppe. Hier ist jedes
Element unitar.

(c) Eine besonders wichtige involutive Halbgruppe ist die multiplikative Halbgruppe B(H) der
beschréinkten Operatoren auf einem Hilbertraum M. Die Gruppe U(B(H)) = U(H) heifit
unitare Gruppe des Hilbertraums H.
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(d) Die multiplikative Halbgruppe (C,-) ist eine involutive Halbgruppe bzgl. z* := Z. Das ist
der Spezialfall von (¢) mit eindimensionalem H.
(e) Ist X eine Menge, so ist S := X x X eine involutive Halbgruppe bzgl. der Multiplikation

(@) (@) = (z,¢) wd (z,9)" = (y,2).
(f) Ist X eine Menge, so ist der Raum C* der komplexwertigen Funktionen auf X eine abelsche
involutive Halbgruppe bzgl. der punktweisen Multiplikation und der Involution f*(x) := f(z).
Eine Funktion ist genau dann hermitesch, wenn sie reellwertig ist.
Die Menge der {0, 1}-wertigen Funktionen ist hierbei eine involutive Unterhalbgruppe, die
aus hermiteschen Elementen f besteht fiir die sogar f2 = f gilt. Identifizieren wir so eine

Funktion mit der Menge f~1(1), so erhalten wir eine involutive Halbgruppenstruktur auf der
Menge 2% aller Teilmengen von X . Hierbeiist A- B=ANB und A* = A fir AC X. ]

Definition 1.3.3.  (a) Eine Darstellung einer involutiven Halbgruppe S ist ein Homomorphis-
mus 7: S — B(H), wobei H ein komplexer Hilbertraum ist, so daf
m(s*) = m(s)

fiir alle s € S gilt. Man schreibt auch (m, H) fiir eine Darstellung, wenn man H hervorheben
mochte.
(b) Ist G eine Gruppe mit g* = ¢g~', so nennt man solche Darstellungen auch unitdr, wenn
zusétzlich 7(1) = id gilt. Aus gg* = ¢g*g = 1 fir g € G folgt dann 7(g) € U(H). Unitére
Darstellungen sind also nichts anderes als Homomorphismen 7: G — U(H) in die unitéire Gruppe
eines Hilbertraums.

Beachte: Ist 1 ein Einselement in der involutiven Halbgruppe S und (7, H) eine Darstel-
lung, so ist in der Regel nicht 7(1) =1, aber 7(1) ist immer eine Orthogonalprojektion.

(¢c) Zwei Darstellungen (w,H) und (7',H’) heilen dquivalent, wenn es eine unitére Abbildung
U:H — H gibt, so dal

-1

(3.1) Uon(s)=n'(s)oU
fiir alle s € S gilt. Allgemein nennen wir einen Operator U € B(H,H’') mit (3.1) einen
Vertauschungsoperator. ]

Vor diesem Hintergrund kann man sich natiirlich ganz allgemein das folgende Problem vor-
legen. Gegeben sei eine involutive Halbgruppe (S, x). Man klassifiziere alle Darstellungen bis auf
Aquivalenz. Wir werden uns nun klar machen, in welchem Zusammenhang diese darstellungstheo-
retische Frage mit unserer urspriinglichen Intention steht, gewisse Operatoren auf Hilbertraumen
zu verstehen.

Bemerkung 1.3.4. (a) Sei G = Z mit s* = —s. Ist nun (7,H) eine unitdre Darstellung
von G, soist U := 7(1) € U(H) ein unitédrer Operator und es gilt w(n) = U™ fiir alle n € Z,
wobei wir U° = 1 setzen und negative Potenzen als Potenzen von U~! verstehen. Ist umgekehrt
U € U(H), so wird durch w(n) := U™ eine unitdre Darstellung von Z auf H definiert. Das
Studium der unitaren Darstellungen von Z ist also dquivalent zum Studium einzelner unitérer
Operatoren.
(b) Sei S = (Ng,+) mit s* = s. Ist nun (7,H) eine Darstellung von S, so ist A :=n(1) € B(H)
ein hermitescher Operator und es gilt w(n) = A™ fur alle n € N. Ist umgekehrt A € B(H)
hermitesch, so wird durch 7(n) := A™ eine Darstellung von Ny auf H definiert. Das Studium
der Darstellungen der involutiven Halbgruppe (Np,id) ist also dquivalent zum Studium einzelner
hermitescher Operatoren.
(c) Sei S = (Nyg x Ng,+) mit (n,m)* = (m,n). Dann ist S eine kommutative involutive
Halbgruppe. Ist nun (m,H) eine Darstellung von S und A := = (1,0), so ist

AA* =7(1,0)m(0,1) = 7(1,1) = =(0,1)m(1,0) = A* A,
d.h. A ist normal und

m(n,m) = A"(A")™

fiir n,m € Ny. Umgekehrt sieht man, daf diese Formel fiir jeden normalen Operator A € B(H)
eine Darstellung von S definiert. Wieder sehen wir, dal das Studium normaler Operatoren
aquivalent ist zum Studium der Darstellungen von S. ]
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Wir haben also alle drei spektraltheoretischen Probleme {iibersetzt in das Problem der
Klassifikation der Darstellungen einer kommutativen Halbgruppe.

Zerlegung von Darstellungen

Um zu sehen, in welchem Sinn diese einheitliche Formulierung unserer Probleme sehr
niitzlich fiir eine Reduktion des Problems sein kann, schauen wir uns nun an, wie man Darstel-
lungen in einfachere Bestandteile zerlegen kann.

Definition 1.3.5.  (a) Eine involutive Darstellung (7w, H) von S heifit nicht entartet, wenn
die Menge 7(S).H total ist, d.h. span (7(S).H) ist dicht. Das ist zum Beispiel immer dann der
Fall, wenn S ein Einselement 1 hat und 7(1) = 1 gilt (Ubung).

(b) Eine Darstellung (7, H) einer involutiven Halbgruppe S heifit zyklisch, wenn es einen Vektor
v € H gibt, so da} 7(S5).v total ist.

(¢) Man nennt eine Darstellung (7, H) irreduzibel, wenn {0} und H die einzigen abgeschlossenen
invarianten Unterraume sind. Irreduzible Darstellungen sind immer zyklisch (Ubung). ]

Lemma 1.3.6. Sei (m,H) eine involutive Darstellung der involutiven Halbgruppe S, E C H
ein abgeschlossener Unterraum und Pg die orthogonale Projektion auf E. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) E ist unter S invariant.

(2) E* ist unter S invariant.

(3) Pg vertauscht mit S'.
Beweis. (1) < (2): Dafiir s € S auch 7(s)* = m(s*) wieder in 7(S5) ist, folgt dies sofort aus
Lemma [.2.8.
(1), (2) = (3): Sei v € H und vg = Pg.v. Fir s € S ist dann wegen (2)

Pgr(s).v = Pg(r(s).vg + n(s).(v —vg)) = 7(s).vp = n(s)Pg.v.
Also gilt 7(s)Pg = Pgw(s).
(3) = (1): Fir v e E und s € S ist Pgm(s).v = n(s)Pg.v =7(s).v, dh. w(s)weE. n
Zuerst iiberlegen wir uns, wie einschriankend die Forderung nach einer nicht entarteten

Darstellung ist.

Satz 1.3.7. Ist (m,H) eine Darstellung von S, so ist
Ho :={v € H: (Vs € S)n(s).v =0}
ein abgeschlossener Unterraum. Die Darstellung von S auf Hg ist nicht entartet und es gilt
1
Ho = (m(S).H)".
Beweis. Wegen der Stetigkeit der Operatoren 7(s), s € S, sind die Kerne N (7(s)) = {v €
H:7(s).v =0} alle abgeschlossen. Also ist auch
Ho = [N (n(s))
sesS

abgeschlossen.

Nach Lemma [.2.8 ist

%1\ L 1 1
Ho= [ N(n(s)) = [ R(x(s")" = [ R(n(s))" = (x(S).H)
seS ses sES
und somit L
Hy = ((7(S).H)™")" = span(S).H.

Die Invarianz dieses Raumes folgt aus Lemma 1.3.6. DaB die Darstellung auf Hz nicht entartet
ist, folgt nun aus 7(S).H = 7(S).Hg und Hg = span(S).H. [

Das Lemma 1.3.6 gibt uns einen Hinweis darauf, wie man Darstellungen zerlegen kann. Die
néchste Frage, die sich stellt, ist, wie man Darstellungen zusammensetzen kann.
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Satz 1.3.8. Sei (mj,H;);es eine Familie von involutiven Darstellungen der Halbgruppe S. Gilt
weiter sup;¢ ;|7 (s)|| < oo fiir alle s € S, so wird durch

W(S).('Uj)je] = (7Tj (S).'Uj)je]

auf ®j€JHj eine involutive Darstellung von S definiert.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf§ 7(s) den Unterraum H := ;. ,H; von [[;.;H; invariant
1a8t. Dazu rechnen wir fiir v = (v;);ecs in diesem Raum:

I (s)0l® =D llmi(s).051% < (supjes lmi()1) D lojll* = (supje llms(s)) loll?,

JjeJ jeJ

und sehen, da8 H unter 7(s) invariant bleibt, sowie ||7(s)|| < sup;c; [/m;(s)]]-
Dafl m:S — B(H) ein Homomorphismus von Halbgruppen ist, ist klar. Weiter folgt
m(s)* = w(s*) sofort aus

(m(s)-v,w) =Y (mj(s).vj,w5) = D (v, m;(s™)-wj) = (v, 7(s™).w)

jeJ jeJ
fir alle v,w € H. ]

Die Darstellung aus Lemma 1.3.8 nennt man eine direkte Hilbertraum-Summe der Darstel-
lungen (7;, H;);jes und schreibt kurz @ = @,c ;.

Es ist klar, dafl jede zyklische Darstellung nicht entartet ist. Der folgende Satz zeigt, dafl
umgekehrt jede nicht entartete Darstellung Summe von zyklischen Darstellungen ist. Zuerst ein
kleines Lemma.

Lemma 1.3.9. Ist (m,H) eine Darstellung der involutiven Halbgruppe S und v € H, so ist
die Darstellung von S auf dem Unterraum spanm(S).v zyklisch. Ist (w,H) nicht entartet, so ist
sogar v € span7(S).v.

Beweis. Sei Hg := span7(S).v. Es ist klar, da§ Ho unter S invariant ist und wir erhalten
mit Lemma 1.3.6 eine orthogonale S-invariante Zerlegung H = Ho @ Hg . Entsprechend zerlegt
sich v als v = vy + vy, wobei vg € Hp und v; € H(J)- gilt. Sei s € S. Da Hé‘ invariant
ist, ist 7(s).v; € Hg, andererseits aber auch m(s).v; = 7(s).v — 7(s).vg € Ho. Folglich ist
m(s).v1 = {0}. Also ist w(S).v = 7(S).vp und wir sehen, daf vy ein zyklischer Vektor in Hy ist.

Ist die Darstellung von S auf H nicht entartet, so ist vy = 0 und damit v € Hy. ]

Welche Rolle die Involutivitat der Darstellung in Lemma 1.3.9 spielt, sieht man, wenn man
den Shiftoperator S* (vgl. Beispiel 1.2.10) und die zugehorige Darstellung 7:N — B(I?),n
(S*)™ betrachtet. Fiir v = e besteht der von 7(N).e; = {ep+1:n € N} erzeugte Unterraum aus
allen Folgen (z,)neny mit z; = 0. Wendet man allerdings S* nochmal an, so erhédlt man auch
x9 = 0, d.h. die Darstellung von N auf diesem Unterraum ist nicht zyklisch.

Satz 1.3.10. Fine Darstellung einer involutiven Halbgruppe S ist genau dann nicht entartet,
wenn sie eine direkte Summe von zyklischen Darstellungen ist.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, daf§ die Darstellung nicht entartet ist. Der Beweis ist eine
typische Anwendung des Zornschen Lemmas. Wir ordnen die Menge M aller Mengen (H;);c.s
von paarweise orthogonalen abgeschlossenen invarianten Unterrdaumen auf denen die Darstellung
von S zyklisch ist iiber Inklusion. Es ist klar, da} diese Ordnung induktiv wird, denn fir
jede Kette K C M ist auch wieder | JK € M. Das Zornsche Lemma liefert jetzt eine maximale
Menge (H;);jes von paarweise orthogonalen invarianten Unterrdumen, so daf die Einschrénkung
der Darstellung auf H; jeweils zyklisch ist (Ubung).

Wir definieren K := T
da K von H verschieden ist, so finden wir einen von 0 verschiedenen Vektor v € Kt. Setzen

‘H;. Dann ist Kt ein invarianter Unterraum. Nehmen wir an,
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wir H' := spann(S).v, so ist H' zusammen mit (H;);es eine orthogonale Familie von zyklischen
Unterrdumen (Lemma 1.3.9), die echt grofler ist. Dies steht im Widerspruch zur Konstruktion
von (H;)jes. Alsoist H =K, d.h. (m,H) ist eine direkte Summe der zyklischen Darstellungen
(mj,H;), wobei m;(s) := m(s) |y, ist.

Ist umgekehrt (m,H) eine direkte Summe von zyklischen Darstellungen (m;,H;), so ist
Zje ; H; ein dichter Unterraum von H. Da die Darstellung auf H; zyklisch ist, gilt

H; Cspan7(S).H; C spann(S).H

fiir alle j. Also enthélt die rechte Seite auch die Summe der H; und stimmt wegen der
Abgeschlossenheit mit H {iberein. ]

I.4. Der endlichdimensionale Fall

Satz I.4.1. Jede endlichdimensionale Darstellung m von S ist eine direkte Summe irreduzibler
Darstellungen.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung iiber Induktion nach dimH. Ist (7, H) irreduzibel, so
ist nichts zu zeigen. Ist (m,H) nicht irreduzibel, so existiert ein invarianter Unterraum Hi, der
von {0} und H verschieden ist. Damit haben wir eine invariante Zerlegung H = H; @ Hi und
wir kénnen die Induktionsvoraussetzung auf beide Teilrdume anwenden (Lemma 1.3.6). Hieraus
folgt die Behauptung. ]

Wir kénnen uns hiermit auf den Standpunkt stellen, dafl wir die Gesamtheit der endlichdi-
mensionalen Darstellungen von G kennen, wenn wir die irreduziblen kennen. Wir schauen uns
daher jetzt an, wie wir an die irreduziblen Darstellungen herankommen.

Der folgende Satz bleibt auch ohne die einschrankende Voraussetzung der Endlichdimen-
sionalitdt wahr. Das werden wir aber erst spéter aus dem (stetigen) Funktionalkalkiil ableiten
konnen. Zuerst aber ein wichtiges kleines Lemma, das wir spéter noch verallgemeinern werden.

Lemma 1.4.2. st (m,H) eine Darstellung von S, A € B(H) ein Vertauschungsoperator und
Hx(A) = {v € H: Aw = M} der Eigenraum von A zum Eigenwert X. Dann ist Hx(A) invariant
unter S.

Beweis. Fiir v € Hy(A) und s € S gilt
An(s).v = mw(s)A.v = Am(s).v. ]

Satz 1.4.3. Ist S abelsch, so ist jede irreduzible endlichdimensionale Darstellung m eindimen-
stonal.

Beweis. Sei s € S. Da H ein komplexer Vektorraum ist, existiert ein Eigenwert A von 7(s),
d.h. Ha(7(s)) # {0}. Da S abelsch ist, ist 7(s) ein Vertauschungsoperator, und Lemma 1.4.2
zeigt, daB H (7 (s)) unter m(S) invariant ist. Aus der Irreduzibilitit der Darstellung folgt jetzt
H="Hx(n(s)), dh. 7(s) = A1.

Wir haben also gezeigt, dafl 7(S) C C1. Wegen der Irreduzibilitdt mufl H nun eindimen-
sional sein. ]

Definition I.4.4.  Eine eindimensionale Darstellung 7:S — B(C) = C ist nichts anderes

als ein Homomorphismus 7:S — C mit n(s*) = 7(s). Solche Homomorphismen nennen wir
Charaktere und schreiben Sy fiir die Menge aller Charaktere und S := Sy \ {0}. ]

Satz 1.4.5. Sei (m,H) eine endlichdimensionale Darstellung der abelschen involutiven Halb-
gruppe S. Fir x € S sei

Hy :={veH: (Vs € S)n(s).v=x(s)v}.
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Dann ist

H=EPH,

XE:‘?\
eine endliche orthogonale direkte Summe von Darstellungen.

Beweis. Das folgt sofort aus den Satzen 1.4.1 und 1.4.3. ]

Theorem 1.4.6. (Klassifikationssatz) Sei S eine abelsche involutive Halbgruppe. Jeder
endlichdimensionalen Darstellung (w, H) ordnen wir die Vielfachheitenfunktion

ne S — No, x+— dimH,

zu. Dann gilt:
(i) Zwei Darstellungen (m,H) und (7', H') sind genau dann dquivalent, wenn die Vielfach-
heitenfunktionen n, und n. ubereinstimmen.
(ii) Zu jeder Funktion n: S — Ny , die nur an endlich vielen Stellen nicht verschwindet, existiert
eine Darstellung (w, H) mit nz =n.

Beweis. (i) Sind beide Darstellungen dquivalent und U: H — H’ ein unitérer Vertauschungs-
operator, so gilt U(H,) = H; fiiralle x € S. In der Tat haben wir 7 (s)U.v = Un(s).v = x(s)U.v
fir v € H, und damit U(H,) € H) . Wenden wir dies auf U~ statt U an, so erhalten wir
Gleichheit. Damit ist n.(x) = dimH, = dimH, = n.(x)-

Ist dies umgekehrt der Fall, so haben fiir alle x € S die Hilbertriume H, und H} die
gleiche Dimension, sind also isomorph. Sei U,:H, — M} unitir. Dann gilt auch Uyn(s).v =
x(s)Uy.v = 7'(s)Uy.v, d.h. U, is ein unitérer Vertauschungsoperator auf H, . Definieren wir
nun U:'H — H' durch U |y, = Uy, so ist U ein unitérer Vertauschungsoperator (Ubung).

(ii) Wir setzen H, = C"™ und definieren die Darstellung my auf H, durch m,(s) = x(s)1.
Da n nur an endlich vielen Stellen nicht verschwindet, ist @Xeg’ﬂ'x eine Darstellung mit den

gewiinschten Eigenschaften. ]

Mit dem Klassifikationssatz ist unser Klassifikationsproblem fiir den endlichdimensionalen
Fall gelost. Das Ergebnis kénnen wir nun auf unsere Fragestellung fiir Operatoren anwenden.

Korollar 1.4.7. Ist dimH < oo, so ist A € B(H) genau dann normal, wenn H in eine
orthogonale direkte Summe der FEigenrdume von A zerfdllt.

Ein normaler Operator A ist genau dann unitir, wenn alle Eigenwerte in S := {z €
C:|z| = 1} liegen und genau dann hermitesch, wenn alle Eigenwerte reell sind.

Beweis. Sei A zunéchst normal und S = (Ng x No,+) mit (n,m)* = (m,n) wie in Beispiel
1.3.4(c). Dann koénnen wir durch w(n,m) := A™(A*)™ eine Darstellung von S auf H definieren.
Nach Satz 1.4.5 zerfallt ‘H in eine orthogonale direkte Summe von eindimensionalen invarianten
Unterrdumen, insbesondere ist A diagonalisierbar und die Eigenrédume sind paarweise orthogonal
zueinander.

Ist dies umgekehrt fiir einen Operator A der Fall, so sehen wir mit Lemma 1.2.8(ii), dafl
A* ebenfalls diese orthogonale Zerlegung respektiert. Aus A.v = Av und (A1)* = A1 folgt nun
A*v =\ fiir Av = M. Damit gilt AA* = A*A, d.h. A ist normal.

Da die Zerlegung in Eigenrdume orthogonal ist, ist A genau dann hermitesch bzw. unitér,
wenn dies fiir alle Einschrankungen auf die Eigenrdume gilt. Hieraus folgt die zweite Behauptung
sofort. ]

Wir kénnen umgekehrt das Ergebnis aus Korollar 1.4.7 auch wieder im Rahmen der invo-
lutiven Halbgruppen interpretieren.

Bemerkung 1.4.8. (a) Ist G = Z mit s* = —s, so ist G =~ S': Sei dazu x:G — C ein
von Null verschiedener Charakter, so folgt zunichst aus 0+ 0 = 0, da x(0)? = x(0) gilt, also
x(0) € {0,1}. Aus x(0) = 0 folgt x = 0, was wir ausgeschlossen haben. Also ist x(0) = 1.
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Damit sind die von 0 verschiedenen involutiven Homomorphismen x:Z — C via x(1) = z durch
Zahlen z € C mit z = x(1*) = x(—1) = 2~} gegeben. Hieraus folgt die Behauptung.

(b) Fir S = (No,+) mit s* = s folgt analog So =R.

(¢) Fur S = (Ng x Ng,+) mit (n,m)* = (m,n) ergibt sich So = C, wobei wir der Zahl z € C
den Charakter y mit x(n,m) = z"Z"™ zuordnen. ]
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II. Spektraltheorie in Banachalgebren

In diesem Abschnitt werden wir zuerst einige tiefer liegende Sétze aus der allgemeinen
Spektraltheorie kennenlernen. Wir werden zum Beispiel zeigen, dafl das Spektrum immer eine
nichtleere kompakte Teilmenge der komplexen Ebene ist und dal man den Spektralradius, d.h.
den Radius des kleinsten Kreises um 0, der das Spektrum enthélt, schon durch die Norm aus-
rechnen kann. Im dritten Abschnitt werden wir uns dann der Gelfandschen Darstellungstheorie
zuwenden, die der begriffliche Schliissel zu den Spektralsitzen ist.

I1.1. Definitionen und Beispiele

Definition I1.1.1.  (a) Ein komplexer Vektorraum A mit einer bilinearen Abbildung Ax A —
A, (x,y) — z -y heiit (assoziative) Algebra, wenn

(- y)-z=2-(y 2)

(Assoziativgesetz) fur z,y,z € A gilt. Wie schreiben auch verkiirzt zy fiir = -y.

(1) Eine Element 1 einer Algebra A heifit Finselement, wenn la = al = a fir all a € A gilt.
(2) Ein Element a einer Algebra A mit Einselement 1 heifit invertierbar, wenn ein Element
b€ A mit ab=ba = 1 existiert. Da b hierdurch eindeutig bestimmt ist (Ubung), nennen wir b
das Inverse von a und schreiben dafiir a=!. Die Menge G(A) der invertierbaren Elemente von
A ist bzgl. der Multiplikation eine Gruppe mit Einselement 1, die Finheitengruppe von A.

(b) Eine Algebra A, die gleichzeitig ein Banachraum ist, heiflt Banachalgebra, wenn

[labl| < {lal - [[o
fiir a,b € A gilt, d.h. die Norm ist submultiplikativ. [

Lemma I1.1.2. Die Multiplikation in einer Banachalgebra ist stetig.

Beweis. Fir a, — a und b, — b gilt
lanbn — abl| = [lanby, — aby + aby — ab|| < [lan — al| - [[bn ]| + [[al| - [[bn — b].

Da ||b,]| eine beschrankte Folge ist, folgt hieraus die Stetigkeit der Multiplikation. ]

Jetzt bringen wir auch Involutionen ins Spiel.

Definition I1.1.3.  (a) Eine involutive Algebra A ist eine assoziative komplexe Algebra, die
zusétzlich mit einer Abbildung a — a* versehen ist, die folgenden Bedingungen gentigt:

(1) (a*)* = a (Involutivitit).
(2) (Aa+ ub)* = Aa* + b* (Antilinearitit).
(3) (ab)* =b*a* (Antiautomorphie).
Insbesondere ist (A, *) dann eine involutive Halbgruppe.

(b) Ist (A, ]| -||) eine Banachalgebra und gleichzeitig eine involutive Algebra, so da8 ||a*|| = ||a||
fiir alle @ € A gilt, so nennt man A eine Banach-*-Algebra.
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Gilt in einer Banach-*-Algebra A sogar
laa*|| = |lal®

fiir alle @ € A, so nennt man A eine C*-Algebra.
(c) Ist (A4, *) eine kommutative involutive Algebra, so steht A fiir die Menge der von 0 verschiede-
nen linearen Charaktere von A. Ist A sogar eine Banach-x*-Algebra, so steht A fiir die Menge
der stetigen nicht verschwindenden linearen Charaktere. Das ist natiirlich eine mehrdeutige
Notation, sie wird aber nicht zu Mifiverstdndnissen fiihren.
(d) Ein Element x einer involutiven Algebra A heif}t

(1) normal, wenn za* = z*z,

2) hermitesch, wenn x = z*, und

2

(
(3) Projektion, wenn z# = x = x*. n

Diese Begriffsbildungen werden durch das folgende Beispiel gerechtfertigt (vgl. Satz 1.2.9).

Beispiel I1.1.4. Ist H ein Hilbertraum und A C B(H) eine abgeschlossene involutive Un-
teralgebra, d.h. A* C A, so ist A eine C*-Algebra. Insbesondere ist B(H) eine C*-Algebra
(Korollar 1.2.2). ]

Lemma I1.1.5. Sei A eine involutive Algebra. Dann gilt:
(i) Hermitesche Elemente sind normal.
(ii) FElemente der Gestalt xa* sind hermitesch.

Das Produkt zweier hermitescher Elemente x,y ist genau dann hermitesch, wenn xy = yx .

—
=
=
~— — —

A = Ap ®iAyp, d.h. jedes Elemente lafit sich eindeutig als a = b+ ic mit hermiteschen
Elementen b,c € Ay schreiben.

(v) Ein Element a = b+ic mit b,c € Ay, ist genau dann normal, wenn b und ¢ kommutieren.
(vi) Ist 1 € A eine Linkseins, d.h. 1a = a fir alle a € A, so ist 1 ein Finselement und es gilt:

(1_71)* — (1‘*)71
fir z € G(A).
(vii) Ist || - || eine submultiplikative Norm auf A mit ||z||?> < ||z*z| fir alle x € A, so gilt

lz*(l = ll=ll  und [l ]| = l=]*.

Beweis. (i) - (iv) Das sind alles elementare Rechnugen, die wir dem Leser zur Ubung iiberlassen.
(v) Das folgt aus

aa* = (b+ic)(b—ic) =b* +* +i(cb—bc) und a*a = (b—ic)(b+ic) = b* + * +i(bc — cb).
(vi) Ist 1 eine Linkseins, so haben wir
al* = (1a™)* = (a*)* = a,

d.h. 1* ist eine Rechtseins. Also ist 1* = 11* = 1, somit 1 hermitesch und folglich ein
Einselement.
Fiir z € G(A) folgt aus xz~! = 712 = 1 sofort

(Zil)*l’* — l'*(l'il)* =1

und damit die Behauptung.
(vil) Zunéchst haben wir
l)l* < fla*a]l < ] - [l
und daher ||z| < ||z*| fiir alle z € A, also auch ||z|| < ||z*|| < [|[(*)*|| = ||z||. Damit erhalten
wir ||z|| = ||Jz*|| und
l)1* < fla*a]l < >, m
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Beispiel I1.1.6. Sei X ein lokalkompakter Raum und Cy(X) diejenigen stetigen Funktionen
auf X, die im Unendlichen verschwinden, d.h. f € Cy(X) genau dann, wenn es zu jedem & > 0
eine kompakte Teilmenge K C X gibt, so daf |f(x)| < e fiir alle z € X \ K gilt. Insbesondere
sind alle Funktionen in Cy(K) beschrankt, also

1fllos = sup{| f(z)|:x € X} < o0.

Wird Cp(X) mit dieser Norm versehen, so ist Co(X) sogar abgeschlossen in dem Banachraum
B(X) aller beschrénkter Funktionen auf X, also ein Banachraum (Ubung).

Mit f*(z) := f(z) und der punktweisen Multiplikation wird Cy(X) sogar zu einer C*-
Algebra.

Man sieht schnell, dafl die Punktauswertungen

0p: f = fx), Co(X)—C
stetige (nichttriviale !) Charaktere sind. Wir werden spéter sehen, daf§ dies schon alle sind, d.h.
Co(X) = X.

Fir X = N, versehen mit der diskreten Topologie, erhalten wir Cy(X) = ¢y, den Ba-
nachraum der Nullfolgen, und ¢y & N. ]

Beispiel I1.1.7. (a) Sei S eine involutive Halbgruppe. Wir betrachten den Banachraum [*(S)
aller Funktionen f:S — C fir die

1l := > 1f(s)] < o0

seS

ist (vgl. Satz 1.1.13(ii)). Man beachte, dafl unter diesen Voraussetzungen die Menge {s €
S: f(s) # 0} abzihlbar sein mufl. Wir versehen [!(S) mit dem Faltungsprodukt

(fxg)s)== > fla)g(b)

a,beS;ab=s

und der Involution f*(s):= f(s*). Hiermit wird I'(S) zu einer Banach-x-Algebra (Ubung).
Wir haben einen kanonischen Homomorphismus 7: S — [1(S), der s € S die Funktion &

s ={o 22

Gexd)(@) = > 6.(a)d(b) = dur(2)

a,beS;ab=x

mit
zuordnet. Nun ist

und wegen 0F = Jg gilt sogar n(s*) = n(s)*, d.h. n ist ein Homomorphismus involutiver
Halbgruppen.

(b) Ist speziell S = (N, +) mit s* = s, so ist [}(S) 2! der Raum der summierbaren Folgen und
das Faltungsprodukt ist gegeben durch

n
(I * y)n = Zxkyn—k-
k=0

Ist S:1' — C, (Zn)nen — Zzo:l x, das Summenfunktional, so besagt die Cauchy-Produktformel
fir absolut konvergente Reihen nichts anderes als

S(axy) = S(2) - S(y).
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Da auch S(x*) = S(x) gilt, ist S:I' — C ein Charakter der Banach-*-Algebra I' = [}(N).

(c) Wir schauen uns nun etwas genauer an, was wir iiber die Charaktere der Algebra [!(S)
sagen konnen. Wir werden spéter (in Abschnitt I1.2) zeigen kénnen, dafl jeder lineare Charakter
der Banach-x-Algebra ['(S) automatisch stetig ist. Sei also x:11(S) — C ein stetiger linearer
Charakter. Um etwas tiber x herauszufinden, beachten wir zunéchst, dafl fiir jeden Charakter
x:11(S) — C natiirlich yon: S — C ein Charakter ist. Da spann(S) in {1(S) dicht und x stetig
ist, folgt dann

) =x( X Fems) = 3 F)x(n(s)

seS seSs

fir alle f € ['(S). Da der Dualraum von [*(S) durch 1*(S)" = [*°(S) := B(S) (Raum
der beschrinkten Funktionen auf S) gegeben ist (Ubung), folgt hieraus, dafl die Funktion
x o n:S — C beschrankt ist. Umgekehrt wird fiir jeden beschrankten Charakter ~:S — C
durch x(f) :== Y cq f(s)v(s) ein stetiger Charakter von I'(S) definiert (Warum ?). Wir haben
hiermit gezeigt, dafl

NSy =5N1®(S).

(d) Fir S = N ergibt sich insbesondere [}(N)y = [~1,1] (vgl. Bemerkung 1.4.8(b)). Der
Summationscharakter aus (b) gehort hierbei zu dem konstanten Charakter x(n) = 1 fiir alle
n € N. ]

Beispiel I1.1.8. (Die Wiener-Algebra) (benannt nach Norbert Wiener). Das ist die Algebra
IY(Z), wobei wir Z via n* = —n als involutive Halbgruppe auffassen (vgl. Beispiel I1.1.7). Wir
betrachten die Elemente von [!(Z) als Folgen (z,)nez. Die Involution ist dann gegeben durch
x* = (T-,)nez fur x = (x,)nez und die Multiplikation durch

(.%‘ * y)n = Zxkyn—k-

kEZ

In dieser abstrakten Form hat Wiener diese Algebra natiirlich nicht betrachtet. Er kam
von einer anderen Seite. Um die zu verstehen, ordnen wir jeder Folge x € I(Z) ihre Fourier-
transformierte

F(z)(z) :=%(2) := Z XTp 2"

ne”Z

auf St := {z € C:|z| = 1} zu. Wir werden spéter einen sehr allgemeinen Rahmen kennenlernen,
in dem man Fouriertransformierte definieren kann und dieses Beispiel wird sich dem unterordnen.
Nun ist

(L.1) Z(2)] <D Jwn| - |27 < |21 < o0.
neEZ

Also konvergiert die Reihe, die Z definiert, gleichméBig. Insbesondere ist die Funktion Z auf S!
stetig. Wir hétten stattdessen natiirlich auch die 27 -periodische Funktion

/x\(eit) _ Z xnemt

neZ

auf R betrachten konnen, aber wir werden spater sehen, dafl unser Zugang wesentliche begriffliche
Vorteile hat.

Die Zuordnung z +— Z hat viele interessante Eigenschaften. Zunéchst erinnern wir uns
daran, daB C(S') eine C*-Algebra bzgl. f*(2) = f(z) und der punktweisen Multiplikation ist.
Wir behaupten, daf§ die Abbildung

FNZ) - CSY), z—72
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eine Homomorphismus von Banach-x*-Algebren ist. Die Beziehung [|Z||oc < ||z]l1 haben wir
schon nachgerechnet. Weiter ist

() =Y T =) Tpr " =3(2) = (2),

neE”Z nez

und

z(2) -y(z) = Z zp2" - Z Ym2'" = Z kayn,kz" = (zxy)(2)

nez meZ neZ keZ

folgt aus der Formel fiir das Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen (siehe auch Beispiel
I1.1.7). Damit ist alles gezeigt.

Man kann die Abbildung F auch umkehren. Dazu ordnet man zunéchst einer stetigen
Funktion f:S' — C ihre Fourierkoeffizienten

~ 1 [2m ) .
f(n):=— fleMe ™ qt

:27T 0

zu. Fir f = 7, o € IY(Z) zeigt die gleichmifiige Konvergenz der Reihe von 7, dafl man
Integration und Grenziibergang vertauschen kann, und wir erhalten

2
0

= 1 2 . . 1 )
x(n) = Z %/ mmezm:‘.e—mt dt = Z ‘Tm%/ etlm=—n)t gy Tn,
mEZ 0 mez

da fo% M=t dt = 278, gilt (Ubung).
Natiirlich liegt die Folge (f(n))n <z der Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion f nicht

immer in [*(Z), aber es ist gar nicht so leicht, hierzu Gegenbeispiele zu finden (vgl. [We95, Satz
IV.2.10], wo gezeigt wird, daf} es stetige Funktionen gibt, deren Fourierreihe

Z f/\(n)eint

neEZ

nicht iiberall konvergiert). Die Abbildung F bildet ['(Z) also injektiv auf eine echte Unteralgebra
von C(S') ab.

Wir kénnen auch fiir die Wiener-Algebra wieder die Frage nach der Menge der Charaktere
stellen. Aus Beispiel 11.1.7 wissen wir schon, dal die Charaktere dieser Algebra genau den
beschrénkten Charakteren von Z entsprechen. Nach Beispiel 1.4.8(a) ist aber jeder Charaker
von Z beschrankt und wir erhalten damit

NZy=Z > S m

Beispiel I1.1.9. Wir definieren auf dem Raum C.(R™) der stetigen Funktionen mit kompaktem
Trager eine Involution f*(x):= f(—x), und das Faltungsprodukt

(f*g)(z) = . fy)g(x —y) dy.

Man beachte hierbei, dafl dieses Integral wohldefiniert ist, da fiir jedes = der Integrand kompakten
Trager hat. Weiter liefert es wieder eine stetige Funktion mit kompaktem Trager (Ubung).

Wir zeigen zunéchst, dal wir so eine kommutative involutive Algebra erhalten. Fiir die
Assoziativitdt rechnen wir, unter Verwendung der Tatsache, dafl man die Integrationsreihenfolge
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bei Riemann-Integralen vertauschen kann, wie folgt:

((F )+ 1)(x) = / (f * 9)W)h(z — ) dy
Rn

= /n . f(2)g(y — 2) dz h(z —y) dy
=[] 1@t = b =) dy a:
[ 1) [ oty -2ty dy z
— [ 1) [ gt~z —y) dy z
= [ fe)axh)e =) d=
= (f#(g*h) ().

Weiter gilt

(f*xg)"(x) = - fWg(—z—y) dy = - f(=y)g(—x +y) dy
= [ g (x—y)dy=(f"+g")(x)

R

und
(fxg)(z) = - fWg(z —y) dy = . f(=y)g(z+y) dy = - flx—=y)g(y) dy = (g * f)(x).

Also ist C.(R™) eine kommutative involutive Algebra.
Jetzt definieren wir eine Norm durch

1l = /]R |f(2)| da.

Wir behaupten, dal C.(R™) hiermit zu einer normierten involutiven Algebra wird, d.h.

15 =M1 and [f gl < ([ fll - [lgll-

Hierzu rechnen wir
£l = [ @l de= [ 1) da= [ \f(a)] da = £l

und

£ <ali= [ | [ faa=—arfar< [ [ 171 lote -l dy da

= [ [ 11t dedy= [ 1] [ oo =)l da dy
= [ 17601 [ lota)l da dy =gl [ 1] dv=lolhl 1.

Sei jetzt L'(R™) die Vervollstindigung des normierten Raums C.(R™) bzgl. || - ||;. Wegen
der Stetigkeit von Multiplikation und Inversion lassen sich beide auf L*(R") fortsetzen und wir
erhalten so eine Banach- x-Algebra, die man die L' -Algebra von R™ nennt.

Jetzt interessieren wir uns wieder fiir die Charaktere dieser Algebra. Einige lassen sich
sofort angeben. Sei dazu

Xo:R — S,y — @),
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Dann ist y, ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Wegen der Beschranktheit von x, erhalten
wir ein stetiges lineares Funktional Y,: L' (R™) — C durch

Yolf)= | fWealy)dy= | f(y)e'™ dy.
R™ R™

Wir zeigen, daf8 hierdurch ein Charakter von L*(R™) definiert wird. In der Tat ist

X (f") f=y)e=) dy = . f(=y)e~i@) dy = . fly)eew) dy =y, (f)

RTL

und

wirea) = [ [ st — e dy s
=/ / F)e' ™ g(z = y)e!™7¥) dz dy

= f(y)e““"’”/ g(z —y)e' ™ ) dz dy
R'Vl n

= f(y)e“"”’w/ 9(2)e'") dz dy

R'Vl
=xa(9) [ )= dy
RTL

= Xx(g)Xz(f)'

Wir haben also fiir jedes # € R einen Charakter von L!(R") gefunden. In diesem Sinn kénnen
wir also jedem Element f € L'(R™) die Funktion

FR" = Cozm xa(f) = [ fy)er® dy
R?’L

zuordnen. Man nennt diese Funktion die Fouriertransformierte von f. Die Stetigkeitseigen-
schaften dieser Funktion werden wir spater untersuchen, wenn wir uns mit der Topologie auf der
Menge aller Charaktere beschéftigen. Was wir oben gezeigt haben 148t sich prédgnant formulieren
als

fr=0)" wd  (frg)=f*g
fiir alle f,g € L*(R").
Da wir nun einige Charaktere von L!(R") kennen, stellt sich natiirlich die Frage, ob

dies schon alle sind. Das ist tatsachlich so, aber wir werden uns erst spater mit dieser Frage
beschiftigen, wenn wir sie in einem allgemeineren Kontext behandeln kénnen. u

I1.2. Spektraltheorie in Banachalgebren
Definition I1.2.1. Sei A eine Banachalgebra mit Einselement 1. Fiir a € A heifit
ola):={AeCia— A1 ¢ G(A)}
das Spektrum von a und p(a) := C\ o(a) die Resolventenmenge. Die Zahl
r(a) :=sup{|z]: z € o(a)} € [0, 0]
heiflt Spektralradius. Sie ist der Radius der kleinsten abgeschlossenen Kreisscheibe in C mit

Zentrum in 0, die das Spektrum o(a) enthélt. Da wir noch nicht wissen, dal o(a) immer
beschrénkt ist, miissen wir zunéichst auch r(a) = co zulassen. |
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Das fehlende Einselement

Ist A eine Banachalgebra ohne Einselement, so macht es zunéchst keinen Sinn vom Spek-
trum eines Elements von A oder von Invertierbarkeit zu reden. Um dem abzuhelfen, kann man
sich eine groflere Banachalgebra verschaffen, die sowohl A als auch ein Einselement enthélt.

Lemma 11.2.2. Sei A eine Banachalgebra und A:= A& C mit der Multiplikation
(a,A) - (b, p) := (ab + Ab + pa, Ap)

und der Norm ||(a, A)|| := ||a||+|A|. Dann ist A eine Banachalgebra mit dem Einselement (0,1).

Beweis. Es ist leicht zu sehen, daf} die angegebene Norm A zu einem Banachraum macht
(Nachweis als Ubung). Die Assoziativitat der Multiplikation 148t sich ebenfalls leicht nachrechnen
und die Bilinearitét ist klar. Weiter ist klar, da8 (0,1) ein Einselement ist.

Fiir die Submultiplikativitdt der Norm rechnen wir

[[(@, A)(b, w)l| = [I(ab + Ab + pa, Ap)|| = [lab + Ab + pall + [Aul
< lall - 1ol + AL Wol + [l - llall 4 [A]- Tl = Wl (@ M- 11 (B, )]

Definition I1.2.3.  Im folgenden werden wir der Konvention folgen, daf fiir eine Algebra A
mit Einselement immer A := A sein soll. Falls A kein Einselement hat, steht A fiir die Algebra
A® C, die wir in Lemma I1.2.2 betrachtet haben.

Wir definieren nun allgemein das Spektrum eines Elements a einer komplexen Algebra A
durch
o(a) == o4(a).
Hat A ein Einselement, so ist A = A und diese Definition ist mit der bisherigen kompatibel. =

Mochte man Spektren von Elementen in einer Banachalgebra mit Einselement untersuchen,

so ist es bequem, wenn ||1|| = 1 gilt. Wir zeigen jetzt, dafl man das immer erreichen kann.
Satz I1.2.4. Ist A eine Banachalgebra mit 1, so existiert auf A eine zu ||| dquivalente Norm
|- llo mit

o =1 und [lablo < lalo - [[b]lo-

Beweis. Zu a € A betrachten wir die Linksmultiplikation L,: A — A,z — ax und setzen
lallo :== ||Lall = supjz <1 llaz|| < [al|.

Da die Abbildung L:a — Lo, A — B(A) wegen L,.1 = a injektiv ist, ist || - ||o eine Norm
auf A. Weiter gilt ||1]jp =1 und

llabllo = l[Lasll = [[La Lol < [|Lall - [ Lol = llallo - [[bllo-

Bleibt zu zeigen, da ||-|| und ||-||o dquivalente Normen sind. Hierzu beachten wir lediglich,
daB
lall = llal || < | Lall[[1]] = flallo - [ < [lall - [[1]

gilt. ]

Ab jetzt nehmen wir fiir alle Banachalgebren mit 1 immer an, daf ||1|| = 1 gilt.
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Satz I1.2.5. Sei A eine C*-Algebra. Dann gilt:
(i) Ist Loz — xa die Linksmultiplikation, so gilt ||a|| = ||La||. Insbesondere ist ||1|| = 1,
wenn 1 ein Einselement in A ist.
(ii) Hat A kein Einselement, so ist die Banachalgebra A eine C* -Algebra bzgl. (a, \)* = (a*, )
und der Norm
1@, M1 = 1Ll

wobei Lq xy.x = ax + Az der zugehorige Multiplikationsoperator auf A ist.

Beweis. (a) Die Ungleichung ||L,| < |la|| folgt allgemein aus der Submultiplikativitdt der
Norm auf A. Andererseits gilt in C*-Algebren die Relation ||aa*|| = ||al|?> = ||a|| - [|[a*||. Hieraus
erkennt man sofort, daf§ auch ||L,|| > ||a| fiir alle a € A gilt.
Ist 1 € A ein Einselement, so folgt hieraus ||1|| =1 wegen L; =idg4.

(b) Sei L: A — B(A) definiert durch L(a, \) = Lq,n) . Wir zeigen zuerst, dafl L injektiv ist. Sei
also L(a,\) = 0. Ist A = 0, so folgt L, = 0, also a = 0 wegen (i). Ist A # 0, so diirfen wir
0.B.d.A. A\ = —1 annehmen. Dann ist a.x —x =0 fiir alle z € A, d.h. a ist eine Linkseins. Mit
Lemma II.1.5(vi) sehen wir damit, dafl a ein Einselement ist, was unserer Annahme widerspricht.
Hieraus folgt, dal L injektiv ist, und damit, dafl durch

(@, M = [ L(a, M|

auf A eine Norm definiert wird, die nach (i) eine Fortsetzung der Norm auf A ist.
Wir zeigen, dal A vollstdndig ist. Da A = A x {0} C A ein vollstdndiger Unterraum ist,
ist A in A abgeschlossen. Damit ist das lineare Funktional I: (a, ) — X\ stetig, folglich auch die

Projektion _
P:A— Ajx—a—I(x)l.

Ist nun (2,)nen eine Cauchy-Folge in A, so ist auch (P(acn)) eine Cauchy-Folge in A, also

neN
konvergent gegen ein Element a € A. Ebenso konvergiert (x,) gegen A € 1 und wir erhalten
xn — (a,\). Also ist A vollstandig, d.h. eine Banach-Algebra.

Wegen Lemma I1.1.5(viii) haben wir noch ||z||? < ||2*z| zu zeigen. Fiir jedes r < ||z||

existiert dann ein y € A mit |ly|| <1 und ||zy|| > r. Wegen ay € A haben wir dann
=]l = [ly* (z*2)yll = l(zy) 2yl = oy = v,

folglich [|z*z| > ||z||?. Zusammenfassend haben wir gezeigt, daf A mit der angegebenen Norm,
Involution und Multiplikation eine C*-Algebra ist. ]

Aus Satz I1.2.5(i) erkennen wir insbesondere, dafl fiir eine C*-Algebra das Verfahren aus
Lemma I1.2.2 keine neue Norm liefert. Wir werden spéter sehen, dafl es auf einer C*-Algebra
sowieso nur eine Norm gibt, die sie zu einer C*-Algebra macht.

Um ein besseres Gefiihl fiir den Begriff des Spektrums zu bekommen, betrachten wir jetzt
einige zentrale Beispiele.

Beispiel I1.2.6. Ist X ein lokalkompakter Raum, der nicht kompakt ist und A = Cy(X) die
C*-Algebra der Funktionen, die im Unendlichen verschwinden, so hat A kein Einselement. Die
Algebra A := A@® C kann man nun als Unteralgebra der C*-Algebra BC(X) der beschrinkten
stetigen Funktionen auf X auffassen, indem man (0,1) die konstante Funktion 1 zuordnet. Zur
Ubung zeige man, daf diese Einbettung A — BC(X) eine Isometrie ist, d.h.

lall = sup{la(z)|:z € X}

fiir alle @ € A. Hinweis: Man verwende den Satz von Urysohn: Zu jeder kompakten Teilmengen
K C X und jeder offenen Umgebung U von K existiert eine stetige Funktion f: X — [0, 1] mit

(@) = 1 firze K
@) =10 fireex\v.
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Beispiel I1.2.7. Sei X ein kompakter Raum und A = C(X) die C*-Algebra aller stetiger
Funktionen auf X . Wir wollen das Spektrum einer Funktion f € A bestimmen. Dazu tiberlegen
wir uns zuerst, dafl f € G(A) dquivalent ist zu f(x) # 0 fir alle x € X. Ist f invertierbar,
soist f(z)f~'(x) =1 und damit f(z) # 0 fiir alle z € X . Ist andererseits f(z) # 0 fiir alle
x € X, so ist die Funktion x +— f(x)~! stetig und eine Inverse von f.

Fir A € C ist die Funktion f— A1 also genau dann invertierbar, wenn f niemals den Wert
A annimmt, folglich

Das Spektrum des Elements f € A stimmt mit dem Bild der Funktion f iiberein.

Ist X lokalkompakt und nicht kompakt und A = Cy(X), so betrachten wir die Einbettung
Acc (X) als den Raum derjenigen Funktionen, die im Unendlichen konstant werden (vgl.
Beispiel 11.2.6). Ist f = (fo,A) € A invertierbar, so hat f mnatiirlich keine Nullstelle und es
gilt A # 0. Ist dies umgekehrt der Fall, so gilt f~' — 1+ € Cy(X) (Nachrechnen!), also ist
="t -5.3)¢€ A ein Inverses zu f. Wir haben also

G(A) ={(f;) € A:0 ¢ f(X), A #0}
und damit erhalten wir fir f € A = Cy(X) die Beziehung
o(f) = F(X) U{0}. .

Beispiel I1.2.8. Sei A C B(C") eine Algebra von n x n-Matrizen, die 1 enthélt. Wire dies
nicht der Fall, so kénnten wir A durch A = A+ C1 ersetzen. Wir interessieren uns fiir das
Spektrum eines Elements x € A. Dazu haben wir in erster Linie zu entscheiden, wann ein
Element x € A invertierbar ist, d.h. in G(A) liegt.

Wir behaupten, dafl dies genau dann der Fall ist, wenn = eine bijektive lineare Abbildung
ist. Ist = in A invertierbar, so natiirlich auch als lineare Abbildung. Sei umgekehrt x als
lineare Abbildung invertierbar. Wir miissen zeigen, dafl 27! € A ist. Dazu betrachten wir
die Abbildung L,: A — A,y — zy. Diese Abbildung ist injektiv, da = in B(C™) invertierbar
ist. Da A endlichdimensional ist, muf} sie auch surjektiv sein. Es existiert also ein y € A mit
L.(y) = xy =1, folglich ist y = 27! € A.

Wir haben also gezeigt, dafl

G(A) = ANGL(n,C) = {a € A:det(a) # 0}.

Damit folgt sofort, dal o(a) genau aus den Zahlen A\ € C besteht, fiir die @ — A1 nicht injektiv
ist, d.h. o(a) ist die Menge der Eigenwerte der Matrix a. Insbesondere hingt das Spektrum gar
nicht von der Algebra A ab, die wir betrachten. ]

Elementare Eigenschaften des Spektrums

In Beispiel 11.2.8 haben wir gesehen, daf} fiir komplexe Matrizen das Spektrum gerade aus
der Menge der Eigenwerte besteht. Insbesondere ist es nicht leer. In der linearen Algebra gewinnt
man diesen Satz aus der algebraischen Abgeschlossenheit des Korpers C. In diesem Abschnitt
werden wir endlich zeigen, dafl das Spektrum eines Elements einer komplexen Banachalgebra auch
nicht leer ist. Hierzu werden wir zwei Resultate aus der Funktionentheorie benotigen: Den Satz
von Liouville und einen Satz iiber die Konvergenz von Laurentreihen holomorpher Funktionen.

Der folgende Satz zeigt, welche weitreichenden Folgerungen aus dem Studium der geome-
trischen (Neumannschen) Reihe in Banachalgebren gezogen werden konnen.
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Satz 11.2.9. Flir jede Banachalgebra mit 1 gilt:
(i) Fir ||z|| <1 ist 1 —x invertierbar, das Inverse wird durch die Neumannsche Reihe

1-2)" Zx

dargestellt, und ||(1 — )7 < T Hrll sowie ||(1 —x)~1 —1| < 1!7"3‘6“ )

(ii) G(A) ist eine offene Teilmenge von A. Genauer ist fir jedes Element a € A die Kugel
mit dem Radius ﬁ in G(A) enthalten. Ferner ist G(A) eine topologische Gruppe, d.h.
Multiplikation und Inversion sind stetige Abbildungen.

(iii) Fir jedes a € A ist o(a) eine kompakte Teilmenge von C und es gilt r(a) < ||a||.
(iv) Die Resolventenfunktion
Rip(a) = A, A (a—A1)"!

ist stetig. Weiter ist sie sogar analytisch, d.h. sie wird in einer Umgebung eines jeden
Punktes \g € p(a) durch eine absolut konvergente Potenzreihe

> an(Xo)(A = Ag)"

n=0

mit an(No) € A dargestellt.

Beweis. (i) Die absolute Konvergenz der Neumannschen Reihe folgt aus

(2.1) Z l2" [} < Z )™ = IIwH

Sei y:=3Y ", a2". Dann ist
yl-2)=Q-2)y=AQ+z+22+23+.. ) —(z+2°+2°+..)=1.

Die Abschitzung der Norm von y folgt sofort aus (2.1). Die zweite Abschitzung folgt aus

S S ]l
ly =1l = 1Y@ < =) Y al™ = L—lz]”
n=1 n=0 a .’L‘”

Aus dieser Abschétzung ersehen wir insbesondere, daf3 die Inversion in 1 stetig ist, denn fiir
x — 0 zeigt sie (1 —2)7! — 1.

(i) Sei @ € G(A) und ||z|| < |a=t||7t. Dannist a—z = a(1—a~tx) und |ja=tz| < |la=Y|z] <
1. Nach (i) ist also 1 —a~ 'z € G(A), und damit auch a —z € G(A). Da z beliebig war, folgt
hieraus die erste Behauptung.

Um zu sehen, dafl G(A) eine topologische Gruppe ist, haben wir die Stetigkeit der Multi-
plikation G(A) x G(A) — G(A) und der Inversion G(A) — G(A) zu zeigen. Die Stetigkeit der
Multiplikation in A haben wir schon in Lemma II.1.2 gezeigt. Durch Einschrankung folgt die
Stetigkeit der Multiplikation in G(A).

Jetzt zeigen wir die Stetigkeit der Inversion in g € G(A). Sei dazu ||z| < ||a
ist a —z € G(A) und

~1~t. Dann

(a—z)t=1—-at2) tat.

Wegen der Stetigkeit der Multiplikation folgt die Stetigkeit der Inversion in ¢ nun aus der
Stetigkeit der Inversion in 1 (siehe (i)).
(iii) Da die Abbildung C — A, A — a — Al stetig ist, folgt aus (ii) insbesondere, daf p(a) offen
ist. Also ist o(a) abgeschlossen.
Fiir A > |ja| ist
A —a=\1-)""a),
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Wobei [[A7ta|| = % < 1 ist. Aus (i) folgt nun 1 — A"ta € G(4), also A\1 —a € G(A), d.h.
A € p(a). Damit ist r(a) < ||a|| und wir sehen, daf§ das Spektrum beschrénkt ist. Da wir oben
schon gesehen hatten, dafl es abgeschlossen ist, ist es kompakt.
(iv) Die Stetigkeit der Resolventenfunktion folgt sofort aus der Stetigkeit der Inversion in G(A)
(siehe (ii)).

Sei Ao € p(a), d.h. a — X\l € G(A) und r = ||[R(Xo)||7t. Fiir |A — Xo| < r folgt A € p(a)
aus (ii). Weiter liefert der Beweis von (ii) auch eine Formel fiir R(A):
—1

RA)=(AL—a)" = (Aol —a) = (Ao —N))

= R(M)(1 = R(A0)(ho — N) " = R(X) Y R(A)" (Ao — A)"
n=0

oo

=" ROW)™H (=1 (A~ do)"

n=0

Da obige Reihe wegen ||[R(Ao)(A — Xo)|| = |A — Aol - [|R(Xo)]| < 1 konvergiert, haben wir damit
auch schon (iv) gezeigt. m

Wie schon einleitend erwahnt, werden wir jetzt zwei Sétze aus der Funktionentheorie
benétigen. Den ersten, der die Darstellbarkeit von analytischen Funktionen auf Ringgebieten
durch Laurentreihen betrifft, geben wir im wesentlichen ohne Beweis an. Den anderen werden
wir daraus ableiten. Eine ausfithrlichere Diskussion und detaillierte Beweise findet man z.B. in
W. Rudin : “Real and Complex Analysis”.

Theorem I1.2.10. Sind 0 <7 < R, Q = {2z € C:r < |2] < R} und f:Q — C eine
analytische Funktion, so lqfst sich f eindeutig durch die Laurentreihe

f(z) = Z anz"

neE”Z

in dem Sinne darstellen, dafi sie fur alle z € Q gegen den Wert von [ konvergiert. Die
Koeffizienten erhdlt man durch

1 2

f(peit)e—int dt

= 2mp™ Jo
fir jedes p €]r, R|.

Beweis. Wir zeigen nur, wie man aus der Darstellbarkeit von f durch eine Laurentreihe die
Formel fiir die Koeffizienten ableitet: Wegen der gleichméfligen Konvergenz der Laurentreihe
auf jedem Kreis mit Radius p €]r, R[ diirfen wir Integration und Summation vertauschen und
erhalten

27 27
f(peit)e_i"t dt = Z / ampmeimte—int dt
0 meEZL 0

27 )
_ Z/ ampmez(m—n)t dt
0

meZ
= E ampm2ﬂ—5nm
meE”ZL

= 2mwa,p”.
Hieraus folgt die Formel fiir a,, sofort. ]

Man vergleiche die Argumente aus dem vorangegangenen Beweis mit denen aus Beispiel
11.1.8 iiber die Wiener-Algebra.
Als wichtige Folgerung aus Theorem I1.2.10 erhalten wir:
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Satz I1.2.11. (Satz von Liouville) Ist f:C \ {0} — C eine beschrinkte analytische Funktion,
so ist f konstant.

Beweis. Nach Theorem I1.2.10 ist f auf C\ {0} durch eine Laurentreihe
f(z)= Z anz"
nez
darstellbar und fiir jedes n € Z und jedes p > 0 haben wir die Formel

1 2w . X
f(pezt)e—znt dt.

Ay, =
" 2mpn o

Hieraus erhalten wir mit || f||oc := sup{|f(2)|: z € C} sofort die Abschitzung

o o0
|an| < n / 1flloo dt < w
2mp™ Jo P

Ist n < 0, so erhalten wir mit p — 0, dafl a, = 0. Fiir n > 0 erhalten wir fiir p — oo auch
an, = 0. Also ist f(z) = ag fir alle z € C, d.h. f ist konstant. [

Bevor wir hieraus Konsequenzen fiir das Spektrum ableiten, zuerst ein kleines Lemma, das
zwar unscheinbar aussieht, aber wichtige Konsequenzen hat.

Lemma I1.2.12. Sei (ay)nen eine Folge mit

0 S Gp4m S Ay Qm

1 1
fir nym € N. Dann konvergiert a;; gegen inf{a;;:n € N}.

1 1
Beweis. Sei a := inf{aj:n € N} und ¢ > 0. Wir wéhlen ein N € N mit ay < a+¢ und
setzen b := max{ai,...,ay}. Eine natiirliche Zahl n schreiben wir in der Form n = kN +r mit
re{l,...,N}. Dann ist

1 1 1
n

an =Ny, < (aXa,)w < (a—|—5)%b% =(a+e)a+e) 7br <a+2e

falls n grofl genug ist. Hierbei verwenden wir, dafl cw — 1 fiir alle ¢ > 0 gilt. Hieraus folgt die
Behauptung. ]

Theorem I1.2.13.  (Hauptsatz iiber das Spektrum) Fir ein Element a einer Banachalgebra
A gilt:
(i) Das Spektrum o(a) ist nicht leer.
(i) 7(a) = limg oo [|a”||% = inf, o [|a™]| .
Beweis. (i) Wir nehmen o(a) = @ an. Dann ist die Resolventenabbildung auf ganz C definiert
und nach Theorem I1.2.10 eine analytische Funktion R:C — A.
Fiir A > ||a]| haben wir gemé&f Satz I1.2.9

1 1 1
IRV =1 =)~ = A7 (1 = A ) < 5y = :
AL = xllall - A= a]

Hieraus erkennen wir, dafl R auf der Menge {A € C:|A| > 2||a||} beschrénkt ist.

Weiter wissen wir aus Satz 11.2.9(iv), da R stetig ist und somit auf jeder kompakten
Kreisscheibe beschrankt. Insgesamt haben wir also gezeigt, dal R:C — A eine beschrankte
analytische Funktion ist.

Jetzt wenden wir den Satz von Liouville an. Fiir jedes stetige lineare Funktional f: A — C
ist fo R:C — C nun eine beschrinkte analytische Funktion, nach dem Satz von Liouville also
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foR(\) = foR(0) = f(—a~!). Da die stetigen linearen Funktionale auf A die Punkte trennen
(Satz von Hahn-Banach, vgl. [Ne96]), erhalten wir hiermit R(\) = —a~! fiir alle A € C. Also
ist \1 —a = R(\)~! = —a fiir alle A € C, und das ist ein Widerspruch. Wir haben also gezeigt,
daf o(a) nicht leer sein kann.

”||% der nach Lemma I1.2.12 existierende Grenzwert.

(ii) Sei s(a) :=lim, . ||@
Wir zeigen, daB fiir A > s(a) auch X € p(a) ist. Hierzu beachten wir zunéchst, dafi wegen

. _ 1 dimae a7 s(a)
L |A| B

die Reihe Y ° i A"™a™ konvergiert. Wie im Beweis von Satz I1.2.9 erhilt man mit einer einfachen
Rechnung

o

(2.2) R(A) =Y A"l

n=0

Damit ist A € p(a) und folglich r(a) < s(a).

Jetzt zeigen wir noch s(a) < r(a). Sei dazu r > r(a) und Q = {z € C:|z| > r(a)} C p(a).
Fiir jedes stetige lineare Funktional f € A" ist dann fo R:) — C eine analytische Funktion und
hat nach Theorem II.2.10 eine konvergente Laurentreihe

foR(z) = Z anz".

nez

Andererseits wissen wir aus (2.2), daf$§ fir |z| > ||a|| die Resolvente durch die Reihe

R(Z) _ i Z—n—lan
n=0

dargestellt wird. Aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten a, folgt damit a, = 0 fir n > 0
und a_1_, = f(a™) fir n > 0. Aus der Konvergenz der Reihe fiir f o R(z) erhalten wir also
insbesondere

lim f(a™)z™" =0

n—oo
fir |z] > r(a), d.h. die Folge (2 ™a")pen in A konvergiert in der schwachen Topologie gegen
0. Mit dem Satz von Banach-Steinhaus (vgl. [Ne96, Satz II1.2.5, Folg. V.2.4]) sehen wir jetzt,
daf die Folge (27 ™a")nen beschréankt ist. Es existiert also ein C' > 0 mit [|a™]| < C|z|™ fir alle
n € N. Folglich ist s(a) < lim,_o C7|z| = |z|. Hieraus schlieBen wir s(a) < r(a), da z € Q
beliebig war. ]

Ein interessanter Aspekt des Hauptsatzes liber das Spektrum ist, dafl er ein Bindeglied
zwischen Topologie und Algebra darstellt. Das Spektrum eines Elements a einer Banachalgebra
A war zunédchst rein iiber die algebraische Struktur definiert, ebenso der Spektralradius r(a).
Theorem I1.2.13 gibt uns nun eine Formel fiir r(a), die sich auf die analytische Struktur von A,
d.h. auf die Struktur von A als Banachraum bezieht. Sétze von diesem Typ, d.h. Sétze, die nicht
evidente Verbindungen zwischen verschieden Aspekten, die aus verschiedenen mathematischen
Gebieten kommen, herstellen, sind grundlegend in vielen mathematischen Theorien. Man sollte
sie daher als besonders wertvoll betrachten.

Anwendungen des Hauptsatzes iiber das Spektrum

Um die Tragweite des Hauptsatzes iiber das Spektrum besser zu verstehen, betrachten wir
zuerst einige wichtige Folgerungen.
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Satz I1.2.14. (Gelfand-Mazur) Sei A eine Banachalgebra mit 1, in der jedes von 0 wver-
schiedene Element invertierbar ist. Dann ist A= C, d.h. A ist eindimensional.

Beweis. Sei a € A. Nach dem Hauptsatz tiber das Spektrum existiert ein A € o(a). Da a— A1
nicht invertierbar ist, mufl a — A\1 = 0 sein, d.h. a = A1. [

Lemma I1.2.15. Sei A eine C*-Algebra und a € A. Dann gilt:

() o(a*) = o) = {=:2 € o(a)}.

(ii) Ist a € A normal, so ist r(a) = ||a||.
(iii) [lall = v/p(a*a).

Beweis. (i) Nach Lemma I1.1.5(vi) ist a — A1 in A genau dann invertierbar, wenn (a— A1)* =
a* — A1 invertierbar ist. Hieraus folgt die Behauptung sofort.
(ii) Da a normal ist, haben wir

la*]* = [la®(a®)*|| = llac*aa™|| = ||(aa*)(aa”)*|| = [laa™||* = [la]*.
Damit ist [[a®|| = [[a[|*. Da alle Potenzen von a ebenfalls normal sind, ergibt sich hieraus
induktiv die Formel [|a?"|| = ||a||?" fiir alle n € N. Wir erhalten also mit der Formel fiir den
Spektralradius
r(a) = lim_[la®"]|7" = a].
n—oo
(iii) Das ist eine direkte Konsequenz von (ii) und der Definition einer C*-Algebra. ]

Beispiel I1.2.16. Zunéchst konnte man denken, dafl der Spektralradius nicht allzu verschieden
von der Norm eines Elements ist. Die eklatantesten Gegenbeispiele fiir diese Vermutung erhalt
man wie folgt:

Sei H=C", A= B(C") die C*-Algebra der komplexen n x n-Matrizen, und a definiert
durch

a.(z1,...,2n) = (22,..., 2n,0).
Dann gilt
a* (21, 2n) = (0,21,22, ...y Zn—1).
Wir erhalten damit
a*a.(z1,...,2n) = (0,22, ..., 2p)-
Also ist a*a eine orthogonale Projektion und folglich 1 = |la*al| = |a||?, d.h. |a| = 1.

Andererseits ist a™ = 0. Wir haben also
r(a)=0 wund |a] =1. [
Lemma I1.2.17. Ist f: A — B ein Homomorphismus komplezer Algebren mit 1, d.h. gilt auch

f(1) =1, soist o(f(a)) C o(a) firalle a € A.

Beweis. Wir zeigen p(a) C p(f(a)). Seialso A € C mit a — A1 € G(A) und b= (a —A1)"".
Dann ist

(f(a) = A1) f(b) = fla—=AL)f(b) = f((a—A1)b) = f(1) =1
und analog f(b)(f(a) — A1) = 1. Also ist A € p(f(a)). n

Im folgenden nennen wir einen Homomorphismus f: A — B zwischen involutiven Algebren
involutiv, wenn f(a*) = f(a)* fur alle a € A gilt. Der folgende Satz ist eine der erstaunlichsten
Folgerungen aus der Formel fiir den Spektralradius.
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Satz I1.2.18. (Stetigkeitssatz fiir C*-Algebren) Ist A eine Banach-x-Algebra und f: A —
B ein involutiver Homomorphismus in eine C*-Algebra B, so ist f eine Kontraktion, d.h.
If (@)l < |la|| fir alle a € A. Insbesondere ist f stetig.

Beweis. Ersetzen wir B durch die C*-Algebra f(A), so diirfen wir annehmen, dafi f(A) C B
dicht ist. Ist 1 € A ein Einselement, so gilt f(1)f(a) = f(a) fir alle a € A und damit auch
f(1)b =1 fir alle b € B. Nach Lemma II.1.5 ist f(1) dann ein Einselement in B. Hat A kein
Einselement, so kénnen wir f zu einem involutiven Homomorphismus

fiA—= B, (a,\)— f(a)+ A1
mit f(1) =1 fortsetzen. Jetzt kénnen wir Lemma I1.2.17 anwenden und erhalten

(2.3) o(f(a)) € o(a)

fiir alle a € A.
Sei a € A zunichst hermitesch. Da f involutiv ist, ist f(a) € B ebenfalls hermitesch und
somit

If (@)l = r(f(a)) < r(a) < all
wegen Lemma I1.2.15(ii), (2.3) und Satz I1.2.9(iii). Fiir beliebiges a € A ist nun

If@I* = 1If(@)* fa)]l = If(a*a)|l < lla*all < la*]| - lla]l = l|a]l?,
und hieraus folgt die Behauptung. ]

Bemerkung 11.2.19.  Die wesentliche Voraussetzung in Satz I1.2.18 ist die Vollstandigkeit von
A. Ohne diese ist die entsprechende Behauptung falsch. Ein einfaches Beispiel ist das folgende.
Wir betrachten in der Banach-*-Algebra ['(N) aller absolut summierbaren Folgen die dichte
Unteralgebra A aller abbrechenden Folgen. Das ist natiirlich eine normierte involutive Algebra
in der die Involution eine Isometrie ist. Wir kénnen nun fiir jede reelle komplexe Zahl z € C
einen involutiven Homomorphismus

definieren (vgl. Beispiel 11.1.7). Wegen [}(N)’ 22 [*°(N) ist dann
[ = sup{|z[":n € N},
also || f|| genau dann endlich, wenn |z| <1 ist. Aus Satz I1.2.18 folgt, dafl sich f genau in diesen
Fillen zu einem moglicherweise unstetigen Charakter von [!(N) fortsetzen 148t und sonst nicht.m
Fiir den Fall von Homomorphismen A — C kann man sogar eine viel starkere Stetigkeits-

aussage beweisen.

Satz 11.2.20. Sei A eine Banachalgebra und f: A — C ein Homomorphismus. Dann gilt
IfIl <1. Hat A ein Einselement und ist f # 0, so gilt f(1) =1 und || f]| =1.

Beweis. Wiére ||f|| > 1, so fanden wir ein ¢ € A mit ||a|| < 1 und f(a) = 1. Dann konvergiert
die Neumannsche Reihe b:= )" | a™ und es gilt a+ab=b. Wenden wir f an, so fithrt dies zu

f(b) = fla) + f(a) f(b) = 1+ f(b),

ein Widerspruch. Also ist ||f|| < 1.
Hat A ein Einselement 1 und ist f # 0, so ist f(1)?2 = f(1), also f(1) = 1, da sonst
f =0 folgen wiirde. Damit ist ||f| > 1 wegen 1] = 1. ]
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Definition I1.2.21. Fir eine komplexe Algebra A schreiben wir I'4 fiir den Raum aller von
0 verschiedener Algebra-Homomorphismen A — C. Man beachte, dafl fiir den Fall, da} A eine
Banachalgebra ist, alle Elemente von I'y automatisch stetig sind (Satz I11.2.20). In diesem Fall
nennt man I"4 auch das Spektrum von A. ]

Bemerkung I1.2.22. (a) Sei S eine involutive Halbgruppe und *(S) die Banach--Algebra
von Beispiel 11.1.7. Dort hatten wir gezeigt, dafl die stetigen Charaktere von ['(S) genau den
beschrankten Charakteren x:S — C entsprechen. Mit Satz 11.2.20 sehen wir sogar, dafl man
jeden Charakter von [1(S) so erhilt.

Betrachtet man lediglich Homomorphismem ['(S) — C, die nicht notwendigerweise die
Involution respektieren, so erhdlt man vollkommen analog eine bijektive Korrespondenz zu den
beschrankten multiplikativen Homomorphismen y: S — C.

Fir S =N ist damit

'(N)"2[-1,1]\ {0} und Tpgy = (Hom(N,C)\{0})NB(N) = {z e C*:|z| <1}
Fiir die Wiener-Algebra, d.h. fir S =7 (vgl. Beispiel 11.1.8) erhalten wir analog
Z=S' und Ty =St

In diesem Fall ist also jeder Homomorphismus {!(Z) — C automatisch involutiv. Fiir z € S! ist
der zugehorige Homomorphismus gegeben durch

X:(z) = Z(2) = Z 2"

nez

(b) Sei X ein lokalkompakter Raum und A = Cy(X). Wir zeigen, dafl jeder von 0 verschiedene
Homomorphismus A — C eine Punktauswertung d,: f — f(z) ist.

Sei also x:Cy(X) — C ein Homomorphismus. Wir setzen y durch x(1) := 1 zu einem
Charakter von A C BC(X) fort. Sei N := N(x) der Kern von y. Dann ist N C A
eine Hyperebene, die gleichzeitig ein Ideal ist, d.h. A-N C N. Existiert ein z € X mit
5:(f) = f(x) = 0 fiir alle f € N, so ist N in der Hyperebene AN (§,) enthalten und stimmt
daher mit ihr iberein. In diesem Fall folgt x = d, aus x(1) =d,(1) =1

Wir nehmen daher an, daf§ zu jedem z € X eine Funktion f, € N mit f.(z) # 0 existiert.
Wir diirfen hierbei 0.B.d.A. f ¢ A annehmen, da AN N eine Hyperebene in N ist, also N \ A
in N dicht ist. Sei 9 € X und f,, wie oben. Dann ist f,, = g+ A1l mit g € A. Also existiert
eine kompakte Teilmenge K C X mit |g(z)| < |A| fiir alle 2 ¢ K, damit also f;,(x) # 0. Wegen
der Kompaktheit finden wir nun noch endlich viele Elemente z1,...,2, € K mit

U {z € X: fu,(x) # 0}.

Damit ist

fi=faofoo + O fo,fo, = fao P+ D fe, P EN\A

j=1 j=1
und es gilt f(z) > 0 fir alle z € X . Also ist f nach Beispiel I1.2.7 in A invertierbar. Folglich ist
1= ff~! € N,im Widerspruch zu x(1) = 1. Wir haben gezeigt, dafl jeder Homomorphismus

Co(X) — C eine Punktauswertung ist. Insbesondere ist jeder Homomorphismus involutiv.
Zusammenfassend finden wir das schon in Beispiel I1.1.6 versprochene Resultat:

FCO(X) =~ X. u



34 II. Spektraltheorie in Banachalgebren 22. Juli 1996

I1.3. Die Gelfandsche Darstellungstheorie

In diesem Abschnitt werden wir einen besonders schonen Teil der Spektraltheorie kennen-
lernen. Wir haben schon mehrfach die C*-Algebra C(X) der stetigen Funktionen auf einem
kompakten Raum als Beispiel betrachtet. Eines der Hauptergebnisse in diesem Abschnitt wird
sein, dafl jede kommutative C*-Algebra mit Einselement als C*-Algebra, d.h. mit Norm und
Involution, zu einer Algebra des Typs C(X) isomorph ist. Hat sie kein Einselement, so ist sie
isomorph zu Cy(X) fiir einen lokalkompakten Raum X . Dieses Ergebnis iiberzeugt nicht nur
durch sein abstrakte Schonheit, sonder ist auch ein Grundbaustein fiir die gesamte Spektral-
theorie. Spater werden wir sehen, dafl es auch einen sehr bequemen Zugang zur Mafitheorie auf
lokalkompakten Rédumen liefert.

Die Grundidee hinter der Gelfandschen Darstellungstheorie ist die folgende. Ist A ein
Banachraum und A’ sein Dualraum, so betrachten wir den Raum X := {a € A": |ja| < 1}, den
wir mit der schwach-*-Topologie versehen, also mit der grobsten Topologie, die alle Funktionen

X —->C, ar ax)

stetig macht. Nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki ([Ne96]) ist X ein kompakter Raum und die
Abbildung
A—-CX), z—7=

liefert eine isometrische Einbettung des Banachraums A in eine Algebra C(X). Beachte hierbei,
daf
[Z]loe = sup{|Z(e)]: € X} = |||

aus dem Satz von Hahn-Banach folgt (vgl. [Ne96]). Jeder Banachraum 148t sich also isometrisch in
ein C(X) einbetten. Ist A zusétzlich eine kommutative Banachalgebra, so hatte man gerne eine
Einbettung als eine Unteralgebra von C'(X). In diesem Fall miissen die Auswertungsabbildungen
z +— Z(a) = a(z) allerdings Algebra-Homomorphismen sein. Wir werden also anstatt der
gesamten Einheitskugel X C A’ nur die Algebra-Homomorphismen betrachten diirfen. Das

ist die Grundidee. Die ersten Probleme zeigen sich natiirlich schon bei der Frage nach der
Reichhaltigkeit.

Satz I1.3.1. (a) Sei A eine Banachalgebra mit Finselement. Versehen wir die Menge T 4 aller
von 0 wverschiedenen Algebra-Homomorphismen A — C mit der schwach-*-Topologie, so ist T4
kompakt und die Abbildung

GA—-C{T4), z—=

mit Z(a) = a(x) ist ein kontraktiver Homomorphismus von Banachalgebren.

(b) Hat A kein FEinselement, so ist T'a lokalkompakt und G: A — Cy(Ta) ein kontraktiver
Homomorphismus.

Beweis. (a) Zunichst wissen wir aus Satz 11.2.20, da8
FraCX:={aecA|a] <1}

Da X nach dem Satz von Alaoglu -Bourbaki (vgl. [Ne96]) kompakt ist, haben wir nur zu zeigen,
dal 'y abgeschlossen darin ist.
Seien dazu a,b € A. Dann ist die Menge

Xap ={a € X:a(ab) = a(a)a(d)} = {a € X:ab(a) = a(a)b(e)}
in X abgeschlossen, denn die Funktionen @, b und ab sind auf X stetig. Folglich ist auch

Ta= () XapN{aeX:a(l)=1}
a,beA
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abgeschlossen und damit kompakt.
Der Rest der Behauptung folgt nun aus

[Z]loc = sup{|Z(a)]: v € Ta} < |||,

was wiederum aus
Z(a)| = |a(@)| < [laf| - [lz]] < [z

fir a € 'y folgt.
(b) Hat A kein Einselement, so setzen wir A = A®C wie in Abschnitt I1.2. Es ist klar, daB jeder
Homomorphismus x: A — C sich eindeutig zu einem Homomorphismus Y: A — C mit xX(1)=1
fortsetzen 1aBt. Man setze hierzu Y(a, \) = A+ x(a) und iiberzeuge sich davon, daf§ hierdurch ein
Homomorphismus definiert wird. Der einzige Homomorphismus von A , dessen Einschrankung
auf A trivial ist, wird durch w:(a,A\) — A gegen. Wir haben daher I'y U {w} = I';. Da
x(1) = 1 fir alle x € I'; gilt, stimmt die schwach-*-Topologie bzgl. A auf I'4 mit der
Teilraumtopologie bzgl. I'y iberein, macht I'4 also zu einem lokalkompakten Raum, so daB
I+ dessen Einpunktkompaktifizierung ist.

Fiir ein Element a € A ist nun @ eine stetige Funktion auf T'4, die sich durch a(w) = 0
zu einer stetigen Funktion auf I'; fortsetzt. Folglich ist @ € Cp(I'a). ]

Den Homomorphismus A — C(T'4) nennt man die Gelfand-Transformation der Ba-
nachalgebra A. Die Fragen, die sich nun aufdréngen, sind die, ob man die Norm ||Z||, der
Gelfand-Transformierten durch die Norm in A ausdriicken kann, und inwieweit die Gelfand-
Transformation injektiv ist. Um diese Fragen zu beantworten, benotigen wir zuerst etwas alge-
braischen Unterbau.

Definition I1.3.2.  (a) Ein Ideal in einer Algebra ist ein Untervektorraum I mit JAUAI C I.
Falls I # A, heifit I echtes Ideal.

(b) Ein maximales Ideal ist ein echtes Ideal I fiir das es zwischen I und A keine weiteren Ideale
gibt. ]

Lemma I1.3.3. Sei A eine Banachalgebra.
(i) Der Abschluf$ eines Ideals ist ein Ideal.

(ii) Ist I ein abgeschlossenes Ideal in A, so ist A/I eine Banachalgebra, wenn wir A/I mit
der Quotientennorm und der Multiplikation [a] - [b] := [ab] fir [a] = a+ I versehen. Ist A
kommutativ, so auch A/I.

Beweis. (i) Ist I C A ein Ideal, so folgt aus der Stetigkeit der Multiplikation, daf8 TA C TA C T
und ebenso AT C T. Also ist I ein Ideal.

(i) Sei nun I C A ein abgeschlossenes Ideal. Dann ist A/I bzgl. der Quotientennorm
Ilal|| := mf{[|z]: 2 € [a]}

zunéchst ein Banachraum (vgl. [Ne96]).
Die Wohldefiniertheit der Multiplikation folgt daraus, dal I ein Ideal ist. Fir z,y € A
haben wir weiter

][yl < eyl < ]l - flyll-
Da « € [z] und y € [y] beliebig sind, folgt hieraus

Iyl < =11 ]

Also ist A/I eine Banachalgebra.
Ist A kommutativ, so natiirlich auch der Quotient A/I. |
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Beispiel I1.3.4. (a) Ist f € T'4, so ist der Kern N(f) C A ein maximales Ideal, denn die
Kodimension dieses Unterraums ist 1. Es kann also zwischen ihm und A kein weiteres Ideal
geben.

(b) Ist H ein endlichdimensionaler Hilbertraum, so sind {0} und B(H) die einzigen Ideale der
C*-Algebra B(H) (Ubung). Algebren mit dieser Eigenschaft nennt man einfach. Man kann
sogar zeigen, daf} jede endlichdimensionale einfache komplexe Algebra so aussieht (Satz von
Wedderburn).

(c) Sei X ein kompakter Raum. Fiir jede abgeschlossene Teilmenge F' C X ist dann
Ip:={feCX): flr=0}

ein abgeschlossenes Ideal. Man kann zeigen, dafl alle abgeschlossenen Ideale so aussehen. ]

Das folgende Lemma wird uns helfen, den Zusammenhang zwischen Idealen, maximalen
Idealen und Homomorphismen besser zu verstehen.

Satz I1.3.5. Sei A eine Banachalgebra mit Finselement 1.
(i) Ein echtes Ideal von A ist nie dicht.
(ii) Mazimale Ideale sind abgeschlossen.
(iii) Jedes echte Ideal ist in einem mazimalen Ideal enthalten.
(iv) Ist I ein echtes abgeschlossenes Ideal, so ist A/I eine Banachalgebra mit Einselement [1]
und ||[1]]] = 1.

(v) Ist A kommutativ und I ein mazimales Ideal, so ist A/I =2 C, d.h. jedes mazimale Ideal
ist Kern eines Homomorphismus A — C.

Beweis. (i) Da I ein echtes Ideal ist, gilt G(A) NI = @. Da G(A) offen ist (Satz 11.2.9(ii)),
gilt auch I N G(A) = @ und die Behauptung folgt aus 1 € G(A).

(i) Ist I C A ein maximales Ideal, so folgt aus (i), daB8 I ebenfalls ein echtes Ideal ist. Aus der
Maximalitit erhalten wir dann I = I, d.h. I ist abgeschlossen.

(iii) Die Menge (F,C) aller echten Ideale versehen mit der Inklusionsordnung ist induktiv
geordnet, denn fiir jede Kette K C F ist 1 ¢ |JK, d.h. das Ideal |JK ist ebenfalls echt (Warum
ist diese Menge ein Ideal?). Die Behauptung folgt damit aus dem Zornschen Lemma.

(iv) DaB [1] in A/I ein Einselement ist, ist klar. Wegen ||[1]|| < ||1]] = 1 bleibt noch 1 < ||[1]||
zu zeigen. Wére ||[1]|| < 1, so fdnden wir in [1] ein Element z mit ||z|| < 1. Dann wére aber
1 — z € I invertierbar (Satz I1.2.9(i)), im Widerspruch zu I # A.

(v) Nach (ii) und (iv) ist A/I eine kommutative Banachalgebra mit Einselement. Wir wollen
den Satz von Gelfand-Mazur anwenden (Satz I1.2.14). Hierzu haben wir zu zeigen, daf§ jedes von
0 veschiedene Element in A/I invertierbar ist. Fiir A bedeutet dies, dafl zu jedem = € A\ I ein
y € A existiert mit xy € 1 + I. Dazu setzen wir

J=zA+1I.

Dann ist J ein Ideal, das I und x enthilt, also J = A. Folglich existiert ein y € A mit
1 € zy + I. Mit dem Satz von Gelfand-Mazur sehen wir also, dafl A/I = C ist. Insbesondere
ist I der Kern eines Homomorphismus A — C. ]

Man beachte, daff Satz I1.3.5(v) fiir nichtkommutative Banachalgebren im allgemeinen
falsch ist (vgl. Beispiel I11.3.4(b)).
Wir konnen jetzt schon die Frage nach der Norm der Gelfandtransformierten beantworten.

Theorem II1.3.6. (Gelfandscher Darstellungssatz fiir Banachalgebren) Sei A eine kommu-
tative Banachalgebra mit Einselement. Dann ist I' g nicht leer und die Gelfandtransformation

A — C(T4) ist ein kontraktiver Homomorphismus von Banachalgebren mit

#Ca) =o(@) und 3] = r(x)
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fiir alle x € A. Weiter ist 1 =1 die Einsfunktion auf T'sa. Hat A kein FEinselement und ist
Ta # O, so haben wir

o(x) =2(T4)U{0} und |Z||ec =7(x).

Beweis. Da es nach Satz I1.3.5 maximale Ideale gibt, ist I'4 nicht leer.

Ist A € o(z), also  — A1 nicht invertierbar, so ist A(z — A1) ein echtes Ideal, denn dieser
Unterraum enthélt nicht das Einselement. Folglich ist er nach Satz I1.3.5 in einem maximalen
Ideal I enthalten. Dieses wiederum ist Kern eines Homomorphismus a: A — C. Damit ist
schliefllich

0=oa(x— A1) =a(x) — Al

und folglich a(z) = A.

Existiert umgekehrt ein @ € 'y mit a(xz) = A, so ist  — A1 in dem maximalen Ideal N («)
enthalten, kann also keine Einheit sein. Damit ist A € o(z). Hieraus folgt Z(I's) = o(z). Die
Formel fiir die Norm von ||Z|| ist jetzt eine triviale Konsequenz der Definition des Spektralradius.
Wegen Satz 11.3.1 ist damit alles fiir den Fall, dafl A ein Einselement hat gezeigt.

Ist dies nicht der Fall und T'4 # @, so haben wir & € Cy(T'4) fiir alle © € A. Weiter ist

o(x) = o;(x) = 2(Ca) U{0}

wegen dem ersten Teil. Hieraus folgt die Behauptung. ]

Den Kern der Gelfandtransformation nennt man das Radikal rad(A) von A und A hal-
beinfach, wenn rad(A) = {0} ist. Die halbeinfachen kommutativen Banachalgebren sind also
genau die, fiir die die Gelfandtransformation injektiv ist. Insbesondere sehen wir I'i,q(4) = O.
Ist also r(a) = 0 fiir alle a € A, so hat A keine von 0 verschiedenen Homomorphismen nach
C. Ein einfaches Beispiel wo dies passiert ist die Unteralgebra von B(C?), die von der Matrix

0 1 .
a= <0 O) erzeugt wird.

Korollar I1.3.7.  Ist A eine kommutative Banachalgebra mit Einselement, so ist der Spek-
tralradius 7 A — R eine stetige Halbnorm und es gilt

rad(4) = {z € A:r(x) = 0}.

Beweis. Das folgt sofort aus r(z) = ||Z]|co < ||| - m

Beispiel I1.3.8. (a) Ist X ein kompakter Raum und A = C(X), soist T'y = X (vgl. Beispiel
I1.2.22(b)) und die Gelfandtransformation ist gegeben durch

wobei 0;: f — f(z) die Punktauswertung in z € X ist. Die Gelfandtransformation C(X) —
C(T4) = C(X) ist also die Identitat.

Wir zeigen noch, dal X und I'4 sogar als topologische Rdume isomorph sind. Aus der
Definition der Topologie auf I' 4 folgt, dafl die Abbildung

X —oTyu, x+—06,

stetig ist, denn alle Abbilungen © — f(d,) = f(x) sind auf X stetig. Weiter ist diese Abbildung
bijektiv und X ist kompakt, also ist sie ein Homéomorphismus.

(b) (Die Einpunktkompaktifizierung) Sei jetzt X lokalkompakt und A = Cp(X). Dann ist
Iy = X U {w}, wobei w: A — C durch w(f,\) := A definiert ist. Die Topologie auf 'y
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macht die Menge X, := X U {w} zu einem kompakten Raum. Da {w} als kompakte Menge
abgeschlossen ist, ist X C X, offen. Wie unter (a) sehen wir ferner, da§ die Abbildung

X — X, =Ty, T 0y

stetig ist. Wir behaupten, daf} sie sogar offen, also eine Einbettung ist.

Sei also O C X offen. Wir zeigen, da§ n(O) C X, offen ist. Sei dazu §, € n(0), d.h.
y € O. Mit dem Satz von Urysohn finden wir eine Funktion f:X — C mit f(y) = 1 deren
Tréger in O liegt. Dann ist die Menge {0, € X.:0.(f) # 0} eine offene Umgebung von §,, die
ganz in 7(0) liegt. Folglich ist n(O) offen. Wir haben damit gezeigt, dal X — X, eine offene
Einbettung ist. Den kompakten Raum X, nennt man Finpunktkompaktifizierung von X .

In diesem Beispiel 148t sich leicht direkt nachpriifen, dal wir durch die Gelfanddarstellung
eine Realisierung von Cp(X) als das Ideal {f € C(X,): f(w) =0} von C(X,) bekommen.

Ist z. B. X = N mit der diskreten Topologie, so ist X,, = {0} U {2:n € N} mit der
von R induzierten Topologie (Ubung). Die stetigen Funktionen auf diesem Raum entsprechen
genau denjenigen Folgen, fir die lim,,_, . @, existiert, und ¢y = Cy(X) ist hierin das Ideal der
Nullfolgen.

Ist X =R", soist X, =S" = {x € R"":|z]| = 1} (Ubung), d.h. Co(R™)= C(S™).

(c) Fiir A =1'(Z) sehen wir wie in (a) mit Beispiel I11.2.22(a) und der Kompaktheit von S', daf
'y = S! sogar im Sinn topologischer Raume gilt. Die Gelfand-Transformation ist in diesem Fall

gegeben durch
nez

(d) Fir A = I'(Np) sehen wir wie in Beispiel 11.2.22(a), dal Ty = {2z € C:|z| < 1}. Die
Gelfand-Transformation ist in diesem Fall gegeben durch

oo
n=0

Man beachte, daB I'(Ng) = I3 (N)™ gilt, sowie Ty = {z € C:0 < |2| < 1}. Hier sieht man sehr
schon, dafl man durch Hinzunahme des Einselements die Einpunktkompaktifizierng der gelochten
Scheibe, also den Vollkreis bekommt.

(e) Sei A = L'(R"). In diesem Fall ist ['4 = R™ und die Gelfand-Transformation stimmt mit
der Fourier-Transformation iiberein:

~

9(1)w) = fw) = [ Fwe dy.

Was wir hierzu schon wissen ist, da§ die Abbildung L!'(R") — BC(R"), f — J ein kontraktiver
Homomorphismus von Banach-#-Algebren ist. Insbesondere ist die so erhaltene Abbildung
R™ — I'4 stetig.
Um obige Behauptung zu beweisen, mufl man etwas arbeiten. Wir lassen den Beweis zur

fjbung. Man gehe hierzu nach folgenden Schritten vor.
(1) Sei 6; € C.(R™) eine stetig differenzierbare nichtnegative Funktion mit kompaktem Tréger
und [|01])1 = [g. 61(x) dz = 1. Wir setzen 4y, (x) = —-01(maz). Dann gilt:

(1) Jan Om(x) dz =1 fir alle m € N.

(ii) Fir jedes r > 0 existiert ein m, € N mit

supp(dm) = {a:0m(x) # 0} € B, (0) = {a: ||z| <7}
fir m > m,..
(iii) Fir f € C.(GQ) gilt §,, * f — f gleichméBig.

(iv) Fiir f € LY(G) gilt §,, x f — f in LY(R"™). Hinweis: Man verwende (i), (iii) und ein
3e-Argument.
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(2) Sei jetzt x € T'pi(pny. Zeige:
(i) Fir x € R™ und f € C.(R"™) sei (75.f)(y) := f(y — x). Dann ist

To(fxh) = (72.f) x h = [ * (15.h).

(ii) Fiir z € R™ existiert a(z) := limy— oo X(72-0,). Hinweis: x(75.0,)x(f) = x (6 *
To-f) = X(72-f) . Also ist x(7o.f) = a(z)x(f).
(iii) « ist ein stetiger Gruppenhomormorphismus R” — C*. Hinweis: Fiir f € C.(G) ist
die Abbildung R" — LY(R"),z + 7,.f stetig.
(iv) a(R™) CSt.
(3) Jetzt akzeptieren wir das folgende Faktum: Fiir jedes stetige lineare Funktional p auf L(R™)
und f € LY(R") gilt

p(f*g) = - f(@)p(re-g) dx

fir f,g € C.(R™). Wenden wir dies auf x an, so erhalten wir

X(f) = lim x(f*xm)= lim [ f(2)x(7exm) dz

m—o00 m R™

= Jm () [ f@)a() de= [ f@)at) de

m—0Q0

(4) Um I'pigny = R™ zu sehen, bleibt nur noch zu zeigen, dafl jeder stetige Charakter von R"
die Gestalt a(z) = €'Y} fiir ein y € R™ hat. Hierzu diirfen wir n = 1 annehmen (Warum?).
(i) « ist differenzierbar. Hinweis: Berechne « * ¢, und beachte, da} a x ,, — a auch
fiir beschrankte stetige Funktionen gilt.
(ii) Fir n =1 genligt « einer linearen Differentialgleichung o/(z) = o/(0)a(z). Also ist
afz) = em' (0
(5) Wegen (4) ist die Abbildung R™ — T'4 bijektiv. Wir wissen schon, dafl sie stetig ist.
Bleibt also zu zeigen, daf sie offen ist. Hierzu mufl man sehen, daf die Topologie auf R" die
grébste Topologie ist, die alle Funktionen f, f € L*(R"™) stetig macht. Hierzu berechne man die
Fouriertransformierte der Funktionen

)

—(y,z) . > C_
fy(a:)::{e firz; >0,5=1,...,n
0 sonst,

die fiir y1,...,9yn > 0 Elemente von L'(R™) darstellen. n

Nach der Diskussion dieser Beispiele, noch ein wichtiges Resultat, das wir jetzt leicht
beweisen konnen.

Satz 11.3.9. (Satz von Wiener) Hat die Funktion f € C(S') eine absolut konvergente Fourier-

rethe R 4
Z f(n)emt

nez

und ist f(z) # 0 fiir alle z € S', so hat auch die Funktion z — f(z)~! eine absolut konvergente
Fourierreihe.

Beweis. Dafl f eine absolut konvergente Fourierreihe hat, heifit gerade, dafl f in der Unter-

algebra Z(/Z) C C(S') liegt. Wir kénnen f also als f = 7 fiir eine Folge = € [1(Z) schreiben.
Nach Voraussetzung enthiilt f(S') = Z(S') = o(z) nicht die 0, d.h. z ist invertierbar. Damit
ist aber

F2) 7 = @ )T2)

und das war zu zeigen. ]
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Kommutative C*-Algebren

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dafl die Gelfandsche Darstellungstheorie fiir kom-
mutative C*-Algebren besonders wirkungsvoll ist.

Lemma I1.3.10. Ist A eine C*-Algebra und a € A hermitesch, so ist o(a) C R.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, da§ A ein Einselement hat (Satz I1.2.5). Sei a+i8 €
o(a). Wir werden 5 =0 zeigen. Fiir alle A € R ist a+i(8+ A) € o(x + A1), so dal wir

la+i(B+ )| < [lz+ Al
aus Lemma I1.2.15(ii) erhalten. Jetzt rechnen wir
o+ (B+A)? = la+i(B+N) < [lo+id1|* = (@ +id1)* (@ +id1)]| = [l2% + A1[| < [|l2]|* + X%,

Hieraus erhalten wir
o + 3%+ 281 < =%,

also 8 =0. [ ]

Theorem I1.3.11.  (Gelfandscher Darstellungssatz fiir C*-Algebren, 1941) Ist A eine kom-
mutative C*-Algebra, so gilt A = T4 und die Gelfandtransformation G: A — Co(T4) ist ein
Isomorphismus von C*-Algebren. Insbesondere gilt also

1Z]|oo = llz|l  und Z* =a*.
Beweis. Ist a € A hermitesch, so folgt
[@lloc = 7r(a) = lla]

aus Lemma I1.2.15(ii) und Theorem I1.3.6. Weiter folgt aus Lemma I1.3.10 wegen a(I'4) C o(a),
dafl @ eine reellwertige Funktion ist.
Fiir x = b+ ic mit b, c hermitesch folgt hieraus

T =b—it=7=7"
Also ist die Gelfandtransformation sogar ein involutiver Homomorphismus. Damit erhalten wir
jetzt
12 PO - * 2
1Z05% = 1772l 0 = llz*2(lc0 = ll2"]| = |||
Es bleibt nur noch die Surjektivitdt zu zeigen. Da die Gelfandtransformation isometrisch
ist, ist G(A) C Cp(T'4) vollstandig, also eine abgeschlossene Unteralgebra. Weiter ist sie unter
komplexer Konjugation invariant, wegen I'y C A’ trennt sie natiirlich die Punkte, und wegen
0 ¢ T4 hat sie keine gemeinsamen Nullstellen. Aus dem Satz von Stone-Weierstra3 (Theorem
I11.3.12(ii))) folgt hiermit G(A) = Co(T'4). ]

Theorem I1.3.12.  (Stone-Weierstraf})
(i) Ist X kompakt und A C C(X) eine C*-Unteralgebra, d.h. eine abgeschlossene x-Unteral-
gebra, die die Punkte trennt, so ist A = C(X) oder A = {f € C(X): f(zo) = 0} fir ein
To € X.
(ii) Ist X lokalkompakt und A C Co(X) eine x-Unteralgebra, die die Punkte trennt und keine
gemeinsamen Nullstellen hat, so ist A dicht in C(X).
Beweis. (i) [Neu90, S.52]
(ii) Ist X, = XU{w} die Einpunktkompaktifizierung von X , so kénnen wir (i) auf A C Cp(X) C
C(X,) anwenden, da A die Punkte von X, trennt und nur die Nullstelle w hat. |
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Beispiel I1.3.13. Der Gelfandsche Darstellungssatz hat interessante Konsequenzen, denn er
liefert nicht nur einen Weg zu sehen, dafl ein kompakter Raum X schon eindeutig durch die
C*-Algebra C(X) bestimmt ist, sondern er impliziert auch fiir jeden topologischen Raum X die
Existenz eines kompakten Raumes X mit

Dieser Raum hat die Eigenschaft, dal man eine natiirliche stetige Abbildung 7: X — X S, T Oy
hat, so dal X = n(X) gilt (Beweis!). Man nennt X die Stone-Cech-Kompaktifizierung von X .
Ist X nur eine Menge, so ist B(X) ebenfalls ein C*-Algebra. Fassen wir X als diskreten
topologischen Raum auf, so ist aber B(X) = BC(X) und in diesem Sinne liefert die Stone-Cech-
Kompaktifizierung X einen kompakten Raum mit B(X) = C(X). ]

Man kann den Gelfandschen Darstellungssatz auch anwenden um kommutative Unteralge-
bren von C*-Algebren zu studieren.

Satz I1.3.14. Sei a ein normales Element der C*-Algebra A mit Einselement und C*(a) die
kleinste abgeschlossene Unteralgebra, die a und 1 enthdlt. Dann ist

C*(a) = C(o(a)

im Sinne von C*-Algebren, wobei das Element a der Funktion id,() entspricht. Insbesondere
ist C*(a) kommutativ.

Beweis. Aus

C*(a) = span{a™(a*)™:n,m € N}

folgt sofort wegen der Stetigkeit der Multiplikation, dafl C*(a) kommutativ und unter der
Involution invariant ist. Also ist C*(a) eine kommutative C*-Algebra.
Nach dem Gelfandschen Darstellungssatz (Theorem I1.3.11) haben wir C*(a) & C(X).
Das Element a entspricht dann einer Funktion @ auf X, die die C*-Algebra C(X) erzeugt. Wir
zeigen, daf} die Abbildung
a:X — ’d(X) = O'C*(a)(a)

ein Hom6omorphismus ist. Da C(X) die Punkte von X trennt und von @ erzeugt wird, ist dies
auch schon fiir @ der Fall, d.h. @ ist injektiv. Da X kompakt ist, folgt hieraus aber schon die
Behauptung.

Es bleibt nur noch o(a) = o¢+(q)(a) zu zeigen. Die Inklusion o(a) C oc«(q)(a) folgt
aus Lemma I1.2.17. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, nehmen wir an, dafl ein A €
oc+(a)(a) \ o(a) existiert. Dann existiert b:= (a — AL)™'. Sei m > [|b]| und f € C(oc+(a)(a))
mit f(A) =m und |f(2)(z — A)| <1 fiir alle 2 € 0¢+(q)(a). So eine Funktion findet man zum
Beispiel, wenn man die Werte von f in [0,m] wihlt und f auBerhalb des Kreises vom Radius
% um A verschwindet.

Sei ®:C(0¢x(a)(a)) — A die Einbettung von oben. Mit g(z) := f(2)(A — 2) erhalten wir

dann
m < | flloe = [1R(H)I = 12(f)(a = AL)b]|
<[ @@ 1ol = liglloo - 1ol < {l0]l,
im Widerspruch zur Wahl von m. ]

Korollar II.3.15. Ist A eine C*-Algebra mit Finselement, B eine C*-Unteralgebra mit
Einselement und a € B normal, so ist

op(a) = oala).

Beweis. Sei C*(a) die von a und a* erzeugte abgeschlossene Unteralgebra. Mit Lemma I1.2.17
und Satz 11.3.14 erhalten wir dann

oala) Copla) Coce(q)(a) = oala).

Hieraus folgt die Behauptung. ]
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Stetiger Funktionalkalkiil fiir normale Operatoren

Korollar I11.3.16.  Ist H ein Hilbertraum und A € B(H) normal, so ezistiert eine isometrische
Einbettung von C*-Algebren
®:C(0(A)) — B(H)

mit (I)(ida(A)) =A.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz I1.3.14, da die C*-Unteralgebra, die von A und A* erzeugt
wird, zu C(o(A)) isomorph ist. n

Bemerkung I1.3.17. Man kann diesen Satz so interpretieren, dafl man fiir jede stetige
Funktion f auf dem Spektrum von A einen Operator f(A) so definieren kann, daf die Zuordnung

®:C(0(A)) — B(H), [~ f(A)
ein Isomorphismus von C*-Algebren wird. Insbesondere gilt dann
f(A)og(A)=(f-g)(A) wund f(A)=f(A)".

Weiter erhalten wir sofort den Spektral-Abbildungssatz:

In der Tat haben wir
P(JA) = (@) = 74, 1) (D) = £ (o).

Um zu sehen, welche Wiinsche der stetige Spektralkalkil fiir beschriankte Operatoren
offen 148t, diskutieren wir ein Beispiel. Sei dazu (e;);cs eine ONB des Hilbertraums H und
xz:J — C,j — x; eine beschrénkte Funktion. Wir behaupten, daf§ durch

Aw:= Z zj(v,e;)e;
JjeJ

auf H ein normaler Operartor definiert und es gilt

o(A) = z(J).
In der Tat ist die Reihe, die A definiert wegen

D lzifv,en)l? <D la Pl e < ell ol

jeJ JjeJ

fiir jedes v € H konvergent und es gilt [|A| < ||2]lco. Wegen

A*wv = Zxﬁ(v, ej)e;
JjeJ

is A normal. Jede Zahl x; ist wegen A.e; = x;e; ein Eigenwert. Also ist o(A) D x(J). Ist aber
A& x(J), so ist

(A= Al)w = Z(xj — A){v,ej)e;

JjeJ
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und folglich
(A-X1)"tw= Z(m] —A) v, ei)e;
jeJ
ein beschrankter Operator.
Weiter tiberzeugt man sich davon, daf fir f € C (J(A)) die Beziehung

F(A)0 =" fla) (v, e5)e

jeJ

gilt. Das zeigt man zuerst fiir Polynome in A und A* durch nachrechnen und dann durch
Grenziibergang.
Ist £ C C eine abgeschlossene Teilmenge, so heifit der Operator

Pg.v:= Z (v, e5)e;

r;€EF

Spektralprojektor zu der Menge E. Dies ist eine Orthogonalprojektion, die mit A vertauscht,
und die Eigenschaften hat, dafl

O'(A|pE,H) = Eﬂl‘(J) g E

gilt. Der Operator Pg filtert also aus H genau den Teil heraus auf dem das Spektrum von A
in der Menge E liegt.

Nun wiire es schén, wenn man Pg als f(A) fiir eine Funktion f € C(o(A)) darstellen
konnte. Wie wir oben gesehen haben miifite eine solche Funktion die Eigenschaft haben, daf

1 firz; e E
f(xj){o fiir v; ¢ E.

Damit wire f eine {0, 1}-werige Funktion auf o(A), also
o(4) = 10U (1)

eine Zerlegung ist disjunkte gleichzeitig offene und abgeschlossene Teilmengen. Ist also E N
o(A) nicht gleichzeitig offen und abgeschlossen in o(A), so existiert keine Funktion f mit den
gewiinschten Eigenschaften. Mochte man also mehr oder sogar alle Spektralprojektionen als
Funktionen von A schreiben kénnen, so wird man die Klasse der stetigen Funktionen verlassen
miissen. Dies werden wir im néchsten Abschnitt tun. Die wesentlichen Hilfsmittel hierzu werden
von der Maftheorie bereitgestellt. ]

Das Schursche Lemma

Wir kénnen an dieser Stelle eine weitere Liicke schlieflen, die sich in Abschnitt 1.4 aufge-
tan hat. Dort haben wir gezeigt, dal jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung einer
abelschen involutiven Halbgruppe schon eindimensional ist. Wie wir jetzt sehen werden, war die
Einschrankung auf endlichdimensionale Raume unnétig.

Definition I1.3.18.  Sei H ein Hilbertraum. Fiir eine Teilmenge E C B(H) definieren wir
den Kommutanten

E':={A€ B(H): (VB € A)AB = BA}. n
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Lemma I1.3.19. Fiir Teilmengen E,F C B(H) gilt:

(i) ECFFesFCFE.

(il) EC E".

(ii) FECF=F CF.

(iv) E'=FE".

(v) E=EFE" genau dann, wenn ein F mit E = F' existiert.
Beweis. (i) Das ist trivial.
(ii) Ist nach (i) dquivalent zu E’ C E’, also auch trivial.
(iii) trivial.
(iv) Aus (ii) folgt zunéchst B’ C (E’)” = E’". Andererseits folgt aus (ii) und (iii) auch E" C F’.
(v) Gilt E = F’, so folgt E = E” aus (iv). Die Umkehrung ist trivial. ]

Wer sich an die Funktionalanalysis erinnert, wird feststellen, dal er Argumente wie im

Beweis von Lemma I1.3.19 schon mehrfach gesehen hat. Die Zuordnung E +— E+ fiir Teilmen-
gen eines Hilbertraums geniigt dhnlichen Gesetzen. Die abstrakte Version so einer Zuordnung
nennt man eine Galois- Verbindung, da sie in der Galoistheorie in Gestalt der Zuordnung von
Unterkorpern und Fixgruppen auftritt. Der Hauptproblem in so einer Galoisverbindung ist die
Charakterisierung der Fixpunkte, d.h. in unserem Fall der Teilmengen E C B(H) fiir die £ = E”
gilt.

Lemma I1.3.20. Der Kommutant E’ einer Teilmenge E C B(H)hat folgende Eigenschaften:
(i) E' ist eine abgeschlossene Unteralgebra von B(H).
(ii) Ist E kommutativ, so auch E" .
(iii) Ist E invariant unter Adjunktion, so auch E'.
(iv) Ist (A;)ier ein Netz in E' mit (A;.v,w) — (Av,w) fir alle v,w € H, so ist auch A € E'.
Beweis. (i) Fiir jedes Element A € E ist

A":={B € B(H): AB = BA}

wegen der Stetigkeit der Multiplikation in B(H) abgeschlossen. Damit ist auch £ = (1, A’
abgeschlossen. Dafl dieser Raum eine Unteralgebra ist, rechnet man leicht nach.

(ii) Dal E kommutativ ist, heiit £ C E’. Damit ist E” C E’ und folglich E” C E". Also ist
E” kommutativ.

(iii) Das ist eine triviale Rechnung.

(iv) Seien v,w € H und B € E. Dann ist

((AB — BA).w,w) = (ABw,w) — (A.w, B*.w) = li}n<AiB.v,w) — (A;v, B*.w)
= li}n<(AiB — BA;).v,w) = 0.

Damit ist AB = BA,d.h. A€ FE’, da F beliebig war. [

Der dritte Teil von Lemma I1.3.20 besagt, daB die Unteralgebren der Gestalt E’ nicht
nur beziiglich der Normtopologie, sondern auch bzgl. einer viel groberen Topologie abgeschlossen
sind.

Definition I1.3.21.  Auf dem Raum der Operatoren B(H) auf einem Hilbertraum H definie-
ren wir die schwache Operatortopologie T, als die initiale Topologie bzgl. der Abbildungen

BH)—-C, A~ (Av,w), v,weH.

Wir definieren die starke Operatortopologie T, als die als die initiale Topologie bzgl. der
Abbildungen
B(H) = H, Aw— Auw,
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d.h. als die Topologie der punktweisen Konvergenz auf H.
Schreiben wir 7, fiir die Normtopologie, so haben wir also 3 Topologien auf B(H) mit

Tn 2 Ts 2 Tw- [ ]

Der folgende Satz charakterisiert diejenigen x-Unteralgebren A von B(H), die mit ihren
Bikommutanten A” {ibereinstimmen als diejenigen, die bzgl. der schwachen oder starken Opera-
tortopologie abgeschlossen sind.

Theorem I1.3.22.  (Von Neumannscher Bikommutantensatz) Fir eine *-Unteralgebra A C
B(H) fir die die Darstellung auf H nicht entartet ist, haben wir

A=A =4
Beweis. Da A” schwach abgeschlossen ist (Lemma I1.3.20(iv)), haben wir
A cA A

Wir haben also nur 4”7 C 4° zu zeigen. Wir werden hierzu zeigen, dafl es fiir jede endliche
Menge v1,...,vn in H und b € A” eine Folge a, € A mit a,.v; — b.v; fir alle j gibt.
Zuerst zeigen wir, dafl

(3.1) bv e Av

fiir alle v € H gilt. Sei E := A.v. Dann ist E ein A-invarianter abgeschlossener Unterraum, die
Orthogonalprojektion Pg vertauscht also mit A, d.h. Py € A’ (Lemma 1.3.6). Wegen b € A”
vertauscht auch b mit Pg, 148t also F invariant (Lemma 1.3.6). Da die Darstellung von A auf
‘H nicht entartet ist, ist v € E (Satz 1.3.7), damit haben wir (3.1) gezeigt.
Sei nun K := H™ die m-fache direkte Summe des Hilbertraums H mit sich selbst. Wir
definieren durch
a. (Wi, ..., W) = (av1,...,¢W)

eine Darstellung
B(H) — B(K), a~—a

(vgl. Satz 1.3.8). Die so erhaltene Darstellung von A ist nicht entartet, denn gilt a.(wq, ..., wy) =
0 fiir alle a € A, so ist A.w; = {0} fiir alle j, also w; =0 (vgl. Satz 1.3.7).
Wir zeigen nun

(3.2) A C A"

Sei dazu ¢ € (Z)' Wir schreiben P;: K — H fiir die orthogonale Projektion auf den j.ten
Faktor. Dann gilt Pja = aP; fiir alle j und damit sehen wir

PjC]Dl* cA
fir alle Paare (7,1). Ist nun b € A”, so kommutiert b mit allen Operatoren P;cP/", und mit
cw =c.(wy,...,wy) = (Prew,..., Ppew) = Z (PrcPfawy, ..., PocPf )
=1

erkennt man schnell, daf b mit ¢ vertauscht.
Jetzt kénnen wir zeigen, da8 A stark dicht in A” ist. Sei also b € A” und vy,..., v, € H.
Nach (3.2) ist b € A” C B(H™). Gemaf (3.1) ist also

b= (b, ..., buy) € AH™.

Es existiert also eine Folge (ap)nen in A mit a,.v; — b.v; fiir alle j = 1,...,m. Damit ist die
Behauptung gezeigt. ]
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Definition II.3.23.  Eine Unteralgebra A C B(H) mit A = A” heiBt von Neumann-Algebra
auf 'H. ]

Wir werden spater auf diesen Begriff und seine Anwendungen zuriickkommen. Zuerst
beweisen wir jetzt das Schursche Lemma um unser urspriingliches Problem der Charakterisierung
der irreduziblen Darstellungen abelscher Halbgruppen 16sen zu kénnen.

Satz I1.3.24. (Schursches Lemma) Eine Darstellung (w,H) der involutiven Halbgruppe S ist
genau dann irreduzibel, wenn

7(S) =C1
gilt.
Beweis. Ist (m,H) nicht irreduzibel, so existiert ein echter invarianter abgeschlossener Unter-
raum E. Dann ist Pg € w(S)’ (Lemma 1.3.6) kein Vielfaches von 1. Damit ist gezeigt, dafi aus
m(S) = C1 die Irreduzibilitdt der Darstellung folgt.

Sei die Darstellung nun irreduzibel und A € w(S)’. Wir schreiben A = B + iC' mit
hermiteschen Operatoren B, C. Wegen 7(S)* = m(S*) ist auch 7(S)" eine *-Unteralgebra, also
B,C e n(S).

Enthédlt o(B) zwei verschiedene Punkte A # p, so finden wir auf o(B) zwei stetige
Funktionen f,h mit f(A\) =1, A(z) =1 und f-h =0 (Satz von Urysohn). Damit ist auch

F(B) o h(B) = 0.

Da m(S)’ abgeschlossen ist (Lemma I1.3.20), gilt h(B) € w(S)’. Damit ist h(B).H invariant unter
A, wegen der Irreduzibilitdt also h(B).H dicht in H. Aus f(B)h(B) =0 folgt damit f(B) =0,
im Widerspruch zu f # 0 und der Tatsache, daB der Homomorphismus C(o(B)) — B(H)
isometrisch ist (Korollar I1.3.16).

Folglich ist o(B) = {A} fiir ein A € R. Also ist C(o(B)) eindimensional, und mit Korollar
11.3.16 erhalten wir CB = C1, d.h. B € R1. Analog gilt C € R1, also A € C1. ]

Korollar 11.3.25.  Jede irreduzible Darstellung (w,H) einer abelschen involutiven Halbgruppe
ist eindimensional.

Beweis. In diesem Fall gilt 7(S) C n(S)’ = C1 nach dem Schurschen Lemma. ]

Korollar 11.3.26.  Ist (w,H) eine irreduzible Darstellung der involutiven Halbgruppe S, so
ist span7(S) eine stark dichte Unteralgebra von B(H).

Beweis. Nach dem Schurschen Lemma ist 7(S)” = (C1)’ = B(H). Die Behauptung folgt also
aus dem von Neumannschen Bikommutantensatz. u
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ITI. Positivitat in C--Algebren und Maf3theorie

Im vorangegangen Kapitel haben wir gesehen, daf der stetige Funktionalkalkiil fiir normale
Operatoren, den wir aus dem Gelfandschen Darstellungssatz gewonnen haben schon sehr hilfreich
war um zum Beispiel das Schursche Lemma abzuleiten. Fiir die Bediirfnisse der Spektraltheorie
ist dieser Zugang noch nicht ausreichend. In diesem Kapitel werden wir uns schrittweise an eine
Verfeinerung herantasten.

Im ersten Abschnitt werden wir den Begriff des positiv definiten Kerns und den zugehorigen
Hilbertraum mit reproduzierendem Kern diskutieren. Im zweiten Abschnitt betrachten wir den
konvexen Kegel der positiven Elemente in einer C*-Algebra und werden sehen, daf} diejenigen
linearen Funktionalen, die hierauf positiv sind ein interessantes Bindeglied zwischen Geometrie
und Darstellungstheorie bilden. Mit ihrere Hilfe werden wir zum Beispiel zeigen konnen, dafl
jede C*-Algebra zu einer Unteralgebra von B(H) fiir einen Hilbertraum 7 isomorph ist, und
daB die irreduziblen Darstellungen einer C*-Algebra die Punkte trennen.

Der dritte Abschnitt ist eine knappe Einfithrung in die maftheoretische Interpretation
dieser Konzepte (bzgl. kommutativer C*-Algebren). Die zentralen Objekte in diesem Abschnitt
sind positive Mafle, d.h. Funktionen auf gewissen Mengensystemen, die jeder Menge eine nicht-
negative Zahl zuordnen.

In Abschnitt I11.4 verallgemeinern wir das Konzept eines positiven Mafles auf das Konzept
eines Spektralmafles auf einem Hilbertraum. Nun sind die Werte nicht mehr reelle Zahlen,
sondern orthogonale Projektionen auf einem Hilbertraum. Die Spektralmafe stellen den Schliissel
zu allgemeinen Spetralsidtzen dar, die wir schliellich in Abschnitt 111.4 behandeln. Dort werden
wir eine Spektralsatz fiir stetige normale Operatoren abzuleiten, den wir in Abschnitt II1.5 auf
unbeschréinkte selbstadjungierte Operatoren verallgemeinern.

II1.1. Reproduzierende Kerne

Hilbertraume mit reproduzierendem Kern

Fiir eine Menge M schreiben wir C™ fiir den Raum aller komplexwertiger Funktionen auf
M.

Lemma IIL.1.1. Sei M eine Menge und H C CM ein Hilbertraum fir den die Punktauswer-
tungen f +— f(m), m € M stetig sind. Dann existiert eine Funktion K: M x M — C mit
folgenden FEigenschaften:
(i) Fir y € M sei Ky(z) := K(x,y). Dann ist K, € H und es gilt f(y) = (f,K,) fir alle
feH.
(ii) Fir jede endliche Teilmenge {x1,...,x,} C M ist die Matriz

(K (24, xj))i,j:l,.“,n

positiv semidefinit, insbesondere gilt auch K (y,z) = K(z,y).
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(ili) Die Menge {K,:y € M} ist total in 'H, d.h. sie erzeugt einen dichten Unterraum.
(iv) Fiir jede Orthonormalbasis (ej)jes und x,y € M gilt
K(z,y) =Y ej(x)e;(y).
jeJ

Beweis. (i) Aus der Stetigkeit der Punktsauswertungen folgt die Existenz von Elementen
K, € H mit f(y) = (f,K,) fir all f € H (Rieszscher Darstellungssatz [Ne96]). Wir setzen
K(z,y) := Ky(x). Dann ist (i) erfiillt.
(i) Wegen K (y,z) = K, (y) = (K, Ky) = (Ky, K;) = K(z,y) ist die Matrix hermitesch. Weiter
gilt fiir ¢ € C" sogar

ZﬁjckK(xj,xk) = Z?jck<Kwk’K$j> = H ZCijj||2 > 0.
3k 3k J

(iil) folgt trivialerweise aus (i).
(iv) Das folgt aus
Ky = Z<Ky,€j>€j = Zej(y)ej. L]
jeJ JjeJ
Definition ITI.1.2.  Eine Funktion K: M x M — C heifit positiv definiter Kern auf M , wenn
fiir jede endliche Teilmenge {1,...,zn} € M die Matrix (K (zi,;)); ;_, , positiv semidefinit
ist. Wir schreiben P(M) fiir die Menge der positiv definiten Kerne auf M . ]

Wir haben in Lemma III.1.1 gesehen, wie man positiv definite Kerne aus Hilbertraumen
mit stetigen Punktauswertungen erhilt. In diesem Fall nennt man K den reproduzierenden Kern
von H. Wir zeigen jetzt die Umkehrung, ndmlich daff man jeden positiv definiten Kern so erhalt.

Satz II1.1.3. Sei K ein positiv definiter Kern auf M . Dann wird auf HY := span{K,:y € M}
durch

(1.1) <chKyj,deKyk> = ¢ diK (yk, y;)
i P ik

eine Prd-Hilbertraumstruktur definiert und es gilt f(y) = (f,K,) fir alle f € HY%. Die
Vervollstindigung Hy ist ein Hilbertraum in C™ mit stetigen Punktsauswertungen, und K
ist sein reproduzierender Kern.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dafl (1.1) wohldefiniert ist. Seien dazu f = >, ¢;K,, und
h =3, dpK,, . Dann erhalten wir fiir die rechte Seite

(1.2) D kK (yry) = Y eide Ky, (yk) = > dif (i)
ik &

3k
Also ist dieser Ausdruck nicht von der Darstellung von f als Summe f =3 ; ¢ Ky, abhéngig.
Analog sieht man, dafl er nicht von der Darstellung von h abhéngt. Also ist

(fa h> = Z cjaKQ/ka yj)
Jk
wohldefiniert. Da K ein positiv definiter Kern ist, erhalten wir so eine positiv semidefinite
Sesquilinearform auf dem Raum H,. Wie man an (1.2) sieht, wenn man h = K, setzt, gilt

(f; Ky) = f(y)

fir alle f € Ho. Ist (f, f) =0, so liefert die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung sofort |f(y)|? <
K(y,y){f,f) =0, also f = 0. Daher ist Ho ein Pré-Hilbertraum mit den gewiinschen Eigen-
schaften.

Sei nun Hy die Vervollstindigung von HY . Dann ist die Menge {K,:y € M} total in
Hr, denn sie ist es ja schon in H%-. Wir kénnen daher jedem Element f € Hy die Funktion
y — (f, K,) zuordnen, und die Zuordnung ist injektiv. Insbesondere diirfen wir Hx als Teilraum
von CM betrachten. Damit ist klar, da K der reproduzierende Kern von Hy ist. ]
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Lemma II1.1.4. Secien K und L positiv definite Kerne auf M . Dann ist K+ L positiv definit
und es gilt
Hiir =Hrx+Hr={f+hfeHrx,heHL}.

Beweis. Da die Summe zweier positiv semidefiniter Matrizen wieder positiv semidefinit ist, ist
Q@ := K + L ebenfalls ein positiv definiter Kern.
Sei K :=Hg ® H . Wir definieren eine lineare Abbildung

d:K—CM, (f,h)— f+h.
Damit ist ®(K) = Hg + Hy. Der Kern von @ is gegen durch die Menge aller Paare (f,h) mit
f(.%‘) + h(x) = <f7 K$> + <h, Lw> = <(f7 h), (KI7L:I?)> =0
fir alle z € M. Insbesondere ist ker & abgeschlossen und

ker ®+ = span{(K,, L,):z € M}.

Wegen K = ker ® @ ker &+ erhalten wir also durch ® eine Realisierung des Hilbertraums ker ®+
als Hilbertraum mit reproduzierendem Kern auf M. Wegen

(f, h)(z) = ((f, h), (Kz, Ls))
ist sein reproduzierender Kern gegeben durch
(m,y) = <(KyaLy)7 (KI’LI» = <Ky>K!L’> + <Ly’Lw> = K(Qﬁ,y) + L(:my),
also durch K + L. Damit ist Hx + Hr = Hi 1 gezeigt. [

Fiir spatere Anwendungen ist das folgende Lemma besonders wichtig.

Lemma II1.1.5. Seien L und K positiv definite Kerne auf M . Dann gilt:
(i) Die Beziehung Hx C Hy ist dquivalent dazu, daf ein C >0 mit CL — K positiv definit
existiert.
(ii) Gilt Hx C Hy, so ist die kanonische Abbildung Hyx — Hj, stetig.
Beweis. Sei zuerst ) := CL — K ein positiv definiter Kern. Dann ist Q + K = C'L und mit

Lemma IT1.1.4 erhalten wir
Hr =Her = Hi +HQ,
insbesondere ist Hyx C Hy,.
Ist umgekehrt Hyx C Hy, sosei A : Hxg — Hp die kanonische Abbildung. Wir zeigen, dafl
A stetig ist. Hierzu verwenden wir den Satz vom abgeschlossenen Graphen. Sei also f, — f in
Hy und A(f,) = fn — h in Hy,. Wir haben h = A.f = f zu zeigen, d.h. f(x) = h(z) fir alle
x € M. Fir x € M erhalten wir

f(x) = <fv K90>HK = nlggo<fna K$>HK =

Hieraus folgt die Stetigkeit von A mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (vgl. [Ne96]).
Wir zeigen noch die zweite Hélfte von (i). Da A stetig ist, ist AA* € B(H). Weiter
haben wir A*.L, = K, fir alle z € M, denn

(f A".La) = (A.f, L) = f(z) = (f, Kq)
gilt fiir alle z € M. Also ist
(AA*.Ly, L) = (AKy,Ly) = (AKy)(z) = Ky(z) = K(z,y).
Sei C := ||A||*> = ||[AA*|| und D := C1 — AA*. Dann ist
(D-v,v) = Cllol* — |A"v]|* = 0
fir alle v € Hy und (CL — K)(z,y) = (D.Ly, Ly). Fir (z1,¢1),...,(Tn,¢cn) € M x C erhalten

wir also

n n—oo

n

3 Gen(CL - K)(aj o) = > Gen(D.Lay, Le)) = <D. 3 Ly, chsz> > 0.
k=1 k=1

jk=1 jik=1

Damit ist CL — K ein positiv definiter Kern. ]
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II1.2. Zustande und positive Funktionale

Positive Elemente

Definition III.2.1. FEin hermitesches Element a einer C*-Algebra A heif3t positiv, wenn
o(a) CRT gilt. In Zeichen: a > 0. Wir schreiben A, fiir die Menge der positiven Elemente in
A. [

Beispiel III1.2.2. Ist X kompakt und A = C(X), so ist o(f) = f(X) fiir jedes f € C(X)
(Beispiel 11.2.7). Also ist f > 0 genau dann, wenn f eine positive Funktion ist. ]

Lemma I11.2.3. In einer komplexen Algebra A mit 1 gilt fiir x,y € A die Beziechung
o(zy) \ {0} = o(yx) \ {0}.

Beweis. Wir haben zu zeigen, daf§ fiir A # 0 das Element A1 — zy genau dann invertierbar
ist, wenn A1l — yx invertierbar ist. Hierzu diirfen wir 0.B.d.A. A = 1 annehmen.

Sei 1—zy invertierbar und z = (1—xy)~!. Wirsetzen a := 1+yzz. Aus zay = 2yz = 2—1
folgt dann

a(l —yx) = (1 +yzx)(1 —yz) = 1 + yza — yx — yzryx
=14yzz—yr—y(z— 1)z =14+yze —yzr —yza +yx = 1.

Ebenso ist

(1—yx)a=(1—yz)(1+yzx) =1+ yzax — yx — yryzx
=14yze—yr—ylz—1z=1+yzae —yr —yze+yx = 1.

Also ist @ = (1 — yx)~!. Hieraus folgt die Behauptung. =

Lemma I11.2.4. Sei A eine C*-Algebra mit Eins. Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Zu jedem positiven Element a existiert genau ein positives b € A mit b*> = a.
(ii) Zu jedem hermiteschen Elememt a existieren eindeutig bestimmte positive ay,a_ € A mit
a=ay —a_ und ara_ =a_asy =0.
(iii) Aus a >0 und b >0 folgt a+b>0.
(iv) Aus —aa* >0 folgt a =0.
Beweis.
(i) Zur Existenz: Ist a positiv, so ist @ eine nicht-negative Funktion auf o(a) und somit existiert
ein b € A, mit b := Va. Damit ist b = @, also b®> = a. Es ist klar, dal b positiv ist, da
a(b) = y/o(a) CRT gilt.

Zur Eindeutigkeit: Sei ¢ positiv mit ¢ a. Dann kommutiert ¢ mit a und folglich
erzeugen beide eine kommutative C*-Unteralgebra 41 C A. Sei A; = C(X). Dann ist ¢ nach
obiger Bemerkung positiv in Aj, also eine positive Quadratwurzel von z in C(X). Das gleiche
gilt fiir b€ A, C Ay. Dain C(X) die positiven Quadratwurzeln eindeutig sind, folgt b = c.

(ii) Sei a € A hermitesch. Wir definieren a4 und a_ als diejenigen Elemente von A, mit der
Eigenschaft, daf a;y = max(a,0) und a_ = max(—a,0) gelten. Damit sind a4 und a_ positiv
mit a = a4 —a_ und es gilt a;a_ =a_ay =0.

2:

Zur Eindeutigkeit: Sei a = y; — y— mit positiven Elementen y,, y_ fir die yry_- =
y—y4+ = 0 gilt. Dann kommutieren y; und y_ mit = und erzeugen folglich zusammmen mit
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A, eine kommutative C*-Unteralgebra A; C A. Sei 4; = C(X). Wir diirfen nun A = C(X)
annehmen. Fiir p € X mit a(p) = 0 folgt y4+(p) = y—(p) = 0 aus y4(p) — y—(p) = 0 und

y+(P)y-(p) = 0. Ist a(p) > 0, so ist yi(p) > 0 und daher y_(p) = 0, also y(p) = a(p).
Folglich ist y4+ = max(a,0) und y_ = max(—a,0). Insbesondere sind beide eindeutig bestimmt.

(iii) Sei ¢ :=a +b. Dann ist ¢ hermitesch und folglich o(¢) C R (Lemma I1.3.11).

Sei o := lal| und B := ||b]|. Wegen o(a) C [0,0] ist o(al —a) C [0,0], also |lal —al| =
r(al —a) < «. Analog folgt ||1 —b|| < 3. Daher ist

[+ 81 —cf| <[lal —af +[f1 - b| <+ 5.
Aus X € o(c) folgt daher
la+B-A<a+p
wegen a+ (3 — X € o((a+ )1 —¢). Damit ist insbesondere A > 0.
(iv) Aus Lemma III.2.3 erhalten wir zunéchst o(—a*a)\ {0} = o(—aa*)\ {0} C R. Also ist auch
—a*a > 0. Schreiben wir a = b + ic mit hermiteschen Elementen b,¢c € A, so erhalten wir wie
in Lemma II.1.5(v) und mit (iv):
aa* +a*a =2(b* + %) >0,

denn % > 0 wegen o(b?) = o(b)? (vgl. Bemerkung 11.3.17) und ebenso fiir c¢. Damit ist
a*a = aa* + a*a — (aa*) > 0, folglich o(a*a) = {0} und daher ||al|? = |la*a| = r(a*a) = {0},
d.h. a =0. ]

Satz II1.2.5. (Kaplansky, 1953) Ein Element a einer C*-Algebra A mit Eins ist genau dann
positiv, wenn ein b € A mit a = bb* existiert.
Beweis. Ist a > 0 und b die positive Quadratwurzel von a, so gilt a = b? = bb* (Lemma
II1.2.3(ii)).

Die Umkehrung ist wesentlich schwieriger einzusehen. Sei also b € A. Wir haben zu zeigen,
dafl das hermitesche Element a := bb* positiv ist. Sei @ = a4 —a_ wie in Lemma II1.2.3(iii). Es

bleibt a_ = 0 zu zeigen. Wegen ara_ = 0 haben wir

(ba_)*(ba_)=a*bba_ =a_(ay —a_)a_ = —a>,
also ist —(ba_)*(ba_) positiv und somit ba_ = 0 wegen Lemma II1.2.4(iv). Damit ist a®> = 0
und folglich a_ =0 wegen |la_|| =r(a-). ]

Positive Funktionale

Definition II1.2.6. (a) Sei S eine involutive Halbgruppe. Eine Funktion ¢:S — C heifit
positiv definit, wenn K, (s,t) := ¢(st*) ein positiv definiter Kern ist.

(b) Sei A eine involutive Algebra. Ein lineares Funktional f: A — C heifit positiv, wenn f eine
positiv definite Funktion im Sinne von (a) ist. ]

Lemma II1.2.7. Fir ein lineares Funktional f auf einer involutiven Algebra A sind dquivalent:
(1) Das Funktional f ist positiv.
(2) Die durch Ky(a,b) := f(ab*) definierte Sesquilinearform ist positiv semidefinit.
(3) Es gilt f(aa*) >0 fiir alle a € A.
Beweis. (1) = (2): Zunéchst ist K ein positiv definiter Kern auf A. Damit ist die Form K
aber auch hermitesch und positiv semidefinit, denn es gilt K¢(a,a) > 0 fiir alle a € A.
(2) = (3): Das folgt sofort aus f(aa*) = K(a,a) > 0.

(3) = (1): Seine z1,...,2, € A und ¢,...,¢, € C. Dann ist
Z ci¢jf(a;aj) = Z ci; K(a;,a;) = K(Zciai,Zciai) > 0.
ij=1 ij=1 i=1 i=1

Also ist Ky ein positiv definiter Kern, d.h. f ist positiv. ]
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Proposition II1.2.8. Sei A eine C*-Algebra mit Eins und f ein positives Funktional auf
A. Dann gilt:

(i) fla*) = f(a)
(i) [f(ab*)|* < f(aa™)f(bb*).
(iii) [f(2)] < f()||x|| fir jedes x € A.
(iv) Das Funktional f ist stetig mit || f]| = f(1).
)

(v) Auf einer C*-Algebra A, die nicht notwendigerweise ein FEinselement besitzt, ist jedes
positive Funktional stetig.

Beweis. (i), (ii) Die Form Kjf(a,b) := f(ab*) ist nach Lemma II[.2.7 positiv semidefinit,
insbesondere hermitesch. Also ist

fla*) = K¢(1,a) = K¢(a,1) = f(a).

Die Behauptung (ii) ist gerade die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir K.
(iii) Setzen wir in (ii) die Werte a = x und b = 1 ein, so erhalten wir |f(z)|?> < f(1)f(zx*). Es
bleibt also f(zz*) < f(1)|lz||? zu zeigen. Sai dazu t > ||z]|?> = r(z2*) (Lemma I1.2.15). Dann

ist o(t — zz*) =t — o(zx*) C RT und daher ¢t — zz* positiv. Nach Lemma II1.2.3 existiert also
ein hermitesches Element u € A mit t — xz* = u?. Damit ist

also f(zz*) < f(1)t. Da t beliebig war, folgt hieraus (iii).
(iv) Aus (iii) folgt sofort die Stetigkeit mit | f]] < f(1). Die Gleichheit folgt aus f(1) <

A1 1= (A1

(v) Sei f ein positives Funktional auf A. Wir zeigen zuerst, dafi f auf der Menge M := {a €
A:0 < a < 1} beschrankt ist. Hierbei bedeutet a < b, dal das Element b — a positiv ist.
Angenommen, das ist nicht der Fall. Dann existiert eine Folge z,, € M mit f(z,) — co. Fir
eine summierbare Folge (A)nen in RT bilden wir das Element x := 22021 AnZy, und beachten,
daf} die Reihe absolut konvergiert. Fiir jedes m € N gilt nun

m
Z ANz <
Jj=1

und daher

m

FO - Nag) = N f()) < f(a).
j=1 j=1
Wegen f(z;) > 0 fir alle j folgt hieraus die Konvergenz der Reihe Ejoil Ajf(zj). Da die
Folge A € I' beliebig positiv war, erhalten wir hieraus weiter (f (xj))j ey € 1%, und damit einen

Widerspruch. Folglich existiert ein C' > 0 mit f(z) < C fiir alle x € M. Ist = 2™ mit ||z| <1
und z = zy — z_ die Zerlegung in positiven und negativen Anteil (Lemma I11.2.4(iv)), so gilt
lz—||, [|z+|| <1 und daher

If(2)] < floy) = flo) < 2C.

Fiir ein allgemeines Element folgt hieraus

T —x*

+ | £( 5 )| <20 +2C =4cC.

T+ z*
)|

@)l < 17

Also ist f stetig mit ||f|| < 4C. ]



II1. Positivitit in C*-Algebren und MafBtheorie 53

Zustande

Definition II1.2.9. Sei A eine C*-Algebra mit Einselement. Ein Funktional ¢ € A’ mit
©(1) = ||¢]| =1 heifit Zustand. Die Menge aller Zustédnde wird mit S(A) bezeichnet. ]

Lemma III1.2.10. Die Menge S(A) ist eine konveze schwach-*-kompakte Teilmenge von A’.

Beweis. Nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki (vgl. [Ne96)) ist B’ := {a € A":||a| < 1} eine
schwach- #-kompakte konvexe Menge. Gilt «(1) = 1, so ist natiirlich ||a|| =1 wegen ||1| = 1.
Folglich ist

S(A)={p e BpQ1) =1},

also schwach-x-abgeschlossen und damit auch schwach-*-kompakt. Die Konvexitat ist klar. m

Beispiel IT1.2.11. (a) Ist A = C(X) fiir einen kompakten Raum X, so nennt man die
Zustéande auch Radon- Wahrscheinlichkeitsmafle auf X. Wie kommen auf diese Interpretation
spater zuriick.

Beispiele fiir Zustiande bekommt man wie folgt. Fiir jedes x € X sei 0,: f — f(x) das
Auswertungsfunktional. Dann ist ||Jz|| = 1 und 6,(1) = 1. Also ist d, ein Zustand. Wir
werden bald sehen, daf die Auswertungsfunktionale, die ja gerade die Charaktere von C(X) sind
(Beispiel 11.2.22(b)), geometrisch die Extremalpunkte in der Menge S(C(X)) bilden (Korollar
I11.2.23).

(b) Ist A = B(H) fiir einen Hilbertraum H und v € H mit |jv|| = 1, so wird durch
A (Aw,v)

ein Zustand in S(B(H)) definiert (Nachweis als Ubung). Solche Zustéinde nennt man Vek-
torzustdnde.

Sei (Un)nen eine Folge in H mit > |v,]|? = 1. Dann wird durch

neN |

o0

A Z(A.vn,vn>

n=1

ein Zustand von B(H) definiert. Auch auf diesen Typ von Zustdnden werden wir spéter noch
einmal zu sprechen kommen, wenn es um Spurklasse-Operatoren geht. ]

Lemma II1.2.12. Fir ein lineares Funktional ¢ auf einer C*-Algebra A mit Eins sind
aquivalent:

(1) ¢ ist positiv mit ||¢] =1.

(2) peSA).
Beweis. (1) = (2): Ist ¢ positiv, so haben wir ||¢|| = ¢(1) (Proposition II1.2.8(iv)). Gilt also
llell =1, so ist ¢ ein Zustand.
(2) = (1): Sei nun ¢ ein Zustand. Wir haben zu zeigen, dafl ¢(aa*) > 0 fiir alle a € A gilt.

Sei a := |laa*|| = |la||*. Da aa* positiv ist, gilt o(aa*) C [0,a] (Satz I11.2.5), also

a1 — aa*|| = r(al — aa*) < o. Daher ist

a—plad”) = p(al —aa®) <|lgfllal —aa*| <1-a=a

und folglich ¢(aa*) > 0. ]



54 II1. Positivitit in C*-Algebren und MafBtheorie 22. Juli 1996

Satz I11.2.13. Sei A eine C*-Algebra mit Fins und x € A hermitesch.
(i) Fir alle ¢ € S(A) ist o(x) € R und fir alle A\ € o(x) existiert ein Zustand ¢ mit
pr) = A
(ii) Das Element x ist genau dann positiv, wenn @(x) > 0 fir alle Zustinde ¢ gilt.
Beweis. (i) Sei z = x4 — z_ die Zerlegung in zwei positive Elemente. Nach Lemma I11.2.12
ist ¢ positiv, und somit p(xy), p(z_) € RT. Also ist ¢(z) € R.
Sei nun A € o(z) und A, die von z und 1 erzeugte abgeschlossene Unteralgebra von A
mit Eins. Nach Korollar I1.3.15 ist 04(z) = 04, (z) und gemaB Satz 11.3.14 ist A, = C(o(x)),
so dal = der identischen Funktion entspricht. Sei dy: A, — C die Punktauswertung in dem
Element A € o(x). Dann ist dy € S(A4,). Mit dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach (siehe
[Ne96]) finden wir eine Fortsetzung v € A’ mit [|v]| = ||dr]| = 1. Wegen v(1) =1 ist v € S(A).
Weiter ist v(z) = da(x) = Z(N) = .
(ii) Ist = positiv, so haben wir im Beweis von (i) schon bemerkt, dafl alle Zustédnde auf x positive
Werte haben. Die Umkehrung folgt direkt aus o(z) C S(A)(z), was in (i) gezeigt wurde. n

Definition II1.2.14. (a) Eine Teilmenge C' eines reellen Vektorraums V' heifit konvezer
Kegel, wenn C konvex ist und RTC C C gilt.
(b) Ist V' ein topologischer Vektorraum und V' dessen Dualraum, so heifit

C*:={aeV':{a,C) CR"}

der Dualkegel von C'.
Ist W C V' eine Teilmenge, so heif3t

W*:={veV: (W) CR"}
der Dualkegel von W in V. Man zeige als Ubung, daBl W* ein abgeschlossener Kegel in V ist.m

Satz IT11.2.15. (Dualitétssatz fiir Kegel) Ist V' ein lokalkonvezer reeller Vektorraum und C CV
ein abgeschlossener konvexer Kegel, so gelten

C=(C* wund (CHt=Cn-C.

Beweis. Die Inklusion C' C (C*)* ist trivial. Um die Umkehrung zu zeigen, sei = ¢ C.
Nach dem Trennungssatz von Masur (siche [Ne96]) existiert ein lineares Funktion o € V' mit
infa(C) > a(z). Da C ein Kegel ist, folgt hieraus inf a(C) = 0, d.h. @ € C* und a(z) < 0.
Also ist z ¢ (C*)* und folglich C = (C*)*.

Hieraus erhalten wir direkt

CN(=0)=(C) n—(C) =(C")*
und damit ist alles gezeigt. ]

Lemma IT1.2.16. Ist A eine C* -Algebra mit Eins, so ist die Menge A, der positiven Elemente
i A ein abgeschlossener konvexer Kegel.

Beweis. In der neu eingefiihrten Kegel-Terminologie haben wir in Satz I111.2.13(ii) gezeigt, dafl
Ay =S(A)*

ist. Hieraus folgt die Behauptung sofort (vgl. Definition I11.2.13). [
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Die Gelfand-Neimark-Segal (GNS)-Konstruktion

In diesem Abschnitt behandeln wir eine Konstruktion, die die Grundlage der Darstellungs-
theorie der C*-Algebren und ebenso von lokalkompakten Gruppen bildet. Sie ist deswegen so
wichtig, weil sie zwei mathematische Gebiete miteinander verbindet: Die Darstellungstheorie auf
der einen Seite und die Konvexgeometrie auf der anderen Seite. Sie wird uns die Moglichkeit
an die Hand geben darstellungstheoretische Fragestellungen in geometrische umzusetzen und so
zu losen. Leider konnen wir diesen wunderschonen Themenkomplex hier aus Zeitgriinden nur
streifen.

Sei A eine C*-Algebra mit Eins und (7,H) eine Darstellung von A auf dem Hilbertraum
H, d.h. m: A — B(H) ist ein Homomorphismus von C*-Algebren mit Eins. Wir haben schon in
Satz I1.2.18 (Stetigkeitssatz fiir C*-Algebren) gesehen, dal = dann automatisch eine Kontrak-
tion, insbesondere also stetig ist. Fiir jeden Einheitsvektor v € H erhalten wir durch ¢,(a) :=
(m(a).v,v) also einen Zustand, denn es gilt ¢,(1) = |[v]|> = 1 und ¢,(a*a) = ||7(a).v]|®> > 0
(vgl. Lemma I11.2.12).

Theorem III.2.17. (Die GNS-Konstruktion; Segal, 1947) Zu jedem Zustand ¢ € S(A)
existiert eine Darstellung (m,H) von A und ein Einheitsvektor v € H mit ¢(s) = (n(s).v,v).

Konkreter sei K(s,t) := @(st*) der zu ¢ assoziierte positiv definite Kern auf A und
H, :=Hi C CA der zugehorige Hilbertraum. Dann wird durch

(7o (5)-f) () == f(xs)

fiir x,s € A eine Darstellung von A auf H, definiert. Weiter gilt ¢ € Hy,, Ky = m,(s*).¢0 und
e(s) = (m(s).0, ).

Beweis. Wir wissen aus Lemma I11.2.12, daf ¢ positiv ist. Also wird durch K(a,b) := p(ab*)
auf A ein positiv definiter Kern definiert. Sei H,, := Hg C C# der zugehorige Hilbertraum mit
reproduzierendem Kern K (Proposition II1.1.3) und H{, = {K,:a € A} der dichte Unterraum,
der aus den Punktauswertungen besteht. Daf} diese schon einen Unterraum bilden folgt aus der
Sesquilinearitdt von K .

Fiir s € A betrachten wir die Abbildung

770(5):7'{?( — H?(, K, — Ky

Wegen K,(z) = K(z,a) = p(za*) ist damit (mo(s).f)(z) = f(ws) firalle f € HY . Insbesondere
ist mo(s) linear. Wir haben dann

170(8). Ko||* = | Kas-||? = K(as*,as*) = ¢(as*sa*).

Nun beachten wir, dafl ¢,(x) := ¢(axa™) ebenfalls ein positives Funktional auf A ist. Aus
Proposition I11.2.8(iii) erhalten wir also

plas™sa”) = pa(s™s) < pa(1)|s"s|l = (aa”)[s]* = || Ka|*[Is]1*.

Also ist m(s) eine stetige lineare Abbildung mit ||mo(s)|| < ||s||. Folglich kénnen wir diese lineare
Abbildung zu einer stetigen linearen Abbildung m,(s): H, — H, fortsetzen.
Fir f € H, wéhlen wir eine Folge (f,)nen mit f, — f. Dann ist

(7 (5)-1) ()

(mo(8).f, Kg) = nler;O<w0(s).fn,Kz> = nh_)rr;O fn(xs)
= nh_)ngo<fn7 Kzs> = <f7 K:L’s> = f(.%'S)
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Der Operator m,(s) ist also durch die gleiche Formel wie mo(s) gegeben. Wir haben gesehen,
daB die Wirkung von A auf C*, die durch (s.f)(z) :== f(xs) gegeben ist, den Hilbertraum H,,
invariant 148t und wir so einen Homomorphismus m,: A — B(H,) erhalten. In der Tat ist

(ww(st).f) () = f(zst) = (wso(t).f) (xs) = wv(s).(ﬁw(t).f) (x).

Um zu sehen, dal wir so eine Darstellung erhalten, ist noch 7,(s*) = m,(s)* zu zeigen. Dazu
rechnen wir
(o (s") Koy Ky) = (Kus, Ky) = K(y,28) = ¢(ys"z7)
=K(ys™, x) = (Ky, Kys+) = (Kq, mp(s).Ky)

fir alle z,y € A. Da die Abbildungen (f,g) — (m,(s).f,g) und (f,g) — (f,m,(s*).g) auf
H, xH,, stetig sind und auf dem dichten Unterraum HY, iibereinstimmen, folgt m,(s*) = m,(s)*.
Wir haben somit eine Darstellung (7,,H,) von A konstruiert. Wegen K; = ¢ erhalten wir
weiter

<7TLP(S)'(P7QD> = <7T<,0(S)‘K17K1> = <K5*ﬂK1> = K(LS*) = 90(5)

Hiermit ist der Beweis vollstéandig. ]

Beispiel I11.2.18. Um die GNS-Konstruktion besser zu verstehen, diskutieren wir ein paar
Beispiele.

(a) Sei A = B(C") und ¢(a) = L tra. Dann ist ¢ ein Zustand. Der zugehérige Hilbertraum
sieht wie folgt aus: H = B(C") mit dem Skalarprodukt (a,b) = tr(ab*) und die Darstellung ist

gegeben durch 7(s).a = sa. Der zyklische Vektor ist ﬁl, denn es gilt

%(w(s).Ll) = %(8, 1) = %trs = ¢(s).

Ubung: Man erganze die Details in obiger Konstruktion.

(b) Sei H ein Hilbertraum, v € H ein Einheitsvektor und A = B(H). Wir betrachten den
Vektorzustand ¢,(a) = (a.v,v). Zur Ubung zeige man, daf die GNS-Konstruktion in diesem
Fall die kanonische Darstellung von B(H) auf H liefert. =

Der hier beschrittene Weg der GNS-Konstruktion hat gegentiber den Konstruktionen, die
man in der Literatur findet, den Vorteil, dafl er einen kanonischen Hilbertraum liefert, der in
C# liegt. (Er liegt sogar in A’! Ubung) Diese Tatsache macht einige Aussagen iiber diese
Darstellungen viel transparenter. Wir wenden uns jetzt den Anwendungen zu.

Satz II1.2.19. Fine Darstellung (7, H) von A ist genau dann zyklisch, wenn sie zu einer
einem Zustand ¢ € S(A) assoziierten Darstellung (7, H,) dquivalent ist.

Beweis. Sei zuerst ¢ ein Zustand und (m,,H,) die zugehorige GNS-Darstellung. Wir be-
haupten, dal ¢ € H, ein zyklischer Vektor ist. In der Tat gilt ¢ = K7 und m,(s). Ky = K+,
also m,(A).o = HY, und dieser Raum ist dicht in H,,.

Sei umgekehrt (p, H) eine zyklische Darstellung und v € H ein zyklischer Einheitsvektor.
Wir setzen ¢(s) := (p(s).v,v) und beachten, dafi ¢ ein Zustand ist. Wir behaupten, dafl (p, H)
zu (my, Hy) dquivalent ist. Wir betrachten hierzu die Abbildung

d:H—Ch mit  (w)(s) = (p(s).w,v).
® ist injektiv: Ist ®(w) = 0, so ist (p(s).w,v) = (w, p(s*).v) = 0 fir alle s € A und somit

w e (p(A).v)L = {0}. Also ist ® injektiv.
® ist Aquivariant, d.h. @ o p(s) = 7(s) o @ fiir alle s € S. In der Tat ist

(m(5)-B(w)) () = B(w)(ws) = {p(ws)w,v) = (p(x)p(s)-w,v) = B(p(s)-w) (x).
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® ist eine unitdre Abbildung H — H,: Zunéchst haben wir ®(v) = ¢ und wegen der
Aquivarianz ®(p(A).v) = m,(A).0 = H). Fir 5,t € A ist weiter

(@(p(s).0), @(p(t).v)) = (mp(s)-0, T (). 0) = (mp(t*s).0, )
— (") = (plt"s).0,) = (p(s).0, p(1).0).

Also ist @ |,(a).0:p(A)v — H?D eine Isometrie. Diese Isometrie 1483t sich zu einer isometrischen
Einbettung ®: H — H,, fortsetzen. Fiir x € A ist dann

B (w)(z) = (B(w), Ky) = (B(w), B(p(z").v)) = (w, p(z*).0) = (pl(z).w,v) = (w)(x),

dh. ® = . Folglich ist ® eine isometrische Einbettung H — H,. Da das Bild von ® den
dichten Unterraum ’Hg, enthélt, ist ® surjektiv. Somit sind die beiden Darstellungen (p, H) und
(7, H,) Aquivalent. ]

Satz IT11.2.20. (Satz von Gelfand-Neimark) Jede C*-Algebra ist isomorph zu einer abgeschlos-
senen Unteralgebra einer Algebra B(H) fir einen Hilbertraum H.

Beweis. Da wir jede C*-Algebra ohne Eins isometrisch in eine C*-Algebra mit Eins einbetten
konnen (Satz II1.2.5), diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dal A eine C*-Algebra mit Eins ist.

Fiir einen Zustand ¢ € S(A) sei (m,,H,,), die in Theorem III.2.17 konstruierte Darstellung.
Wir betrachten die Darstellung 7 := é@egm)mp (vgl. Satz 1.3.8). Hierbei beachten wir, dafl diese
Darstellung existiert, da

7 (s)]| = sup{[|me(s)[|: o € S(A)} < [|s]|

ist (Satz I1.2.18).

Wir zeigen, dafl 7 isometrisch ist. Sei dazu s € A. Dann ist s*s hermitesch. Also
ist ||s*s|| = r(s*s) = max{|A]: A € o(s*s)}. Nach Satz II1.2.13 existiert ein ¢ € S(A) mit
o(s*s) = ||s*s||. Damit ist |7, (s)]|* > |7y (s).¢]|? = ¢(s*s) = ||s*s||. Das fiihrt zu

I7($)I* = Il ()1 = llmo (s™5)l| = I|s*s]| = [Is]|*.

Wir haben hiermit gezeigt, daB 7 isometrisch ist, d.h. ein Isomorphismus von C*-Algebren
A — 7(A) C B(H). n

Definition III1.2.21. Ein Zustand ¢ einer C*-Algebra A mit Eins heifit reiner Zustand,
wenn ¢ ein Extremalpunkt der konvexen Menge S(A) ist. ]

Theorem III.2.22. Sei A eine C*-Algebra mit Eins, ¢ € S(A), sowie (m,,H,) die
zugehorige GNS-Darstellung. Dann ist (m,,Hy,) genau dann irreduzibel, wenn ¢ ein reiner
Zustand ist.

Beweis. Sei zunécht (m,,H,) nicht irreduzibel. Dann existiert ein echter abgeschlossener
Unterraum H; C ‘H und wir erhalten mit M := H{ eine orthogonale A-invariante Zerlegung

H="H1 D Ho.

Da ¢ ein zyklischer Vektor ist (Satz II1.2.19), liegt ¢ in keinem der beiden Unterrdume, fiir
© = (p1,p2) gilt also p1,92 #0. Fiir s € A ist

p1(s) = (p1,mp(57) ) = (T ()01, ) = (e (s)-01, 1)

Also ist ¢ = W% ein Zustand und analog @2 = W@g. Somit erhalten wir eine
Darstellung
o= lleil?@1 + le2l*@2 - mit 1= [lol* = lleull* + [l
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und sehen, daf ¢ kein Extremalpunkt von S(A) ist.

Sei jetzt (my,H,) irreduzibel und X €]0,1[ und @1, 92 € S(A) mit ¢ = Ap1 + (1 — X)pa.
Fiir die zugehérigen positiv definiten Kerne erhalten wir K = AK* + (1 — \)K?. Wegen Lemma
III.1.5 gilt H,, = Hxgr € Hxg = H,, wobei die kanonische Abbildung A:H,, — H, stetig
ist und der Bedingung A*.(m,(s*).¢) = A*.K, = K} = m,,(s*).1 geniigt. Insbesondere ist
A*.p = 1. Wegen

o (8)(A.f) (@) = (A.f)(ws) = f(ws) = (7mp, (5)-f) (2) = (Amy, (s5).f) (@)

ist A sogar ein Vertauschungsoperator fiir A. Gleiches gilt fiir A*:H, — H,,. Damit ist
AA* € m,(A)' = C1 (Schursches Lemma, Satz 11.3.24). Sei AA* = A1. Dann ist Ap = AA*.p =
A.p1 = 1 und wegen ¢(1) = p1(1) = 1 ist sogar A = 1. SchlieBlich ist ¢ = ¢; und analog
© = pa. Wie haben damit gezeigt, dafl ¢ ein Extremalpunkt von S(A) ist. ]

Korollar I11.2.23.  Sei A eine kommutative C*-Algebra mit Eins. Dann stimmt die Menge
der reinen Zustdnde mit der Menge A der Charaktere von A iberein.

Beweis. Nach Theorem II1.2.22 ist ¢ genau dann extremal, wenn die Darstellung (7, H,)
irreduzibel ist. Da A nach Voraussetzung abelsch ist, ist dies dquivalent zu dim H, = 1 (Korollar
11.3.25), d.h. H, = Cep.

Dies ist wiederum #quivalent dazu, da$ ein Charakter x € A so existiert, daf To(s).0 =
X(s)p fiir alle s € A gilt, d.h. p(zs) = x(s)¢(x). Das ist aber genau dann der Fall, wenn ¢ = x
ist. |

Korollar III.2.24. (Satz von Gelfand-Raikov) Ist A eine C*-Algebra und 0 # a € A,
so existiert eine irreduzible Darstellung (m,H) von A mit w(a) # 0, d.h. die irreduziblen
Darstellungen von A trennen die Punkte.

Beweis. Wir erinnern uns zuerst an den Satz von Krein-Milman (vgl. [Ne96]), der besagte,
dafl eine kompakte konvexe Menge die abgeschlossene konvexe Hiille ihrer Extremalpunkte ist.
Wenden wir das auf S(A) an, so sehen wir, dafl S(A) die abgeschlossene konvexe Hiille der
Menge der reinen Zusténde ist. Sei jetzt s € A\ {0}. Dann ist s*s # 0 und es existiert
ein Zustand ¢ € S(A) mit ¢(s*s) > 0. Damit existiert aber auch ein reiner Zustand mit
dieser Eigenschaft, da S(A)(s*s) € R*. Fiir die irreduzible Darstellung (m,, H,) gilt daher
o(s*s) = ||my(5).¢]|> > 0 und somit 7, (s) # 0. ]

I11.3. o-Algebren und Mafle

Wir haben in Abschnitt IT11.2 gesehen, welche Bedeutung den positiven Funktionalen bzw.
den Zustédnden p auf einer C*-Algebra zukommt. Ist A = C'(X), so nennt man Zustidnde auch
Radonsche Wahrscheinlichkeitsmafie auf X . In diesem Abschnitt werden wir sehen, woher diese
Interpretation kommt. Der wesentliche Gewinn, den man aus der mafitheoretischen Deutung so
eines Funktionals p ziehen kann, ist der, daf§ dieser Zugang es erlaubt, p nicht nur auf stetige
Funktionen, sondern auch auf die grofiere Klasse der meibaren Funktionen anzuwenden. Wendet
man g auf die charakteristische Funktion yg einer mefibaren Teilmenge £ C X an, so 1aft sich
w(E) := p(xg) als das Mafl der Menge E interpretieren.

Wir werden in diesem Abschnitt die Strategie verfolgen, dafy wir zunédchst einen abstrakten
Zugang zur Maf- und Integrationstheorie beschreiten und die Verbindung zu den positiven
Funktionalen auf C*-Algebren mit dem Rieszschen Darstellungssatz herstellen.

Wir fangen damit an, einige grundlegende Definitionen und Resultate aus der Mafitheorie
zusammenzustellen.

Definition II1.3.1. Sei X eine Menge.
(a) Eine Menge & von Teilmengen von X heifit o-Algebra, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:
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(1) Y e6b.

(2) X\Ae€6 fir Aec G (6 ist abgeschlossen gegeniiber Komplementbildung).

(3) Ujo, 4j € & fiir jede Folge (Aj)jen in & (& ist abgeschlossen gegeniiber abzéhlbaren

Vereinigungen).

Man beachte, dal & wegen (2) und (3) auch abgeschlossen gegeniiber abzéhlbaren Durchschnit-
ten ist. Ist & eine o-Algebra von Teilmengen von X, so nennt man das Paar (X,&) einen
Mefraum (Borel-Raum) und die Elemente von & die mefbaren Mengen.
(b) Sind (X,6) und (X', &) Mefirdume, so nennt man eine Abbildung f: X — X' mefsbar,
wenn f~1(&’) C & gilt, d.h. Urbilder mebarer Mengen sind mefibar. Man iiberlege sich, daf
Kompositionen mefbarer Funktionen wieder mefibar sind (Ubung). |

Lemma II1.3.2. Sei X eine Menge.
(i) Ist A eine Menge von o-Algebren auf X, so ist (A wieder eine o -Algebra.
(ii) Fiir eine Teilmenge E C 2% gibt es genau eine kleinste o -Algebra S(E), die E enthilt.
(iii) Ist Y C X und & C 2% eine o-Algebra, so ist &Y = {ENY:E € &} C 2Y eine
o -Algebra.

(iv) Ist & C 2% eine o-Algebra und F C YX eine Menge von Funktionen X — Y, so ist
F(6) :={E CY:(Vf € F)fYE) € &} eine o-Algebra auf Y. Das ist die grifite
o-Algebra auf Y bzgl. der die Funktionen aus F mef$bar sind.

Beweis. ﬁbung. ]

Fiir £ C 2% nennt man die o-Algebra &(F) die von E erzeugte o-Algebra.

Beispiel I11.3.3. Ist X ein topologischer Raum und O das System der offenen Teilmengen,
so heiBft B(X) := &(O) die o-Algebra der Borel-Mengen auf X . Insbesondere ist damit klar,
was es heiflen soll, daf} eine Funktion f: X — C mefbar ist.

Versehen wir die Raume R™ und C" mit der natiirlichen Topologie, so erhalten wir die
o-Algebren B(R™) und B(C"). u

Lemma II1.3.4. Sei (X,8) ein Mefraum, Y ein separabler metrischer Raum und f: X —Y
eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist mefbar.
(ii) Fiir alle abgeschlossenen Mengen F CY st f~1(F) mefbar.
(iii) Fiir alle offenen Mengen O CY ist f~1(O) meflbar.
(iv) Fir alle Kugeln B,(y) :=={z € Y:d(y,z) <r}, y €Y, r >0 ist f~*(B.(y)) mefbar.
Ist f stetig, so ist f mefbar.
Beweis. (i) = (ii): trivial.
(i) = (iii): Das folgt sofort aus f(Y \ E) = X \ f1(E).
(iii) = (iv): Das ist trivial, da die Kugeln B,(y) alle offen sind.
(iv) = (i): Sei O CY eine offene Menge. Da Y separabel ist, kénnen wir O als abzdhlbare
Vereinigung von Kugeln Bj, j € N darstellen (Ubung). Dann ist f~'(0) = U;Z, f~'(B;)
meBbar. Damit enthilt die o-Algebra f(S) alle offenen Mengen, somit auch B(Y"). Folglich ist
f mefibar.

Dafl aus der Stetigkeit die Mefibarkeit folgt, ist eine direkte Konsequenz aus (iii). ]

Lemma II1.3.5. Sei (X,8) ein Mefiraum und f: X — R eine Funktion. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) f ist mefbar.

(ii) Fiir alle offenen Intervalle ]a,b[C R ist f=1(]a,b[) mefbar.

(iii) Fiir alle abgeschlossenen Intervalle [a,b] C R ist f=1([a,b]) mefbar.
(iv) Fiir alle Intervalle ] — oo,b] C R ist f~1(] — oo, b]) mepbar.
Beweis. (i) < (ii): Folgt sofort aus Lemma II1.3.4.
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(i) = (iii): trivial.
(iii) = (iv): Folgt aus | —00,b] = U, cn[—n ],
(iv) = (ii): Folgt aus

}a,b[z(U}—oo,b—i])\]—oo,a]. (]

neN

Lemma II1.3.6. Sei (X,6) ein Mefiraum und f: X — C eine Funktion. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) f is mefbar.

(ii)) Ref wund Im f sind mefSbar.
Beweis. (i) = (ii): Da die Funktionen Im,Re:C — R stetig und damit auch mefibar sind,
sind auch Re f und Im f als Kompositionen mefibarer Funktionen mefibar.
(ii) = (i): Sind Re f und Im f meBbar, so sind die Urbilder von offenen Quadern |a, b[+i-]c, d|
meflbar. Da sich jede offene Menge als abzahlbare Vereinigung von solchen darstellen 1a8t,
erhalten wir mit Lemma II1.3.4 die Me3barkeit von f. ]

Analog zu Lemma II1.3.6 zeigt man, daf§ eine Funktion f: X — R"™ genau dann mefbar
ist, wenn alle ihre Komponentenfunktionen mefibar sind.

Lemma II1.3.7. Sei (X,8) ein Mefiraum. Sind f,g: X — C mefbar, so gilt dies auch fir
f+a. folfl.

Beweis. Das folgt sofort aus der Stetigkeit der Abbildungen (z,y) — z + y,zy und der
Betragsfunktion. ]

Fiir viele Anwendungen ist es wichtig auch die Werte +oo fiir Funktionen nach R zuzu-
lassen. Wir definieren daher eine Metrik auf R := [—00, 00] := R U {+00} durch

d(x,y) := |arctan x — arctan y|.

Hierdurch wird R zu einem metrischen Raum, der zu [~%, 7] isometrisch ist. Insbesondere

erhalten wir damit eine o-Algebra B(R) und der Begriff der mefibaren R—wertigenfunktion
bekommt einen Sinn. Zur Ubung verallgemeinere man Lemma I11.3.5 geeignet auf R-wertige
Funktionen.

Lemma II1.3.8. Sei f,: X — R eine Folge mefibarer Funktionen. Dann sind die Funktionen

g :=Sup,enfn, und h:=limsup f, = infrensup;sy f;

n—oo
mefsbar.
Beweis. Zunichst ist ¢ '(Jz,00]) = U,en frn '@, ¢]) und damit g meBbar (vgl. Lemma
I11.3.5). Analog ist inf,ey f, mefibar und damit ist auch h mefibar. ]

Korollar IT1.3.9.  Punktweise Grenzwerte mefbarer Funktionen sind mef$bar. Ist f: X — R
mefsbar, so gilt dies auch fiir die Funktionen

f+ :=max(f,0) wund f_:=—min(f,0). [

Stufenfunktionen
Definition III.3.10. Sei X eine Menge. Eine Funktion f:X — C heifit Stufenfunktion,
wenn f(X) endlich ist. Wir schreiben S(X) fiir den Vektorraum der Stufenfunktionen auf X .m

Fir E C X definieren wir die charakteristische Funktion durch

(@) = 1 firzekl
XEW= 900 firzr g E -~

Eine charakteristische Funktion x g ist genau dann mefibar bzgl. &, wenn F € & ist.
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Lemma III.3.11.
(i) Eine Funktion f: X — C ist genau dann eine Stufenfunktion, wenn endlich viele komplezxe
Zahlen o, ..., oy und Teilmengen A; C X so existieren, daf f = Z?Zl a;xa; gilt.
(i) Ist & C 2% eine o-Algebra, so ist eine Stufenfunktion f genau dann mefbar, wenn man
die A; € & wdhlen kann.

Beweis. (i) Da die Funktion f := Z?=1 a;jxa,; nur endlich viele Werte annehmen kann (alle
Summen der Zahlen «;), ist jede solche Funktion eine Stufenfunktion.
Ist umgekehrt f eine Stufenfunktion und f(X) = {a1,..., )} sosetzen wir 4; := f~(a;)
k
und erhalten f =} ", a;xa; .
(i) Das folgt daraus, dafl die Mefibarkeit einer Stufenfunktion f &quivalent zur Mefibarkeit der
Mengen f~!(z), z € C ist. ]

Korollar IT1.3.12.  Ist (X,8) ein MefSraum, so ist die Menge der komplexwertigen mefbaren
Stufenfunktionen eine involutive Algebra bzgl. der Involution f*(x):= f(x). ]

Satz II1.3.13. (Approximationssatz) (a) Sei f: X — [0,00] eine meflbare Funktion. Dann
existiert eine monoton steigende Folge von Stufenfunktionen sp: X — R mit lim, o sp(z) =
f(x) fir alle z € X.

(b) Ist f beschrankt, so konvergiert s, gleichmdfig gegen f.

Beweis. Zu n € N definieren wir

2’".
n fur f(z) > n.

k i k k "
A

Damit ist s, eine meBbare Stufenfunktion und s, < s,41 mit s, — f.

Ist f beschrinkt und n > || f|lo, so gilt sogar ||f — s,[l < 5. Hieraus folgt (b). ]

Mafle

Definition II1.3.14. Sei (X, &) ein Mefiraum.
(a) Ein positives Maf ist eine Funktion u: & — [0,00] mit p(@) = 0, die abzdhlbar additiv ist,
d.h. fiir jede disjunkte Folge (E,)nen gilt

w(l Bn) =Y w(En).

(b) Ein Mafraum ist ein Tripel (X, &, u), wobei p ein positives Maf ist.
(¢) Ein komplezes Maf ist eine Funktion pu: & — C, die abzdhlbar additiv ist. Insbesondere
verlangen wir also, da§ p(E) # oo fiir alle E € & gilt. ]

Satz I11.3.15. Sei (X,6,u) ein Mafiraum. Dann gelten folgende Aussagen:
(i) p ist monoton, d.h. u(E) < u(F) fir ECF in &.
(ii) Ist E; C Ejyq fir alle j € N, so gilt

Tt

Ej) = lim p(E;j).

j—o0

1(

j=1

(iii) Ist E; 2 Ejq1 fir alle j € N und p(Ep) < oo, so gilt

Ej) = lim p(E;j).

j—o0

1(

s

7j=1
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Beweis. (i) Wir schreiben F = EU (F \ E) und wenden g an.
(ii) Sei £ := U;Z, E;. Wir setzen Ey := O und A; := E; \ Ej—; fiir j € N. Dann ist
E=J;2, A; und aus der abzéhlbaren Additivitit folgt

o

p(E) = u(4;)).
=1
Weiter ist

und folglich p(E,) — u(E).
(iii) Sei C; := Eq\Ej. Dannist u(E;) = p(E1)—p(Cj). Die Folge C; wachst mit (J; C; = E1\E
fir £'=(; E;. Aus (ii) folgt nun

lim p(Ej) = p(Er) =l p(C5) = p(Er) — p( By \ B) = p(E). L

Beispiel II1.3.16. (a) Setzen wir u(E) := |E| fir E C X so definiert dies ein Maf auf
G = 2%, das wir das Zihlmaf$ nennen.

(b) Sei # € X. Dann wird durch 6,(F) := xg(z) ein Ma§ auf 2% definiert, das wir Punktmafs
in x nennen. Manchmal nennt man 6, auch Dirac-Maf§ in x. ]

Integration positiver Funktionen

In diesem Abschnitt sei (X, &, u) ein MaBraum.
Sei f:X — [0,00] eine mefbare Stufenfunktion, die wir als f = > a;xa, mit A; =
J/(a;) schreiben. Dann sind die Mengen A; alle meBbar und wir definieren

p() = [ Fa@) dute) == 3 ajul4),

wobei wir die Konventionen a - 0o = oo fiir @ > 0 und 0 - oo = 0 beachten. Fiir eine beliebige
mefibare Funktion f: X — [0, 00] definieren wir das Lebesgue-Integral

u() = [ 1la) dute)i=sup [ @) duta).

wobei das Supremum tiber alle mefibaren Stufenfunktionen s < f gebildet wird. Man beachte,
dafl man hier fiir eine Stufenfunktion wieder den alten Wert erhélt, da s < f auch p(s) < u(f)
zur Folge hat.

Fiir eine Teilmenge E € G setzen wir

[ 1@ duta) = [ Faets) duto)
E X
wobei xg die charakteristische Funktion von FE ist. Beachte hierbei, dafl fxr mefbar ist.

Lemma II1.3.17. Das Integral positiver Funktionen hat folgende Figenschaften:
(1) u(f) < plg) fir f<g.
(ii) plcf) = cu(f) fir c € RT.
(iii) Pir w(E) =0 gilt u(fxg) =0 fir alle mefbaren Funktionen f >0, sogar fir f(x) = oo
auf E.
(iv) u(s—+1t) = p(s)+ u(t) fir nichtnegative mefbare Stufenfunktionen s, t.

Beweis. (i)-(iii) sind klar.
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(iv) Sei s = > ajxa; und t = 37, Bexp,. Wir setzen Cjp := Aj N By. Dann ist s +¢ =
>oik(aj + Br)xc;, - Wegen der Additivitét von y ist dann

o+ =3 / @) et
= S (e + A
= ]Zk: a;u(Cjk) + 2}; Ben(Cir)
= JZ ajpu(4;) + i Bri(By)
= MJ(S) + p(?). k

Lemma IIL.3.18. Sei s: X — RT eine mefbare Stufenfunktion auf X. Dann wird durch
v(E) := u(xgs) ein positives Maf$ auf X definiert.
Beweis. Sei (Ej)jen eine disjunkte Folge von mefibaren Mengen. Wir haben zu zeigen, daf
> v(Ej) =v(E) fir E:=J; E; gilt.
Dazu schreiben wir s = ), axxa, . Dann ist
v(E) = p(xes) = »_ ap(xa, Nxe) = Y app(Ax N E)
k k

(Lemma I11.3.17) und die Behauptung folgt aus der evidenten Tatsache, dal E — u(AxNE) fir
jedes k ein positives Mafl definiert. In der Tat ist

ZakﬂAkﬂE Z Z AkﬂE

k

=Y (AN E;) =Y v(E;)
=1 k J=1

Theorem IT1.3.19.  (Lebesgues Satz von der monotonen Konvergenz) Sei (f,)nen eine Folge
mefsbarer Funktionen mit

(1) 0< fi(z) < fa(z) < ... < oo fiir jedes v € X .

(2) folx) — f(x) fir alle x € X.
Dann ist f mefbar und es gilt

[ 200 dute) = [ f@) dta)

Beweis. Wir haben schon gesehen, dafl punktweise Grenzwerte mefibarer Funktionen mefibar
sind (Korollar II1.3.9). Also ist f meBbar.

Die Folge p(fy) ist monoton wachsend. Sei p(f,) — a € [0,00]. Fiir jede Stufenfunktion
s < fn gilt s < f und somit p(f,) < p(f). Folglich gilt auch a < u(f).

Wir zeigen noch p(f) < a. Hierzu diirfen wir @ < oo annehmen. Sei dazu s eine
Stufenfunktion mit s < f, ¢ <1 und E, := {x € X: f,,(x) > ¢s(z)}. Dann ist E, aufsteigend
mit X = J, E,, denn fir z € X ist s(z) < f(x) = lim, f,(z). Fir s(z) > 0 existiert also
ein n mit f,(z) > es(z) und fiir s(z) =0 ist x sowieso in E, .

Weiter ist

1(fn) 2 1(faxe,) 2 plesxe,) = cp(sxe,)-
Lassen wir n — oo gehen, so erhalten wir

a=clim p(sxs,) = cu(s)
n—oo

wegen Lemma I11.3.18. Da ¢ < 1 beliebig war, folgt u(s) < a;, und somit p(f) < a. ]
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Satz I11.3.20. Seien f,: X — [0,00] mefbar und f =73 .", fn. Dann ist

= Z N(fn)

Beweis. Wir betrachten zuerst die Summe zweier Funktionen. Seien dazu s; bzw. t; monoton
wachsende Folgen von Stufenfunktionen mit s; — f; und ¢; — fo (Satz I111.3.13). Nach dem
Satz von der monotonen Konvergenz gilt dann

p(sj) — p(fi)  uand  p(ty) — p(f2).

Ebenso gilt natiirlich s; +t; — fi + fo und u(s; +t;) — p(fi + f2). Wegen pu(s; +t;) =
w(sj) + p(t;) (Lemma IIT.3.17(iv)) folgt also

p(fr+ f2) = p(f1) + p(f2).

Sei nun g, = Z?:l f;j. Dann ist g, monoton wachsend mit g, — f. Mit dem Satz von
der montonen Konvergenz und der endlichen Additivitdt von u erhalten wir

u(f) = lim p(ga) = lim p ng —nh_{I;OZN £) =Y nlfy)- n
=1

n—oo

Satz II1.3.21. Sei (X,6,u) ein Mafiraum und f: X — [0,00] mefbar. Dann ist v(E) =
w(fxe) ein positives MafS auf &. Fir jede mefbare Funktion g: X — [0,00] gilt v(g) = u(fyg).

Beweis. Sei E; eine Folge paarweise disjunkter Mengen in & und E := U;i1 E;. Dann ist

xef = xsf-

n=1
Aus Satz I11.3.20 folgt also

o0

V(E) = p(xef) = Z (xE, f) = Z v(E;).

D.h. v ist ein Maf.

Ist g = xg mit F € &, so zeigt die Definition von v, dafl v(g) = u(gf) gilt. Mit der
endlichen Additivitéit erhélt man diese Beziehung nun fiir Stufenfunktionen und mit dem Satz
der monotonen Konvergenz fiir beliebiges g. ]

Bemerkung II1.3.22. Sind v und g wie in Satz I11.3.11, so schreibt man dv = fdu uns
sagt v ist absolutstetig bzgl. p. Kirzer schreibt man auch v << . Die Relation << definiert
eine Quasiordnung auf der Menge aller positiven Mafle auf &, d.h. eine reflexive und transitive
Relation. Die dazugehorigen Aquivalenzklassen, auch Magklassen genannt, sind durch

[ ={viv < p <<}

gegeben. ]
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Integration komplexwertiger Funktionen

Definition II1.3.23. Sei (X, &, ) ein MaBraum. Wir definieren £'(1) als den Vektorraum
aller mefibarer komplexwertiger Funktionen auf X fiir die

[flly = p(lf]) < o0

ist (Warum ist das ein Vektorraum?). Auf £!(X,u) ist durch || - ||; eine Halbnorm gegeben,
d.h. alle Normeigenschaften sind erfiillt, bis auf die, dal || f||; = 0 schon f = 0 impliziert. Die
Funktionen in £'(X, x) nennt man Lebesgue-integrierbar.
Wir dehnen das Integral auf £!(X,u) aus, indem wir es fiir f = u + v durch
1(f) = plug) = plu-) +i(p(vy) — p(v-))

definieren (vgl. Korollar I111.3.9). Man beachte hierbei, da |uy|, |ve| < |f| die Endlichkeit der
Integrale auf der rechten Seite zur Folge hat.
Da | - ||1 lediglich eine Seminorm auf £'(X, ) ist, definieren wir

LYX, p) = LY(X, p)/N,
wobei N := {f € L(X,p):[|f1 = 0} (Warum ist das ein Untervektorraum?). Die Elemente

von L'(X,u) sind also Aquivalenzklassen von Funktionen. [

Satz I11.3.24. Das Integral auf L*(X, ) ist ein komplex lineares Funktional.

Beweis. Zuerst rechnet man p(if) = iu(f) nach. Dann reicht es aus, die R-Linearitit zu
zeigen. Die Beziehung p(Af) = Au(f) erhélt man fiir A > 0 sofort aus der Definition des
Integrals fiir positive Funktionen und fiir A < 0 durch die Beobachtung u(—f) = —u(f).

Am interessantesten ist die Additivitdt. Seien also f,g mefbar und reellwertig. Dann ist

fr9=f++g9+—f-—9-=(f+9)+ — (f +g)- und somit
fo+9++(f+9)-=Ff-+g9-+(f+9)+
Wenden wir g an, so ergibt sich
p(f+) +ulge) + n((f +9)=) = p(f-) + pulg-) + pu((f +9)+)
und damit sofort u(f + g) = pu(f) + u(g). ]

Lemma II1.3.25. Fir fe £Y(X,u) gilt |n(f)] < p(]f]).
Beweis. Sei |u(f)| = ¢u(f) mit |¢| = 1. Dann ist

() = 1(Cf) = Re (u(¢f)) = n(Re(Cf)) < ullf]),

da Re(Cf) < [Cf] = If]. u
Lemma II1.3.26. (Lemma von Fatou) Ist f,: X — [0,00] eine Folge mefbarer Funktionen, so
gilt

p(liminf f,,) < lminf p(f,).

Beweis. Sei g; := inf;>; f;. Dann gilt gi < fi und somit p(gr) < p(fi). Die Folge gy is
monoton wachsend mit g — liminf, . f,. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz
(Theorem IT1.3.19) folgt hiermit

p(fr) = plgr) — p(liminf )

und damit
likminf w(fr) > p(liminf f,). ]

Der folgende Satz ist, zusammen mit dem Satz von der monotonen Konvegenz, das wich-
tigste Kriterium fiir die Vertauschbarkeit von Integration und Grenziibergéangen.
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Theorem II1.3.27.  (Satz von der majorisierten Konvergenz) Sei (fn)nen eine Folge kom-
plexwertiger mefbarer Funktionen auf X und

f(z) = lim f,(z)

n—oo

fiir alle x € X . Emistiert eine Funktion g € LY(X,p) mit |fu| < g fir alle n € N, so ist
fe L X,pn) und || fn — fll1 — 0. Insbesondere gilt also

[ 500 auta) = [ 1) duta).

Beweis. Zunichst erhalten wir |f| < g und damit f € £}(X,u). Weiter ist |f, — f] < 2g.
Wir wenden nun das Fatousche Lemma auf die Folge 2g — |f,, — f| an und erhalten

1(29) = p(liminf(2g — |f, — f]))
< lirginfu(Qg —|fn—f1)
= u(29) + linnlig(l}fﬂ(fvn i)

= 1(2g) — limsup p(|fu — fI) < p(29).

Da p(g) < oo ist, folgt hieraus p(|fn — f|) = |fn — flli — 0. n

Der Hilbertraum L2(X, 1)

Sei (X, 6, 1) ein Mafiraum. Fiir eine mefibare Funktion auf X definieren wir

mb:(éumﬁwmﬁé

L2(X, 1) = {f:]|fll2 < oc}.

Sind f,g € L£3(X,p), so sind |f]% ]g]> € £(X,p) und somit auch (|f| + |g|)?, denn
(If1+19D)* < 2| 1> +2|g|*. Damit ist aber auch |f|lg| = 3 ((|f|+1g))* = [f]* —|g/?) in £L1(X, p).
Fiir f,g € £L2(X,u) definieren wir nun

und setzen

(f,9) = u(f9).

Dieser Ausdruck macht Sinn, da fg € £1(X,u) ist. Man priift nun sofort nach, da hierdurch
eine positiv semidefinite hermitesche Form auf £2(X, u) definiert wird, und da8 [|f]|3 = (f, f)
gilt.

Setzen wir N := {f € L2(X,p): ||f|l2 = 0}, so wird

LX(X, p) = L2(X, p) /N
also zu einem Pra-Hilbertraum. Wir zeigen nun, dafl dieser Raum schon vollstandig ist.

Theorem II1.3.28. (i) L*(X,u) ist ein Hilbertraum.
(ii) Die Stufenfunktionen liegen dicht in L*(X, ).

Beweis. (i) Wir schreiben [f] fiir die Klasse der Funktion f € £2(X,p) in L*(X,p). Sei
([fn])nen eine Cauchy-Folge in L?(X, ). Wir finden nun eine Teilfolge (f,,, )ren mit

1
||fnj - fnj+1||2 S 27
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fir j € N.

Wir setzen gy := Z§=1 |fnjsr — fn,;| und g := Z;’il |frjs1 — fn,;|. Dann ist [|gx2 <1 fiir
alle k. Wenden wir nun Fatous Lemma (Lemma I11.3.26) auf die Folge |gx|? an, so erhalten wir
u(lg|?) < oo, d.h. g € L2(X, u). Insbesondere ist also u(N) =0 fir N := {z € X:|g(z)| = oco}.
Fiir € X \ N konvergiert die Reihe

Fan @)+ (fngya () = finy ()
Jj=1

also absolut. Wir definieren die meflbare Funktion f durch den Grenzwert dieser Reihe fiir
x € X\ N und setzen f(z) =0 fir z € N. Aus

k
Frn(@) = fo, (@) Y (Fryr (@) = f, (@)
j=1

folgt nun f(z) = limg— o fr, (x) fir z € N.
Wir zeigen f € L£%(X,u). Zu & > 0 finden wir ein N € N mit ||f, — full2 < € fiir
n,m > N. Fiir jedes m > N erhalten wir mit Fatous Lemma:

/ 1 — funl? dpu(z) < liminf / o — fonl? dp(z) < &2
b's k—oo Jx

Damit ist f — f,, € L2(X, ), also auch f € L2(X, ). Weiter sehen wir, daf ||f — fiull2 < ¢
gilt. Also gilt [f] — [f] in L?(X,u) und die Behauptung ist bewiesen.

(i) Sei f € L2(X,u), M, = {x € X:2" < |f(x)| < 2"T'} fiir n € Z, sowie f, = f - xu, -
Dann ist f = ., fn eine orthogonale Zerlgung in £?(X, ;1) und wegen

IF15 =D I1fall3

neE”Z

(Satz von der monotonen Konvergenz) konvergiert die Reihe in L?(X, ). Weiter erhalten wir
mit
(M) < [ |f(@) duta) < 1113

die Ungleichung u(M,) < ||f||327™™ < oo. Wir haben also nur noch zu zeigen, daf§ sich die
beschrankten Funktionen f,, durch Stufenfunktionen approximieren lassen. Mit dem Approxi-
mationssatz (Satz I11.3.13) finden wir auf der Menge M, eine Folge h,, von Stufenfunktionen,
die gleichméfig gegen f, konvergiert. Hierzu hat man f, als Linearkombination von 4 nichtne-
gativen Funktionen zu schreiben. Da die gleichméaflige Konvergenz auf der Menge M,, endlichen
Mafles die Konvergenz in L?(X, i) impliziert, folgt hieraus die Behauptung. ]

Korollar I11.3.29.  Gilt [f,] — [f] in L?(X, i), so existiert eine meffbare Menge N C X mit
w(N) =0 und eine Teilfolge (fn,)ken, so dafl

Jim £, (@) = f(2)

fir alle x € X \ N gilt.
Beweis. Das folgt sofort aus dem Beweis von Theorem I11.3.28. ]
Zur Ubung verallgemeinere man die Ergebnisse dieses Abschnitts auf die Réume LP (X, ),

wobei 1 < p < co. Man beachte, dal man hierbei die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung durch
die Holder-Ungleichung ersetzen mu$.
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Der Rieszsche Darstellungssatz

Der folgende Satz stellt einen Bezug zu der Radon-Integrationstheorie auf kompakten bzw.
lokalkompakten Raumen her.

Definition III.3.30. Sei X ein lokalkompakter Raum. Ein positives Radon-Maff auf X
ist ein positives Funktional p auf der involutiven Algebra C.(X) der stetigen Funktionen mit
kompaktem Tréger. Da die Funktionen der Gestalt ff* genau die nichtnegativen Funktionen
sind, bedeutet die Positivitdt genau

f>20 = u(f)>0.

Ist speziell X kompakt, so ist C.(X) = C(X) eine C*-Algebra. Jedes positive Funktional
p auf C(X) ist stetig (Proposition III.2.8), und es ist genau dann ein Zustand, wenn p(1) =1
ist. Solchen Radon-Mafle heilen Radonsche Wahrscheinlichkeitsmafe. ]

Theorem I11.3.31.  (Rieszscher Darstellungssatz fiir positive Mafle) Sei X ein lokalkompakter
Raum.

(a) Ist p ein positives Maf$ auf B(X) mit p(K) < oo fiir alle kompakten Mengen K, so ist das
Integral
/J:CC(X>_)(C7 f’_’:u’(f)
ein positives Radon-Maf$ auf X .
(b) Zu jedem positiven Funktional p auf C.(X) existiert ein Borel-Maf v auf X, das durch
folgende Eigenschaften eindeutig bestimmt ist:
= [y f( x) fir alle f € C.(X).
(11) (K) < 00 fur jede kompakte Teilmenge K C X .
(iii) (AuBere Regularitit) Fiir jede Borelmenge E C X ist

v(E) =inf{v(U): E CU,U offen}.
(iv) Ist EC X offen oder E eine Borelmenge mit v(E) < oo, so gilt

v(E) =sup{v(K): K C E, K kompakt}.

Beweis. (a) Zunéichst ist jede stetige Funktion mefbar. Sei supp(f) € K und K kompakt.
Dann ist |f] < ||f]leoxx und damit ist u(|f]) < ||f]leop(K) < co. Also ist f € LY(X, ). Die
Behauptung folgt nun sofort aus der Positivitdt des Mafles p.

(b) Der einfachere Teil ist die Eindeutigkeit. Wegen (iii) und (iv) ist v eindeutig durch seine
Werte auf den kompakten Mengen bestimmt. Seien also v; und vo MaBe, die (i)-(iv) erfiillen
und K C X kompakt. Wir haben nur v1(K) = v5(K) zu zeigen. Sei dazu € > 0. Wegen (ii)
existiert eine offene Menge U O K mit v5(U) < v5(K) + ¢. Mit dem Satz von Urysohn finden
wir nun ein f € Co(X) mit f|x =1 und supp(f) C U. Damit ist

n(K) = / z) dn(z / f(z) dn(z / f(z) dvs(a

< / xu(z) dva(x) = 19(U) < 1va(K) +e.
X

Da & beliebig war, folgt v1(K) < vo(K) und aus Symmetriegriinden Gleichheit. Hiermit ist die
Eindeutigkeit von v schon gezeigt. Ebenso haben wir schon gesehen, daf} (ii) aus (i) folgt.
Wir kommen zur Existenz. Fiir eine offene Teilmenge U C X setzen wir

v(U) := sup{pu(f):supp(f) C U}
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und beachten, da§ v(U;) < v(Us) fiir Uy C Uy dann trivialerweise gilt. Hieraus folgt insbeson-
dere, daf}
v(E) =inf{v(U): E CU,U offen}

fiir alle offenen Teilmengen E C X gilt. Folglich kénnen wir v(FE) fir eine beliebige Teilmenge
E C X durch diesen Ausdruck definieren.

Fir den etwas technischeren Rest des Beweises verweisen wir auf W. Rudin: “Real and
complex analysis”, S.40ff. ]

Die Eigenschaft (iv) aus dem Rieszschen Darstellungssatz driickt man auch so aus, daf§
man sagt, die offenen Menge und die Mengen mit endlichem Maf sind von innen reguldr. Mann
nennt v ein reguldres Maj, wenn alle Borelmengen von auflen und alle offenen Mengen von innen
regular sind. Ist dies, der Fall, so zeigt eine leichte Modifikation des folgenden Beweises, dafl
auch jede mefibare Menge endlichen Mafles von innen regular ist. In ,, schonen“ Raumen folgt

dies automatisch aus (b), wie der folgende Satz zeigt.

Satz I11.3.32. Ist X ein lokalkompakter Raum in dem jede offene Teilmenge eine Vereinigung
von abzdhlbar vielen kompakten Teilmengen ist, so ist jedes positive Borel-Maf§ v auf X mit
v(K) < oo fir jede kompakte Teilmenge reguldr.

Beweis. Zunichst wird durch u(f) = [y f(z) dv(z) ein positives Funktional auf C.(X)
definiert. Sei p das Borel-Maf} aus dem Rieszschen Darstellungssatz (Theorem I11.3.31). Wir
zeigen v = .

Sei dazu V C X offen. Nach Voraussetzung ist V = U;’il K; mit kompakten Teilmengen
K; C V. Mit dem Satz von Urysohn finden wir f; € C.(X) mit f;|x, =1 und supp(f;) C V.
Sei g, := max(fi1,...,fn). Dann ist g, € C.(X) und die Funktionenfolge g, konvergiert
monoton gegen Yy . Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt also

(1) v(V)=lim [ gu(a) dv(z) = lim gn<x>du<x>=t/‘XV<x>du<x>=:u<v»
X X

n—oo X n—oo

Sei jetzt £ C X eine Borelmenge und ¢ > 0. Wir zeigen die Existenz einer abgeschlossenen
Menge F' und einer offenen Menge U mit F C E CU und p(U\ K) < e.

Hierzu sei X = U‘;‘;l Q; mit kompakten Menge @; € X. Dann ist u(ENQ;) < oo fiir
alle j und nach Theorem III.3.31 existiert eine offene Teilmenge U; O EF'N Q; mit

€

MENQ)) < ullj) + 5557

Sei U :=Jj2, U;j. Dann ist

U\NEC | (U;\(Q;nE))
j=1

und folglich p(U \ E) < 5. Wenden dies auf das Komplement E¢ von E an, so finden wir eine
offene Menge W C E° mit u(W\E¢) < 5. Fiir F:= X\W ist dann £ C F' mit E\F = W\E°.
Also ist pu(U \ F) < e. Insbesondere haben wir damit u(U) < pu(E) +¢e. Da U\ F offen ist,
folgt v(U\E) <v(U\F) < pu(U\F)<e aus (3.1), also auch v(U) < v(E) + €. Damit ist

V(E) < v(U) = p(U) < p(B) +=  und  p(B) < pu(U) = v(U) < v(E) +e,

somit |p(E) —v(E)| < e und schlieBlich v(E) = p(E), da € beliebig war.
Es bleibt nur zu zeigen, daf§ g von innen regulér ist. Ist £ C X eine Borelmenge und
e > 0, so finden wir wie oben eine abgeschlossene Teilmenge F C E mit u(E \ F) < . Aus
F =,~, F, mit den kompakten Menge F,, := J]_,(F'NQ;) folgt nun u(F,) — u(F). Also
ist
sup{u(K): K C E, K kompakt} > u(E) —e.

Da e beliebig war, folgt die Behauptung. ]
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Bemerkung II1.3.33. Wenden man obige Satz auf das Riemann-Integral p auf dem Raum
C.(R™) der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager auf R™ an, so liefert uns der Rieszsche
Darstellungssatz das Lebesgue-Mafl auf B(R"). [

Der folgende Satz zeigt, dal man die Rdume L2(X, i) auch als Vervollstindigung von
C.(X)/N bekommt, wobei N = {f € C.(X):||f|3 = u(ff) = 0}. Da diese Definition ohne
Maftheorie auskommt, ist es oft zweckméBiger, diese Raume so zu definieren.

Satz I11.3.34. Ist u ein Radon-Maf auf dem lokalkompakten Raum, so ist C.(X) dicht in
L2(X,p) bzw. L*(X,p).

Beweis. Da nach Theorem II1.3.28 die Stufenfunktionen in L?(X,u) dicht liegen, reicht es
aus, die charakteristischen Funktionen yg mit p(E) < oo durch Funktionen in C.(X) zu
approximieren. Da jede Borelmenge endlichen Masses von innen regulér ist, diirfen wir sogar
annehmen, dafl E kompakt ist. Wegen der der Regularitdt von auflen finden wir eine offene
Menge U C X mit pu(U \ F) < €. Weiter finden wir mit dem Satz von Urysohn eine stetige
Funktion f € C.(X) mit f(X) C[0,1], f|lg =1 und supp(f) C U. Damit ist

If - xell? = /X (@) = xp(@)? du(z) = /U @ due) S\ B) <& .

Lemma IT1.3.35. Ist p ein requlires Borel-MafS auf dem lokalkompakten Raum X und f €
L2(X, ), so ist auch das durch pg(E) := [, |f(2)|* du(z) definierte Maf regulir.

Beweis. Sei E C X eine Borelmenge. Wir haben zu zeigen, dal F von auflen regul”ar ist.
Hierzu dirfen wir 0.B.d.A. p(F) < oo annehmen. Sei ¢ > 0. Fir n € N sei F, := {z €
X:|f(z)] > n}. Dann ist

g (Fy) < / @) dulz) < || fI

n

Ist nun V O E offen mit p(V) < p(E) 4 6, so erhalten wir

pe(VAE) = g (VO D\ E) iy (VN E\ B) < iy (F) + g (VA E)\ B) < I+ 6n.

Wir wéihlen nun n so groB, daB || f[|> < 5 und § so, daB dn? < £ ist. Damit ist pus(V\E) <e.
Hiermit haben wir die &uflere Regularitiat von E gezeigt.

Sei nun U C X offen. Ist puy(U) < 00, so argumeniert man fiir die innere Regularitit wie
oben. Fall nicht, so beachten wir, daf p;(U) = lim,, o gty (Uy,) mit U, = {z € U:|f(x)| > 1}

— n
gilt. Nun ist p(U,,) < co und mit der inneren Regularitit der Mengen U, erhalten wir die innere

Regularitat von U. ]

I11.4. Spektralmafle

Definition ITI.4.1.  Sei H ein Hilbertraum. Ist (A;);jen eine Folge in B(H) so sagen wir die
Folge konvergiert stark gegen A, in Zeichen A := s —lim;_,, A;, wenn

Awv = lim Ajv

J—00

fiir alle v € H gilt. ]
Definition I11.4.2. Sei H ein Hilbertraum und

Py = {P € B(H): P = P> = P*}
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die Menge aller symmetrischer Projektionen. Weiter sei (X, &) ein Mefiraum. Eine Abbildung
P: 6 — Py heilit Spektralmaf$, wenn

(1) P(X)=1.
(2) Ist (Ej)jen eine disjunkte Folge in &, so ist

o0

P(U E;) =Y P(E;) ::s—nILH;OZP(Ej). n

Jj=1

Ist (X,8) ein Mefiraum, so ist & eine involutive Halbgruppe bzgl. A- B := AN B und
A* := A. In diesem Sinn ist ein Spektralmaf} eine Darstellung der involutiven Halbgruppe (&, %),
die zuséatzlich eine gewisse Stetigkeitsbedingung erfiillt.

Das folgende Lemma beschreibt eine typische Situation in der Spektralmafle auftreten.

Lemma I11.4.3. Sei (X,&,p) ein Mapraum und H = L*(X,u). Fir E € & definieren wir
einen Operator auf H durch P(E).[f] := [xgf]. Dann wird durch P ein Spektralmafl definiert.

Beweis. Wegen |xgfll2 < ||fllz ist xef € £2(X, ), wenn dies fiir f der Fall ist. Damit ist
P(E) wohldefiniert und ein beschrinkter Operator. Fiir f,h € £2(X, ) haben wir

(P(E).[f],[h]) = (xef.h) = n(xp fh) = (f,xeh) = ([f], P(E).[])

und wegen x% = xg gilt P(E)? = P(E). Also ist P(E) € Py.
Es ist klar, da8 P(X) = 1 gilt. Sei nun E; eine disjunkte Folge in X. Wir setzen
Fy = U?zl Ej und F:=J;2, E;. Dann ist

IP(F).f = P(F).fI? = |[P(E\ Fr)-f* = uxe\g ] fI?) — 0

nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz (Theorem I11.3.27). Also gilt P(F) = s —
limy_ oo P(F)) und das zeigt die Behauptung. ]

Satz I11.4.4. Sei P: G — Py ein Spektralmafl auf H. Dann gelten folgende Aussagen:
(i) P(©)=0.

(i) P(EUF)+P(ENF)= P(E)+ P(F).
(iil) P(ENF)= P(E)P(F) = P(F)P(E).

(iv) Ist Ej C Ej4q fir alle j €N, so gilt P(U;2, Ej) = s — lim; oo P(Ej).
(v) Ist Ej 2 Ejq fiir alle j € N, so gilt P((2) Ej) = s — lim; oo P(Ej).

(vi) Fir F € & definiert Q(E) := P(ENF) ein Spektralmaf Q: &Y — Pp(r) 1.
Beweis. (i) Aus 1 = P(XUQ) = P(X)+ P(®) =1+ P(Q) folgt P(?)=0.
(if) Wir schreiben

FUE=(ENF)U(F\E)U(E\F)

und F = (FNE)U(F\E). Dann ist zundchst P(F) = P(ENF)+ P(F \ E) und damit

P(EUF)=P(ENF)+P(F)-P(ENF)+P(E)-PENF)
=P(E)+P(F)-P(ENF).

(iii) Wir nehmen zunéichst an, £ und F seien disjunkt. Dann ist

P(E)+ P(F)

P(EUF)=P(EUF)?
P(E)*> + P(F)? + P(E)P(F) + P(F)P(E)
P(E) + P(F) + P(E)P(F) + P(F)P(E),

also

(4.1) P(E)P(F) = —P(F)P(E).
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Multiplizieren wir (4.1) von links bzw. rechts mit P(E), so erhalten wir
P(E)P(F)=—P(E)P(F)P(E)=—-P(F)P(E).

Also ist P(E)P(F) symmetrisch, d.h. P(E)P(F) = P(F)*P(E)* = P(F)P(FE). Hieraus folgt
P(E)P(F)=P(F)P(E)=0.

Seien E und F beliebig in 6. Aus P(F) = P(ENF)+ P(F \ E) und obiger Rechnung
erhalten durch Multiplikation mit P(E N F') von links bzw. rechts die Beziehung

(4.2) P(ENF)P(F) = P(ENF) = P(F)P(ENF).
Multiplizieren wir (ii) mit P(F) und beriicksichtigen (4.2), so folgt
P(E)+ P(ENF)=P(E)+ P(E)P(F),

und somit P(E N F) = P(E)P(F). Aus Symmetriegriinden gilt dann auch P(E N F) =
P(F)P(E).

(iv), (v) Das zeigt man analog zu Satz I11.3.15(ii), (iii).

(vi) (Ubung) m

Korollar I11.4.5.  Ist (Ej)jen eine disjunkte Folge in &, so gilt
1P Epol® =D IP(E)).0|
j=1 j=1

Beweis. Wegen der Definition eines Spektralmafes konnen wir die linke Seite als
1>, P(E;).v||* schreiben. Wegen Satz 111.4.4(ii) sind die Summanden paarweise orthogonal.
Hieraus folgt die Behauptung. ]

Definition IT1.4.6. Sei P: G — Py ein Spektralmafl und v,w € H. Dann ist
tow(E) = (P(E).v,w) = (P(E).v, P(E).w)

ein komplexes Mafl auf & und fiir v = w erhalten wir ein positives MaBl p, = py,. Fir
f € LY(X, j1,) schreiben wir auch

Aﬂmwmww::Aﬂ@wuu

Um einer dhnlichen Formel fiir das Maf i, ,, Sinn zu geben, beachten wie zunéchst, dafl
wegen der Polarisierungsidentitét

—_

/M;,w (Nv+w - Nvfw + Z.,vaqLiw - i,ulvfiw)

"1
gilt, und weiter

Hotw < Hotw + Hy—w < 2(/”'1} + ,uw) sowie iy = fy.
Fiir f € LY(X, py) N LY X, o) = LY(X, po + f1o) existieren dann alle 4 Integrale von f in der

Darstellung von i, 4, iber die Polarisierungsidentitat. Wir schreiben

/f@ﬂﬂwww:/ﬂ@ww@=mwﬂ
X X

fiir das so erhaltene Integral. Man rechnet leicht nach, dafl

(4.3) Mv,w(f) = Ha,w(f)

dann fir alle f gilt. ]
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Lemma II1.4.7. Seien f,g € L2(X, iy + ity) . Dann ist fg integrierbar bzgl. pu,., und es gilt

2

(1.4) \ [ 1@9(e) (@) < 520

Insbesondere ist )

\ [ 1) @] < i1l

und Iﬂu,v(E)lz < pu(E) - po(E) fir E€ 6.
Beweis. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt sofort

(45)  |pun(B)? = [(P(E).u, P(E).0)]* < |P(E).ul? - | P(E)0|* = pu(E) - o (E).

Wir zeigen jetzt (4.4) fiir Stufenfunktionen. Seien also
F=Y ajxa, wd g=> Bxs,,
J k

wobei die A; und By jeweils paarweise disjunkt sind. Wegen xanp = xaxp erhalten wir mit
(4.5) und der CS-Ungleichung fiir C":

| [ #@0@) @) = | s (a1 5]
7,k
<[ Sl 186] -l (4 0 B[
J.k

2

<> Nyl 1Belpa(Ay N Bi)? (A N By)*
4,k
< Z | i (A; N By) Z Bkl 110 (A; N By)
J.k J.k
= o Pua(A5) Y 18k (By)
7 k

= a(If )10 (lg1?)-

Um den allgemeinen Fall zu erhalten, beachten wir zunéchst, dafl wegen

Hu+vs hu—vy butivy, bu—iv S 2(/-}% + /'I/’U)

die Abbildung (f,g) — tuw(fg) eine stetige Bilinearform auf £2(X, s, + ) definiert. Da
die Stufenfunktionen in diesem Raum einen dichten Unterraum bilden, folgt die gewtinschte
Abschéatzung wegen der Stetigkeit aus obiger Rechnung. ]

Lemma II11.4.8. Sei P ein Spektralma.

(i) Fir E,F € & st pip(g).o,w(F) = to,p(8).w(F) = po,u(ENF).
(i) Fir fe LYX, po + pow) gilt 1tp(5).0,0(f) = How(XES) -
Beweis. (i) Wir rechnen mit Satz 111.4.4(iii):

pp(E).v,w(F) = (P(F)P(E)v,w) = (P(FNE).v,w)
= (P(E)P(F).v,w) = (P(F).v, P(E).w).
Hieraus folgt die Behauptung sofort.

(ii) Wegen (i) gilt die Behauptung fiir Stufenfunktionen. Der allgemeine Fall folgt aus der
Stetigkeit beider Seiten und der Dichtheit der Stufenfunktionen in £1(X, pt, + ). ]

Ein Spektralmafl ordnet mefibaren Mengen, also charakteristischen Funktionen, Operato-
ren auf einem Hilbertraum zu. Wir wollen diese Zuordnung nun moglichst weit auf mefibare
Funktionen ausdehnen.
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Satz I11.4.9. Sei P ein Spektralmafl und f,h mefbare Funktionen auf X . Wir setzen
D(f) = {v € H: f € £2(X, )}

Dann gelten folgende Aussagen:

(i) D(f) ist ein Untervektorraum von H und es existiert eine lineare Abbildung

P(f):D(f) =H  mit  (P(f).v,w) = pow(f)

fir alle w € 'H.

(ii) D(f) = D(f) und (P(f).v,w) = (v, P(f).w) fir v,we D(f).
(ili) Pir E € & ist P(E)D(f) € D(f) € D(x&f) und

P(f)P(E).v = P(E)P(f)v = P(xz/)-v

fir alle v € D(f).
(iv) (P(f).v, P(h).w) = pyw(fh) fiir vyw € D(f) N D(h). Insbesondere gilt

1P(F)]? = po((f]2) = /X @) dpo ().

(v) Fir aeC ist D(f) C D(af) und P(af).v =aP(f).v firve D(f).
(vi) D(f)nD(h) CD(f+h) und P(f +h).v=P(f)v+ P(h).v fir ve D(f)nD(h).
(vii) D(hf) N D(f) = P(f)~1(D(h)) und fiir v e D(hf) N D(f) gilt

P(hf).w = P(h)P(f).0.

(viii) Ist f beschrinkt, so ist D(f) ="H, P(f) € B(H) und P(f)* = P(f).

Beweis. (i) Seien v,w € D(f). Aus der Parallelogrammgleichung folgt i1 < 244y, + 24, und
hieraus v +w € D(f). Wegen p4, = |a|’p, fiir a € C ist damit klar, dal D(f) ein Unterraum
von H ist.

Sei nun v € D(f). Wir betrachten die Abbildung

D(f) = H, wr Ty(w):= puyw(f).

Zunéchst ist T, (w) wegen Lemma II1.4.7 wohldefiniert, da f = f -1 und v,w € D(1) = H gilt.
Weiter ist T,, komplex antilinear und mit Lemma III.4.7 sehen wir

1Ty (w)? = Jpow () < pro(1F1) 10 (1) = po(1F17) ]|,

Folglich ist T, stetig und nach dem Fréchet-Rieszschen Darstellungssatz fiir Hilbertraume exi-
stiert ein Element P(f).v € H mit T,(w) = (P(f).v,w) fir alle w € H. Es ist klar, dafl
hierdurch eine lineare Abbildung P(f): D(f) — H definiert wird.

(ii) Die Beziehung D(f) = D(f) ist klar. Seien v,w € D(f). Dann ist

(P(f)v,w) = po,w(f) = two(F) = (P(f)-w,v) = (v, P(f).w).

(iii) Seien v € D(f) und F € &. Nach Lemma III.4.8 haben wir

e yo(I112) = (el f1P) /|f 2 dpo(a) /\f )2 djuo(a) < oo,

d.h. P(E).D(f) € D(f). Die Bezichung D(f) C D(xgf) ist trivial.
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Weiter erhalten wir mit Lemma I11.4.8 fiir w € H die Beziehung

(P(f)P(E)v,w> = PJP(E).v,w(f) = ,uv,w(XEf) = <P(XEf)vaw>
= o, p(E).w(f) = (P(f)-v, P(E).w) = (P(E)P(f).v,w).
Hieraus folgt die Behauptung.

(iv) Sei zundchst v € D(f). Wir betrachten das komplexe Mafl 11p(f.,., und finden mit (iii)
fir F€e 6, weH:

/-LP(f).v,w(E) = <P(E)P(f)v,w> = <P(f)P(E)U7w> = ,uP(E).v,w(f) = Mv,w(XE’f)

Hieraus folgt fiir w € D(h) N D(f) weiter

<P(f)1), P(h)w> = ;va,P(h).w(f) = MP(h).w,v(?) = ﬂw,v(h?) = ,Ufu,w(fﬁ)'

(v) Das ist trivial.

(vi) Die Beziehung D(f)ND(h) C D(f+h) folgt daraus, daB £23(X, p,) fiir v € D(f)ND(h) ein
Vektorraum ist. Wegen der Additivitdt der Mafe p, ., folgt weiter P(f+h).v = P(f).v+P(h).v.
(vii) Sei v € D(f). Dann ist wegen (iv) die Beziehung P(f).v € D(h) dquivalent zu

pp().o([0?) = po(1f12[R[?) < co.

Dies bedeutet gerade v € D(fh). Ist v € D(fh) N D(f), so finden wir
<P(fh)v,w> = ﬂv,w(fh> = uP(f).v,w(h) = <P(h)P(f)vaw>

(viii) Da die Mafle u, alle beschriankt sind, folgt D(f) = H fiir jede beschrankte Funktion. In
diesem Fall haben wir wegen (iv)

1P(f)-vlf* = /X [f(@) dpo(@) < || fllocllvll*.

Aus (ii) folgt P(f)* = P(f). ]

Definition IT1.4.10.  Sei (X, S) ein Mefiraum und &y C & ein Teilsystem, das abgeschlossen
ist unter abzéhlbaren Vereinigungen und die Eigenschaft hat, dafl mit einer Menge E auch deren
Teilmengen, die in & enthalten sind, dazugehtren. Wichtige Beispiele flir solche Systeme &
erhélt man, wenn P ein Spektralmafl auf (X, &) ist und &9 = {F € &: P(E) = 0}.

Wir betrachten die Algebra £°(X) der beschrénkten meBbaren Funktionen auf X und
definieren

I/ llo :=inf{C > 0: (3N € &y)(Vz € X \ N)|f(z)| < C}.

Man iiberzeugt sich nun davon, daf |af|lcc = |a|||f|le fiir a € C gilt, sowie ||f + gllooc <
[Iflloo+1lglloo - Daherist E :={f € L>®(X):|f]looc = 0} ein Untervektorraum und L*(X, &) :=
L>®(X)/E wird zu einem normierten Vektorraum. Nun iiberlegt man sich, daf in diesem Raum
fiir jede Cauchy-Folge [f,] eine Menge N € &g so existiert, daf die Folge (f;)neny auf X \ N
gleichméfig gegen eine meflbare Funktion f konvergiert. Ersetzt man die Funktionen dieser Folge
durch 0 auf N, so sieht man, dafl [f] € L™= (X, &) gilt. Also ist L>®(X, &) ein Banachraum.
Dieser Raum trigt noch mehr Strukturen. Zum einen haben wir die Multiplikation

[f] - l9] :== [fg] (das ist wohldefiniert) und die Involution [f]* := [f*] mit f*(z) = f(x). Von
nun an schreiben wir auch f statt [f], wobei wir uns die Elemente von L°°(X,u) immer als
Aquivalenzklassen von Funktionen vorstellen. Wegen || f||> = || ff*| ist er sogar eine C*-Algebra.

]
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Satz II1.4.11. Ist P: S — Py ein Spektralmaf auf X und &g := {E € 6:P(E) = 0}, so
faktorisiert die Darstellung
L¥(X) = B(H), [~ P(f)

zu einer isometrischen Einbettung
P: L*(X,6p) — B(H)

von C*-Algebren.

Beweis. Ist f eine beschriankte mefibare Funktion fiir die eine Nullmenge N mit supp f C N
existiert, so ist P(f) =0, da piy(f) = 0 fiir alle v,w € H gilt. Damit ist P auf L>®(X, &)
wohldefiniert. Aus Satz I11.4.9(v),(vi),(viil) sieht man nun, daf§ P ein Homomorphismus von
Algebren ist und dafl P(f*) = P(f)* gilt.

Aus dem Beweis von Satz I11.4.9(viii) folgt sogar ||P(f)|| < ||flleo. Wir zeigen, daff sogar
Gleichheit gilt. Wegen ||P(f)||> = |P(f)*P(f)|| = [|[P(f*f)| reicht es dazu aus anzunehmen,
daf3 f eine nichtnegative Funktion ist.

Sei also C < ||f|leo und E := {z € X: f(z) > C}. Dann ist P(F) # 0. Fiir v € P(E).H

haben wir

IP(f)-0ll* = [ P(HPE)|* = [IP(xef)v|* = /E (@) dpo (@) > C/E dpi () = Cllv]?

(Satz I11.4.9(iv)). Also ist ||P(f)|| > C und somit ||[P(f)|| = ||f]lco- n

Spektralsatze fiir beschriankte normale Operatoren

In diesem Abschnitt werden wir einen Spektralsatz fiir beschrinkte normale Operatoren
ableiten. Da jeder solche Operator a € B(H) zusammen mit 1 eine kommutative C*-Unteral-
gebra C*(a) C B(H) erzeugt, betrachten wir zunéchst den allgemeinen Fall von Darstellungen
von kommutativen Banach-*-Algebren.

Lemma II1.4.12. Ist (v,)nen eine Folge in einem Hilbertraum, die schwach gegen v € H
konvergiert und gilt weiter ||v,| — ||v]|, so gilt v, — v.

Beweis. Es ist
o —on[l® = V]| + [l = 2Re(v, vn) — 2||v[|* — 2Re(v,v) = 0. "

Theorem II1.4.13.  (Spektralsatz fiir kommutative Banach-x-Algebren) Sei A eine kommu-
tative Banach-*-Algebra mit Eins. Dann gilt:
(i) Ist P:B(A) — Py ein Spektralmaf auf A, so wird durch a — P(a) eine Darstellung von
A auf H mit w(1) =1 definiert.
(ii) Ist (w,H) eine Darstellung von A mit w(1) = 1, so existiert ein eindeutiges Spektralmaf
P auf A mit m(a) = P(a) fir alle a € A, so daf alle p,, v € H regulir sind.

-~

Beweis. (i) Da A — C(A),a — @ ein Homomorphismus von Banach-x-Algebren mit Eins
ist, und ebensolches fiir die Abbildung £(A) — B(H), f — P(f) gilt (Satz IIL4.11), ist die
Komposition 7 dieser beiden Homomorphismen eine Darstellung der Banach--Algebra A mit
m(1)=1.

(ii) Wir zeigen zuerst, dal wir A = C’(;l\) annehmen diirfen. Sei dazu B := 7(A). Dann ist
B eine kommutative C*-Algebra und 7: A — B ein Homomorphismus von Banach--Algebren.
Fir x € B ist nun 7*(x) := xonm € A, somit ist die Abbildung n*: B — A stetig, da fir
alle a € A die Funktion x — 7*(x)(a) = x(w(a)) stetig ist. Fiir f € C(A) wird also durch
7(f)(x) == f(7*(x)) ein Homomorphismus C(A) — C(B) = B mit

7(@)(x) =a("(x)) = 7" (x)(a) = x(7(a))
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fir a € A, dh. 7(@) = 7(a) definiert. Wegen A = C(A) diirfen wir somit A = C(X) fiir einen
kompakten Raum X annehmen.

Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Seien P und P Spektralmafe mit den gewiinschten
Eigenschaften. Fiir v € H erhalten wir zwei positive Mafle u, und p, auf A mit

(rl@)0) = (P@-00) = [0 dins(0) = [0 dfu ()

fiir alle a € A. Aus dem Rieszschen Darstellungssatz folgt nun u, = g, aus der geforderten
Regularitiat (Theorem II1.3.30). Da P(FE) eindeutig durch die Zahlen u,(E) = (P(E).v,v)
bestimmt ist, folgt hieraus die Eindeutigkeit von P.

Jetzt zeigen wir die Existenz. Hierzu zerlegen wir die Darstellung (7, H) zunéchst mittels
Satz 1.3.10 in eine direkte Summe zyklischer Darstellungen (7;,H;), j € J. Man beachte hierzu,
dafl (7, H) wegen 7(1) = 1 nicht entartet ist. Haben wir fiir jedes j € J ein Spektralmafl mit der
gewiinschten Eigenschaft gefunden, so definieren wir P(E).v := (P;(E).v;) fiir v = (vj)jes in H.
Dann ist P(E)* = P(E) = P(E)?, so da P(E) tatsichlich eine orthogonale Projektion ist (vgl.
Satz 1.3.8). Weiter gilt P(X) =1 und fiir eine disjunkte Folge (E,)nen von Borelmengen in X
beachten wir zunéchst, dal P(E,)P(Ey,) = 0 fiir n # m gilt. Damit ist die Folge (P(E,).v)
fiir jedes n € N orthogonal. Weiter gilt

IP(E)-0l? =D 1B (E)vl1* =D > 1P (En) v

neN

JjeJ j€J neEN
=D IPi(Ew)vil* =) IP(En)-0]%,
neNjeJ neN
d.h.
Jim Z P(Ep)|* = 1P(E).v]
und

<P(E)-an>:Z<PJ Vg, Wj) ZZ n)-Vj, W;)

jGJ je€J n=1
= Y SR B y) = S (P(E)0w)
n=1jeJ n=1

aus Griinden der absoluten Summierbarkeit. Mit Lemma II1.4.12 folgt nun
n
lim Y P(Ep).v = P(E).v,
m=1

d.h. P ist ein Spektralmag.

Wir diirfen somit annehmen, daf§ die Darstellung (7, H) von A = C(X) zyklisch ist. Es
existiert also ein v € H fiir das der Unterraum 7(A).v dicht in H ist. Nun ist

Vv:C(X) -C, fr <7T(f).’U,’U>

ein positives Funktional und lat sich mit dem Rieszschen Darstellungssatz also durch ein Borel-
Ma8 p, auf X in dem Sinne darstellen, dafl

= /X F(X) dpu(x)

fiir alle f € C(X) gilt und p, regulér ist, denn wegen ||v||? = 14,(1) = 1, (X) ist p, ein endliches
Mas.
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Als niichstes zeigen wir H 22 L?(X, j1,). Hierzu betrachten wir die Abbildung ®: C'(X) —
H,a — 7(a).v. Dann ist

(®(a),®(b)) = (m(a).v,n(b).v) = (m(ab*).v,v)

= wnlab) = [ @) diufa) = (al. B 22
Die Zuordnung [a] — m(a).v ist folglich wohldefiniert und liefert eine isometrische Abbildung
®: [C(X)]:=={lal:a e C(X)} — 7(A).v CH.
Da [C(X)] nach Satz I11.3.34 in L?(X, u,) dicht ist, setzt sich ® zu einer Isometrie
®: L*(X, ) — H

fort, die wegen der Dichtheit von w(A).v surjektiv ist.
Sei p: L>(X) — B(L*(X,u,)) die Darstellung, die wir gemé8 Lemma I11.4.3 und Satz
111.4.11 erhalten. Fiir a,b € A haben wir dann

m(a)®([b]) = w(a)m(b).v = w(ab).v = ®([ad]) = ® o p(a).[b].

Wegen der Dichtheit von [C(X)] C L?(X, p,) folgt hieraus, daB8 ® ein Vertauschungsoperator fiir
die Darstellungen p und 7 von A ist. Wir diirfen daher unbeschadet H = L?(X, j1,) annehmen.

Sei P(E).[f] = [xzf] das Spektralmaf auf L?(X,u,) aus Lemma II1.4.3. Fiir [f] €
L*(X, ) und a € A haben wir dann P(a) = p(a). Es bleibt damit nur noch zu zeigen, daf} die
Mafle

E = s (E) = (P(E).[f], [f)) = (xe . [f]) = /E |[f(@)]? dpo(2)

regular sind. Dies folgt aber aus Lemma I11.3.35. ]

Wir haben in dem Beweis von Theorem I11.4.13 sogar viel mehr gezeigt:

Korollar I11.4.14. Eine Darstellung (m,H) einer kommutativen Banach-x-Algebra A mit
FEins ist genau dann zyklisch, wenn ein Radon-Mafl 1 auf A existiert, so daff (w,H) dquivalent

zu der Darstellung (m,,, L*(X, p)) mit w(a).[f] = [a- f] ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst, da8 die Darstellung 7, zyklisch ist. Daf} so in der Tat eine Darstel-
lung definiert wird, folgt aus dem Beweis von Theorem II1.4.13. Da u wegen der Kompaktheit
von A ein endliches Ma8 ist, ist 1 € £L2(X, u). Weiter ist 7,(A).[1] = {[a]:a € A}. Nach dem

-~

Satz von Stone-Weierstrafl ist G(A) C C'(A) dicht, folglich wegen Satz I11.3.34 m,(A).[1] dicht
in LQ(E, w), d.h. 7, ist eine zyklische Darstellung.

Ist umgekehrt (m,H) eine zyklische Darstellung von A, so haben wir im Beweis von
Theorem II1.4.13 gezeigt, daf sie zu einer Darstellung 7, &dquivalent ist. ]

Lemma II1.4.15. Sei P:& — Py ein Spektralmafl und (fn)nen eine Folge in L£L2°(X) mit
sup{|| fulloo: 7 € N} < 00 und f,, — f punktweise. Dann gilt P(f,).v — P(f).v fir alle v e H.

Beweis. Aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

IP(fa)0l* = (P(Ifal*)v,0) = po(lfal®) = wo(1f?) = |1 P(f)-0]

und
(P(fn)v,w) = Nv,w(fn) - /"v,w(f) = (P(f)-v,w).
Die Behauptung folgt hiermit aus Lemma I11.4.12. ]
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Theorem II1.4.16. (Spektralsatz fiir normale Operatoren) Sei T € B(H) ein normaler
Operator. Dann ezistiert ein eindeutiges Spektralmaf P:B (o (T)) — Py mit T = P(id), so dafs
alle p,, v € H regulir sind. Weiter gilt:
(i) T ist genau dann hermitesch, wenn o(T) C R.
(ii) T ist genau dann unitir, wenn o(T) C St.
(iii) Fir A € o(T) st P({\}) die orthogonale Projektion auf den Eigenraum zum Eigenwert
A. Insbesondere ist P({\}) # 0 dquivalent dazu, dafi \ ein Figenwert von T ist.
Beweis. Sei A:=C*(T) die von 1 und T erzeugte kommutative C*-Unteralgebra. Dann ist
A=C(c(A)) (Satz IL.3.14) und wir kénnen Theorem II1.4.13 anwenden.
(i), (i) Das folgt sofort aus der Ubertragung der entsprechenden Eigenschaften auf die Algebra
C*(a) 2 C(o(T)).
(iii) Es folgt aus der Definition eines Spektralmafes, dal @ := P({\}) eine orthogonale Projek-
tion ist. Fir v = Q.w ist
T.w = P(id)P({\}).w = P(id-x1x1).w = P(Axgay)-w = AP(x{ay)-w = AQ.w = Av.
Also besteht das Bild von @ aus Eigenvektoren zum Eigenwert .
Ist umgekehrt T.v = A\.v, so gilt P(T).v = f(T).v = f(\).v fiir alle f € C(co(T)). Sei
fn:o(T) — [0,1] eine Folge stetiger Funktionen, die punktweise gegen xy} konvergiert, z.B.
fn(2) = max(1 — n|z — A|,0).
Dann folgt
P{A})w = nh_)rr;C P(fn)v= lim f,(\)w=wv

n—oo

aus Lemma I11.4.15. [

Beispiel 111.4.17. Ist (\,)nen eine beschrinkte Folge in C, H ein Hilbertraum mit der ONB
(€n)nen und
Tov= Z An (U, €)en,
neN
so ist
o(T) = {\:n € N}

Sei P, € Py die orthogonale Projektion auf den Unterraum Ce,, . Aus Korollar I11.4.15(iii)

folgt, dal das Spektralmaf auf o(7T") gegeben ist durch

P(E)= Y P.,.
An€E
Insbesondere ist P({\}) =2\ _\ Pe,. n

Darstellungen der Gruppe R

Definition II1.4.18. (a) Eine involutive Halbgruppe S heifit topologische involutive Halb-
gruppe, wenn sie eine Topologie tréigt, so daf3 die Multiplikation

SxS—8 (s,t)—st und S—85 s—s"

stetige Abbildungen sind.

(b) Ist S = G eine Gruppe mit g* = ¢g—', so nennt man G eine topologische Gruppe, d.h. in
einer topologischen Gruppe sind Multiplikation und Inversion stetige Abbildungen.

(c) Eine Darstellung (7, H) einer topologischen involutiven Halbgruppe S heift stetig, wenn alle
Funktionen

1

S—C, v (n(s)v,v)
stetig sind. ]

Der folgende Satz 1a3t schon ahnen, warum Spektralmafle von grofler Bedeutung fiir die
Darstellungen der Gruppe R sind.
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Theorem II1.4.19. Sei P: & — Py ein Spektralmaf und f: X — R eine mefbare Funktion.
Fiir t € R sei e;(x) := @) . Dann wird durch

m(t) .= Pl(es)

eine stetige unitdre Darstellung m:R — U(H) definiert.
Beweis. Aus Satz I11.4.9(viii) folgt, da8 7(¢) ein beschrénkter Operator ist, und dafl

m(t)m(s) = Ples)P(es) = P(eres) = Perys) = w(t + s)
gilt. Also ist m ein Gruppenhomomorphismus und wegen
w(t)w(t)* = P(eser) = Pere—y) = P(1) =1
ist m eine unitdre Darstellung. Fir v € H ist
(m(t)-v,0) = (Per).v,0) = po(er)

wegen dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz stetig. Damit ist (7,H) eine stetige Darstel-
lung. ]

Bemerkung I11.4.20. Ist 7 wie oben, so folgt aus Satz I11.4.11, daf} die Operatoren P(FE),
E € & mit n(R) kommutieren. n

Beispiel I11.4.21. Man beachte, dal Theorem II1.4.13 insbesondere im Fall X =R, & = B(R)
und f(z) = z anwendbar ist.

Sei zum Beispiel p ein Borelmafl auf R und H = L?*(R,p) wie in Lemma I11.4.3. Dann
erhalten wir eine unitire Darstellung auf L?(R,u) durch

m()[f] = ledf],

T st ]

wobel e;(z) =e
Bemerkung IIT1.4.22.  (a) In Mackeys Biichern (vgl. [Ma76, p.93]) taucht der Begriff des
projektionswertigen Mafles auf. Ist (X, S) ein MeBraum (Borel-Raum) und H ein Hilbertraum,
so heifit eine Zuordnung P: S — Py ein projektionswertiges Majs, wenn folgenden Bedingungen
erfillt sind:

(1) H ist separabel.

(2) P(O)=0, P(X)=1.
(3) P(ENF) = P(E)P(F).
(4) P(U;il E;) =s—lim, . Z;’L:I P(E;) fir eine disjunkte Familie (F;);jen von Mengen in

6.

Es ist klar, daf} jedes projektionswertige Maf} ein Spektralmaf ist, und mit Satz I11.4.4 sehen
wir auch, dafl jedes Spektralmaf} auf einem separablen Hilbertraum ein projektionswertiges Mafl
ist.

(b) Bei Rudin gibt es den Begriff der Zerlegung der Eins (Resolution of the identity). Hier werden
folgende Eigenschaften verlangt:
(1) P(Q)=0, P(X)=1.
(2) P(ENF)=P(E)P(F).
(3) Falls ENF =0, dann ist P(EUF) = P(E)+ P(F).
(4) Die Zuordnungen E +— (P(E).z,y) definieren komplexe Mafie auf X .

Wir haben schon gesehen, dafl all diese Eigenschaften fiir Spektralmafle erfillt sind. An-
dererseits wird in [Ru73, Prop. 12.18] gezeigt, dal umgekehrt jede Zerlegung der Eins auch ein
Spektralmaf definiert. ]
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ITI1.5. Unbeschrankte Operatoren

Um die Konsequenzen des Spektralsatzes fiir die Darstellungstheorie von R besser zu ver-
stehen, miissen wir uns etwas mit den Begriffsbildungen fiir unbeschriankte Operatoren auseinan-
dersetzen.

Wir stellen zuerst die wichtigsten Definitionen zusammen.

Definition III.5.1. (a) Seien Hi,Hs Hilbertrdume. Ein Operator T von H; nach Hs ist
eine lineare Abbildung eines Teilraums D(T) C H; nach Hs.

Sind T, S Operatoren von H; nach Haz, so schreiben wir 7' C S falls D(T') C D(S) und
S eine Fortsetzung von T ist.

Mit unbeschriankten Operatoren kann man nun nicht mehr so einfach rechnen wie mit
beschriankten. Sind T,.S Operatoren von H; nach Hs und a € C, so definieren wir:

(1) aT durch D(aT) := D(T) und (aT').v = aT.v falls a # 0, und 0T := 0.
(2) D(T'+S):=D(T)ND(S) mit (T'+ S).v:=T.w+ S fir ve D(T+9).
(3) Ist S ein Operator von Hy nach Hj, so definieren wir D(S o T) := T7'(D(S)) und
(SoT)w:=5(Tw).
(b) Ein Operator T heifit dicht definiert, wenn D(T) ein dichter Unterraum von H ist. Fiir
einen dicht definierten Operator T" ist der adjungierte Operator definiert durch

D(T*):={x € Ha: (y — (T.y,x)) stetig }

und durch
(T.y,z) =(y,T*.x) fir yeDT),zeDT).
(¢) Ein Operator T: D(T') — H in H heifit
(1) hermitesch, wenn (T.x,y) = (z,T.y) fiir x,y € D(T) gilt.

(2) symmetrisch, wenn T hermitesch und dicht definiert ist. Das ist genau dann der Fall, wenn
T dicht definiert ist und 7" C T™* gilt.

(3) selbstadjungiert, wenn T dicht definiert ist und T = T* gilt.
(d) Ein Operator T' von H; nach Hy heifit abgeschlossen, wenn sein Graph

I(T) :={(z,T.x) € H1 x Ha:x € D(T)}
ein abgeschlossener Unterraum von H; X Hy ist. [

Beispiel II1.5.2. (a) Sei H ein Hilbertraum mit der ONB (e,,)nen. Fir eine Folge (z,,)nen
definieren wir einen Operator T auf H durch D(T') := span{e,:n € N} und

To= Z Tp (U, €n)en.

neN

Damit ist T ein dicht definierter Operator. Wir kénnen also seinen adjungierten Operator
berechnen.
Die Bedingung, da§ die Abbildung

D(T) —-C, y— <T.y,v> = Z xn<y,en><e",v>
neN

stetig ist, ist dquivalent zu Y [xa]? - [(v,en)|* < 0o. Damit ist

D(T*) = {v e H: Z |Zn|? - [(v, en) | < oo}

neN
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und

T v = Z T (v, €n)en.

neN

Wir sehen also, dafl T genau dann symmetrisch ist, wenn alle Zahlen z,, reell sind. Wendet
man die gleiche Argumentation auf T* an, so erhalten wir D(T*) = D(T**) und

T v = Z TV, €n)en.

neN

Der Operator T** ist also eine Fortsetzung von T'. Wie werden sehen, daf} dies ein allgemeines
Phénomen ist.

(b) Wir betrachten den Hilbertraum H = L?(R) und den Operator Q mit D(Q) := C.(R) (die
stetigen Funktionen mit kompaktem Trager) und (Q.f)(z) = 2 f(x). Dann ist @ dicht definiert
und fur f,h € D(Q) gilt (Q.f,h) = (f,Q.h). Also ist @ ein symmetrischer Operator. Fiir
f € H ist die Abbildung

D(Q)—C, hw— (Q.h,f)= / zh(z) f(x) dx

R

genau dann stetig, wenn z — zf(x) quadratintegrierbar ist. Also haben wir

D) ={fe LQ(R):/]R |2?|f(@)|* dw < oo} mit  (Q".f)(z) = f(x).

In diesem Fall gilt Q* = Q**, d.h. Q* ist selbstadjungiert.
(c) Wir betrachten wieder den Hilbertraum H = L?(R) und den Operator P mit D(P) := C}(R)

(die stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger) und P.f =i f’. Dannist P dicht
definiert (Ubung) und fur f,h € D(P) gilt

(P = [ i @) do = [ J@TE) de = (7.,

nach der Produktregel, da fiir ein ausreichend grofles R die Beziehung
R
[ty (@) de = [ (ifny (@) do = if(RRE) = if(-Bh(~R) =0
R R

gilt. Also ist P ein symmetrischer Operator. In diesem Fall ist es etwas schwieriger, den
Definitionsbereich des adjungierten Operators zu berechnen. Man kann aber auch in diesem
Fall zeigen, dafl P* = P** gilt. D.h. P* ist eine selbstadjungierte Fortsetzung von P. ]

Lemma II1.5.3. Fir einen dicht definierten Operator T wvon Hi nach He gilt:
(i) Der Operator T* von Ha nach Hi ist abgeschlossen.
(ii) Ist T* dicht definiert, so gilt T C T**.
Beweis. (i) Sei (yn,T".yn) — (y,z). Wir haben y € D(T*) und T*.y = x zu zeigen. Es ist

(Tw,y) = lim (T, y,) = lim (v, T".y,) = (v, z).

n—oo n—oo

Damit ist y € D(T*) sowie T*.y = x.
(ii) Ist z € D(T) und y € D(T™*), so ist

(Ta,y) = (z,T".y).

Also ist z € D(T**) mit T**.x =T.x. ]
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Satz II1.5.4. Seien Ty : H1 — Ho und Ty : Ho — Hs dicht definiert. Dann gelten folgende
Aussagen:

(i) Ist D(T2Th) dicht, so ist Ty Ty C (TxTy)*.
(ii) Fir Ty € B(Ha, Hs) ist (ToTh)* =T T5 .
Beweis. (i) Fiir x € D(T2Ty) und y € D(TyTy) ist

(T, y) = (T2, TS ) = (x, T{ T3 ),

da z € D(Th), Ty.x € D(T») und T5.y € D(Ty). Damit ist (i) gezeigt.
(ii) Sei jetzt T ein beschrinkter Operator und y € D((12T3)*). Dann ist D(T3) = H3 und
somit fiir x € D(Th) = D(T2Th):

(T2, T5yy = (T2, y) = (z, (ToT1)".y).

Also ist Ty .y € D(TY) sowie T7T5.x = (T»T1)*.x. Das war zu zeigen. [

Wir erinnern uns an die Operatoren P(f) mit dem Definitionsbereich D(P(f)) = D(f),
die Spektralmafien zugeordnet sind.

Satz I11.5.5. Sei (X,8) ein mefbarer Raum und P: & — Py ein Spektralmafl. Dann gelten
folgende Aussagen:

(i) Fir jede mefbare Funktion f:X — C ist P(f) dicht definiert.
(i) P(f)*=P(f).
(iii) Ist |f(x)| =1 fir alle x € X, so ist P(f) unitdr.
(iv) Ist f(X) CR, soist P(f) selbstadjungiert.
Beweis. (i) Sei E, :={x € X:|f(z)] < n} fir n € N. Dann ist P(F,).H C D(f), und wegen
X =J;2, E, haben wir
1=P(X)=s— lim P(E,)

(Satz I11.4.4(iv)). Also ist v = lim, o P(E,).v fiir alle v € H. Wegen P(E,).H C D(f) ist
der Unterraum D(f) dicht.
(i) Sei « € D(f) und y € D(f) = D(f). Nach Satz II1.4.10(ii) ist dann (P(f).xz,y) =
(z, P(f).y). Damit ist y € D(P(f)*) und P(f) C P(f)*.

Wir haben also noch zu zeigen, dafl jedes Element z € D(P(f)*) auch in D(f) liegt. Sei
¥n = XE, die charakteristische Funktion der Menge E,,. Wegen Satz I11.5.4 haben wir dann

P(ea)P(f)* € (P(f)P(¢n))” = P(fen)” = P(fen)-

Sei v := P(f)*.z. Dann ist

und folglich
/X [f(@)en(@)* du.(x) = [P(Fon)2l* = | P(En) 0|1 = po(Bn) < po(X) = o]

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist f € £2(X, p.), d.h. z € D(f) = D(f).
(iii) folgt aus (ii) wegen ff =1.
(iv) folgt aus (i) und (ii) wegen f = f. ]
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Die Cayley-Transformation

Eine wichtige Methode zum Studium von unbeschrinkten selbstadjungierten Operatoren
auf Hilbertraumen ist die Cayley-Transformation:

R — S\ {1}, tr—>iil

Ist A € B(H) ein hermitescher Operator, so folgt aus ¢(R) C S! und Satz II1.5.4(iii), dal
c(A) = (A —i1)(A +i1)~! ein unitdrer Operator ist. Wir mochten diese Korrespondenz auf
symmetrische Operatoren und Isometrien ausweiten.

Satz I111.5.6. Sei T ein symmetrischer Operator auf dem Hilbertraum H mit Definitionsbereich
D(T). Dann gilt:

(1) Tz +iz|? = [|T.||®> + ||=||* fir z € D(T).

(ii) T ist genau dann abgeschlossen, wenn R(T +il) abgeschlossen ist.

(i) T+ 11 st injektiv.

Gilt R(T +1i1) =H, so hat T keine echten symmetrischen Fortsetzungen.

(v) Die Aussagen (i)-(iv) bleiben richtig, wenn man i durch —i ersetzt.

—_ — — —

(iv
Beweis. (i) Das folgt aus
T2+ izl|* = |T.2||* + ||l2]|* — (T2, 2) + iz, T.z) = |T.x]|* + ||=||*.

(ii) Wegen (i) ist die Abbildung R(T +41) — I'(T), (T +i1).xz — (x,T.z) isometrisch. Hieraus
folgt die Behauptung.

(iii) Klar wegen (i).

(iv) Sei Ty eine echte symmetrische Fortsetzung von 7. Dann ist auch 77 + i1 eine echte
Fortsetzung von T+i1. Wegen der Surjektivitit von T+i1 kann T +41 unter diesen Umstédnden
nicht mehr injektiv sein, im Widerspruch zu (iii).

(v) Klar. =

Lemma II1.5.7. Fuir einen dicht definierten Operator T von H nach H gilt:
(i) M(T*+i1) =R(T Fil)*.
(ii) Ist T abgeschlossen und symmetrisch, so ist R(T +1i) abgeschlossen.
Beweis. (i) Zunichst beachten wir (T’ +4)* =T* Fi. Ist x € N(T* +i1) und y = (T —il).v,
so haben wir
(,y) = (z, (T —il).w) = (T* +41).z,y) = 0.

Damit ist “C” gezeigt. Ist umgekehrt 2 € R(T —il1)*, so gilt
0= {(z,(T —il).w) = (x, T.v) + i{x,v).

Also ist x € D(T*) mit T*.x = —iz, d.h. z € N(T* 4 i1).

(ii) Wegen Satz I11.5.6(iii) ist T'+41 injektiv, so daf (T'+i1)~1: R(T+il) — H existiert. Wegen
(T +i1).z| > ||z|| (Satz IIL5.6(i)) ist (T +41)~! stetig. Wir zeigen jetzt die Abgeschlossenheit
von R(T+i1). Sei dazu (T+il).x,, — x. Aus Satz II1.5.6(i) ersehen wir, dal (x,,)nen dann eine
Cauchy-Folge in D(T) ist, also gegen y € H konvergiert. Damit konvergiert auch T.2,, — z—iy.
Aus der Abgeschlossenheit folgt also y € D(T) und T.y = z—iy, d.h. (T+il).y =2 € R(T+il).
Das Argument fiir 7' — i1 geht analog. ]
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Satz II1.5.8. Flir einen symmetrischen Operator T sind Guivalent:

(1) T ist selbstadjungiert.

(2) T ist abgeschlossen und T* £+ i1 ist injektiv.

(3) R(T +il) =H.
Beweis. (1) = (2): Nach Lemma I11.5.3(i) ist T abgeschlossen, da "= T*. Da T symmetrisch
ist, folgt die Injektivitdt von 7% 4+ 41 =T £ 41 aus Satz I11.5.6(iii).
(2) = (3): Aus Lemma IIT.5.7(ii) folgt die Abgeschlossenheit von R(T £ ¢1) und aus Lemma
I11.5.7(i) die Dichtheit. Also ist T £ i1 surjektiv.
(3) = (1): Wegen T'C T™ haben wir nur T* C T' zu zeigen. Sei y € D(T*). Mit (iii) finden wir
ein x € D(T) mit (T* —4l).y = (T —il).x. Wegen T C T* ist dann (T* —il).y = (T* —il).x,
also z =y, da T* — i1 nach Lemma II1.5.7(i) injektiv ist. |

Sei T ein symmetrischer Operator in H. Aus Satz I11.5.6(i) wissen wir, dafl
|T.z + iz||> = |T.x|? + ||z||* = ||T.x — iz|?
fiir alle € D(T) gilt. Also wird durch
U(T.x+ix) :=T.x —ix

eine Isometrie U mit D(U) := R(T +i1) und R(U) = R(T — i1) definiert, die wir auch als
U= (T —i1)(T +1i1)~! schreiben kénnen. Der Operator U heiit Cayley- Transformierte von T .
Der Satz II1.5.8 zeigt insbesondere, dafl T genau dann selbstadjungiert ist, wenn U unitér ist.

Lemma II1.5.9. Sei U: D(U) — H ein isometrischer Operator. Dann gilt:
(i) Fir z,y € D(U) ist (Ux,Uy) = (z,y).
(ii) Ist R(1 —U) dicht, so ist 1 — U injektiv.
(iii) Ist einer der Raume D(U), R(U), T'(U) abgeschlossen, so auch die anderen beiden.

Beweis. (i) Das folgt sofort aus der Polarisierungsidentitét.
(ii) Sei * € D(U) mit (1 —U).x =0, d.h. Uz =z. Fir y € D(U) haben wir dann

(2,1 =0U).y) = (z,y) — (x,Uy) = (Ux,Uy) — (z,Uy) = (Ux —z,Uy) =0.

Da das Bild von 1 — U dicht ist, folgt hieraus x = 0.
(iii) Da U isometrisch ist, ist D(U) genau dann abgeschlossen, wenn R(U) abgeschlossen ist.
Ist dies der Fall, so ist U: D(U) — R(U) eine stetige Abbildung zwischen Banachrdaumen, so dafl
I'(U) wegen dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (vgl. [Ne96]) abgeschlossen ist.

Ist andererseits I'(U) abgeschlossen, so ist I'(U) vollstandig. Sei z, € D(U) mit =, — .
Dann ist (z,,U.x,) eine Cauchy-Folge in T'(U), also konvergent, und somit = € D(U). n

Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren

Theorem III.5.10. Ist P:B(R) — H ein Spektralmafl auf R, so ist P(id) ein selbstad-
jungierter Operator. Umgekehrt existiert zu jedem selbstadjungierten Operator T auf H ein
eindeutiges Spektralmaf auf R mit T = P(id).
Beweis. Der erste Teil folgt aus Proposition II1.5.5. Der zweite Teil ist schwieriger.

Sei T ein selbstadjungierter Operator auf H und U dessen Cayley-Transformierte. Weiter
sei P':o(U) — Py das Spektralmaf des unitidren Operators U.

Wir zeigen, dal U — 1 injektiv ist. Sei dazu

Ta+iz=U(Tx+ix)=T.x — iz
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Dann ist 2iz = 0, also z = 0 und somit T.z+ixz = 0. Also ist 1 kein Eigenwert von U und somit
P'({1}) = 0 (Korollar I11.4.15). Wir kénnen das Spektralmafl P’ folglich als ein Spektralmaf
auf 2 :={z € C:|z| =1,z # 1} auffassen. In diesem Sinne ist

(U, v) = /Q A di ()

fir v e H.
Sei

Wir definieren den Operator

P/(f):D(P'(f)) —H
wie in Satz I11.4.10 durch
(7)) = [ 1) dity)

und D(P'(f)) ={v € H: f € L*(i},)}. Wegen Satz IIL5.5(iv) ist P'(f) selbstadjungiert. Weiter
haben wir f(A)(1 —X) =4(1+ A), also

(5.1) P'(f)1-U)=i(1+U)
wegen Satz I11.4.10(vii). Inbesondere folgt hieraus R(1—U) C D(P'(f)). Andererseits haben wir
R(T+41) =H und fir x = (T+i1).y gilt U.x = (T —il).y. Damit erhalten wir (1 -U).x = 2iy
und weiter

TA-U)x=2iTy=i(14+U).x.
Wir haben also
(5.2) T(1-U)=i(1+0),
wobei D(T) = R(1-U) € D(P'(f)). Durch Vergleich von (5.1) und (5.2) sehen wir, ' C P'(f),
also P'(f) = P'(f)* CT* =T und somit T = P’(f). Insbesondere erhalten wir hiermit

(Tv,0) = / OV iy (V)

und D(T)={veH:fe L*(u,)}.
Wir definieren jetzt ein Spektralma$f auf R durch P(E) := P'(f~*(E)) und erhalten

_ ! _ -1 _
@) = [ 100 i) = [ FG7 0 i) = [ A

aus der Transformationsformel fiir Integrale.

Wir zeigen noch die Eindeutigkeit des Spektralmafles. Ist ndmlich @ ein weiteres Spek-
tralmaB auf R, das T wie oben darstellt, so definiert Q'(E) := Q(f(E)) ein SpektralmaB auf
Q, das U mittels

(Uw,v) = /Q)\ Aty (N)

fiir v € H darstellt, wobei fi,(E) = (Q'(E).v,v) ist. Also ist @' = P’ und somit Q = P. ]
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Der Satz von Stone

Definition ITI.5.11.  Sei X ein Banach-Raum und Q:R* — B(X) ein Homomorphismus
von Halbgruppen mit v(0) = 1, so da lim;,o Q(t).x = z fiir alle © € X gilt. Dann heifit Q
eine stark stetige Einparameterhalbgruppe.

Sei Q:R*T — B(X) eine Einparameterhalbgruppe. Wir definieren einen unbeschrinkten
Operator A: D(A) — X durch

D(A) := {x € X}l_r)r(l)%(@(t)x — ) existiert }

und )
Az = %g% n (Q(t).x — z)
fiir x € D(A). Dieser Operator heifit der infinitesimale Erzeuger von Q. ]

Bemerkung I11.5.12.  Sei X ein Banach-Raum. Ist A € B(X), so definiert Q(t) = e!* eine
Einparameterhalbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger A, denn @ ist sogar analytisch und hat
die Ableitung A in 0. [

Fiir mehr Informationen zu Einparameter-Halbgruppen verweisen wir auf Kapitel 13 in
[Ru73]. Wir begniigen uns hier mit einem fiir die Darstellungstheorie besonders wichtigen
Spezialfall.

Theorem IT1.5.13.  (Satz von Stone) Ist m:R — U(H) eine stark stetige Einparametergruppe
von unitaren Operatoren, so ist der infinitesimale Erzeuger iA ein selbstadjungierter Operator
und es gilt m(t) = P(e;) mit e,(z) = " bzgl. dem Spektralmafs P auf R fiir das A = P(id) ist.
So erhdlt man eine bijektive Korrespondenz zwischen selbstadjungierten Operatoren und unitdren
Einparameter-Gruppen.

Beweis. Wir haben schon in Theorem I11.4.15 gesehen, daf man durch 7 (¢) := P(e;) fiir ein
Spektralmafl P auf R eine stark stetige unitire Einparametergruppe erhélt.
Fiir den Beweis der Umkehrung verweisen wir auf [Ru73, Th. 13.37]. ]
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IV. Operatoren auf Hilbertraumen

IV.1. Kompakte Operatoren

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie sich die Methoden, die uns bisher zur Verfiigung
stehen, auf kompakte Operatoren auf Hilbertraumen anwenden lassen.

Definition IV.1.1.  Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator A € B(H) heifit kompakt, wenn
fiir die abgeschlossene Einheitskugel B C ‘H das Bild A(B) C H kompakt ist. Wir schreiben
K(H) fur die Menge der kompakten Operatoren auf H. n

Satz IV.1.2. Die Menge K(H) ist eine abgeschlossene *-Unteralgebra.
Beweis. Die Tatsache, dafl K(H) eine abgeschlossene Unteralgebra von B(H) ist, folgt aus
[Ne96, Satz VI.1.9(ii)].

Andererseits zeigt der Satz von Schauder ([Ne96, Satz VI.1.11]), daB8 A genau dann kompakt

ist, wenn dies fiir A’ gilt. Aus der Kompaktheit von A folgt also auch die von A* = ® 1o A’ o d.
Also ist K(H) invariant unter A — A*. u

Lemma IV.1.3. Sei A € B(H) normal. Dann gilt:

(i) Die Figenraume Hx(A) von A sind paarweise orthogonal und es gilt
HA(A) = H5(A").

(ii) Ist A zusdtzlich kompakt, so existiert ein Eigenwert A mit |\ = ||A]|.
Beweis. (i) Da A" mit A vertauscht, ist H,(A) unter A* invariant (Lemma 1.4.2). Fiir A.v =
v erhalten wir mit (A*.v,v) = (v, A.v) = A(v,v) daher A*.v = A.v, also H\(A) C Hy(A*). Da
sich das Argument auch auf A* anwenden la8it, folgt die Gleichheit aus (A*)* = A.
Jetzt seien A, u € C, sowie v € Hy und p € H,. Dann gilt

Mo, w) = (Av,w) = (v, A" w) = (v, L.w) = p(v, w),

also (v,w) =0, falls X\ # p.
(ii) Zunéchst wissen wir aus Lemma I1.2.14, daf3

[A[l = 7(A) = max{|A[: A € o(A)},

da o(A) kompakt ist.

Ist A =0, so ist die Behauptung trivial. Ist A # 0, so ist damit r(A) # 0 und wir finden
ein A € o(T) mit maximalem Betrag. Aus der Funktionalanalysis ([Ne96, Th. VI.2.6]) wissen
wir, daB A dann sogar ein Eigenwert von A ist. Hieraus folgt die Behauptung. ]

Definition IV.1.4. Wir schreiben Bgy(H) fiir den Raum der stetigen Operatoren von
endlichem Rang, d.h. mit endlichdimensionalem Bild.

Fir z,y € H schreiben wir P, , fiir den Operator, der durch P, ,(v) = (v, y)x gegeben ist
und setzen P, := P, . [ ]
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Theorem IV.1.5. (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren) Fir jeden kompakten
normalen Operator A € K(H) existiert eine orthonormale Folge (en)nen und eine Nullfolge

()\n)neN mit
A=>"\P.,.
neN

Weiter gilt ||A|| = sup{|\,|:n € N}.

Beweis. Fir A € C sei ‘H) der zugehorige Eigenraum. Sei H; := ZAeC Hy und Hop := Hf.
Dann ist H = Ho @ Hy eine A-invariante Zerlegung. Nun ist A |3, wieder ein kompakter
Operator. Wiére dieser Operator von 0 verschieden, so finden wir mit Lemma IV.1.3(ii) einen
Eigenwert A # 0 von A auf H°. Es existiert also ein Eigenvektor 0 # v € Hx(A4) N Ho = {0},
im Widerspruch zur Konstruktion von Hj.

In [Ne96, Th. VI.2.6] haben wir gesehen, daf alle Eigenrdume zu von 0 veschiedenen
Eigenwerten endlichdimensional sind, dafl o(A) \ {0} mit der Menge der von 0 veschiedenen
Eigenwerte iibereinstimmt, und dafl sich diese abzéhlbare Menge hochstens in 0 hauft. Wir
konnen also die Menge o(A) \ {0} der von Null verschiedenen Eigenwerte als eine Nullfolge
(An)nen schreiben, wobei wir jeden Eigenwert mit seiner Vielfachheit zéhlen und fiir den Fall,
daBl o(A)\ {0} = {A1,..., A\n} endlich ist, durch A, := 0 fir m > n erglnzen. Hierbei konnen
wir sogar annehmen, daf§ |A,11] < |\, fiir alle n € N gilt. Insbesondere haben wir unter dieser
Voraussetzung

(2.1) |A]| = sup{|An]:m € N} = |A\q].

Wir wéhlen nun eine orthonormale Folge von zugehorigen Eigenvektoren e, € Hj, (A)
und setzen A, =" _ \,P. . Fir v € H, := span{ey,...,e,} ist dann A,.v = Aw, d.h.

m=1
A — A,, veschwindet auf diesem Unterraum. Weiter liit A den Unterraum ;- invariant und
A, veschwindet auf diesem Raum. Wir haben also wegen (2.1):

|A — Al = sup{|Am|:m > n} = |\,

Hieraus folgt A, — A, also
A= Z AP, . [ ]
n=1

Mit Theorem IV.1.5 hat man alle Information iiber kompakte normale Operatoren, die man
sich nur wiinschen kann. Wir halten noch einige Folgerungen fest:

Korollar IV.1.6. Sei
A=>"\P.,

n=1

ein kompakter normaler Operator, wobei (e,)nen eine orthonormale Folge und (Ap)nen eine
Nullfolge ist. Dann gilt:

(i) o(A) C{A\:n e N}uU{0}.

(ii) FEs emistiert eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren.

(iii) H ist die orthogonale direkte Summe der Eigenrdume von A.

(iv) Fir X # {0} ist der Eigenraum Hx(A) endlichdimensional.
Beweis. (i) Aus der Darstellung von A folgt, dafl alle von 0 verschiedenen Eigenwerte unter
den A, vorkommen. Damit folgt die Behauptung aus [Ne96, Th. VI.2.6].
(ii), (iii) Wir ergénzen die Folge (e, )nen zu einer ONB (ej)jes von H. Aus der Formel fiir H
folgt dann sofort, daf dies eine ONB aus Eigenvektoren von A ist. Damit ist (ii) bewiesen, und
(iil) folgt sofort aus (ii).
(iv) folgt direkt aus Hy(A) = span{e,: A, = A} [
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Korollar IV.1.7. Fiir jeden kompakten Operator A € K(H) existieren zwei orthonormale
Folge (en)nen, (fn)nen und eine Nullfolge (pin)nen mit

o0
A = Z /“L7LPen,7f7L'
n=1

Beweis. Sei B:= A*A. Dann existiert nach Theorem IV.1.5 eine orthonormale Folge (fy,)nen
und eine Nullfolge (\,,)nen mit

oo
B= Z:l APy, .

Da (B.v,v) = (A*Aw,v) = ||[Av|? > 0 fiir alle v € H gilt, sind alle \,, > 0. Wir setzen

ST SNw

n=1
Wir diirfen 0.B.d.A. \,, > 0 fir alle n annehmen. Sei nun e,, := \/%Afn Dann ist
(s ) =~ (A fos Acfir) = e (A" Ao fn) = S —ee = &
€n,em) = Jny A Jm) = JnyJm) = Onm —F~m—— = Onm-
VAnAm VAnAm VAnAm

Also bilden die e,, eine orthonormale Folge. Weiter haben wir A.v = 0 fir (v, f,,) = 0 fiir alle
n, da in diesem Fall ||A.v||? = (A*A.w,v) = 0 ist. Fiir v = f,, gilt andererseits

Av =1/ en.

Mit p, = A, erhalten wir also die Behauptung. [

Fiir eine besonders schone Diskussion der Anwendungen kompakter Operatoren auf Inte-
gralgleichungen verweisen wir auf [We95, Abschnitt VI.4].

Approximation mit Operatoren endlichen Ranges

Lemma IV.1.7. Der Raum Bg,(H) der Operatoren endlichen Ranges besteht genau aus den
Operatoren der Gestalt

n
A= Z PU]',’LUJ')
j=1
mit vj,w; €H, j=1,...,n.
Beweis. Es ist klar, dafl das Bild des Operators Z?:1 Py, w, in spanf{v;:j = 1,...,n} liegt,
also endlichdimensional ist, und dafl dieser Operator stetig ist.
Sei umgekehrt A € Bg,(H) und {vi,...,v,} eine Orthonormalbasis des Bildes von A.
Fir x € H ist dann

Az = Z(A.x, vj)v; = Z@a A% v5)v = ZP”J"A*'”J' o
j=1 i=1 =
dh. A= Z?:l Pv_;’,A*-Uj : )

Satz IV.1.8. K(H) = Ban(H).
Beweis. Da der Raum der kompakten Operatoren abgeschlossen ist (Satz IV.1.2) und Bg, C
K(H) gilt, haben wir nur zu zeigen, da§ Bg,(H) in K(H) dicht ist.

Aus Lemma IV.1.7 ist klar, dafl mit A auch A* endlichen Rang hat. Da sich jeder kompakte
Operator A als A = B+iC mit hermiteschen kompakten Operatoren B, C' schreiben 148t, reicht
es aus zu zeigen, dafl jeder kompakte hermitesche Operator A sich bzgl. || - || durch Operatoren
endlichen Ranges approximieren 1af8t. Das folgt aber sofort aus der Darstellung

A= i AP,

n=1

aus Theorem IV.1.5. [
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IV.2. Hilbert-Schmidt-Operatoren

In diesem Abschnitt wenden wir uns der wichtigen Klasse der Hilbert-Schmidt-Operatoren
zu. Dies sind spezielle kompakte Operatoren, die in der Darstellungstheorie eine wichtige Rolle
spielen.

Lemma IV.2.1.
(i) Pry =Py
Py yP.w={(2,9)Psw.
APw,yB* = PA.x,B.y fﬂT’ A, B e B(H) .
Py, = AP A*.
Ist A= 370 \jPy, w, , wobei die endlichen Folgen (vj)j=1,...n und (w;)j=1,.n orthonor-
mal sind, so gilt ||A|| = max{|\;]:j=1,...,n}.

Beweis. (i)-(iv) Der Beweis besteht aus einfachem Nachrechnen.

(v) Wegen
A*A = Z AkaP;k,ka)j,wj = Z Ajrkpwk,vkpvj,wj
J,k=1 j,k=1
= >\ka<”]" 'Uk>Ruk,wJ == Z |)\j|2p11)j;
J,k=1 j=1
und ||A]|?> = ||A*A|| folgt die Behauptung hiermit aus Theorem IV.1.5. ]

Lemma IV.2.2. Sei H ein Hilbertraum und (e;)jcs, (fr)rex Orthonormalbasen. Fir A €

B(H) ist dann
Do llAe? =D 1A full*

j€J keK
Beweis. Das folgt aus folgender Rechnung (vgl. Satz 1.1.18):

ol = Ay, fi)P = ejn A fi) P =D I A* ful > n
j 3k 3k k

Definition IV.2.3.  Sei H ein Hilbertraum und (e;);cs eine Orthonormalbasis. Ein Operator
A € B(H) heifit Hilbert-Schmidt-Operator, falls

1Allz = [ [l Aej][? < oo
j

Wir beachten, daf dieser Ausdruck wegen Lemma IV.2.2 unabhéngig von der Wahl der Orthonor-
malbasis ist. Wir schreiben By(H) fiir den Raum aller Hilbert-Schmidt-Operatoren auf H. m

Proposition IV.2.4.
(i) Fir A € Ba(H) ist ||A*|l2 = || All2-
(i) [l < llAllz-
(iii) Der Raum By(H) ist ein Hilbertraum bzgl. || - ||2. Ist (e;)jes eine Orthonormalbasis, so
ist das Skalarprodukt in Ba(H) gegeben durch

(A,B):=) (B*Aej,e;).

J

(iv) (A, B) = (B*, A*).
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(v) Fir A€ B(H), B,C € Ba(H) ist AB € By(H) mit
[ABl2 < [|[All - |1Bll2 und (AB,C) = (B,A"C).

(Vi) Bgn C Ba(H) ist dicht bzgl. || - ||z

Beweis. (i) Das folgt direkt aus dem Beweis von Lemma IV.2.2.
(i) Sei € > 0 und (e;);cs eine Orthonormalbasis von H, so daB8 ||A.ej;, || > ||A]| — e fiir ein
jo € J gilt. Dann ist

1415 =D ll4es|* = (4] - )2,
i

und da € > 0 beliebig war, folgt ||A|l2 > [|4].
(iii) Wir betrachten den Hilbertraum [%(J x J) und den dichten Unterraum [°, der von den
Funktionen mit endlichem Tréger aufgespannt wird. Dann erhalten wir eine lineare Abbildung

U:1° — Ban(H), 65— P.

PRI

wobei d;  die Funktion bezeichnet, diein (j, k) den Wert 1 annimmt, und 0 sonst. Die Definition
von |- ||2 zeigt sogar, dal ¥ eine Isometrie auf den Unterraum Bg,(H) der Operatoren endlichen
Ranges in dem normierten Raum By (H) ist.

Ferner ist die Abbildung ¥ wegen (ii) stetig als eine Abbildung [° — B(H). Sie setzt sich
also zu einer stetigen Abbildung W: I12(J x J) — B(H) fort. Aus Definition IV.2.2 erkennen wir
nun, daf wir so eine surjektive Isometrie [?(J x J) — Bo(H) erhalten. Insbesondere ist Bo(H)
ein Hilbertraum. Es bleibt also nur die Formel fiir das Skalarprodukt zu verifizieren.

Wir haben
IAI? = (A, 4) =Y | Aejl* = D (A" Ay ¢)).
j€J =
Aus der Existenz der Summe und der Polarisierungsidentitat (Satz 1.1.3) erhalten wir hiermit
(A,B) =) (B*A.ej.e;).
jeJ

(iv) Wir wissen schon aus (i), daB A +— A* eine Isometrie von Bs(H) ist. Damit sind beide
Seiten hermitesche Formen auf By(H), die die gleiche Norm definieren. Die Behauptung folgt
also auch aus der Polarisierungsidentitit (Lemma 1.1.2).

(v) Der erste Teil folgt aus

IABJ3 = > AB.e;|* < Y AP B.es|* = | Al%|1B]3-
j j

Fir den zweiten rechnen wir:

(AB,C) = (C"AB.ej,e;) = » ((A*C)*B.ej,e;) = (B, A*C).

J J

(vi) Das folgt sofort aus dem Beweis von (iii). n

IV.3. Spurklasseoperatoren

Definition IV.3.1.  Wir sagen ein Operator A € B(H) ist von Spurklasse, wenn A € By(H)
und
[A[ly = sup{|(4, B)[: B € B2(H),[|B|| < 1}

endlich ist. Wir schreiben B;(H) C By(H) fiir die Menge der Spurklasseoperatoren. |
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Lemma IV.3.2. Die Menge B1(H) C Ba(H) ist ein Untervektorraum und ||-||1 ist eine Norm.

Beweis. Die Abgeschlossenheit von Bj(H) unter Skalarmultiplikation ist klar. Wegen |(A4; +
Ay, B)| < |(A1,B)| + [(A2, B)| fiir A; € B1(H) und B € By(H), sehen wir sogar, da8 By (H)
additiv abgeschlossen, also ein Untervektorraum von Bs(H) ist. Ein dhnliches Argument zeigt,
daB || - |1 eine Halbnorm ist.

Ist ||Alls = 0, so ist (A,B) = 0 fiir alle B € By(H) mit ||B]] < 1, also auch fiir alle
B € By(H). Folglich ist A = 0. Hiermit ist alles gezeigt. ]

Proposition IV.3.3.
(i) Fir A€ B(H) und B € B1(H) ist AB € B1(H) mit ||[AB|1 < ||A|l - | Bl1-
(ii) || All2 < ||Allx fir A€ Bi(H).

(iii) Bi(H) ist *-invariant und || A*||1 = || A1 -

(iv) Ba(H)Ba2(H) € Bi(H).

Beweis. (i) Das folgt aus
[(AB, X)| = [(B, A" X)[ < [ B|y - [|A"X[| < [ BIu[|All - [ X]] < | Bl [|All

fir X € Bo(H) mit | X[ <1.
(ii) Wegen ||X|| < || X2 fir X € Bo(H) (Proposition IV.2.4(ii)) erhalten wir

{X € Ba(H): | X|| <1} 2 {X € Ba(H): | X2 < 1}.
Die Behauptung folgt damit aus
[A]l2 = sup{[{A4, X)|: [| X[l < 1} < sup{[{4, X)[: [|X[| <1} = [|X]]x-
(iii) Wegen
(A", X)| = [(X7, A)| = [(4, X7)]|

und der Tatsache, da} X +— X* eine Isometrie von B(H) und By(H) ist, sehen wir, dafl
A* € B1(H) mit ||A*||; = ||4] gilt.
(iv) Ist A= BC mit B,C € Bs(H), so haben wir fiir X € By(H) die Abschitzung

(A, X0 = [(BC, X)| = {C, B*X)| < [|Cl2[| B* X[z < [[Cll2l| B[l X1]-
Also ist [|A[ly < [ B[2]|C]|2- =

Proposition IV.3.4.  Sei (e;)jcs eine Orthonormalbasis und A € Bi(H). Dann konvergiert

die Reihe
trA:= Z<A.€j, €j>
jeJ
absolut und es gilt:

(i) [tr Al <||A|l1, d-h. tr ist ein stetiges lineares Funktional auf B1(H) und unabhdingig von
der gewdhlten Orthonormalbasis.

(ii) (A, B) =tr(AB*) and tr(AB) = tr(BA) fir A,B € Bs(H).

(iii) Fur A € B1(H) ist die Funktion X — tr(XA) auf B(H) stetig und setzt das Funktional
X — (X, A") auf B2(H) fort. Weiter gilt tr(AX) =tr(XA) fir A€ Bi(H), X € B(H).

(iv) Ist A = 300 APo, w, » wobei (vn)nen und (wy)nen orthonormale Folgen sind, so ist
[All = 32021 [An| und

trA= i An (U, W)

n=1

(v) Bsn(H) € B1(H) ist dicht bzgl. || - 1.
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Beweis. (i) Sei Jy C J ein endliche Teilmenge und \;,j € Jy komplexe Zahlen mit |\;| =1
und \j(A.ej,e;) = |(A.ej,e;)|. Dann erhalten wir aus Lemma IV.2.1(v)

> HAej e =D Mldeje) = (A, ) NP) < JAL ] D NP, | < [IA]lL

Jj€Jo j€Jo j€Jo j€Jo

Hieraus folgt die Abschétzung unter (i) und die absolute Summierbarkeit.
Um zu sehen, dal tr A nicht von der Wahl der Orthonormalbasis abhingt, wahlen wir eine
andere Orthonormalbasis (fx)rex und rechnen

S (A fifr) =D (A frrei)ej fr) = > (fe A%ej) (e fr) = > (e, A%ej) = > (Aej,e;).
k k,j k.j J J
(ii) Der erste Teil ist Proposition IV.2.4(iii). Der zweite fo[gt aus
tr(AB) = (4, B*) = (B, A*) = tr(BA).

(i) Fir A € B1(H) und B € B(H) verwenden wir Proposition IV.3.3 um zu sehen, daff
AB € B1(H) mit |tr(XA)| < | XA|1 < || X] - ]|A|l1 gilt. Das beweist den ersten Teil von (iii).
Um tr(AX) =tr(XA) fiir A€ B1(H) und X € B(H) zu sehen, bemerken wir zuerst, dafl
beide Seiten komplex bilineare Abbildungen definieren. Wir diirfen daher 0.B.d.A. annehmen,
dafl A hermitesch ist (Satz 1.2.4(iii)). Da A kompakt ist, existiert eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren fiir A (Korollar IV.1.6). Daher diirfen wir A.e; = A\je; annchmen. Nun ist

tr(AX) = Z(Ax.ej, ej) = Z<X.ej,A.ej> = Z Nj(X.ej,e) = Z(XA.ej, ej) = tr(X A).

(iv) Fir A=3""" APy, w, , erhalten wir mit X € By(H) die Abschitzung

(A X< Al (P s X)L <D [l (0n, Xewg)| < IXIDY - [l l[valllwall = 1X11D 7 1Al
n=1 n=1 n=1 n=1
Also ist [|All1 <3000 A\l
Fiir die Umkehrung sei [A,| = Apptn, mit || =1 fiir alle n € N und X, := Z?:l Wi Py, ;-
Dann folgt || X,|| <1 aus Lemma IV.2.1(v). Weiter haben wir

(o) oo
[ All+ > Z Aj{Pu; w;, Xn) = Z/\j tr(Po; X, ;)
j=1 j=1
Z)‘J v, Xnwj) Z)‘jﬂj<vjvvj>22|)‘j|-
J=1 j=1 j=1

Da n beliebig war, erhalten wir [[Aly > 3277, [A;| und damit Gleichheit.
Ergénzen wir die Folge (wp)nen zu einer ONB (wj)jes von H, so erhalten wir wegen
Py, v, -wj = vy fiir w; = w, und 0 sonst, die Formel

trA:Z(A.wj,wj>:Z Awy, wy) = Z)\ Uy Wy ).
jeJ neN neN

(v) Da By (H) invariant unter der Adjunktion ist, reicht es aus zu zeigen, daf jedes symmetrische
Element A in By(H) durch Operatoren endlichen Ranges bzgl. der Norm || - || approximiert
werden kann (Satz 1.2.4(iii)). Wir schreiben A = >">° X, P, , wobei (v,)nen eine orthonormale
Folge ist. Dann erhalten wir aus (iv), dafl

HA - i )‘ann
n=1

Da die Reihe "7 | |\,| nach (iv) konvergiert, folgt die Behauptung. n

o0

1= Z |>‘n|

n=m-+1
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Theorem 1IV.3.5. Die Paarung

Bi(H) x B(H) — C, (A,B)~— tr(AB)
induziert Isomorphismen

Bi(H)=2 K(H) und Bi(H) = B(H).

Insbesondere ist B1(H) ein Banachraum.

Beweis. Die Stetigkeit der Paarung
Bi(H) x B(H) — C, (A, B) — tr(AB)

folgt aus |tr(AB)| < ||ABJ1 < ||A|l1]|B]|. Wir zeigen zuerst, daf§ diese Paarung einen Isomor-
phismus B (H) — K(H)" liefert. Sei also f € K(H)'. Dann ist f|p, ) ein lineares Funktional
mit [F(X)] < |Ifll - IXI < [If]l - 1 X]l2 (Proposition 1V.2.4(ii)), kann also durch ein Element
Y € By(H) dargestellt werden. Dann gilt f(X) = (X,Y) = tr(XY™) fiir alle X € By(H), und
aus |f(X)| < ||f|l - || X]|| erhalten wir ¥ € Bi(H) mit ||Y|1 = ||[Y*|lx < ||f]|. Die Umkehrung
folgt aus der Dichtheit von Bgan(H) C B2(H) in K(H).

Jetzt zeigen wir Bi(H) = B(H). Wir haben also jedes stetige lineare Funktional f
auf Bj(H) durch einen beschriankten linearen Operator auf H darzustellen. Aus Proposition
IV.3.4(iv) erhalten wir ||P, |1 = |[v| - [Jw|. Also ist fiir jedes w € H die Abbildung v
f(Py,w) stetig und linear, kann also durch einen Vektor a,, in dem Sinne dargestellt werden,
daB f(Py) = (v,ay) fiir alle v € H. Weiter zeigt die obige Rechnung, da8 |la,| < ||f]] - [|w]-
Da die Abbildung w — a,, linear sein muf}, erhalten wir einen beschriankten Operator A auf H
mit Aw = a,, fir alle w € H und ||A|| < ||f]]. Nun gilt f(P,w) = (v, Aw) = (P, , A) fir
alle v,w € H. Hieraus erhalten wir f(X) = tr(XA*) fir X € Ban(H). Da Bg,(H) wegen (v)
in By(H) dicht ist, sehen wir, dafl f(X) = tr(XA*) fir alle X € By(H) gilt. Damit ist (vi)
bewiesen.

Da Bi(H) = K(H)' aus (vi) folgt, erhalten wir die Vollstdndigkeit von Bj(H) aus der
Tatsache, da§ Dualriume von normierten Raumen immer vollstédndig sind (vgl. [Ne96]). m

Das Theorem IV.3.5 sollte man in Analogie sehen zu den Isomorphismen
¢y =1t und (1Y) =i,

Hierbei entspricht ¢y dem Raum K(H), I! dem Raum B;(H), sowie [ dem Raum B(H).
Man kann dies auch dahingehend konkretisieren, dafl man fiir eine orthonormale Folge (v, )nen
die Einbettung

®:1*° — B(H), x+— Z TPy,
neN

betrachtet. Man beachte, dafi die Summe auf der rechten Seite nicht im Sinne der Norm in B(H)
konvergiert, aber dafl durch

q)(l‘)y = Z anvn'y = Z $n<y, Un>Un

neN neN

ein beschrénkter Operator definiert wird. Die Summe konvergiert nun wegen >, [(y, vn)[* <
llyl|> und wir haben
[@(@)]| = [l
Weiter gilt
I'=o7'(Bi(H)) und c¢o=o"(K(H)),
sowie

I? =271 (By(H))
(Ubung!).
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