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Burkhard Wilking arbeitet iiber Differentialgeometrie. Seine
Arbeiten untersuchen insbesondere

und den
zur Erzielung von geometrischen Strukturerkenntnissen



Die Kriimmung einer Flache:

Nicht - nmgative

/// Frwnmuny s
Drc dbaf&{chc e Bolts tmihe ol
Ebene aber schnoled I7T nicht
\/anﬁuc Yrvim -
muﬂ(y J

Eine Ebtnc, o oltu
Salhk eaihrt, schnuoks
thn auch

+



Krimmung existiert auch flir hoher dimensionale Raume. Zum
Beispiel ist die Sphare

S" = {1 xnir) €RML 32 1)

]

positiv gekriimmt (ihre Kriimmung ist konstant 1)

Welche Beispiele kompakter positiv gekrimmter Raume gibt es?
Konnen sie klassifiziert werden?

Eine solche Klassifikation ist im topologischen Sinn gemeint.



Theorem (Wilking 2001)

Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung > 1 und
Durchmesser /2 ist hombomorph zu einer Sphare oder lokal
isometrisch zu einem CROSS.

Dieses Ergebnis vervollstandigt friihere Arbeiten von Gromoll und
Grove mit einem iiberraschenden Argument, welches auf
Morse-Theorie beruht.

Namlich, die Paritat des Index einer geschlossenen Geodatischen
auf einer orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit, deren
Geodatischen alle geschlossen sind, hangt nur von der Paritat der
Dimension ab.

Topologische Klassifikation von geometrischen Strukturen mit
unorthodoxen, geometrischen Methoden
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Theorem (Lytchak-Wilking 2016)

Vollstandige Klassifikation von Riemannschen Blatterungen auf
topologischen Spharen:

1. Eine Blatterung, die durch einen isometrischen Fluss fiir eine
Metrik entsteht.

2. Generische Fasern, die diffeomorph zu RP3 oder S3 sind.
3. Ein S7-Biindel iiber S8.

Die Arbeit vervollstandigt friihere Arbeiten von Gromoll und Grove
mit neuen Methoden.

Prinzipielle Idee: Untersuchung der sogenannten Holonomie der
Blatterung und Reduktion auf den Fall von Riemannschen
Submersionen.

Werkzeug: Die Kohomologie des Raumes der Blatter.



Signifikanter Fortschritt in Richtung einer Klassifikation positiv
gekiimmer Mannigfaltigkeiten groBer Dimension

Der Symmetrie-Rang einer Mannigfaltigkeit ist der Rang der
Isometriegruppe der Mannigfaltigkeit. Dieser Rang ist die
maximale Dimension eines Torus, der isometrisch auf der
Mannigfaltigkeit wirkt.

Theorem (Wilking 2003)

Wenn n = dim(M) > 10 und der Symmetrie-Rang von M
mindestens %n + 1 ist, dann ist M homéomorph zu S"™ oder Hpn/4
oder homotopie-dquivalent zu CP"?2,






Originelle Idee zur Ubersetzung von geometrischer Information in
topologische Information: Man zeige, dass die Inklusion einer
totalgeoditischen Untermannigfaltigkeit N"—K — M"

(n — 2k + 1)-zusammenhangend ist.

Ein Morse-theoretisches Argument auf dem Raum der Wege, die in
N"—k c M" beginnen und enden.

Tiefes geometrisches Verstandnis, welches in fundamentale
strukturelle Erkenntnis lbersetzt wird, unter Benutzung
"einfacher” Methoden aus Geometrie und Topologie.



Der Symmetrie-Grad ist die Dimension der Isometriegruppe einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit.

Theorem (Wilking 2006)

Eine einfach zusammenhangende kompakte Mannigfaltigkeit M"
positiver Kriimung von Symmetriegrad > 2n — 6 is tangential
homotopie-aquivalent zu einem Rang 1 Symmetrischen Raum oder
isometrisch zu einem homogenen Raum positiver Krimmung.

Die Arbeit entwickelt tiefe Strukturergebnisse iiber kompakte
Lie-Gruppen, die auf positiv gekriimmten Mannigfaltigkeiten
wirken, und entdeckt topologische Obstruktionen fiir
Isotropiegruppen.



Originelle, anwendungsorientierte Struktur-Einsichten in den
Ricci-Fluss

Der Ricci-Fluss ist die Losung einer parabolischen, voll
nicht-linearen Differentialgleichung

£ g(t) = —2Ric(t),

die unter geeigneten Bedingungen einen lokalen Fluss auf dem
Raum der Riemannschen Metriken auf einer Mannigfaltigkeit M
erzeugt.

Dieser Fluss wurde von Hamilton eingefiihrt und von Perelman zur
Losung der sogenannten Geometrisierungsvermutung fur
3-Mannigfaltigkeiten benutzt.

Fundamentale Idee ist, den Fluss mittels Invarianten zu studieren,
die sich kontrolliert unter dem Fluss andern.



Der Kriimmungsoperator einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist
eine nicht-numerische Invariante.

Theorem (Bohm—Wilking 2008)

Kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit 2-positivem
Kriimmungsoperator sind diffeomorph zu spharischen Raumformen.

Die fundamentale Einsicht besteht in dem Auffinden einer
aquivarianten linearen Selbst-Abbildung auf einen geschickt
gewahlten Vektorraum, der zu einem Skalarprodukt assoziiert ist,
welche eine solche invariante Krimmungsbedingung definiert
(Giberpriifbar mit einer einfachen ODE).

Dies erzeugt eine Familie von invarianten Kegeln, welche den
invarianten Kegel von 2-positiven Kriimmungsoperatoren mit dem
Kegel der Vielfachen der Identitat verbindet. Ein
Konvergenzargument liefert das Ergebnis.



Unerwartete Einsicht in das Losungsverhalten des Ricci-Flusses mit
einfachen geometrischen Methoden

Theorem (Cabezas-Rivas, Wilking 2015)

Kurz-Zeit Existenz von Losungen fiir die Ricci-Fluss Gleichung auf
offenen, nicht-kompakten Mannigfaltigkeiten nicht-negativer
komplexer Schnittkrimmung ohne weitere Annahme an die
Kriimmung, und vollstandiges geometrisches Verstandnis fiir
spontane uniforme Kriimmungsschranken unter dem Fluss mit
Hilfe einer optimalen Wachstumsbedingung an das Volumen.



Zur Herleitung der Aussage wird der folgende geometrische
Struktursatz benutzt:

Theorem (Cabezas-Rivas, Wilking 2015)

Eine vollstandige einfach zusammenhangende Riemannsche
Mannigfaltigkeit M mit nicht-negativer komplexer Krimmung
spaltet isometrisch als Produkt M =% x F, wobei ¥ die
k-dimensionale Seele von M und F diffeomorph zu R" ist.

Diese Aussage wird fiir eine Klebekonstruktion benutzt, die es
erlaubt, die Kurzzeit-Existenz fiir den Ricci-FluB auf die Existenz
auf kompakten Mannigfaltigkeiten zurlickzufiihren.

Brilliante Umgehung analytischer Schwierigkeiten durch
Rickfihrung auf tiefe Erkenntnis tiber die zugrundeliegende
geometrische Struktur



Theorem (Bamler, Cabezas-Rivas, Wilking 2019)

Verallgemeinerung von fast allen bekannten nicht-negativen
Kriimmungsbedingungen, die invariant under dem Ricci-FluB sind,
zu weniger restriktiven Schranken, die fiir kurze Zeit kontrolliert
bleiben. Anwendungen sind Glattungsresultate, die eine
Klassifikation sogenannter nicht-kollabierter Mannigfaltigkeiten mit
fast nicht-negativem Kriimmungsoperator einschlieBen.

Diese Ergebnisse werden durch eine Kombination von
geometrischen und analytischen Methoden erzielt.






