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1 Mengensysteme und Mal3e

1.1 Motivation und Einfuhrung: Das Inhalts- und MaRBproblem

In diesem einfiihrenden Abschnitt werden die Fragen und Begriffe der Mafitheorie moti-
viert und eingefithrt. Um eine erste Vorstellung von der Thematik zu haben, denken wir an
Volumenmessungen: Fur Teilmengen A C R? méchten wir erkliren, was unter einem “d-
dimensionalen Volumen” v(A) zu verstehen ist. Wir werden dann auch motivieren, wie diese
cher geometrische Fragestellung mit Anwendungen in Integrations-, Wahrscheinlichkeits-,
Spektral-, und Quantenfeldtheorie verkniipft ist, was die wichtigsten Anwendungsgebiete der
MafStheorie sind.

Beginnen wir mit Uberlegungen zu “d-dimensionalem Volumen”. Damit meinen wir fiir d =
1 die “Lange” von A C R, fiir d = 2 die “Fliche” von A C R2, fiir d = 3 das “Volumen”

von A C R3, und fiir d > 3 eine geeignete hoherdimensionale Verallgemeinerung.

Im Fall d = 1 sagt uns unsere geometrische Anschauung, dass ein Intervall A = [a, b,
a < b, die Linge v(A) = b — a haben sollte. Weitere Beispiele, bei denen uns geometrische
Anschauung eine Antwort nahelegt, sind

e A=[0,1]U[2,4] = v(A) =3
A= [al,bl] X [ag,bg] C R2 = V(A) = (bl — al) . (b2 — CLQ) fir aq S bl, as S b2

A={z eR®: |z|, <r} = v(A) =3mr3

A={(z,y) eR*: a <z <bh, 0<y <"} = V(A):fabxzexdx
A=0 = v(4) =0

A={z} CR = v(A)=0

A=[0,00) CR = v(A) =+

Aber wie sieht es mit dem Volumen einer allgemeinen Teilmenge A C R? aus? Es stellen sich
verschiedene Fragen: Wie soll der Begriff “Volumen” tiberhaupt streng definiert werden? Gibt
es mehr als einen sinnvollen Volumenbegriff? Wie lisst sich das Volumen einer gegebenen
Menge bestimmen? Was ist z.B. das Volumen von [0,1] N Q@ C R oder das Volumen der
Cantormenge?

Als Antwort auf die erste Frage machen wir nun den Versuch einer Definition. Dabei lassen
wir uns von folgenden Uberlegungen leiten:

a) Das Volumen einer Teilmenge A C R? sollte 0, eine positive reelle Zahl, oder +o00
sein, aber nie negativ oder —o0.

b) Das Volumen der leeren Menge sollte Null sein, (f)) = 0.

o) Endliche Additivitiit: Sind A, B C R? disjunkt, so sollte das Volumen der Vereinigung
AU B gleich der Summe der Volumina von A und B sein, d.h.

v(AUB) =v(A) +v(B), ANB=0.

Disjunkte Vereinigungen werden uns in der Analysis 3 oft begegnen. Manche AutorIn-
nen schreiben U oder U statt U, um anzudeuten, dass eine Vereinigung disjunkt ist.



d) Bewegungsinvarianz: Ist p : R? — R? eine Bewegung?, so sollte fiir alle A C R?

gelten.

e) Normierung: Das Volumen des Einheitswiirfels sollte 1 sein, d.h.

v([0,1]%) = 1.

Einige Bemerkungen zu diesen sehr natiirlich erscheinenden Annahmen:

* Falls v(0) € R (also v(f)) < o0), folgt b) aus ¢): (D) = v(D U D) = v (D) + v(0)
2v(0).

* Der Induktion lisst sich c) leicht auf endlich viele paarweise disjunkte Teilmengen ver-

allgemeinern: Sind A;,..., A, C Rund A, NA; =0 firk #1, so gilt

n

V(AU UA) =D v(A).

k=1

Dies erklirt die Bezeichnung “endliche Additivitit”.

* Da “Volumina” auch unendlich sein konnen, werden wir es mit Abbildungen in eine

um +o00 erweiterte Zahlengerade zu tun haben. Wir benutzen im ganzen Semester die

Bezeichnungen

R :=RU {£o0} = [~00, 00],
R, :=RU{+o0} = [0, 00].

Die Ordnung von R wird naheliegenderweise durch —co < @ < oo fiir alle z €
R auf R fortgesetzt. Bzgl. Addition und Multiplikation verwenden wir die folgenden
Konventionen (die z.B. bei der endlichen Additivitit relevant sind, wenn einige v/( Ay)

unendlich sind):

x + (£o0) = £oo + z = £o0, z € R,

z - (+o0) = (£00) - = Fo00, z € [0, 00,
x - (Foo) = (£o0) - x = Foo, x € [—00,0],
0-(£o0) =(£o0)-0=0

Ausdriicke der Art 0o + (—00) sind nicht definiert.

* Wenn Sie sich vorstellen, die Fliche einer Kreisscheibe durch Uberdeckung mit vielen
paarweise disjunkten Rechtecken zu bestimmen, sehen Sie schnell, dass endlich viele
Rechtecke nicht genug sind. Wir werden deshalb hiufig eine verschirfte Form von Ad-

ditivitit betrachten, die sogenannte o-Additivitit:

2Siehe Lineare Algebra 2: Eine Bewegung ist eine abstandserhaltene Abbildung, d.h. genau eine Abbildung der

Form ¢(z) = Uz + a mita € R und U € O(d).



Eine Abbildung v : P(R?) — [0, oc] heiflt o-additiv?, falls fiir jede Folge A;, C RY,

k € N, von paarweise disjunkten Teilmengen4
v (U Ak> = v(Ap). (1.1)
k=1 k=1

Forderung d) entspricht der Anschauung, dass Verschiebungen, Drehungen, und Spiegelun-
gen Volumina nicht dndern sollten. Forderung e) erscheint notwendig, um ein eindeutiges
Volumen zu erhalten, denn ansonsten geniigt mit v auch jedes positive Vielfache von v un-
seren Forderungen. Verzichten wir auf d) und e), so spricht man von einem Inhalt.

Definition 1.1. Ein Inbalt auf P(R?) ist eine Abbildung v : P(RY) — [0, 0], die
v(0) = 0 und endliche Additivitit erfiillt. Ein Maf auf P(R?) ist eine Abbildung 1 :
P(RY) — [0, 00], die 14(0) = 0 und o-Additivitit erfiillt.

In diesem Zusammenhang gibt es folgenden erstaunlichen Satz:

Satz 1.2.
a) Fiir d > 3 gibt es keinen normierten bewegungsinvarianten Inbalt auf P(R?).

b) Fiird € {1,2} gibt es normierte bewegungsinvariante Inhalte auf P(R?), aber diese
Inhalte sind nicht eindeutig.

¢) Fiir beliebiges d € N gibr es kein normiertes bewegungsinvariantes MafS auf P(R?).

Wir werden hier keinen Beweis dieses Satzes geben (Teil ¢) wird spiter in der Vorlesung be-
wiesen). Um die Aussage besser zu illustrieren, erwihnen wir noch den folgenden Satz:

Satz 1.3 (Banach-Tarski Paradoxon). Es gibt eine Zerlegung der Kugel K = {x €
R3: ||zl < 1} in fiinf disjunkte Teilmengen K, ..., K5 C K, die durch Bewegun-

gen des R3 zu zwei disjunkten Kopien von K zusammengesetzt werden kinnen, d.h.

U@z(Kz) = KU (K + (37070))7

=1

mit Bewegungen ¢1, . . ., ps.

Dieses iiberraschende Resultat erscheint wirklich als Paradoxon, denn scheinbar lisst sich
durch Zerschneiden, Verschieben und Drehen das Volumen einer Kugel verdoppeln! Es sei an-
gemerkt, dass die Teilmengen K; sehr kompliziert sind und sich tatsichlich gar nicht explizit
angeben lassen. Mit Hilfe des Auswahlaxioms ldsst sich allerdings ihre Existenz beweisen.

3Im Laufe Thres Studiums werden Thnen einige mathematische Objekte bzw. Eigenschaften begegnen, die ein
“0” im Namen tragen (z.B. o-Algebra). Das o deutet dabei stets auf eine Kompatibilitit mit abzihlbarer
Unendlichkeit hin, meist abzihlbare Vereinigungen. Historisch wurde o als Abkiirzung fiir “Summe” ein-
gefiihrt, da die Vereinigung von zwei Mengen friiher als ihre Summe bezeichnet wurde.

Wiirden wir Additivitit nicht nur fiir abzihlbare, sondern sogar fiir beliebige disjunkte Vereinigungen fordern,
so wiirden wir die meisten interessanten Fille ausschliefSen: Wir erwarten zB, dass die Einpunktmengen {x},
x € R%, Volumen v({z}) = 0 haben sollten. Aber jede Teilmenge A C R? erfiille A = |, ,{x}, so dass
Additivitit fiir beliebige Vereinigungen auf v(A) = 0 fiir alle A fithren wiirde.

z€A



Sie sollten sich die K; als fraktale Gebilde / Punktwolken vorstellen. Die Schlussfolgerung
aus diesem Paradoxon (das die Aussagen a) und c) von Satz 1.2 fiir d = 3 impliziert) ist,
dass es unméglich ist, jeder Teilmenge von R? ein Volumen in einer unserer geometrischen
Anschauung entsprechenden Art und Weise zuzuordnen. Wir werden deshalb beim Aufbau
der Maf3theorie zunichst einige Zeit damit verbringen, Mengen von nicht zu irreguliren als
messbar definierten Mengen zu diskutieren, die echte Teilmengen von P(R") sind. Diese
Aufgabe werden im nichsten Abschnitt beginnen.

Bis jetzt haben wir noch kein explizites Beispiel eines Inhaltes oder Mafles gesehen, was wir
nun nachholen werden. Die folgenden Abbildungen entsprechen zwar nicht unserer geometri-
schen Vorstellung von Volumen (sie verletzen die Forderungen d) bzw ¢)), sind aber trotzdem
Inhalte/Maf3e auf P(R?) im Sinne von Definition 1.1.

Beispiel 1.4.
a) (Das Dirac-Maf?) Sei = € R? und betrachte

5, P(RY) — [0,00],  6u(A) = {(1) sz

Dann ist 8, ein Mafl. Es ist normiert, falls z € [0, 1]¢, aber fiir kein 2 bewegungs-
invariant (Ubung).

b) (Das Zihlmaf}) Ein weiteres einfaches Maf$ bekommt man durch Zihlen der Ele-
mente von A. (Erinnerung an Analysis 1: | A| bezeichnet die Kardinalitit einer

Menge, also |A| < 0o < (A ist endlich))

Al Al < oo

¢: P(RY) = [0, 00l C(A) = {+oo Al £ o0

Dies ist ein bewegungsinvariantes aber nicht normiertes Mafd (Bewetis: Ubung).

¢) Als Variation des vorigen Beispiels betrachten wir

0 |4 <
: P(RY) — [0, o0, A) = )
pePEY) 0.0, (A {oo T
Diese Abbildung ist ein Inhalt (leichte Ubung). Allerdings ist z kein Maf3, da p
nicht o-additiv ist: Betrachten wir (fiir d = 1) z.B. die Mengen A,, = {n}, n €
N, so gilt pu(A,,) = O fiiralle n, alsoauch > 7 | 1(A,) = 0. Aber (7", A, = N
hat unendlich viele Elemente, also 1t(IN) = 400, im Widerspruch zu (1.1).

Insbesondere zeigt dieses Beispiel, dass o-Additivitit nicht automatisch aus end-
licher Additivitit folgt.

d) Noch ein langweiliges Beispiel: p1(A) = 0 fiir alle A C R? (das NullmaR).

Die oben angegeben Beispiele belegen, dass der Begriff eines Mafies nicht leer ist. Ein Mafd von
zentraler Bedeutung in dieser Vorlesung ist das sogenannte Lebesgue-Mafs, dass z.B. pu([a, b)) =
b—a,a < b, erfill, also unserer geometrischen Anschauung einer Linge entspricht. Es



ist allerdings wesentlich komplizierter als die obigen Beispiele und kann nicht auf beliebigen
Teilmengen von R? erklirt werden. Wir werden es deshalb erst spiter einfiihren.

Zum Abschluss dieses einfithrenden und motivierenden Abschnittes wollen wir aber auch
noch einen Ausblick auf Anwendungen der Mafitheorie geben, die tiber die geometrische
Frage von Volumenmessungen hinausgehen.

Beginnen wir mit der Integrationstheorie. Dazu stellen wir uns vor, dass wir bereits eine gute
Menge A C P(R?) von nicht zu wilden “messbaren” Mengen A C R? (bzw. A C [0, 1],
falls wir nur an Funktionen auf dem Einheitsintervall interessiert sind, oder gleich A C Q mit
einer allgemeinen Menge () identifiziert haben, zusammen mit einem wie in Definition 1.1
definierten Maf8 it : A — [0, 00], dass jetzt aber nur auf Mengen A € A erklirt ist. Die
Mengen A € A nennen wir dann mef3bar.

Zu jeder meflbaren Menge A C € betrachten wir ihre charakteristische Funktion

1 z€A
Xalz) = {O rd A

Das Integral von x 4 sollte dann mit dem Volumen von A iibereinstimmen, d.h. wir werden
fQ Xadp := u(A) setzen. Das “du” erinnert daran, dass diese Definition von dem gewihl-
ten Mafd g, also der Volumenmessvorschrift, abhingen wird. Ahnlich wie beim in Analysis 1
besprochenen Riemann-Integral dehnt sich diese Definition dann leicht auf Linearkombina-
tionen von charakeeristischen Funktionen aus und auf allgemeinere Funktionen per Appro-
ximation.

Ist f : R? — R eine Funktion mit endlichem Bild (dh f nimmt nur endlich viele ver-
schiedene Werte ¥1, .. ., ¥y, an), so betrachten wir die Urbilder Ay, := f~*({yx}). Es gilt
dann f = >0 yk - xa, und wir setzen [ fdu = > ypp(Ag). Falls das Mafl p auf
den Urbildmengen Ay, definiert ist (d.h. falls diese Mengen nicht “zu wild” sind; dies ist ei-
ne Regularititsbedingung an f), so gibt dieses Vorgehen ein wohldefiniertes Integral von f.
Dieses “Integral nach einem Maf$” wird also direkt auf die Idee der Volumenmessung mit
einem Mafd zuriickgefithrt und griindet auf der Idee, den Bild- statt den Definitionsbereich
von f geeignet zu zerlegen. Da wir statt den beim Riemann-Integral verwendeten charakteris-
tischen Funktionen von Intervallen sehr viel allgemeinere charakeeristische Funktionen von
“messbaren Mengen” zur Verfiigung haben, wird sich zeigen, dass wir auf diese Art und Weise
einen wesentlich allgemeineren und besser handhabbaren Integralbegriff als den Begriff des
Riemann-Integrals erhalten.

Eine andere Motivation fiir die Mafltheorie ist die Wahrscheinlichkeitstheorie. Wir betrach-
ten ein elementares Beispiel.

Beispiel 1.5. Es wird mit zwei sechsseitigen Wiirfeln gewiirfelt und die Augenzahl ad-
diert. Die moglichen Ergebnisse bilden also die Menge

Q:={2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12}

und treten “zuféllig” auf. Wir sind jetzt daran interessiert, wie “wahrscheinlich™® es ist,

dass das Ergebnis dieses Experiments in einer gegebenen Teilmenge A C 2 liegt, z.B.
A = {2} oder A = {4,5,6}. Das heifSt, wir wollen jeder Teilmenge A C €2 eine



Wahrscheinlichkeit, d.h. eine Zahl pi(A) € [0, 1] zuordnen.

Natiirlich sollte dabei 14(f)) = 0 (die Wahrscheinlichkeit, dass wir gar kein Ergebnis er-
halten, ist Null) und, fiir disjunkte A, B C €, auch u(A U B) = u(A) + p(B) (die
Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis in A oder der dazu disjunkten Menge B liegt, ist
die Summe der beiden Einzelwahrscheinlichkeiten) gelten. Wir sehen also, dass wir es
hier automatisch mit einer Struktur zu tun haben, die unseren Ideen zu Volumenmes-
sungen stark dhnelt. Der einzige Unterschied ist, dass hier die zu messenden Teilmengen
nicht Teilmengen von R?, sondern einer anderen Menge 2 sind.

Zusiitzlich erwarten wir hier noch p(€2) = 1 (die Wahrscheinlichkeit, dass wir irgend-
ein Ergebnis erhalten, ist 100%). Solche Mafle werden wir Wahrscheinlichkeitsmafle
nennen.

Durch Abzihlung der Mdglichkeiten werden Sie sicher schnell j1({2}) = =&, ({2, 3}) =
L etc. erkennen und so eine Abbildung 1 : P(Q2) — R erhalten, die die in Def. 1.1
geforderten Eigenschaften hat.

Diese Abzihlung beruht jedoch auf der Annahme, dass alle Wiirfelergebnisse eines ein-
zelnen Wiirfels gleich wahrscheinlich sind. Wenn mit gezinkten Wiirfeln gespielt wird,
verschieben sich die Wahrscheinlichkeiten, die dann durch ein anderes Maf§ modelliert

werden. Im Extremfall zeigen beide Wiirfel bei jedem Wurf eine 6, was durch das Dirac-
Mafl 65 (auf P(€2)) reprisentiert wird.

“Was das genau bedeutet, wird in der Wahrscheinlichkeitstheorie erklirt.

Die Nichtexistenz eines normierten bewegungsinvarianten Mafles auf P(R?) und das Bei-
spiel mit den Wiirfeln legen beide aus unterschiedlichen Griinden nahe, dass wir Maf3e nicht
nur auf P(R?), sondern auf allgemeineren Mengensystemen studieren sollten. Im ersten Fall
sollten wir uns fiir eine Teilmenge von P(IR?) interessieren, die aus “hinreichend reguliren”
Mengen besteht, im zweiten Fall ist das fragliche Mengensystem einfach die (endliche) Potenz-
menge von {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}. Das Studium von geeigneten Mengensystemen
wird im nichsten Abschnitt begonnen.

Eine wichtige Anwendung findet die Maf3theorie in der Spektraltheorie, wo es um eine Verall-
gemeinerung des Begriffs eines Eigenwertes fiir lineare Abbildungen T zwischen gewissen un-
endlichdimensionalen Vektorriumen V' geht. An die Stelle der aus Linearer Algebra bekannten
Zetlegung V' = @, V) in Eigenriume V) von T zu Eigenwert A tritt eine Zerlegung, die grob
gesprochen sowohl diskrete als auch kontinuierliche Anteile haben kann und durch Integrale
und Mafle (auf der Menge aller verallgemeinerten Eigenwerte von T') beschrieben wird.

Weitere interessante Mafie kommen aus Anwendungen in der Physik. Interessieren wir uns zB fiir
ein sich mit konstanter Geschwindigkeit aber zufilliger Richtung im R? bewegendes Teilchen.
Falls das Teilchen zur Zeit t = 0 im Ursprung 0 € R3 startet, wie wahrscheinlich ist es dann,
dass es sich bis zu einer Zeit T' > 0 nicht weiter als héchstens Abstand R > 0 vom Ursprung
entfernt hat?

Um dies mathematisch zu modellieren, kénnten wir die Menge Q := C([0, 7], R3) aller steti-
gen Wege [0,7] — R? betrachten, die das Teilchen einschlagen kénnte, und ein (nach physi-
kalischen Gesetzmifigkeiten definiertes) Wahrscheinlichkeitsmaf ¢ auf Teilmengen von €2. Die



Teilmenge
Ap={f € C([0,T],R®) : f(0)=0, ||f(t)|2 < Rfirallet € [0,7]}

enthilt dann genau all die stetigen Pfade, die zur Zeit t = 0 bei f(0) = 0 beginnen und in dem
Zeitintervall [0, T'] nicht weiter als héchstens Radius R vom Ursprung entfernen. Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit wire also p(Ag).

Dieses Beispiel macht wiederum deutlich, dass auch Mafle auf anderen Riumen als R? von
Interesse sind.

Noch abenteuerlichere Mafie finden sich in der Quantenfeldtheorie. Ob die zugrundeliegenden
physikalischen Ideen wirklich in die rigorose Definition eines Maf3es tiberfithrt werden kénnen,
ist hier hdufig noch Gegenstand aktueller Forschung.

1.2 o-Algebren und andere Mengensysteme

Motiviert durch die Uberlegungen im vorigen Abschnitt betrachten wir nun eine beliebige
nicht leere Grundmenge €2 und zugehorige Teilmengen der Potenzmenge P(€2) von €. Wir
werden es im Folgenden viel mit Mengenoperationen zu tun haben — erinneren Sie sich an die
grundlegenden Operationen U, N sowie das Komplement einer Teilmenge A C €2 (wie immer
in diesem Kurs schliefft das Symbol A C €2 die Moglichkeit A = €2 ein), ndmlich

A= Q\A.

Die de’Morganschen Regeln besagen fiir Teilmengen A; C €2 einer beliebigen Menge (2

(Ua) -na () U

iel icl icl iel
Hierbei kann die Indexmenge I beliebig (also endlich, abzihlbar unendlich oder tiberabzihl-

bar) sein.

Weiterhin sei an die Differenz von A, B C () erinnert,

AB:={ze€A: v¢B}=AnNB".

Definition 1.6. Sei (2 eine nicht leere Menge. Eine o-Algebra (von §2) ist eine Teilmenge
A C P(2) der Potenzmenge von 2, die die folgenden drei Eigenschaften hat:

a) De A
b) Ac A= A€ A
c) Fiir jede Folge A, € A,n € N, gilt | J,~ | A, € A

Bemerkungen: Teilmengen der Potenzmenge P(£2) (also Elemente von P(P((2))) werden
auch oft Mengensysteme genannt. Eine o-Algebra ist also ein spezielles Mengensystem. Die
Axiome a) und c) wurden bereits im vorigen Kapitel motiviert. Um b) zu motivieren, denken
wir an Wahrscheinlichkeiten: Ist €2 eine Menge von moglichen Ergebnissen eines zufilligen



Ereignisses und A C €2, so bedeutet ein Ergebnis im Komplement A genau, dass das Ergeb-
nis nicht in A liegt. Kann A also sinnvoll eine Wahrscheinlichkeit 14(A) zugeordnet werden,
so kann auch A° sinnvoll eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden, nimlich 1 — p(A).
Auch im Kontext von Volumenmessungen wird sich Axiom b) als eine wichtige Eigenschaft
herausstellen.

Aufgrund der Eigenschaften a) und b) enthilt jede o-Algebra von 2 neben ) auch die ganze
Menge (2.

Aufgrund der de’Morganschen Regeln gilt fiir jede Folge (A,,),, C A auch
(] 4. € A
neN

o-Algebren sind also unter dem Bilden von abzihlbaren Vereinigungen und abzihlbaren
Schnitten abgeschlossen. Wihlt man einige der A,, als leere Menge, sicht man, dass o-Algebren
insbesondere unter dem Bilden von endlichen Vereinigungen und Schnitten abgeschlossen
sind.

Beispiel 1.7. Sei €2 eine nicht leere Menge.
* Die kleinste’ o-Algebra von Q2 ist {0, Q2}.
* Die grofite o-Algebra von (2 ist die Potenzmenge P(€2).
e Fiir A C Qistauch {0, A, A%, Q} eine o-Algebra von Q.
e A:={ACQ: Aoder A° ist abzihlbar} ist eine o-Algebra auf Q2 (Ubung).

“Hier beziehen sich die Begriffe “kleiner” und “grofer” auf die partielle Ordnung durch mengentheo-
retische Inklusion, d.h. eine o-Algebra A ist “grofSer” als eine o-Algebra B, falls A D B.

Die Idee einer o-Algebra ist, die messbaren Teilmengen von (2 zu identifizieren. Ein Maf3
wird dann eine Abbildung 1 : A — [0, 00| auf einer o-Algebra sein, die () auf 0 abbildet und
o-additiv ist, genau wie in den Beispielen aus Definition 1.1, in der wir uns noch auf {2 = R
und A = P(R?) beschrinkt hatten. Uber Mafle werden wir im niichsten Kapitel sprechen;
vorerst konzentrieren wir uns auf ihre Definitionsbereiche, dh auf o-Algebren.

In den meisten Fillen wird die Grundmenge €2 unendlich sein. Hat man es dann nicht mit ei-
nem cher kiinstlichen Beispiel wie in Beispiel 1.7 zu tun, ist es meist schwierig, eine o-Algebra
explizit anzugeben. Noch schwieriger ist es dann, ein Mafd auf einer o-Algebra anzugeben. Die
Idee zur Definition eines Mafes hat oft eine gewisse Analogie zur Linearen Algebra, wo man
eine lineare Abbildung auf einem Vektorraum durch ihre Wirkung auf eine kleinere Menge,
namlich eine Basis, eindeutig definieren kann. Im Folgenden werden wir uns mit einigen wei-
teren Mengensystemen (Halbringe, Ringe, ... ) beschiftigen, die einfacher als o-Algebren sind
und uns spiter dabei helfen werden, Mafle zu definieren.

Denken Sie z.B. an die Menge aller Intervalle, sagen wir von der rechts halboffenen Form
[a, D). Fiigen wir noch die leere Menge und ganz R hinzu, so haben wir

Z={0,R,[a,b): a<b, a,b e R} C P(R).

Dies ist noch ein recht iibersichtliches Mengensystem, und im Sinne von Lingenmessungen

mochten wir ein “Mafl” darauf definieren durch i ([a, b)) := b—a, u(0) = 0, u(R) = +o0.



Allerdings ist Z keine o-Algebra, da Z weder unter Komplementen noch unter abzihlbaren
Vereinigungen abgeschlossen ist (z.B. [0,1) U [4,8) ¢ Z). Um eine o-Algebra zu erhalten,
missen wir Z also vergrofern, indem wir alle endlichen Vereinigungen und Komplemente
hinzuftigen. Dies fiihrt uns auf den Begriff eines Erzeugendensystems.

Lemma 1.8. Sei §) eine nicht leere Menge und € C P(S2) ein Mengensystem. Dann gibt
es eine kleinste o-Algebra, die £ enthilt. Diese 0-Algebra wird als die von £ erzeugte o-
Algebra 0 (&) bezeichnet, und E heifst ein Erzeuger von o (&).

Beweis. Da P(£2) eine o-Algebra von (2 ist, gibt es £ enthaltende o-Algebren. Also ist

(&) = ﬂ A
ADE
A o-Algebra
nicht leer und per Definition in jeder £ enthaltenden o-Algebra enthalten. Aus Def. 1.6 folgt
direke, dass 0(€) eine o-Algebra ist. O

Fiir eine beliebige nicht leere Menge 2 betrachten wir wie in Beispiel 1.7 iv) die o-Algebra
A ={A C Q: Aoder A®ist hichstens abzihlbar}. Zeigen Sie: £ = {{z} : = € Q} istein
Erzeuger von A. Wann gilt A # P(Q2)?

Wir kénnen z.B. die von allen offenen Mengen eines metrischen Raumes erzeugte o-Algebra
betrachten:

Definition 1.9. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die von den offenen Teilmengen von
X erzeugte o-Algebra von X heifSt die Borel-0-Algebra von (X, d) und wird mit B(X)
bezeichnet. Die Elemente von B(X) heiflen Borelmengen.

Die Borel-o-Algebra von X ist per Definition von allen offenen Teilmengen von X erzeugt.
Da sie aber unter Komplementbildung abgeschlossen ist, wird sie auch von allen abgeschlos-
senen Teilmengen von X erzeugt.

Die fiir uns wichtigste o-Algebra ist die Borel-o-Algebra von R, Es spielt keine Rolle, wel-
che Norm auf R? wir zur Definition der Metrik (und damit der offenen Mengen) zugrun-
delegen, da all diese Normen iquivalent sind (siche Analysis 2). Die Menge B(R?) ist an-
schaulich sehr grof3, so leicht fillt einem keine Teilmenge von R? ein, die nicht in B (Rd)
enthalten ist: Per Definition ist jede offene Teilmenge von R? eine Borelmenge, und wegen
(A € B(R?) = A¢ € B(R?)) ist auch jede abgeschlossene Teilmenge von R? Borel. Die ra-
tionalen Zahlen Q C R (weder offen noch abgeschlossen) sind auch eine Borelmenge, denn
Q ist abzihlbar und die Einpunktmengen {z} sind abgeschlossen, also Borel. Vielleicht den-
ken Sie jetzt an die Cantormenge C' C R (Aufgabe H4.4 in Analysis 2), die tiberabzihlbar
ist. Aber C'ist abgeschlossen, also auch Borel. Wir werden spiter aber sehen, dass B(RY) eine
echte Teilmenge der Potenzmenge von R ist.

Wir wollen die Borel-o-Algebra von R? nun etwas niher verstehen, indem wir ein hand-
habbareres Erzeugendensystem als das Mengensystem aller offenen Mengen angeben. Wir
definieren dazu dhnlich wie in Analysis 2 einen Quader als eine Teilmenge von R? der Gestalt

Q = [al,bl) X [CLQ,Z)Q) X ... X [ad,bd)



mit a; < bj, j = 1,...,d, und Q% als das Mengensystem all solcher Quader. Wir haben
die Quader hier als rechts halboffen gewihlt, da dies gut zu Zerlegungen passt (z.B. [0,1) U
[1,2) = [0,2)). Wir nennen () einen Wiirfel, falls alle Kantenlingen gleich sind, dh falls
bl—alz...:bd—ad.

Da es recht viel Schreibarbeit ist, einen Quader zu notieren, vereinbaren wir noch folgende
abkiirzende Schreibweisen: Fiir a, b € R? definieren wir’

a<b s a,<b, k=1,....d,
a<b & ap,<by, k=1,...,d,
und die “mehrdimensionalen Intervalle”
[a,0] :={z € R?: a <z <D}, [a,b) :={z € R: a <2 < b},

und analog (a,b], (a,b). Dann ist [a,b) genau der oben ausfiihrlich geschriebene Quader,
und

Q' = {[a,b) : a,beR? a<b}
das Mengensystem aller Quader in R?.

Um die von Q* erzeugte o-Algebra zu verstehen, beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.10. Jede offene Menge U C R ist eine disjunkte Vereinigung von hichstens
abzihlbar vielen Wiirfeln mit rationalen Eckpunkten.

Beweis. Furn € Ny betrachten wir die Menge von Wiirfeln

Wn ::{[S_}”a;&;l) XX [g_gvaéj:l) : al,...,adEZ}

mit Kantenldnge 27" und Eckpunkten in 2774, Diese Menge ist abzihlbar unendlich und
bildet eine disjunkte Uberdeckung von R¢ (je zwei unterschiedliche Elements: aus W, sind
disjunke, und R? = UWeWn W). Weiterhin sind zwei Wiirfel W € W,,, W € W,, mit

n,m € Ng, n < m, entweder disjunkt oder ineinander enthalten, d.h. W cw.

Wir betrachten nun die offene Menge U C R und definieren W} als die Menge aller Wiirfel
W € W), die ganz in U enthalten sind. Induktiv definieren wir Wg ,n > 1, als die Menge
aller Wiirfel W € W,, die ganz in U enthalten sind, aber in keinem der Wiirfel aus |, _,, WY
enthalten sind.

Die Vereinigung all dieser Mengen, also WY = UZOZO Wg , ist die gesuchte Uberdeckung
von U. Als abzihlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen ist WU abzihlbar. Per Konstrukti-
on sind je zwei unterschiedliche Wiirfel aus wuy disjunkt. Um noch zu zeigen, dass U =
Uwewr W gilt, betrachten wir einen beliebigen Punkt 2 € U. Dann gibt es fiir jedes
n € N einen eindeutigen Wiirfel W,,(x) mit den zwei Eigenschaften i) z € W, (z) und
ii) W, (x) € W,,. Dieser Wiirfel ist in der e-Umgebung in der Norm || - ||oc mite = 277,
also Us®, () = {y € R?: ||z — yloo < 27"}, enthalten. Falls W,,(z) ¢ U fiirallen € N,
liegt 2 also nicht im Inneren U° von U. Aber U ist nach Voraussetzung offen, dh U = U°.
Dies zeigt, dass fiir jedes x € U der Wiirfel W, (z) fiir grof§ gentigendes n ganz in U liegt,
dh. U =Upyepv W. O

3Dies ist eine partielle Ordnung auf R?, d.h. eine transitive, reflexive und antisymmetrische Relation. Fiird > 1
ist es aber keine Ordnung, da fiir zwei a, b € R4 nicht notwendigerweise eine der Aussagen @ < b, a = b,
a > b gelten muss.
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Satz 1.11. Die Borel-o-Algebra B(R?) wird erzeugt von der Menge QF aller Quader mit
rationalen Eckpunkten, d.h. 0(Q%) = 0(Q%) = B(R?).

Beweis. Wir bemerken zunichst, dass jeder Quader () € Q7 eine Borelmenge ist: Sei e,, :=
(+,...,%) € R% Dann ist der Quader [a,b) (mit a,b € R?, dh in mehrdimensionaler

Igtervallnotation) gleich dem Durchschnitt all der offenen Quader (@ — ¢,,0) € B(R), n €
N, und nach den Eigenschaften einer o-Algebra ist B(R) unter abzihlbaren Durchschnitten

abgeschlossen. Also [a, b) € B(R).

Wir haben also Q¢ C 0(Q%) C B(R?). Bezeichnet O die Menge aller offenen Teilmengen
von R, so gilt nach dem vorausgehenden Lemma O C 0(Q¢)), also auch B(RY) = ¢(O) C
0(Q%). Insgesamt haben wir

B(R?) C 0(Qf) C 0(Q%) C B(R?),
was die Aussage des Satzes impliziert. O

Dieser Satz sagt uns, dass das tibersichtlich kleine Mengensystem 0O die uniibersichtlich grofle
o-Algebra B(R?) erzeugt. Wihrend wir leicht Volumenabbildungen auf Q% angeben kénnen,
ist das auf B(IR?) weniger klar. Wir befassen uns deshalb zunichst etwas niher mit Mengen-
systemen, die Eigenschaften analog zu Q% haben. Dies ist keine o-Algebra (z.B. ist Q% nicht
abgeschlossen unter Vereinigungen), aber wenigstens ein sogenannter Halbring.

Definition 1.12. Ein Mengensystem A C P(€2) auf einer nicht leeren Menge 2 heif3t
Halbring, falls die folgenden drei Eigenschaften gelten:

a) e A,
b) A ist abgeschlossen unter Schnitten’, dh. A, Be A= ANB € A,

c) furalle A, B € Aexistieren endlich viele paarweise disjunkte Mengen C1, . . ., C), €
A, so dass

A\B = CJ Ch
k=1

Falls A auch unter endlichen Vereinigungen abgeschlossen ist, so heif$t A Ring.

“Man sagt auch: A ist schnittstabil.

Zeigen Sie: Ein () enthaltendes Mengensystem R C P(2) ist ein Ring genau dann, wenn er
unter Vereinigungen und Differenzen abgeschlossen ist.

I Lemma 1.13. Das Mengensystem Q% aller Quader in R? ist ein Halbring.

Beweis. Eigenschaft i) ist klar: ) = [a, a) fiir jedes a € R?. Fiir ii) fassen wir max und min
komponentenweise auf, dh max{a,b} = (max{ai,b:},..., max{aq, bs}) und analog fiir
min. Dann gilt [a,b) N [/, V') = [max{a, a’}, min{b,0'}) € Q%

11



Fiir den Beweis von Eigenschaft iii) betrachten wir zunichst d = 1. Dann gilt (Skizze)
[a,0)\[a', V') = [a, min{b,a'}) U [max{a, b}, b),

eine disjunkte Vereinigung von hochstens zwei Elementen von Q'.

Fird > 1list[a,b)\[¢/,b') im Allgemeinen eine disjunkte Vereinigung von mehreren Qua-
dern in Q% aber Eigenschaft iii) gilt immer noch. Ein Beweis kann per Induktion tiber d
gegeben werden (Ubung). Il

Ein Halbring H ist im Allgemeinen kein Ring, denn H muss nicht nicht unter endlichen
Vereinigungen abgeschlossen sein. Dieses Defizit ldsst sich aber leicht beheben, indem wir den
von H erzeugren Ring betrachten. Dazu gehen wir ganz analog zu der erzeugten o-Algebra
eines Mengensystems vor (Lemma 1.8). Ist H C P(£2) ein Halbring, so betrachten wir

R = ﬂ R.

RDH
R Ring auf

Da Schnitte von Ringen Ringe sind, ist R ein Ring, der H enthilt, und zwar der kleinste Ring
mit dieser Eigenschaft. Wir nennen R den von H erzeugten Ring.

Lemma 1.14. Sei H C P(Q) ein Halbring. Dann stimmt die aus endlichen disjunkten
Vereinigungen von Elementen von H bestehende Menge,

R = {U A neN, Ay, ..., A, € H paarweise dz’:jun/et} ,

k=1

mit dem von H erzeugten Ring iiberein. Insbesondere ist der von o erzeugte Ring der Ring
Q(R?) aller Quadersummen (Menge aller Mengen, die endliche disjunkte Vereinigungen
von Quadern sind).

Beweis. Der Beweis wird in den Hausaufgaben gefiihre (Blate 2). Il

1.3 Inhalte, Pramafe, und Mal3e

Nachdem wir uns etwas mit Mengensystemen beschiftigt haben, konnen wir nun die grund-
legenden Definitionen der Maf3theorie angeben.

Definition 1.15.

a) Ein Messraum ist ein Paar (€2, .A) bestehend aus einer Menge €2 und einer o-
Algebra A von €. Die Elemente von A werden messbare Mengen genannt.

b) Sei (2,.A) ein Messraum. Ein Maf ist eine Abbildung 11 : A — [0, 00|, die
(D) = 0 und o-Additivitit erfiillr.

o) Ein MafSraum ist ein Tripel (€2, A, ;1) bestehend aus einer Menge €2, einer o-
Algebra A von €2, und einem Maf§ auf A.

d) Ein Maf i1 heiflt endlich, falls 1u(2) < oo. Ein Maf8 heilSt Wahrscheinlichkeitsmafs,
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I falls p£(Q2) = 1.

* Einige Beispiele auf der o-Algebra P(IR?) haben wir bereits in Beispiel 1.4 kennenge-
lernt. Das Dirac-Maf§ lisst sich auch auf einem allgemeinen Messraum (2, .A) definie-
ren: Fiir w € €2 setzen wir,

1 weA,
5w(A)::{0 b A AcCQ,

und sehen leicht, dass §,, ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf €2 ist.

o Ist (2,.A) ein Messraum und p1,,, n € N, Mafle auf A, so ist fiir beliebige positive
Koeffizienten ¢, > 0 auch pu(A) := > 7 | ¢ypin(A) ein Mal auf A (Ubung).

Fiir abzihlbare Mengen €2 konnen wir sogar alle Mafle auf P(§2) angeben.

Beispiel 1.16. Sei €2 eine nicht leere hochstens abzihlbar unendliche Menge und m :
2 — [0, o0] eine beliebige Abbildung. Dann ist

piP(Q) = 0,00,  p(A):=> mw)

w€eA

ein Mafd auf A = P(Q2), und jedes Maf3 auf P(€2) ist von dieser Form. Die Notation
> wea M(w) bereitet keine Schwierigkeiten (die Reihenfolge der Summation ist nicht
fixiert), da m(w) > 0 und die Reihe damit unabhingig von Umordnungen gegen 400
divergiert oder absolut konvergiert (Analysis 1).

Der Beweis dieser Aussage wird in den Hausaufgaben gefiihrt (Blatt 1).

Lemma 1.17 (Grundlegende Figenschaften von Maflen). Sei (2, A, 1) ein MafSraum.
a) Fir A,B € Amir A C B gilr

u(B) = i(A) + u(B\A),
insbesondere also j1(A) < p(B) (Monotonie).
b) Firalle A, B € A gilt

p(AUB) + u(AN B) = p(A) + p(B).

¢) Fiir eine aufsteigende Folge (A,)nen C A, Ap C Apiy fiir allen € N, gilt

n—o0 nclN

m (U An> — lim p(A,) = sup u(A,).

d) Fiir eine absteigende Folge (Ay)nen C A, An D Ay fiir alle n € N, mit
,LL(A1> < 0 gl[t

n— 00 neN

m (ﬂ An> = lim w(A,) = inf u(A,).
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¢) Fiir eine beliebige Folge (A,,),, C A gilt (0-Subadditivitiit)
H <U An) < ZM(An)'
n=1 n=1

Beweis. a) B\A = B N A° liegt in A nach den Figenschaften einer o-Algebra. Da B =
AU (B\A) (disjunkte Vereinigung), folgt die erste Aussage aus Additivitit von p. Wegen
pu(B\A) > 0 folgt auch die zweite Aussage.

b) Aus AUB = AU (B\A) und B = (B\A) U (A N B) (disjunkte Vereinigungen) folgt
per Additivitit von f

(AU B) + p(AN B) = p(A) + w(B\A) + n(AN B) = u(A) + u(B).

c) Wir definieren By := Ay, B,11 := Aut1\An n > 1. Dann sind die B,, n € N,
paarweise disjunkt und erfiillen A, = By U. ..U By, also A := J,,cn An = |,,en Bn- Die
o-Additivitit von p liefert nun

n(A) =Y u(B,) = JLH;OZM(BM = lim p(Ay).

Aufgrund der Monotonie von prund A,, C A, 41 ist p1(A,,) eine monoton wachsende Folge.
Also limy, oo jt(Ay) = sup,, o 1(Ap).

d) Wir definieren B,, := A;\A4,,n € Nund A := ()
gende Folge, d.h. B,, C B,,1; furallen € N, und

UB.=JA\A, =404 =4n (ﬂ An> = A\A.
neN neN neN neN

Da (B,), aufsteigend ist, folgt aus c) sup,, 1(B,,) = 1(A1\A) = (A1) — p1(A) (im letzten

Schritt haben wir a) auf die Inklusion A C A; angewendet und p1(A;) < oo benutzt, so dass

p(A1) — p(A) wohldefiniert ist). Andererseits gilt sup,, 1(B,,) = sup, (1(A1) — u(A4y)) =

p(Ay) — inf,, u(A,,). Dies impliziert 1(A) = inf,, (A, ). Da die Folge (A,,) absteigend ist,

ist (141(Ay)), monoton fallend, also inf,, 11(A,,) = lim, u(A,).

e) Wir setzen dhnlich wie in ¢) A := [, o An sowie By := Ay, Boyy = A\ Ujp_q Aks
n > 1, und haben A = | |, ¢ B,. Die o-Additivitit von p ergibt u(A) = >, ju(By).
Wegen By, 11 C A,+1 und Monotonie folgt die Behauptung. ]

nen An. Dann ist (B,,) eine aufstei-

Einige Bemerkungen zu diesem Lemma:

* Wir diirfen im Allgemeinen b) nicht als (A U B) = u(A) + u(B) — p(A N B)
umformulieren, da sowohl 11(A) als auch (A N B) unendlich sein kénnten, was auf
den nicht definierten Ausdruck “co — 00” fithren wiirde. Bei Minuszeichen ist immer
Vorsicht geboten!

* In Teil d) kann die Voraussetzung 11( A1) < 0o nicht weggelassen werden. Beispiel: Sei
p das Zihlmafl auf P(R) und A,, := {k € N: k > n}. Danngilt A,,,1 C A, und
p(Ay) = oo fiir alle n. Aber (), A, = 0 und p(0) = 0 # limy, 00 p1(Ay).
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* In der Situation von c), also im Falle einer aufsteigenden Folge A,, C A, 11 mit A :=
\U,, An, schreiben wir auch kurz A,, /* A und nennen (A,,), eine Ausschipfung von
A. Analog schreiben wir in der Situation von d) A,, \, 4, d.h. falls A,,;; C A,, und
A=), A,

Definition 1.18. Sei (€2, A, /1) ein Maflraum. Eine Menge M C (2 heifSt j1-Nullmenge
(oder kurz Nullmenge wenn das Maf$ aus dem Kontext klar ist), falls es A € A gibt mit
M C Aund pu(A) =0.

Der MafSraum heifSt vollstindig, falls jede pi-Nullmenge in A enthalten ist.

Lemma 1.19. Sei (Q, A, 1) ein MafSraum.
a) Eine mefSbare Menge A € A ist genau dann eine Nullmenge, wenn ji(A) = 0.
b) Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.
¢) Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

Beweis. a) Sei A € A eine Nullmenge. Per Definition gibt es B € A mit A C B und
p(B) = 0. Dann folgt per Monotonie 0 < p(A) < wu(B) = 0, also u(A) = 0. Gile
hingegen 11(A) = 0, so zeigt A C A, dass A eine Nullmenge ist.

b) ist klar.

c) Seien A, C 2, n € N, u-Nullmengen. Dann gibtes B,, € Amit A,, C B,, und p(B,,) =
0. Esgile U, A, C U, Brn € A, und per o-Subadditivitit p(J, B,) < >, i(By) =
>, 0=0. ]

Beispiel 1.20. Seip : B(R) — [0, o] ein Mafd auf der Borel-o-Algebra von R (kurz: ein
Borelmaf3), dass i((a, b)) = b — a fiir alle a < b erfiille. (Wir werden ein solches Maf3,
das sogenannte Lebesuge-Borel-Maf, spiter konstruieren). Dann sind alle abzihlbaren
Teilmengen von R pi-Nullmengen.

Beweis: Wir betrachten zunichst die Einpunktmengen {z} € B(R) ({x} ist abgeschl.),
und {z} = (,cx(® — 2,2 + 1). Die Folge A, := (z — £,z + 1) ist absteigend,
und p(A1) = p(r — 1,2+ 1) = 2 < o0o. Also kénnen wir Teil d) von Lemma 1.17
verwenden und schlieflen

p(z) = infpu(z — %,x—l— %) =inf= = 0.

n

Nach Lemma 1.19 sind damit auch alle abzihlbaren Mengen, die ja Vereinigungen ihrer
abzihlbar vielen Elemente sind, Nullmengen. O

Nebenbei bemerkt impliziert dies auch

p(la, b)) = p(la, b)) = p((a, b]) = p((a, b)) = b—a
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I fiir alle @ < b. Denn zum Beispiel p((a, b)) = u((a,b) U{b}) = u((a,b)) + pn({d}) =
b—a+0=>b-a.

Beispiel 1.21. Wir betrachten eine Menge €2, ein Element w € €2, und das Dirac-Maf§
d., auf einer o-Algebra A auf Q mit {w} € A. Dann ist M C € eine §,,-Nullmenge

genau dann, wenn w ¢ M.

Beweis: Angenommen, M C (2 ist eine Nullmenge, dh es gibt A € A mit M C A und
0u(A) =0 w & A. Da M C A, haben wir auch w ¢ M.

Angenommen, w ¢ M, d.h. M C {w}®. Aber {w}® € A, da A unter Komplemen-
ten abgeschlossen ist, und offenbar ist {w}¢ eine J,,-Nullmenge. Also ist M eine 6,,-
Nullmenge.

Bemerkung: In dieser Situation ist §,, vollstindig genau dann, wenn A = P(£2).

Ein unvollstindiger MafSraum (€2, A, 11) ldsst sich immer vervollstindigen, indem alle nicht
messbaren Nullmengen zu A hinzugefiigt werden:

Lemma 1.22. Sei (Q, A, 11) ein MafSraum und N* C P () die Menge aller j1-Nullmengen.
Dann ist

A:={AUN: Ae A N e N}
eine o-Algebra, und
iAo 00, EAUN) = u(A)

ein vollstindiges MafS. Wir nennen [i die Vervollstindigung von /1.

Der Beweis wird in den Ubungen geftihre.

Die Lemmata 1.17, 1.19 und 1.22 sind Beispiele dafiir, wie Sie mit Maflen in einem axioma-
tischen Zugang arbeiten kénnen. Es beantwortet aber nicht die Frage, wie wir uns interessante
Beispiele von Maflen verschaffen konnen; nur in den seltensten Fillen wird das so explizit wie
in Beispiel 1.16 moglich sein.

Da die Konstruktion von Maflen oft iiber Halbringe und Ringe geschehen wird, geben wir
jetzt zwei Abschwichungen des MafSbegriffs.

Definition 1.23. Sei H C P(f2) ein Halbring. Ein Inbalt ist eine Abbildung v :
H — [0,00], die ¥(#) = 0 und endliche Additivitit, d.h. fiir paarweise disjunkte
141,...,le € H,

N N N
v (|_| An> => v(4,), falls | | A, €H,
n=1 n=1

n=1

erfiille. Ein Inhalt, der sogar o-additiv ist, d.h. der fiir paarweise disjunkte A,, € H,
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n € N,

v <|_| An) = iy(An), falls | | A, € H,

nelN n=1 neN

erfiille, heilSt Primalf.

Beachten Sie, dass die Bedingung Ui:le A, € H bzw. [J, e An € H gestellt werden muss,
da Halbringe im Allgemeinen nicht unter (endlichen bzw. abzihlbaren) Vereinigungen abge-
schlossen sind. Dies ist die Verallgemeinerung von Def. 1.1 auf Halbringe. Natiirlich konnen
wir insbesondere Inhalte bzw. Primafle auf Ringen betrachten, denn Ringe sind ja spezielle
Halbringe.

Sehr viele Beispiele von Inhalten auf dem Halbring O! (tatsichlich alle Inhalte v auf Q1 die
endlich sind in dem Sinne, dass v(I) < oo fiiralle I € O lernen Sie in einer Hausaufgabe
auf Blatt 2 kennen.

Jeder Inhalt auf einem Halbring setzt sich automatisch zu einem Inhalt auf dem erzeugten
Ring (siche Lemma 1.14) fort:

Satz 1.24. Sei H C P(2) ein Halbring und v : H — [0, 00| ein Inhalt. Dann gibt es
genau einen Inhalt U auf dem von H erzeugten Ring R mit U)y, = v, nimlich

k=1 k=1
Siir paarweise disjunkte Ay, € H.

Beweis. Sind Ay, ..., A, € H paarweise disjunkt, so liegt | |,_; Ay in R (Lemma 1.14). Ein
Inhalt 7 auf R, der sich zu v auf H einschrinkt, muss wegen der endlichen Additivitit von
Inhalten 7 (| |,_, Ax) = >_,_, v(As) erfiillen. Falls eine Fortsetzung 7 von v existiert, ist sie
also eindeutig.

Um die Existenz der Fortsetzung 7 zu zeigen, wollen wir 7 durch 7 (|_|;_, Ax) = >, v(Ax)
definieren. Es stellt sich die Frage, ob das eine wohldefinierte Definition ergibt, denn ei-
ne Menge A = | |}_; Aj kdnnte ja auch in anderer Weise A = | |[*, B; als endliche dis-
junkte Vereinigung von Mengen B; € H darsgestellt werden. Wir miissen also zeigen, dass
Yoo v(Ag) = > 0%, v(B)) gilt. Dazu setzen wir Cy; := Ay N B; € H und bemerken, dass
die Cy; paarweise disjunkt sind. Da v ein Inhalt ist, gilt

S-St -5 () -5 ()

k=1 k=1 k=1 k=1 =1

Also ist 7 : R — [0, 00] wohldefiniert. Offensichtlich gilt () = 0. Sind A,B € R

disjunkt, so finden wir nach Lemma 1.14 endlich viele paarweise disjunkte Ay, B; mit A =
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U Ak, B =, Bi. Also haben wir

7(AUB) =7 (U Aol Bl> => v(A)+ Y _v(B) =v(A)+7(B),

l

d.h. 7 ist auch ein Inhalt. O

Zeigen Sie, dass ein Inhalt v auf einem Halbring H monoton und subadditiv ist:
e AABeH,AC B=v(A) <v(B).
e FirAy,...,A, e Hmit A :=J}_, A € H gilev(A) <>y v(Ag).

Es ist mitunter niitzlich, alternative Charakterisierungen der wichtigen Eigenschaft der o-
Additivitit eines Inhalts zu kennen. Der nichste Satz liefert solche Charakterisierungen.

Satz 1.25. Seiv : R — [0, 00| ein Inbalt auf einem Ring R. Dann sind die folgenden drei
Aussagen dquivalent:

a) v ist ein PramafS, d.h. o-additiv.

b) v ist o-subadditiv (siehe Lemma 1.17 e)).

¢) v erhilt Suprema aufsteigender Folgen, d.h. v(A) = sup, v(A,,) fiir jede Ausschip-
fung A, A (mir A,, A € R).

Beweis. b)=-a): Sei (A,,)n eine Folge paarweise disjunkter Mengen in R mit A := |_|$Lo:1 A, €
R. Da v als Inhalt endlich additiv und monoton (siche Ubung vor diesem Satz) ist, gilt fiir
jedesn € N

n

D v(A) =v <|_| Ak> < v(A).

k=1

Also ist #(A) eine obere Schranke fiir die monoton wachsende Folge n — >, v(Ay)
und damit auch fiir ihren Grenzwert -, v(Ay). Die umgekehrte Ungleichung v(A) <
> e, V(Ay) gilt per Annahme der o-Subadditivitit b).

a)=c) Dieser Schritt ist identisch zu dem Beweis von Lemma 1.17 ¢) — Sie miissen nur priifen,
dass die Mengen By := Aj, By+1 := A1\ A, in R liegen (Eigenschaft eines Rings).

c)=b) Sei (A4,), cine beliebige Folge in R mit der Eigenschaft A := |J,, A, € R. Setze
B, :=;_, Ax € R, dies ist eine Ausschépfung von A. Also haben wir

v(A) =v (U Bn> = nh_}n;o v(B,) = nh_)rroloy (U Ak> :

k=1

und aufgrund der endlichen Subadditivitit von v (siche Ubung vor diesem Satz) gilt
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Unser wichtigstes Beispiel eines Halbringes, der kein Ring ist, ist der Halbring Q¢ aller Qua-
der in R% Unser wichtigstes Beispiel eines Ringes, der keine o-Algebra ist, ist der von Q%
erzeugte Ring Q(R?) der Quadersummen (endliche disjunkte Vereinigungen von Quadern,
siche Lemma 1.14). Und unser wichtigstes Beispiel eines Inhalts ist das Elementarvolumen,
das wir jetzt diskutieren.

Satz 1.26. Wir betrachten den Halbring Q% aller Quader in RY. Das Elementarvolumen,
dh die Abbildung®

Vols: @ = [0,00),  Vola([a,b)) := [[(b; —a;),

it

ist ein Inhalt.

“Wenn die Dimension d € IN aus dem Kontext klar ist, schreiben wir Vol statt Vol,.

Beweis. Per Definition gilt Vol((}) = 0. Wir miissen Additivitit zeigen: Sind @1, ...,Q, €
Q% paarweise disjunkte rechtsoffene Quader, deren Vereinigung @ = | |,_, Q auch ein
rechtsoffener Quader ist, so gilt Vol(Q) = >"7_, Vol(Qy).

Wir zeigen diese Gleichung per Induktion tiber die Dimension d. Fiir d = 1 sind die @, =
[ak, bx) Intervalle. Da es sowohl bei Vereinigungen als auch bei endlichen Summen nicht auf
die Reihenfolge ankommyt, diirfen wir die Quader so sortieren, dass by < by < ... < b,.
Dann gilt

a1<b1:a2<b2:a3<...<bn,1:an<bn,

und @) = [aq, by,). Per Definition von Vol; gilt

n

ZVoll(Qk) = Z(bk —ag) = b, —a; = Vol (Q),

k=1
und der Beweis des Induktionsanfangs ist abgeschlossen.

Fiir den Induktionsschritt sei d > 2 und wir nehmen an, dass Vol;_; : Q%! — [0, o] ein
Inhalt ist. Seien Q) € Q¢ paarweise disjunkte Quader, wobei der Index k iiber eine endliche

Menge K lduft, und sei Q) := |J,c jc Q1 ebenfalls ein Quader in Q.

Jeder d-dimensionale Quader ist ein Kreuzprodukt von einem eindimensionalen Quader (In-
tervall [a, b)) und einem (d — 1)-dimensionalen Quader, d.h.

Qr = I x Q, Q=1x0Q,
mit [, [, € QY, Qx, Q) € QL. Per Definition des Volumens (Produke der Seitenlingen)
gilt
Voly(Qr) = Voly (1) - Volg_1(Q%,), Voly(Q) = Voly(I) - Voly_1(Q").

Die Intervalle I, I beschreiben die x1-Koordinaten der Punkte in Qy, @ und erfiillen deshalb
I = |, Ij. Sie miissen aber nicht paarweise disjunke sein (Skizze fiir d = 2 hilft hier). Wir
konnen aber zu einer feineren Zerlegung von I tibergehen, dh es gibt eine endliche Menge L
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und paarweise disjunkte Intervalle J; € Q', 1 € L, so dass I = | |, i fiir eine Teilmenge
L, C L.

Mit dieser Unterteilung haben wir Qy = | |;c;, Jix Q) und wegen Vol (1) = >, Voli(J)

Volg(Qk) = Vol (I) - Vola_1(Q}) = Y Vol () - Voly_1(Q}).

leLy

Fiir die Vereinigung ) der Quader gilt Q@ = | |, cx | licp, Ji X Q- Sei Ky :={k € K : | €

Li}. Danngilt Q = | |, |_|k€Kl Jp X Q,und Q' = |_|k€Kl Q) fiir jedes [ € L. Dies ergibt
mit der Induktionsvoraussetzung Volg_1(Q') = >, . K, Voly-_1(Q})-

So erhalten wir

Volg(Q) = Voly (I) Voly—1(Q") =Y Voly (.J;) Voly—1(Q')

leL

=> ) Voli(J) Vola_1(@Q)) = > > Voli(J) Vola_1(Q}) = > Vola(Qy).

lel keK; keK leLy keK

]

Gemif§ Satz 1.24 dehnt sich das Elementarvolumen automatisch auf den Ring aller Qua-
dersummen aus. Wir werden etwas spiter sehen, dass dieser Inhalt sogar ein Primaf} ist, das
sogenannte Lebesgue-Primaf3.

1.4 Fortsetzungen von Pramaf3en zu MaRRen

Was konkrete Volumenmessungen angeht, haben wir im letzten Abschnitt den elementargeo-
metrischen Inhalt Volg : Q(R?) — [0, 00) auf dem Ring aller Quadersummen konstruiert.
Wir wollen diesen Inhalt jetzt zu einem Mafd auf einer geeigneten o-Algebra erweitern, um

das Lebesgue-Mafd zu erhalten.

Abstrake gesehen stehen wir also vor der folgenden Frage: Gegeben einen Inhalt v : H —
[0, 00] auf einem Halbring # (iiber einer nicht leeren Menge €2), wie kénnen wir eine na-
tiirliche H enthaltende o-Algebra A und eine Fortsetzung von v zu einem Maf§ i auf A (dh
t|r = v) konstruieren? Betrachten wir zB die von H erzeugte o-Algebra o(H), ist es nicht
klar, dass eine solche Fortsetzung existiert und eindeutig ist. Wir kénnen zwar immer auf den
erzeugten Ring fortsetzen, aber der Schritt zur erzeugten o-Algebra ist nicht offensichtlich.

Der Weg, den wir in diesem Abschnitt einschlagen werden, ldsst sich folgendermaflen be-
schreiben: Zuerst konstruieren wir aus v ein sogenanntes dufSeres Maf§ j1* = P(€2) — [0, 00]
auf der ganzen Potenzmenge von () (das ist im Allgemeinen kein Maf8). Mittels des Satzes
von Carathéodory zeigen wir dann, dass es eine natiirliche o-Algebra A(p*) C P(2) gibe,
so dass die Einschrinkung /1| 4(,+) ein Mafd (sogar ein vollstindiges Mafl) ist. Der Satz von
Hahn wird uns dann zeigen, dass im Falle eines o-additiven Inhalts v (also eines Primafles)
die Inklusion o(H) C A(*) besteht, und wie gewiinscht %] 4(,+) eine Fortsetzung von v
ist.

In Anwendung auf das Elementarvolumen werden wir folgende wichtige Aussage erhalten:
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Satz 1.27 (Satz vom Lebesgue-Maf}). Es gibt genau ein MafS N\ auf der Borel-o-Algebra
B(RY), dass \a(Q) = Voly(Q) fiir jeden Quader Q € QF erfiillt. Dieses Mafd wird das
(d-dimensionale) Lebesgue-Mal$ genannt.

Nachdem wir diesen Satz haben, werden wir die Eigenschaften des Lebesgue-Maf3es studieren
und es zur Integration verwenden. Die Details der Konstruktion werden dann keine grofie
Rolle mehr spielen.

Sie konnen sich die oben skizzierte Idee der Konstruktion eines Mafles so vorstellen, dass wir
eine auf v angepasste o-Algebra konstruieren werden, die echt grofSer sein kann als o(R ). Be-
trachten Sie zB das Dirac-Maf §y auf dem Ring Q(R?) aller Quadersummen im R, so ist die
erzeugte o-Algebra “nur” die Borel-o-Algebra B(R?), obwohl dy auf der ganzen Potenzmenge
P(R?) ein Mafl definiert.

Definition 1.28. Sei (2 eine nicht leere Menge. Ein dufferes MafS ist eine Abbildung
' P(Q) — [0, 00| mit den drei Eigenschaften:

a) Striktheit: p*(0) = 0.
b) Monotonie: A C B C Q2 = p*(A) < p*(B).
c) o-Subadditivitit: Fiir jede Folge (A4, )n € N in P(Q) gilt

w (U An) <Y (An).

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass jedes Mafd auf der ganzen Potenzmenge insbe-
sondere ein dufleres Mafd ist, die Umkehrung gilt im Allgemeinen aber nicht. Das Sternchen
in p* ist Bestandteil des Namens des dufleren Mafles und soll daran erinnern, dass p* kein
Maffzu sein braucht (das wir iiblicherweise mit 1 bezeichnen).

Beispiel 1.29. Die Abbildung

0 A=10

e PR) = [0,00], pi(A) = {1 A+

ist ein dufleres Maf$ (leichter Check aller drei Eigenschaften), aber kein Maf3, denn
w12 =1#14+1=p"({1}) + p*({2}) (nicht additiv).

Obwohl duflere Mafle meist keine Maf3e sind, werden sie sich als ein niitzliches Konzept
zur Konstruktion von Mafen herausstellen. Wir zeigen zunichst, dass jeder Inhalt auf einem
Halbring ein dufleres Maf$ definiert.

Lemma 1.30. Sei v : H — [0, 00| ein Inbalt auf einem Halbring ™ C P(S2). Dann ist

wP(Q) — [0, 0]

p(A) = inf{z v(By) : (Bp)n FolgeinH mit A C U Bn}
n=1 n=1
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I ein dufSeres Mafs.

Die Definition von p* erklart den Begriff “4ufleres Maf3”: Man tiberdecke die fragliche Menge
A mit einem abzihlbaren System von Mengen B,, € ‘H und sucht dann nach dem Infimum
von ) v(B,), was einer Approximation von A von auflen entspricht. Frithere Zuginge zur
Mafitheorie verwendeten zusitzlich ein “inneres Maf$” 1, was in moderneren Zugingen aber
nicht mehr erforderlich ist und bei uns deshab nicht auftreten wird.

Beachten Sie, dass das Infimum in [0, 0o] per Definition inf () = oo erfiillt.

Beweis. Die Striktheit und Monotonie von p* sind direkt aus der Definition ersichtlich. Fiir
die o-Additivitit betrachten wir eine beliebige Folge (A, ),, von Teilmengen von €2 und miis-
sen 11" (U, An) < >, w*(Ay) zeigen. Dies ist offensichtlich richtig, wenn die rechte Seite
gleich +o0 ist, dh wir diirfen ) p1*(A,,) < 0o annehmen. Insbesondere 1*(A,,) < oo fiir
alle n, dh jedes A,, lisst sich durch eine Folge in H abdecken, A,, C |J,.cp Bn,k mit By, € H
(siche Def. von 11*). Nach der Definition des Infimums bedeutet das, dass wir fiir jedes € > 0
die Mengen B,, ;, € H so wihlen konnen, dass

> v(Bug) < pf(Ag) + n e N.

k=1

2_n’

Wir haben |, 4, C Unk By, mit B, € H. Benutzen wir die Monotonie von £* und
dann p* (U, Buk) < Dk V(Bni) (Def. von 11%), so erhalten wir

n=1k=1

Im Limes ¢ — 0 ergibt sich die o-Subadditivitit von p*. ]

Beispiel 1.31. Das duflere Lebesgue-Maf! ist das aus dem Elementarvolumen Vol :
9% — [0, oc] konstruierte duflere Maf} auf RY. Es wird meist mit \* bezeichnet. Das
duflere Lebesgue-Mafl ist nicht additiv, also kein Mafd (ohne Beweis).

Satz 1.32. Sei () ein (offener, abgeschlossener, oder halboffener) Quader und X* das dufSere
Lebesgue-MafS. Dann gilt \*(Q)) = Vol(Q).

Beweis. Sei Q € Q% und & > 0. Dann gibt es Quader A, B € Q% sodass® A C A C Q C
B° C B und

Vol(A) + ¢ > Vol(Q) > Vol(B) — ¢ (%)

®Hier bezeichnet A den Abschluss von A und B° das Innere von B, siehe Analysis 2. Fir Quader gilt zB
[a,b) = [a,b] und [a,b)° = (a,b).
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(Beweis als leichte Ubung). Wir betrachten die Folge (Q,), C Q¢ die durch Q, := B,
@y = 0 fir n > 1, definiert ist. Dann gilt @ C |J,, @y, und nach Definition von \* folgt
A(Q) <>, Voly(Qr,) = Vol(B) < Vol(Q) + ¢. Dies zeigt A*(Q) < Vol(Q)), dae >0
beliebig war.

Fiir die umgekehrte Ungleichung wihlen wir wieder € > 0. Nach Definition von \* gibt es
eine Folge (@), C Q% sodass Q C |J, @, und > Vol(Q,) < A\*(Q) + . Anwendung
von (%) auf jedes @, liefert uns Quader A, B,, € Q¢ mit

AcCq, Vol(Q) < Vol(A) + ¢

Q. C B2, Vol(B,) < Vol(Q,) + 2%

Insbesondere haben wir z_C U, By, dh die (By) bilden eine offene Uberdeckung der
kompakten Menge A. Da A kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, dh A C

Uzt Ba

Nun benutzen wir noch, dass Vol als Inhalt auf einem Halbring monoton und subadditiv ist:

N N
Vol(Q) < Vol(A) + & < Vol <U ) +e< ZVOI(B )+e

Mz

N
(Vol(Qn) 2n> +e< 3 Vol(Qu) +2¢ < X*(Q) + 3¢
1 n=1

3
Il

Im Grenziibergang ¢ — 0 folgt Vol(Q) < A*(Q). O

Korollar 1.33. Das Elementarvolumen Voly : Q% — [0,00) ist ein Primaf fiir jede
Dimension d € N.

Beweis. Nach Satz 1.26 ist Vol ein Inhalt. Da Vol auf Q% mit A* {ibereinstimmt, ist Vol
auch o-subadditiv. Also ist Vol nach Satz 1.25 ein Primaf. O

Zu diesem Zeitpunkt wissen wir, dass jeder Inhalt ein dufleres Mafd definiert. Ein wesentlicher
Schritt besteht jetzt darin, von diesem dufleren Maf§ zu einem echten Mafd auf einer o-Algebra
tiberzugehen. Dazu miissen wir eine Menge A(p*) C P(2) von messbaren Mengen in €2
identifizieren.

Definition 1.34. Sei u* : P(Q2) — [0, 00] ein dufleres Mafl. Dann heifft A C Q p*-

messbar, falls
pi(X) = p* (X NA) + p*(X N AY)

fir alle X € P(Q) gilt. Die Menge aller p*-messbaren Mengen wird mit A(u*) be-

zeichnet.

Die Messbarkeitsbedingung von Carathéodory besagt, dass eine messbare Menge A die fol-
gende Eigenschaft haben sollte: Wird eine beliebige Menge X durch A in die zwei disjunkten
Teile X N A und X N A° geteilt, so sollte das duflere Maf$ bzgl. dieser Teilung additiv sein.
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Dies erinnert stark an Additivitit (wir miissen A(p*) so definieren, dass p* darauf o-additiv
ist), und die Bedingung ist offensichtlich symmetrisch in A <+ A°, und von 0 erfiillc. Auch
wenn sich die Bedingung im Detail wegen der beliebigen Mengen X nur schwer anschaulich
motivieren ldsst, belegt der folgende Satz, dass sie genau die richtigen Konsequenzen hat.

Satz 1.35 (Maflerweiterungssatz von Carathéodory). Sei j* ein dufSeres MafS auf P (S2).
Dann ist A(v*) eine o-Algebra und p* : A(p*) — [0, 00| ein vollstindiges Mafs.

Beweis. Wir haben bereits oben erwihnt, dass A(u*) die leere Menge enthilt und abgeschlos-
sen unter Komplementbildung A — A€ ist.

Wir méchten nun zeigen, dass A(/1*) abgeschlossen unter Vereinigungen ist. Sei also A, B €
A(p*) und X C Q. Dann gilt

(X N(AUB)+u (X N(AUB)) =p (XNA)U(XNB))+p (X NAN B
= (XNA)UXNANDB))+ p (X NAN B
<P (X NA) +p (X NANB) + p* (X NAN B,
wobei wir die Subadditivitit von p* benutzt haben. Da A, B € A(p*), haben wir
(X NANB)+ p" (X NA“NBY) = p* (X NAY,
(X 0 A) + (X 0 A% = ().
Eingesetzt in die erste Gleichung erhalten wir u*(X N (AU B)) + p*(X N (AU B)¢) <

p*(X). Da die Umkehrung dieser Ungleichung aufgrund der Subadditivitit von p* sowieso
gilt, haben wir AU B € A(u*) gezeigt.

Fiir eine o-Algebra brauchen wir aber abzihlbare Vereinigungen. Als Schritt dorthin betrach-
ten wir zunichste abzihlbare disjunkte Vereinigungen, dh eine Folge (A,,),, paarweise dis-
junkter Mengen in A(u*).

Wir setzen

k=1

=1 n=1

k
Aufgrund der schon gezeigten Stabilitit von A(y*) unter Vereinigungen folgt B,, € A(u*)
fiir alle n. Wir miissen B € A(p*) zeigen.

Sei X C  beliebig. Wir behaupten fir allen € N

p(XNB,) = p (XN A,

k=1

und beweisen diese Behauptung per Induktion in n. Fir n = 1 ist das trivial. Fiir den Induk-
tionsschritt haben wir

W (XNBuy) =p(XNB1NB,)+p (XN By NBE) (da B, € A(u"))
= (XN By) + p' (X N Ania)
n+1

=Y (XN A).

k=1
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Das schliefdt den Induktionsbeweis ab.

Also haben wir fur alle n € N per Monotonie ;*

pr(X) = p" (X N B,) +p (X NBy)
> pf (X N B,) + p (X NBY) =Y p (XN A+ p'(XNBY).
k=1

Da diese Ungleichung fiir alle n gilt, erhalten wir im Grenzwert und per o-Subadditivitit
von i~

pHX) =D (XN AR+ pt(X N BY) ®
k=1

> (G<XnAk>> b (X N B
k=1
= (X NB)+ p (X NB°.

Also ist A(p*) unter abzihlbaren disjunkten Vereinigungen abgschlossen. Weiterhin ist A(1*)
wegen AN B = (A°U B°)¢ auch unter Schnitten abgeschlossen. Dies impliziert auch, dass
A(p*) unter Differenzen AN B = A N B¢ abgeschlossen ist.

Ist nun (A,,), eine nicht notwendigerweise paarweise disjunkte Folge von Elementen in A(1*),
so setzen wir B,, := | J;'_; Ay, (dies sind Elemente von A(41*)), und beachten A,, = B,,\ B,_1
(mit By = (). Dannist | J,, A, = | |,,(Bn\Bn-1) eine abzihlbare disjunkte Vereinigung von
Elementen in A(u*), also in A(1*) enthalten.

Dies schliefSt den Beweis ab, dass .A(1*) eine o-Algebra ist.

Wir betrachten noch einmal die Ungleichung (%), und zwar mit X = B = (J;~, Aj. Dies
ergibt 1*(Upe; Ax) > D pe #*(Ag). Da die umgekehrte Ungleichung aufgrund der o-
Subadditivitit von p* sowieso gilt, haben wir hier sogar Gleichheit, dh p* ist auf A(u*) o-
additiv und damit ein MafS.

Es bleibt die Vollstindigkeit von 1*| 4(,+) zu zeigen. Seialso N € A(y*) eine Nullmenge und
A C N. Fiir beliebiges X C € gilt dann X N A C N, per Monotonie also p*(X N A) <
p*(N) = 0 und deshalb

W) = (X NAS) = (X 1 A) 4 0*(X 11 A°),

Da p*(X NA) + p*(X N A°) < p*(X) ohnehin gilt, zeigt dies, dass A in A(u*) liegt. Also
ist (1*] ¢y vollstindig. O]

Der Satz von Carathéodory ist ein wesentlicher Schritt in unserer Konstruktion von Maf$en
— ausgehend von einem Inhalt auf einem Halbring haben wir ein Maf§ auf einer o-Algebra
konstruiert. Aber wie hingt dieses Mafl mit dem anfinglich betrachteten Inhalt zusammen?
Ist es tiberhaupt eine Erweiterung? Diese Fragen klirt der Satz von Hahn.
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Satz 1.36 (Fortsetzungssatz von Hahn). Sei v : H — [0,00] ein Inbalt auf cinem
Halbring H, und p* : A(p*) — [0, 00| die Einschrinkung des zugehirigen iufSeren Mafes
auf die 0-Algebra A(1*). Dann gilt

a) o(H) C A(p*) und

b) 1|y = v genau dann, wenn v ein Primaf ist.

Beweis. a) Wir zeigen zunichst o(H) C A(p*). Da ‘H und der von H erzeugte Ring R
dieselbe o-Algebra erzeugen, diirfen wir dabei annehmen, dass H ein Ring ist.

Gegeben A € H miissen wir die Carathéodory-Messbarkeitsbedingung zeigen, d.h.
pr(X) = pr (XN A) 4+ p (X N A

fir alle X C Q. Wir diirfen annehmen, dass 11*(X) < 00, denn sonst ist die Behauptung
trivial. Fiir jedes € > 0 gibt es laut Definition von p* eine Folge (B,,),, C H mit

Xc Uan, Z;v(Bn) <p(X) +e,

also

XnAcJB.n4), xna cJB\A).
n=1 n=1
Da B, N A und B,\A in H liegen (hier benutzen wir, dass H bereits ein Ring ist), sind

dies Uberdeckungen mit Elementen aus H, wie in der Definition von p*. Dies impliziert per
endlicher Additivitit von v

8

o0

pHX VA + (X NA) <Y w(B,NA) + > v(Bi\A)
n=1 k

= -1

= (W(B.NA) +v(B\A) =) (B, X) +e.
n=1 n=1

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die behauptete Ungleichung und damit o(H) C A(u*).

b) Falls u*|3y = v, dann ist v o-subadditiv, da p* als dufleres Maf$ o-subadditiv ist. Nach
Satz 1.25 ist v dann ein Primafs.

Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass v ein Pramafl ist und miissen fiir jedes A € H
die Identitit p1*(A) = v(A) zeigen. Die Ungleichung 1*(A) < v(A) folgt automatisch (Def.
von *). Fiir die umgekehrte Ungleichung kénnen wir p*(A) < 0o annehmen. Dann gibt es
zu jedem € > 0 eine Uberdeckung A C |J,, By, B, € H, mit Y v(B,) < u*(A) + ¢.

Da B, N A € H, folgt aus der 0-Subadditivitit und Monotonie von v

v(A)=v (GBQA) Z (B,NA) Siy (A) +¢,

was fiir ¢ — 0 die Behauptung liefert. ]
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Der Beweis des Satzes von Hahn sagt insbesondere, dass es fiir einen nicht o-additiven Inhalt
v auf einem Halbring H eine Menge A € H gibt, die p1*(A) < v(A) erfiille.

Definition 1.37. Sei v : H — [0, 0] ein Primafd auf einem Halbring . Dann liefern
die Sitze von Carathéodory und Hahn eine #H enthaltende o-Algebra A(1*) und ein
Mafl p = p*| ¢y — [0, 00] mit pu|; = v. Dieses Mafd heifdt die Carathéodory-Hahn-
Fortsetzung von v.

Fiir das Primaf§ Vol : Q% — [0, 00) bezeichnen wir das zugehorige dufiere Mafl mit
A; und nennen £¢ := A(X;) C P(RY) die Lebesguesche o-Algebra. Die Teilmengen

A € L% heilen Lebesgue-messbar, und \g := \3|za heiflt das Lebesgue-Mafs.

Einige Bemerkungen zum Lebesgue-Maf3:

Das Lebesgue-Maf3 ist das wichtigste Maf3 in dieser Vorlesung.
Wenn die Dimension d aus dem Kontext klar ist, schreiben wir auch kiirzer £, A, A*.

Da Q¢ die Borel-o-Algebra B(R?) erzeugt, gilt B(R?) C £ Alle Borelmengen sind
messbar. Insbesondere ist nun fiir alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen
von R? ein Volumen definiert.

Wie grof§ sind diese o-Algebren? Es lisst sich zeigen, dass B(R?) die gleiche Kardinalitit
wie R hat. Die Lebesgue-Algebra £ hat hingegen die Kardinalitit von P(RY), ist in
diesem Sinne also unvergleichlich viel grofer. Insbesondere B(RY) # L.

Die Einschrinkung A| g(r4) des Lebesgue-MafSes auf Borelmengen wird Lebesgue-Borel-
Maff genannt. Das Lebesgue-Maf? ist die Vervollstindigung des Lebesgue-Borel-Mafles
ist — dies folgt aus einem allgemeinen Satz zur Carathéodory-Hahn-Konstruktion, den
wir hier aus Zeitgriinden aber nicht besprechen wollen. Siehe aber Satz 1.39 fiir den
Beweis, dass jede Lebesgue-messbare Menge A von der Form A = B U N mit einer
Borelmenge B und einer Lebesgue-Nullmenge N ist.

Es gibt nicht Lebesgue-messbare Mengen, LA # P(Rd). Der Beweis davon kommt
spater.

Aus Zeitgriinden beweisen wir hier die Eindeutigkeitsaussage aus Satz 1.27 nicht. Sie griindet
sich auf folgender Tatsache:

Satz 1.38 (Mafleindeutigkeitssatz). Sei (2, A) ein Mafsraum, E C A ein schnittstabiler
Erzeuger, und iy, o © A — [0, 00] MafSe mit pi|e = pals. Falls p|e die Eigenschaft
hat:

o Es existieren (Ap)nen € € mitQ = J | A, und p1(A,) < oo fiirallen € N
(o-Endlichkeit),

so gilt (11 = Jo.

Da Q%als Halbring schnittstabil und das Elementarvolumen Vol, offenbar o-endlich ist (be-
trachte zB die Quader [—n, n)?), impliziert dieser Satz die Eindeutigkeitsaussage in Satz 1.27.
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1.5 Das Lebesgue-MaR3 und messbare Funktionen

Nachdem wir das Lebesgue-Maf$ A konstruiert haben, wollen wir einige seiner Eigenschaften
ableiten. Wir beginnen mit einer Regularititseigenschaft, die besagt, dass das Lebesgue-Maf3
A(A) von auflen durch offene und von innen durch abgeschlossene Mengen approximiert
werden kann.

Satz 1.39. Sei A C R%. Die Jolgenden Aussagen sind dquivalent:
a) A ist Lebesgue-messbar, dh. A € L.

b) Fiir jedes & > 0 existiert eine offene Menge U C R mir A C U und \*(U\A) <
(Man sage: \ ist von auflen regulir).

¢) Fiir jedes € > 0 existieren eine offene Menge U C RY und eine abgeschlossene Menge
V C R sodassV C A C U und N\U\V) < & (Man sagt: X ist von innen

regulir).

Beweis. In den Hausaufgaben werden die Implikationen @) = b) und a = ¢) gezeigt (fiir
d = 1, aber der Beweis verallgemeinert sich leicht auf d € N).

¢) = b) Nach Voraussetzung gibt es offenes U und abgeschlossenes V' mit V' C A C U und
N (VAU) = AV\U) < ¢. Aufgrund der Monotonie des dufleren Mafles \* gile \*(U\A) <
M(U\V) <e.

¢) = a) Wir wihlen ¢ = %, n € N, und finden nach Voraussetzung offene Mengen U,
und abgeschlossene Mengen V,, mit V,, € A C U, und A(V,\U,,) < 1.Sei V :=J, V»
und U := (), U,. Sowohl U als auch V' sind Borelmengen, und es gilt V- C A C U sowie
AMU\V) < NUN\V,) < %, also A(U\V') = 0. Deshalb ist A = V' U(A\V') Vereinigung der
Borelmenge V' und der Teilmenge A\V der Nullmenge U\ V. Also ist A\V eine Nullmenge.
Da das Lebesgue-MafS vollstindig ist (Satz 1.35), ist A\V und damitauch A = V U (4A\V)

messbar. O

In diesem Beweis haben wir insbesondere gesehen, dass jede Lebesguemenge Vereinigung einer
Borelmenge mit einer Lebesguenullmenge ist. Wie bereits vorher erwihnt, ist das Lebesgue-

mafd die Vervollstindigung des Lebesgue-Borel-Maf3es.

Beispiel 1.40. Wir illustrieren die Approximation messbarer Mengen von innen und
auflen an dem einfachen Beispiel eines Intervalls A = [a, ), a < b. Gegeben € > 0, so
erfiillen die offene Menge U = (a — £, ) und die abgeschlossene Menge V' = [a, b— %]
offenbar V- C A C U und A(U\A) = A(a — §,a)) = § < eund N(U\V) =
AM(a—%,a)U(b—5,0) =5 <e.

1
Ein interessanteres Beispiel ist A = Q C R. Dies wird in den Ubungen besprochen.
Um zu verdeutlichen, dass es wichtig, ist, dass wir offene Mengen fiir die Approximation
von aufSen, und abgeschlossene Mengen fir die Approximation von innen verwenden,
versuchen wir es andersherum: Sei U C Q offen und Q C V abgeschlossen. Da jedes
nicht leere offene Intervall sowohl rationale als auch irrationale Zahlen enthilt, folgt
U = (). Da jede reelle Zahl Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist, gilt Q =
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R und damit V' = R. Die Approximationseigenschaften in Teil b) und c) des Satzes
I scheitern also.

Bei unseren anfinglichen Uberlegungen in Abschnitt 1.1 hatten wir Bewegungsinvarianz als
eine relevante Eigenschaft eines unserer geometrischen Anschauung entsprechenden Volu-
mens identifiziert. In den spiteren allgemeinen Maf(konstruktionen ist Bewegungsinvarianz
aber bisher nicht aufgetreten. Wir wollen diesen Punkt nun angehen, und gleich etwas all-
gemeiner das Verhalten des Lebesgue-MafSes unter geeigneten Abbildungen betrachten. Dies
fihrt uns auf den fiir die Maf3theorie zentralen Begriff einer messbaren Funktion.

Definition 1.41 (Messbare Funktionen). Seien (£2,.4) und (€, A) zwei Messriume. Ei-
ne Abbildung f : 0 — € heifSt messbar, wenn die Urbilder messbarer Mengen messbar
sind, dh wenn f~(A) € Afiiralle A € A.

Wenn die o-Algebren betont werden miissen, sprechen wir genauer von (A, A)-Messbarkeit.

Beachten Sie, dass fir den Begriff einer messbaren Funktion, genau wie fiir den Begriff einer
messbaren Menge, kein Maf benotigt wird. So wie uns stetige Funktionen viel in Analysis
1 und 2 beschiftigt haben, werden uns messbare Funktionen viel in Analysis 3 beschiftigen;
insbesondere im Zusammenhang mit Integration.

Beispiel 1.42.

a) Konstante Funktionen sind messbar: Sei f : {2 — Q, f(z) = cfiralez € Q.
Denn ist A € A messbar, so ist

FUA ={ze€Q: flr)c Ay ={zcQ: cc A}

entweder () (messbar) oder € (messbar).

b) Charakteristische Funktionen messbarer Mengen sind messbar: Sei M C €2, und
sei xpr @ 2 — R die zugehérige charakteristische Funktion (Wir betrachten
hier R als Messraum (R, B(R)) mit der Borel-o-Algebra). Dann ist x;, (A) €
{0, M, M¢,Q} fiir alle A € B(R) und wir sehen, dass x s genau dann als Funk-

tion messbar ist, wenn A C € als Teilmenge messbar ist.

Eine Funktion f : X — Y zwischen zwei metrischen Riumen X,Y (z.B. f : R — R oder
f :]0,1] — R3) nennen wir messbar (oder genauer: Borel-messbar), wenn auf Definitions-
und Bildbereich die jeweilige Borel-o-Algebra verwendet wird.

Das Beispiel der charakteristischen Funktionen hat bereits gezeigt, dass messbare Funktionen

nicht stetig sein miissen. Das beinhaltet auch “sehr unstetige” Funktionen wie zB die messbare
Dirichlet-Funktion

Xo:R =R, Xo(z) =

0 x irrational

{1 x rational

Andererseits sind stetige Funktionen stets messbar. Um diesen Punkt zu verstehen, arbeiten
wir nicht mit der e-0-Charakterisierung von Stetigkeit, sondern viel einfacher mit der Cha-
rakterisierung von Stetigkeit durch offene Mengen (siche Analysis 1, Satz 4.15 b)):
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Satz 1.43. Eine Funktion  : X — Y zwischen zwei metrischen Riumen X,Y ist genau
dann stetig, wenn fiir jede offene Menge U C'Y das Urbild f~(U) C X offen ist.

Aufgrund der Aquivalenzaussage in diesem Satz kénnen wir Stetigkeit von Funktionen also
auf eine ganz dhnliche Art und Weise wie Messbarkeit von Funktionen durch Urbilder zu
definieren. Da im Folgenden oft Urbilder vorkommen, einige Kommentare zur Notation:

Gegeben zwei Mengen QLQ und eine Abbildung f : © — Q, so schreiben wir f(A), f~(A)
fir A C Qund A C Q wie gewohnt fiir Bilder und Urbilder. Analog schreiben wir fiir
Mengensysteme M C P(€2) und M C P(Q2) auch
FM) = {f(M): M € M} C P(),
JTHM) = {f7H(M) : M e M} CP(Q).

Mit dieser Notation schreib sich (A, A)-Messbarkeit einer Funktion f : Q — € cinfach als

YA c A

Seien €2,  nicht leere Mengen und f : 2 — Q eine Abbildung. Zeigen Sie:

a) Fiirjede Indexmenge I und beliebige 4, A; C Q,i € Igile f (U, Ai) = Uses F7HA)
und fH((Nier Ai) = Nier /- HA) sowie f71(A) = f~1(A)¢ (Erinnerung an das

1. Semester). Was geht schief, wenn Sie f statt f~! verwenden?

b) f (M) = a(f~1(M)) fiir jedes Mengensystem M C P ().

I Satz 1.44. Seien X, Y metrische Riume und f : X — Y stetig. Dann ist | Borel-messbar.

Beweis. Sei Oy die Menge aller offenen Teilmengen von Y. Dann haben wir nach Definition
der Borel-o-Algebra Oy C o(Oy) = B(Y). Da f stetig ist, gilt fiir jedes O € Oy auch
f7Y0) € Ox C B(X), dh Urbilder offener Mengen sind messbar, und f~(Oy) C Ox.
Mit der obenstehenden Ubung folgt

7 BY) = fH(e(0y)) = o(fH(Oy)) C 0(Ox) = B(X).
O

Dieser Satz gibt uns eine grofle Menge von messbaren Funktionen, was vor allem fur die
Integrationstheorie von Interesse sein wird. Zunichst verwenden wir messbare Funktionen
dazu, ein Maf§ von einer o-Algebra zu einer anderen zu transportieren.

Definition und Satz 1.45. Seien (2, A), (Q, A) zwei Messriume, 1 : A — [0, o0] ein
Maf3, und f : €2 — €2 eine messbare Funktion. Dann ist

fa: A= (0,00, (fu)(A) = p(f(A)),

ein Maf§ auf A. Das Maf f, 11 heifit das Bildmaf§ von . unter f.
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Die Notation f, tritt an verschiedenen Stellen in der Mathematik auf und bezeichnet einen
“pushforward” (meist nicht auf Deutsch tibersetzt), mit dem eine Struktur (hier ein Maf$)
vom Definitions- auf den Bildbereich einer Abbildung f : Q — Q transportiert wird. Das
dazu duale Konzept ist der “pullback” (Riicktransport) f*, wir werden etwas spiter darauf
eingehen.

Beweis. Die Abbildung f.u ist wohldefiniert, denn aufgrund der Messbarkeit von f gilt
f! (A) € Afiiralle A € A. Wir miissen zeigen, dass f,j tatsichlich ein Maf ist.

(fe) (@) = pu(f71(0)) = (@) = 0, also ist f.u strike. Fiir die o-Additivitit betrachten
wir paarweise disjunkte messbare Mengen A,, € A, n € IN. Dann sind auch die Urbilder
f7(A,,) paarweise disjunkt und wir erhalten

™ (u A) (f (u A)) (u I (a)) ~Su(r (4)

was mit 3. (f.)(A,) iibereinstimmt. O

Genau wir Kompositionen stetiger Funktionen stetig sind, sind auch Kompositionen mess-
barer Funktionen messbar. Es gilt:

Lemma 1.46. Sein (21, A1), (s, As), (03, As) Messriume sowie f : Oy — Qo und
g : Qo — Qs messbar. Dann ist auch g o f : Qg — Q3 messbar. Ist |1 ein Maf§ auf' Ay, so

gilt (g o flepp = gu(fipt).

Der Beweis reduziert sich auf ein blofles Einsetzen der Definitionen und wird deshalb als
Ubung iiberlassen.

Wir haben nun alle Werkzeuge parat, um die Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Mafles zu
beweisen. Wir beginnen mit dem einfachen Fall der Translationen: Fiir y € RY sei

7, R — R, 7, (T) =2 +y,

die Translation um y. Offenbar ist 7, stetig (also insbesondere Borel-messbar) und bijektiv mit
Umbkehrabbildung T, 1 = T_y, und es gilt 7,7, = 7,4, sowie 7p = idga (die Translationen
bilden eine eine zu (R, +) isomorphe Gruppe).

Bilder von Teilmengen M C R? unter Translation schreiben wir kiirzer als M + y :=
Ty (M)={m+y: me M}
Satz 1.47.

a) Das Lebesgue-Borel-Maff ist translationsinvariant: (7,)\ = X fiir alle y € R?,
Auch das Lebesgue-MafS ist translationsinvariant.

b) Sei i ein translationsinvariantes MafS auf B(R?) mit 11([0,1)?) = m < oo. Dann
giltpp=m- A\

31



Beweis. a) Sei () := [a,b) € Q% ein Quader, und y € R?, Dann haben wir

d
(7)) M@ =MQ —y) = Mla—y,b—y)) = [ [(bx — ax) = MQ).

k=1

Nach dem Maf8eindeutigkeitssatz 1.38 folgt nun A = (7). A auf B(R?). Fiir den Beweis der
Translationsinvarianz der Vervollstindigung, also des Lebesgue-MafSes, verweisen wir auf das
Buch von Elstrodt (Korollar I11.6.5).

b) Wir betrachten ny,...,ns € N und die disjunkte Zerlegung
- - UP‘“’“) <[t i)
. . =
k1=1 kq=

Aufgrund von Translationsinvarianz und Additivitit von p folgt

p(fo) <o) = o

Jeder Quader () mit rationalen Eckpunkten ist eine disjunkte Vereinigung von Quadern dieser
Form, so dass (@) = m - A\(Q) folgt. Die Behauptung folgt nun aus dem MafSeindeutig-
keitssatz. ]

Unsere Definition des Lebesgue-Mafles basiert auf dem Volumen eines Quaders. Diese Qua-
der wurden stets als achsenparallel, dh von der Produktform [a1,b;) X ... X [a4, bs), ange-
nommen. Wie sicht das Volumen aus, wenn wir die Quader (oder beliebige messbare Mengen)
drehen, spiegeln oder strecken? Um dies zu untersuchen, betrachten wir das Verhalten von A
unter linearen Abbildungen R? 5 2 +— T'z mit einer (d X d)-Matrix T' € My(R), die wir zu-
nichst als invertierbar annehmen méchten. Da R? ein endlichdimensionaler Vektorraum ist,
ist T" stetig und insbesondere Borel-messbar, so dass wir das Bildmafd T, A betrachten kénnen.

Satz 1.48. Sei T € GL(d) eine invertierbare (d X d)-Matrix. Dann gilt fiir jede Borelmenge
B CR?

(T.A)(B) = MT7'B) = |det T| ' \(B).

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass T, ein translationsinvariantes Maf3 auf B(R?) ist: Fiir

z € RYund B € B(R?) gilt
(T (B —2)=XNT'B—-T"*z)) = MT'B) = (T.\)(B).

Da der Einheitswiirfel [0, 1] kompake und 7! als lineare Abbildung stetig ist, ist auch
T71([0,1]%) kompake (Satz 9.15 aus Analysis 2). Also gibt es einen beschrinkten Quader
Q 2 T7([0,1]%) > T7(]0,1)9), und es folgt

mr = (LA)([0,1)%) = MT7H([0,1)%)) < (@) < o0

Nach Satz 1.47 gilt dann T, \ = my - \. Wir miissen my = | det T'| ™! zeigen.
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Wir betrachten zunichst den Spezialfall einer Diagonalmatrix 7' = diag(ty, ..., ;) mit

reellen Zahlen ¢, # 0. Dann streckt 77! die x;-Koordinate um i, und es ergibt sich

mp = ﬁ = | det T|_1, wie behauptet.

[t1]-

Als nichsten Spezialfall betrachten wir eine orthogonale Matrix 7', d.h. [|Tz||s = ||z||2 fiir
alle x € R? (dquivalent: T~ = T"). Dann gilt offenbar T~ (B;) = B fiir die Einheitskugel

By = {x € R?: ||z||; < 1}, und deshalb my = % =1 =|detT|™! (hier haben

wir die aus Lineare Algebra bekannte Tatsache benutzt, dass |detT| = 1 fiir orthogonale
Matrizen T gilt).

Um diese Spezialfille zu erweitern, bemerken wir als nichstes die Multiplikationsformel mpg =
mymg fir T, S € GL(d) (die ja auch fiir die Determinante gilt). Denn es gilt fiir jede Bo-
relmenge B mit Lemma 1.46

mrs - A(B) = (T'S)A(B) = (T.(5.0)(B) = (T.(ms - A))(B)
= mg(T\)(B) = mgmyg - A\(B).

Eine beliebige Matrix 7" € GL(d) kann immer in der Form 7" = U; DU, mit orthogonalen
Matrizen Uy, U und einer diagonalen Matrix D geschrieben werden (siche Lineare Algebra 2).

Also gilt
mr = My, pu, = My, MpMmy, = Mp = |d€tD|_1 = |d€t(U1DU2)‘_1 = |d€tT|_1,
und der Beweis ist abgeschlossen. O

Bemerkung: Ersetzen Sie in dem Satz T' durch T, so erhalten Sie auch die Formel
MT(B)) = |detT|- \(B)
fiir beliebige Borelmengen B € B(IRY) und beliebige invertierbare Matrizen T' € GL(d).

Beispiel 1.49.

a) (Zentralstreckungen). Sei ¢ > 0 und S, : R? — R%, z — c¢ - z, die Streckung
um c. Dann gilt fiir jede Borelmenge B C R?

A(S.(B)) = A(cB) = ¢* - A(B),

denn S, wird durch die Matrix c-1 dargestellt, die Determinante ¢? hat.

b) (Volumen eines Parallelotops) Seien 1, . .., x4 linear unabhingige Vektoren in
R?. Das von diesen Vektoren aufgespannte Parallelotop ist per Definition die
Menge

d
P:{Zthk: ogtkgl}.

k=1

Wir sehen, dass P das Bild des Einheitswiirfels [0, 1]¢ unter der Matrix A ist, die
die Standardbasisvektoren ey, ..., ey auf die x}, abbildet, Ae, = x}. Also ist P
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abgeschlossen, damit messbar, und A invertierbar (linear unabhingige Spalten).

Das Volumen des Parallelotops ist A(P) = | det A|.

Satz 1.48 stimmt fiir nicht invertierbares 7" nicht, da dann detT" = 0 gilt. In diesem Fall ist
TR? C R? ein Unterraum mit dim(TR?) < d, und fiir Borelmengen B C (TR%)¢ gilt
(T \)(B) = M(T~Y(B)) = A(0) = 0. Nichtdestotrotz gilt \(T'(B)) = 0 = | det T'|\(B) fiir
alle B € £, da T'(R?) als Unterraum mit Dimension < d eine Nullmenge ist (Ubung).

Beispiel 1.50 (Beispiel einer nicht messbaren Menge). Wir geben ein Beispiel einer
nicht Lebesgue-messbaren Teilmenge M C R. (Die Konstruktion lisst sich auf R?
verallgemeinern.)

Dazu betrachten wir auf dem Einheitsintervall [0, 1] die Aquivalenzrelation = ~ y :&

x —y € Q (es lisst sich leicht priifen, dass dies wirklich eine Aquivalenzrelation ist). Sei
K :=[0,1]/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Wir wihlen aus jeder Aquivalenzklasse
K € K genau einen Reprisentanten zk aus, und definieren die Vizli-Menge

Vi={zx: K€K} C|[0,1].

Diese Konstruktion benutzt das Auswablaxiom®.

Wir zeigen jetzt, dass V' nicht Lebesgue-messbar ist. Dazu bemerken wir zunichst, dass
fiir rationale Zahlen r, 7" € Q, r # 1/,

(r+V)NE' +V)=10
gilt: Denn jedes Element 2 € (r+V)N(r'4+ V) istvonder Form xy +7 = g +1' =
T ~ T = T = T = 17 =1’, ein Widerspruch.
Nun betrachten wir die abzihlbare Menge R := [—1,1] N Q. Es gilt
0.1 c | |tr+V)cl-12.

r€ER

Beweis: Zu jedem x € [0, 1] gibt es ein rationales 7 und einen Reprisentanten 2, so
dassz = r+axg, dh|r| = |x —zk| < 1. Wegen [0, 1] D V ergibt dies die Behauptung.

Angenommen, V' wire Lebesgue-messbar. Dann gilt aufgrund der o-Additivitit, Trans-
lationsinvarianz, und Additivitdt von A

L=\([0,1]) <> AV) < A([-1,2)) = 3.

reR

Da es eine solche Zahl A(V) nicht gibt, haben wir einen Widerspruch und schlieflen,

dass V' nicht Lebesgue-messbar ist. Insbesondere ist V' keine Borelmenge.

“Dieses Axiom der Mengenlehre besagt: Zu jeder Menge A von nicht leeren Mengen A € A gibt es
eine Auswahlfunktion, dh eine Abbildung f : A — (J,c 4 A mit f(A) € Afiiralle A € A. Das
Auswahlaxiom wird von den allermeisten MathematikerInnen akzeptiert, ist aber logisch unabhingig
von den iiblichen Axiomen der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre.
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2 Integration messbarer Funktionen

Gegeben einen MafSraum (£2, A, 1), werden wir im Folgenden ein Integral fQ f dp fiir mess-
bare Funktionen f : @ — R (oder f : Q — R) definieren, wobei R mit der Borel-o-Algebra
ausgestattet ist. Im speziellen aber wichtigen Fall des Mafiraums (R?, £(R?), \) erhalten wir
das sogenannte d-dimensionale Lebesgue-Integral.

Die wesentlichen Schritte der Konstruktion sind:

* Fiir charakeeristische Funktionen messbarer Mengen definieren wir [, x adpt := pi(A).
Das Integral hingt also stark davon ab, welches Mafd zugrundeliegt - zB fR X[1,3dA = 2
fur das Lebesgue-Maf§ A auf R, und fR X(1,31do = O fiir das Dirac-Maf$ 119 auf R.

e Fiir einfache Funktionen (endliche Linearkombinationen charakteristischer Funktio-
nen messbarer Mengen) definieren wir fQ S or1 CeXay Api=>"0 ¢ pu(Ay).

* Fiir allgemeine messbare Funktionen werden wir eine Zerlegung in positive und nega-
tive Anteile und eine Approximation durch einfache Funktionen verwenden.
Wir méchten dann die wesentlichen Eigenschaften des Integrals untersuchen, zB Linearitit,
Monotonie ( fQ fdu < fQ gdp fir f < g), das Verhalten unter Limiten (lim,, fﬂ fndu -
fQ lim,, f,, du), und mit dem Riemann-Integral vergleichen.

Aus diesem Plan wird klar, dass wir zuerst etwas mehr Wissen iiber messbaren Funktionen
erarbeiten sollten, bevor wir das Integral definieren.

2.1 Mehr tiber messbare Funktionen

In der MafStheorie kommt es hiufig vor, dass gewisse Grofen wie z.B. Mafle j1(A) unend-
lich sein kénnen. Wir werden deshalb auch zulassen, dass die zu integrierenden Funktionen
den Wert f(x) = 0o annehmen kénnen. Dies kommt insbesondere bei Grenzwerten von
Funktionenfolgen leicht vor, zB

n—o00 o x=0
n\T)=mn nlxr) — .
full) = 011 (2) {O o

Wir betrachten deshalb Funktionen der Form
f:Q—=R=RU{+o0}.

Diese Funktionen werden numerische Funktionen genannt, da sie - bis auf die moglichen Werte
+00 - zahlenwertig sind und nicht Werte in einer abstrakten Menge Q) annehmen. Auf der
erweiterten reellen Achse R haben wir die o-Algebra B(R), die aus allen Mengen der Form
B, BU{oo}, BU{—0o0}, BU{+00} mit B € B(R) besteht.

Eine oft hilfreiche Charakterisierung von messbaren Funktionen f :  — R verwendet
Superniveaumengen und Subniveaumengen, nimlich die Urbilder (mit a € R)

{zeQ: f(z)>a} = f((a,00]) = {f >a}.

Ganz analog werden die Kurzschreibweisen {f < a}, {f > a}, {f < a} definiert. Be-
achten Sie, dass dies alle Urbilder messbarer Mengen in B(IR) unter f sind. Fiir messbares
f:(,A4) = (R,B(R)) liegen {f > a}, {f < a},{f > a}, {f < a} allesamt in A. Noch

genauer kdnnen wir sagen:
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Lemma 2.1. Sei (2, A) ein Messraum. Eine numerische Funktion f : Q — R ist genau
dann messbar, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

a) {f <a} € Afiirallea € R,
b) {f >a} € Afiirallea € R,
o) {f <a} e Afiirallea € R,
d) {f >a} € Afiirallea € R.

Beweis. Wie bereits erliutert, impliziert die Messbarkeit von f a)—d). Fiir die Aquivalenz der
Bedingungen a)—d) untereinander beachten wir { f > a} = ﬂzo:l{ f>a— %} (also b)=-d)),
{(f >a} = U {f > a+ 1} @lso d=b), {f < a} = {f > a}* (also d)<a)) und
{f <a}={f > a} (aso b)=0)).

Wir zeigen noch, dass d) die Messbarkeit von f impliziert. Da f~*([a, o0]) nach Vorausset-
zung messbar ist, und f~H(a(€)) = o(f71(E)) fir jedes & C P(R), geniigt es zu zeigen,
dass die von den Intervallen [a, 0c], a € R, erzeugte o-Algebra ¥ mit B(R) iibereinstimmt.
Wegen {00} = (,,cx[n, 00] und {—o00} = N, (R\[—7, 00]) liegen {£00} in . Aufler-
dem enthilt X alle halboffenen Intervalle [a, b) = [a, 0o]\[b, 00]. Da diese B(R) erzeugen,
folgt ¥ = B(R). [

Beispiel 2.2. Sei p € R. Fiir p > 0 ist die Potenzfunktion  — |z|? stetig, also messbar.
Fiir p < 0 betrachten wir die Funktion

f:R =R, f(q:)::{’x‘p v#0

)
oo x=0

und behaupten, dass f messbar (aber nicht stetig) ist. Dazu priifen wir die Bedingung
aus Lemma 2.1 a): Fur beliebiges a € R gilt

{f<a}={$€R:|x|p<a}:{® a<0

(—o00, —a'P) U (a*/?,0) a >0’

und diese Mengen sind messbar (sogar offen).

Der Wert von f bei x = 0 spielt hier keine Rolle, genauso gut hitten wir f(0) = y mit
einem beliebigen y € R setzen kénnen.

Ist £ : (€2, A) — R messbar, so sind ist fiir jedes @ € R die a-Niveaumenge {f = a} =
[ *{a}) = {f > a} N {f < a} messbar. Aber aus der Messbarkeit aller { f = a}, a € R,
folgt nicht die Messbarkeit von f (Knobel-Ubung, finden Sie ein Gegenbeispiel).

Wir betrachten nun einige Operationen, die messbare Funktionen in messbare Funktionen
tiberfiihren.

Satz 2.3. Sei (2, A) ein Messraum und f, g : 0 — R messbare numerische Funktionen.
Dann sind auch die folgenden Funktionen messbar:
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a) c- [ fiirallec € R,

b) sup{f,g} : x— max{f(z),g(z)} undinf{f, g} : x — min{f(x), g(z)},

¢) der positive Teil f von f, definiert als f, := sup{f,0}, und der negative Teil f_
von [, definiert als f_ := sup{—f,0},

d) |f|P fiir alle p > 0,

¢) [+ g, falls iiberall definiert (d.h. es gibt kein x € Q mit f(x) = 00 und g(x) =
Fo0),

Hrg

Beweis. a) und d) folgen aus der Messbarkeit von  +— ¢- x und x — |z|”. b) und e) wurden
schon in den Ubungen gezeigt, und c) ist ein Spezialfall von b). Fiir f) bemerken wir wie
in Ubung P4.4, dass h : Q — R?, h(z) := (f(x),g(x)) messbar ist. Da auch R? — R,
m : (x,y) — xy als stetige Funktion messbar ist, ist fg = m o h als Komposition messbarer
Funktionen messbar. [

Positiv- und Negativteil einer Funktion sind Thnen bereits aus Analysis 1 bekannt (sieche Ana-
lysis 1, Lemma 6.10). Erinnern Sie: fy sind beide positiv, und es gilt f = f. — f_ und
|f| = f+ + f—. Insbesondere sehen wir als Korollar von Satz 2.3, dass eine numerische Funk-
tion f : 2 — R genau dann messbar ist, wenn f, und f_ messbar sind.

Das Integral nach einem Maf§ wird durch einen Approximationsprozess definiert. Deshalb
sehen wir uns auch die Eigenschaften messbarer Funktionen unter Limiten, Suprema, etc an:
Gegeben eine Folge von Funktionen f,, : @ — R, n € N, so setzen wir

wpfo e s f0), s B ()
lirr?es;l?p fnix— Tignfl 21;2 fr(x), linmelilx?ff" LT zlelﬂli ];Izlg fr(z).

Diese Funktionen existieren als Funktionen R — R, kénnen also die Werte 400 annehmen,
selbst wenn f,(z) € R fiir alle z, n. Dies zeigt bereits, dass es niitzlich ist, mit Funktionen
nach R zu arbeiten. Der punktweise Limes lim,, f,, : © + lim,, f,,(x) muss nicht existieren.
Wenn er existiert, stimmt er mit limsup,, f,, und liminf, f, tiberein.

Lemma 2.4. Sei (2, A) ein Messraum und f,, : Q) — R, n € N, messbar. Dann sind
auch die Funktionen

sup fn, inf f,, lim sup f;,, lim inf f,,,
messbar.

Beweis. Aufgrund der Definition von lim inf und lim sup geniigt es, die Aussage fiir sup und

inf zu zeigen. Dies folgt direkt aus {sup, f,, < a} = (), {f» < a} und {inf, f, > a} =
N, {fn > a}. O

Messbarkeit ist also stabil unter Suprema unter Infima.
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Wie bereits am Beginn dieses Kapitels angekiindigt, wird das Integral {iber charakteristische
Funktionen und ihre Linearkombinationen aufgebaut werden. Wir definieren diese wie folgt.

Definition 2.5. Sei (€2, A) ein Messraum. Eine einfache Funktion ist eine messbare nu-
merische Funktion f : 2 — R, die nur endlich viele Werte annimmt, d.h. | f(2)| < oc.

Sei f : Q — R einfach, mit Bild f(2) = {y1,...,yn}. Dann sind die Urbilder 4; :=
' ({y;}) = {f = y;} messbare Teilmengen von 2, und es gilt

fzzyj'XAj‘
j=1

Diese Darstellung ist allerdings nicht eindeutig, zB x[0,1) = x|, 14 X2 -

Es ist klar, dass Linearkombinationen von einfachen Funktionen einfach sind. Da fiir Pro-
dukte von charakteristischen Funktionen

XA XB = XAnB

gilt, sind auch Produkte von einfachen Funktionen einfach. Fiir (2 = R sieht dies alles sehr
dhnlich wie beim Riemann-Integral aus, aber wir haben nun sehr viel mehr charakteristische
Funktionen als nur solche von Intervallen zur Verfiigung. Aulerdem kénnen wir sehr viel all-
gemeinere Definitionsbereiche (zB Q2 = R? oder (2 ein Funktionenraum mit einer geeignten

o-Algebra) betrachten.

Die folgende Approximierbarkeit messbarer Funktionen durch einfache Funktionen wird fiir
uns wesentlich sein.

Satz 2.6. Sei (2, A) ein Messraum und f - Q0 — R, eine messbare nicht negative Funk-
tion. Dann gibt es eine aufsteigende Folge" nicht negativer einfacher Funktionen o, : €0 —
Ry mitlim,, @ (x) = sup,, n(x) = f(2) fiir alle v € Q.

“d.h. 0 < () < @pt1() firallez € Q,n e N

Beweis. Wir zerlegen den Bildbereich [0, 0o| von f in die n2™ + 1 disjunkten Intervalle

0,5), [3m30), - [BH%0),  [nod

Durch Urbildbildung erhalten wir eine Zerlegung von €2 in paarweise disjunkte Mengen,

Q={0<f<atu...u{ZA<f<Zu{n<f}

Wir definieren nun die einfache Funktion

1 n2" —1
+- Foo X

=0 Xpoe gy T on Nigherey o n2ty + 7 X{n<y)-

(P2l

Per Konstruktion gilt 0 < ¢, (z) < f(z) firalle z € Qund f(z) < ¢n(z) + 5 fiir
alle z € {f < n}. Also haben wir den punktweisen Grenzwert @, () — f(x) fiir alle
x € (. Durch Vergleich der die charakteristischen Funktionen definierenden Mengen sieht
man auch ¢, < @41 ein: Wir setzen A, = {£ < f < EH} Danngilt A, =
Atk U Apti2k+1 und Vergleich der Funktionswerte (2% fiir o, vs. 23’&1 bzw. gﬁﬂ fiir

©n+1) liefert die Behauptung. [
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2.2 Integrale nach einem MaR und integrierbare Funktionen

Sei (2, A, 1) ein Maflraum. Wir beginnen nun die Konstruktion des Integrals fQ fdp fur
Borel-messbare numerische Funktionen f : € — R. Dabei gehen wir in mehreren Schritten
vor.

Fiir eine nicht-negative einfache Funktion f : Q@ — R, mit Bild f(Q) = {v1,..., .} und
Urbildern A; := f~'({y;}) setzen wir

/ fdp = Zyj -u(4)) € Ry
Q oy

Man kann leicht zeigen, dass diese Definition nicht von der Darstellung f abhingt: Falls
[ =0 zuXB, so gilt 2?21 y; - w(A;) = >0, 2k - 1(By) (Ubung, betrachten Sie die
Mengen B, N A;j).

Wir kénnen auch nur iiber eine messbare Teilmenge von €2 integrieren: Fiir A € A setzen
wir

/Afd,u::/QfXAd,U:;yj',U(Aij)

und nennen dieses Integral das pi-Integral von f iiber A.

Lemma 2.7. Sei (2, A, i) ein MafSraum und ¢ : Q0 — [0, 00| eine einfache Funktion.
Dann ist

v:A— 0,00, v(A) = / wdy
A
ein Mafs.

Beweis. Offenbar gilt v(0)) = 0. Fiir die 0-Additivitit betrachten wir eine Folge (B;) paar-
weise disjunkter Mengen in A. Mit B := | |, B gilt

B) = [ wdu=3" yu(a;0B)

j=1

= yu (Aj ﬂ|_|Bz> =Yy Y n(AnNB)
=1 =1 =1 =1

=D > yu(ANB) =) v(B).
=1 j=1 =1

Wir notieren einige Eigenschaften dieses Integrals:
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Lemma 2.8. Sei (2, A, 1) ein MafSraum. Fiir nicht-negative einfache Funktionen o, 1)
Q — [0, 0], messbare Mengen A, B € A, und c € |0, 0] gilt:

/AcsodMZC/Asodu,
/A(Wrw)duz/Asodqu/Awdu,

soﬁwﬁ/soduS/@/}du,
A A

M(A)=0=>/sodu:0,
A

ACB:>/g0d,u§/gpd,u.
A B

Beweis. Die ersten beiden und die vierte Eigenschaft sind direkte Konsequenzen der Defi-
nition des Integrals. Die dritte Eigenschaft (Monotonie) folgt aus der zweiten (Additivitit),
weil 1) — ¢ ebenfalls eine nicht-negative einfache Funktion ist. Die letzte Eigenschaft folgt,
da A C B die Ungleichung x4 < xp impliziert. ]

Das Integral nach p tiber eine nicht-negative messbare Funktion wird nun durch Approxima-
tion von unten definiert.

Definition 2.9. Sei (2, A, 1) ein Maffraum und f : 2 — [0, 00| eine nicht negative
messbare Funktion. Dann definieren wir das Integral von f iiber Q) bzgl. 1 (oder: das
p-Integral von f) als

/fd,u::sup{/gpdu: 0<p<f, gpisteinfach}.
Q Q

Fiir einfache Funktionen stimmt diese Definition mit der bereits gegebenen Definition von
Jq, f dp iiberein: Denn einerseits konnen wir, falls f einfach ist, unter dem Supremum ¢ = f
wihlen, was zeigt, dass die neue Definition > fQ fdu ist. Und andererseits gilt unter dem
Supremum aufgrund der Monotonie aus Lemma 2.8 stets fQ pdp < fQ fdj, was zeigt, dass
die neue Definition < fQ fdu ist.

Was die Notation des Integrals angeht, so schreiben wir fQ fdu oder fQ f(z)dp(z). Wenn
Q und/oder 1 aus dem Zusammenhang klar sind, schreiben wir auch knapper [ fdu, [, f

oder [ f.

Das Supremum existiert immer in [0, 00| (kénnte also unendlich sein). Wir werden das Su-
premum gleich noch genauer beschreiben. Dazu benétigen wir die Monotonie des Integrals.

Lemma 2.10. Sei (2, A, 1) ein MafSraum und f, g : Q0 — R, messbare nicht-negative
Funktionen mit f < g. Dann gilt fQ fdu < fQ gdpu.

Beweis. Zur Abkiirzung schreiben wir E}, fiir die Menge aller einfachen Funktionen ¢, die
0 < ¢ < heerfiillen. Dann schreibt sich das Integral als [, hdp = sup oe k), Jo edp.

Aus f < g folgt Ef C E,, und damit [ f = SUp e, [ < SUp,cp, Je= g H
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Der folgende Satz von der monotonen Konvergenz ist der zweitwichtigste Konvergenzsatz der
Lebesgue’schen Integrationstheorie

Satz 2.11 (Satz von der monotonen Konvergenz; Satz von Beppo Levi). Sei (€2, A, 11)
ein MafSraum und ( f,,),, eine monoton steigende Folge messbarer nicht-negativer numeri-
scher Funktionen f, : Q0 — [0,00]. Dann ist [ := lim,, f,, messbar (siehe Lemma 2.4),
und es gilt

lim [ f,du= / fdpu.
Q Q

n—o0

Beweis. Da die Funktionenfolge ( f,,), monoton wichst, wichst nach dem vorausgehenden
Lemma auch die Folge der Integrale ( [, fndft),. Also existiert I := lim,, [, fodp € [0, o0].
Aufgrund der Monotonie der Folge gilt f,, < f und deshalb fQ fadp < fQ fdu fir alle
n € N,also I < fﬂ fdu.

Fiir die umgekehrte Ungleichung zeigen wir, dass jede einfache Funktion ¢ mit 0 < ¢ < f

/@duéf
Q

erfiillt, das ergibt dann die Behauptung. Sei dazu eine solche einfache Funktion ¢ gegeben.
Wir betrachten 0 < ¢ < 1 und betrachten A,, := {f,, > cp}. Es gilt A,, C A, ;1 wegen
der Monotonie der Folge (f,)n, und |, oy An = Q. Zum Beweis der zweiten Aussage sei
x € (. Falls p(x) > 0, so gilt cp(z) < p(x) < f(x) < fu(z), und deshalb gibtesn € N,
so dass cp(z) < fo(x), dh x € |, A,. Fir o(z) = 0 gilt sogar z € A, fiir alle n. Nun

erhalten wir
Iz/fnduz/ fnduz/ cwdu=0/ @ dp.
Q An An An

Da A— f N wdp ein MafS ist, kdnnen wir Satz 1.25 ¢) anwenden und sehen, dass

lim pdp = / wdp
n— 00 A, o)

gilt. Also haben wir I > ¢ fQ @dp, und im Limes ¢ 1 erhalten wir die gewiinschte Unglei-
chung. O

Der Satz von der monotonen Konvergenz gilt nicht fiir das Riemann-Integral: Es gibt mono-
ton wachsende Folgen Riemann-integrierbarer Funktionen, deren Grenzwert nicht Riemann-
integrierbar ist.

Beispiel 2.12. Fiir das Riemann-Integral liefert uns der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung eine effiziente Methode, um Integrale zu berechnen, die uns momen-
tan fiir das Lebesgue- und allgemeinere pi-Integrale noch fehlt. Wir illustrieren den Satz
von Beppo Levi deshalb nur an zwei sehr einfachen Beispielen.

a) Wir betrachten die Funktionen

fn i R—=R, fn(z) = 371/")([0,1] (7).
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Die Folge (f,) ist monoton wachsend (z/" = e~w/l8?! fiir 0 < 2 < 1), und
der punktweise Grenzwert ist

f(x) = lim fu(z) =

n—o0

{10<x§1

0 sonst

also f = x(0,1)- Damit folgt fiir das Lebesgue-Integral tiber f
lim/ fn(z) dA(x) :/ ©01](x) dX(x) = A((0,1]) = 1.
mJR

b) Ohne die Monotonie-Bedingung gilt der Satz von Beppo Levi nicht: Die Funk-
tionen f, : R = R, f, := %X[D,n] sind messbare einfache nicht-negative Funk-
tionen mit f,, — 0 fiir n — 00, aber [, f,d\ = 1 fiirallen € N.

Als Korollar des Satzes 2.11 von Beppo Levi und der Approximierbarkeit messbarer positiver
Funktionen (Satz 2.11) erhalten wir eine Charakterisierung des pi-Integrals als Grenzwert.

Korollar 2.13. Sei (2, A, 1) ein MafSraum und f : Q@ — |0, 00| eine nicht negative mess-
bare Funktion. Sei weiterhin (py,)n, eine monoton wachsende Folge nicht negativer einfacher
Funktionen mit o, / f (die es nach Satz 2.6 gibt). Dann ist das ji-Integral von [

/f—hm sup/g@n.
O=CE neN JQ

Beweis. Die erste Gleichung folgt direkt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, und
die zweite Gleichung aus der Monotonie des Integrals (n — fQ oy, ist monoton wachsend).

]

Es ist auch moglich, das pi-Integral von f durch fQ f = lim, fQ ©p, mit einer approxi-
mierenden Folge (¢,,) von nicht negativen einfachen Funktionen zu definieren. Dann muss
man aber zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl der Folge abhingt, was in unserer
(dquivalenten) Definition 2.9 offensichtlich ist.

Ein erster Vergleich mit der Definition des Riemann-Integrals (Analysis 1, Kapitel 6) bietet
sich hier an: Das Riemann-Integral einer Funktion f : [a,b] — R ist definiert, falls Ober-
und Unterintegral iibereinstimmen. Das Unterintegral ist durch Approximation von f durch
Treppenfunktionen von unten definiert. Dabei sind Treppenfunktionen fiir Riemannintegra-
le Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen y; von Intervallen I C [a, b]. Da
Intervalle messbar sind, sind solche Funktionen insbesondere einfache Funktionen fiir den
Mafraum ([a, b], B([a, b]), A). Bei der Konstruktion des A-Integrals haben wir also sehr viel
mehr einfache Funktionen zur Verfiigung als beim Riemann-Integral. Weiterhin basiert das
Riemann-Integral auf einer Zerlegung des Definitionsbereichs [a, b], wihrend das Lebesgue-
integral eine Zerlegung des Bildbereichs involviert, vgl. Satz 2.6.

Wir werden die beiden Integralbegriff etwas spiter noch genauer vergleichen. Zuerst dehnen
wir pi-Integrale auf nicht notwendigerweise nicht negative Funktionen aus. Dazu notieren wir
folgendes elementare Lemma.
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Lemma 2.14. Fiir messbare Funktionen f,g : Q@ — R, und c € R, gilt

/Q(Cf)dMZC/Qfdm
/Q(f+g)du=/nfdu+/ggdu-

Beweis. Wir wihlen Folgen (¢,) und (,) monoton wachsender nicht negativer einfacher

Funktionen mit ¢,, /* f und ¢, /* g. Dann gilt cp,,  ¢f und @, + 9, f + g, und

deshalb
/cfdu: lim /cgpnd,u:c lim /gondu:c/fd,u,

/Q(f+g)du=7}g&/9(son+¢n)duZggrgo (/andu+/g¢ndu>

:/Qfdu—l—/ggd,u.

Definition 2.15. Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum. Eine Funktion f : © — R heiflt p-
integrierbar, wenn sie messbar ist und fiir die beiden (messbaren) Funktionen f1 :  —

R,

]

/fidu<oo
Q

gilt. In diesem Fall definieren wir das p-Integral von f als

/Qfdu:—/ﬂﬁdu—/ﬂf—dw

Die Menge aller ji-integrierbaren Funktionen f :  — R wird mit £!(Q, A, 11) (oder
kiirzer £(€, i) bzw L£1(2)) bezeichnet.

Fiir den Fall Q = R, A = B(R?), u = \? (Lebesgue-Maf) sprechen wir von Lebesgue-
Integrierbarkeit und dem Lebesgue-Integral.

Im Fall f > 0gilt f = f+ und f- = 0, so dass die obige Definition des p-Interals mit
der bisherigen Definition fiir nicht negative Funktionen tibereinstimmt. Eine nicht negative
messbare Funktion heifdt aber nur dann integrierbar, wenn ihr i-Integral endlich ist.

Bemerken Sie, dass eine messbare Funktion f : 2 — R genau dann p-integrierbar ist, wenn

/ | fldp < o0
Q
gilt. Denn | f| = fi + f-, also mit Lemma 2.14 fQ |fldp = fQ fodp + fQ f_dpu.

Wenn das Maf /¢ aus dem Zusammenhang klar ist, sprechen wir auch kiirzer von integrier-
baren (statt: p-integrierbaren) Funktionen. Wir sammeln einige Eigenschaften integrierbarer
Funktionen:
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Satz 2.16. Sei (Q, A, 1) ein MafSraum und f, g : 0 — R integrierbar.

a) Fiir jedes c € R ist cf integrierbar, und

/chdp:c/gfdu.

b) Ist f + g auf ganz S definiert, so ist auch f + g integrierbar, und es gilt

/Q(f+g)du=/ﬂfdu+/ﬂgdu-

¢) Falls f < g, so gilt

/Qfdu < /diu.

d) Die Dreiecksungleichung fiir Integrale gilt:

d dy.
qulé/glf!u

Insbesondere ist L1 (2, A, 11) ein Vektorraum, und f —> fﬂ fdu ein lineares Funktional.

Beweis. a) Firc > 0 gilt (Cf)i = c¢f+ und deshalb f cf)s = fcfi = Cffi < 00, und

[lef)y=[efy = J(efo)=c[ fyr—c[f-=c[ [ Firc=—1git(—f)r = f, also
S =T~ Tr=-IF
b) Es gilt

(f+a)+—(f+tg-=f+tg=fi—f+g:—g-
= (f+g)++fotg-=(+g)-+fr+gs

> [roer [r+ [o=[tGro-+ [r+ [on

Wegen (f + g)+ < fi + g+ sind alle Integrale endlich. Das impliziert die Behauptung.

o f < g impliziert f; < gy und f_ > g_, also

1= fr fou o

d) folgtaus —|f| < f <|f]. [

Damit ist das Integral nach einem Maf§ vollstindig definiert. Wir bemerken noch, dass wie
fur beim Integral iiber einfache Funktionen fiir messbare Mengen A € A

/Afdu :=/Q><Afdu
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gesetzt wird. Dies erklirt das Integral iiber (messbare) Teilmengen des Definitionsbereichs

(siche Ubung).

Analog zu Lemma 2.7 sieht man, dass fiir eine nicht negative messbare Funktion f : 2 — R
v:A—R,, I/(A)::/fd,u
A

ein Maf definiert (Ubung Blatt 5). Dieses Maf§ heifSt das Maf§ mit Dichte [ bzgl. 11 und wird
auch kurz als f - 1 bezeichnet.

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass 1(4) = 0 = (f - u)(A) = 0 gilt, dh Nullmengen fiir
t sind auch Nullmengen fiir v := f - p (die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht). In dieser
Situation sagt man, dass v absolut stetig bzgl. 14 ist, und schreibt v < p.

Der Satz von Radon-Nikodyjm besagt, dass unter gewissen Bedingungen auch die Umkehrung
gilt: Falls p1, v zwei o-endliche Maf3e auf einem Messraum (€2, .A) sind, so dass ¥ <y, dann

besitzt v eine Dichte bzgl pu: Es gibt eine messbare nicht negative Funktion f : 2 — R, so dass

v = f-p. Die Funktion f heifft dann Radon-Nikodym-Ableitung von v bzgl. jzund als f = g—z

geschrieben.

Dieser Satz hat viele Anwendungen, insbesondere in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Nicht kom-
mutative Varianten spielen auch in der Theorie der von Neumann Algebren eine wichtige Rolle,
fuhren aber tiber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus.

2.3 Nullmengen und Vergleich Lebesgue-/Riemannintegral

In der Konstruktion von Maflen aus Primaflen haben wir den Begriff einer Nullmenge ken-
nengelernt (Def. 1.18). Weiterhin haben wir geschen, dass fiir das vollstindige Lebesguemaf
A alle Nullmengen messbar sind, d.h. genau die Mengen A C R? mit A(A) = 0 sind.

Auch bei Integralen treten Nullmengen auf sehr natiirliche Art und Weise auf.

Satz 2.17. Sei (2, A, 11) ein MafSraum.

a) Fiir eine messbare numerische Funktion f = 0 — R gilt

/ |fldy =0 <= {x € Q: f(x)# 0} isteine Nullmenge.
Q

b) It f : Q — R integrierbar, so ist {x € Q0 : f(z) = Fo0} eine Nullmenge.

¢) Seien f,g : Q — R messbar, so dass {x € Q: f(z) # g(x)} eine Nullmenge ist.
Dann ist f genau dann integrierbar, wenn q integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

/Qfduz/ﬂgdu-

Beweis. a) Die Menge S := {z € Q: f(z) # 0} = f~H(R\{0}) ist messbar, da f messbar
ist. Sei [, |f|dp = 0, und betrachte ¢, := inf{n|f|, xs}, » € N. Dann sind die ¢,
messbar und bilden eine monoton wachsende Folge mit ¢,, ' xg. Weiterhin gilt f Yn <
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[n|fl =n[]f] =0, also [, = 0. Mit dem Satz {iber monotone Konvergenz folgt also
w(S) = [ xs =lim, [ ¢, =0, d.h. S ist eine Nullmenge.

Fir die andere Beweisrichtung nehmen wir an, dass S eine Nullmenge ist, und definieren
Yy, := inf{nxg, | f|}. Dann sind die 9, eine monoton wachsende Folge mit ¢, ,/* | f|. Da

0< f@bn < nfxg =nu(S) = O,giltf@/}n :Ofﬁrallen,unddamitf|f| :limnfwn =

0 (nach Satz tiber monotone Konvergenz).

b) Sei M = {z € Q: f(z) = £oo} = {z € Q: |f(z)| = oo}; dies ist eine messbare
Menge. Dann gilt nx s < |f] fiir alle n € N, und deshalb

nu(M)Z/anMduS/QUIdu<oo,

da f integrierbar ist. Das impliziert (M) = 0.

c) Die Menge M := {f # g} = {z € Q: f(x) # g(x)} ist messbar, da f und g messbar
sind. Die Funktionen f - xp7e = ¢ xae und f - xas sind als Produkte messbarer Funktionen
messbar. Da M nach Voraussetzung eine Nullmenge ist, gilt nach a) [ |fxu| = 0. Da f =

f - xme + f - xum» haben wir

[101= [ 1500+ pael < [ b < [ 171

Also ist f genau dann integrierbar, wenn fy e integrierbar ist, und [ |f| = [|f|xase.
Genauso konnen wir fiir g argumentieren, und wegen fx e = gx e folgt die Behauptung.
O

Dieser_Satz lehrt uns, dass es meist irrelevant ist, ob wir Funktionen f : 2 — R oder f :
2 — R betrachten: Falls f integrierbar ist, ist {| f| = oo} eine Nullmenge, und wenn wir f
auf dieser Nullmenge dndern (z.B. = 0 setzen), hat das keinen Einfluss auf das Integral.

Als knappe Sprechweise vereinbaren wir das Folgende: Ist (€2, A, 1) ein MafSraum und P eine
Aussage iber Punkte x € (2, so sagen wir P gilt p-fast iiberall, falls die Menge der Punkte
x € ), fir die P(z) falsch ist, eine ;--Nullmenge ist. Im Falle des Lebesgue-Maf3es sagen wir
auch Lebesgue-fast iiberall.

Beispiel 2.18. Die Aussagen von Satz 2.17 kénnen wir mit dieser Sprechweise auch so
formulieren:

a) [o|fldp=0<= f =0 p-fast iiberall.

b) f integrierbar = |f| < 0o u-fast iiberall.

o) f=gpfastiiberall = [ fdu = [ gdp.

Weiteres Beispiel: Eine Funktion f : R — R, die abzdhlbare viele Nullstellen hat, erfiille
f # 0 Lebesgue-fast iiberall.

Wir vergleichen nun das Riemann- und das Lebesgueintegral. Dazu betrachten wir ein kom-
paktes Intervall [a, b] C R und beschrinkte Funktionen f : [a,b] — R. Fiir diese Funktio-
nen haben wir den Begriff der Riemann-Integrierbarkeit. Erinnerung dazu: f ist Riemann-
integrierbar, falls es fiir jedes € > 0 Treppenfunktionen ¢, : [a,b] - Rmitp < f < ¢
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und f; Y(z)dr — f: @(x)dx < e gibt — siche Analysis 1, Lemma 6.7. Hierbei ist eine Trep-
penfunktion eine Linearkombination von charakteristischen Funktionen von Intervallen, ins-
besondere also eine Lebesgue-cinfache Funktion. Das Integral von Treppenfunktionen ¢ war
so definiert, dass es mit [, ¢(z)dA(z) tibereinstimmt.

Angenommen, [ : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar. Dann kénnen wir zu jedem n € N

Treppenfunktionen ¢y, ¥, : [a,b] — R wihlen, die ¢,, < f <, und
b b 1
/ U (x)dx — / on(x)dr <

n
erfiillen. Wir diirfen annehmen, dass (¢,,) monoton wachsend und (¢,) monoton fallend
ist, denn ansonsten ersetzen wir ¢,, durch @, := sup{e1,...,¢,} und ¥, durch ¢, =

inf{wl, e ,wn}

Nach Definition des Riemann-Integrals gilt

b b b
/ f(x)dz = lim [ ¥,(x)de = lim [ ¢,(z)de.

n—o0 n—o0 a

Wir betrachten ¢,, := ¢, — 1 und @Zn := 11 — y,. Dann gilt ¢, @Zn > 0 und sowohl (©,,)
als auch (¢,) sind monoton wachsend. Die Funktionen ¢ := ¢ + lim,, $,, = lim,, ¢, und
Y =1y — lim, ¢, = lim,, 1, sind messbar, und nach dem Satz von Beppo Levi gilt

lim on(z)dA\(x) = lim /[b] gbn(:v)d)\(a:)+/ o1(x)d\(x) :/ o(x)d\(x),

=00 J4.4] n—00 [a,b] [a,b]
in [ wn@d\e) = [ @i - lim [ @@ = [ i),
=00 Ja,b] [a,b] =00 Ja,b] [a,b]

Da beide Limiten gleich dem Riemann-Integral von f sind, haben wir

b
/ god)\:/ f(z)dx = W dA
[a,b] a [a,b]

gezeigt. Weiterhin gilt ¢ < f <), also ¢ — ¢ > 0 und f[a . |t — pld\ = 0. Satz 2.17 a)
impliziert nun, dass ¢ = ¢ A-fast tiberall gilt, also auch f = ¢ A-fast tiberall. Ersetzen wir
also f durch ¢ (was f nur auf einer Nullmenge idndert), so folgt f; flz)dz = f[a . fdA.

Zusammengefasst:

Satz 2.19. Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R eine Riemann-
integrierbare Funktion. Dann ist f, evtl. nach einer Abinderung auf einer Lebesgue-Nullmenge,
Borel-messbar und das Riemannsche und Lebesguesche Integral stimmen iiberein,

/b f(z)dx = fdA.
a [a,b]

Bemerkungen:

* Es gibt beschrinkte Funktionen auf kompakten Intervallen, die Lebesgue-integrierbar,
aber nicht Riemann-integrierbar sind. Ein typisches Beispiel ist f = xqnjo,1] — siche
Ubungen.
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* Aufgrund des obigen Satzes schreibt man fiir Lebesgue-Integrale auch oft fab f(z)dz
oder f[a’b] f(z)dx anstelle von f[%b] f(x)dA(z) oder f[a’b} f d\. Diese Notation ist aber
nur fiir das Lebesgueintegral reserviert und wird nicht fiir Integrale bzgl anderen Maflen
verwendet.

* Als noch genaueren Vergleich von Riemann- und Lebesgueintegral lisst sich zeigen:
Eine beschrinkte Funktion f : [a, ] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn
die Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Lebesgue-Nullmenge ist. Fiir den Beweis
verweisen wir auf das Buch von Elstrodt, Satz 6.1.

In Analysis 2, Kapitel 7, haben wir auch uneigentliche Riemann-Integrale kennengelernt. Erin-
nerung; Fiir ein Intervall I C R (offen, halboffen, mit endlichen oder unendlichen Grenzen,
also zB (a,b), (a,00), (—o0, a]) heiflt f : I — R (uneigentlich) Riemann-integrabel, wenn
fiir jedes kompakte Intervall K C I die Einschrinkung f|x Riemann-integrierbar ist, und
limg 7 fo =: f[f existiert.

Satz 2.20. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion, so dass f|x fiir jedes
kompakte Intervall K C I Riemann-integrierbar ist. Dann ist f (evel nach Abinderung
auf einer Nullmenge) genau dann Lebesgue-integrierbar iiber I, wenn | f| uneigentlich iiber
I Riemann-integrierbar ist, und das uneigentliche Riemann-Integral f I f stimmt mit dem
Lebesgue-Integral | ; fdX diberein.

Beweis. Wir nehmen an, dass I = (a, b) offen ist (mit —0o < a < b < +00), im Falle eines
halboffenen Intervalls ist der Beweis dhnlich.

Wir wihlen monotone Folgen a,, \, @ und b,, /* b mita < a,, < b,, < b. Nach Satz 2.19
ist - X[a,,bn] Lebesgue-integrierbar (evtl nach Abinderung auf einer Nullmenge), und f =
limy, fX[a, bn] als Grenzwert einer Folge messbarer Funktionen messbar. Mit Hilfe des Satzes
tiber monotone Konvergenz sehen wir, dass das uneigentliche Riemann-Integral iiber | f|

b bn
[ 1f@ldz = tim [ f@ds = tim [ 1300 a0= [ 17102
a n—oo an n—oo [ I

ist. Das zeigt, dass f genau dann Lebesgue-integrierbar iiber I ist, wenn |f| uneigentlich
Riemann-integrierbar tiber [ ist.

Um die Gleichheit des uneigentlichen Riemann-Integrals von f (nicht | f|) mit dem Lebes-
gueintegral [, fd\ zu zeigen, wiirden wir gerne so argumentieren:

b bn
/ f(z)dz = lim f(z)dx = lim /fX[an,bn] d\ = /fd)\.
a n—oo I I

n—oo
Qn

Alle Schritte bis auf den letzten (Vertauschung Limes und Integral) sind gerechtfertigt. Im
letzten Schritt kdnnen wir aber nicht den Satz von Beppo Levi verwenden, da die Konvergenz
im Allgemeinen nicht monoton ist. Wir brauchen also einen anderen Approximationssatz
fur Lebesgueintegrale, der uns diesen Schritt erlaubt. Wir werden diesen Satz im nichsten
Abschnitt kennenlernen (Satz 2.23), der dann auch diese Liicke im Beweis schlief3t. O

Zum Abschlss unseres Vergleichs von Riemann- und Lebesgueintegralen eine Warnung: Es

gibt uneigentliche Riemann-Integrale, die nicht als Lebesgueintegrale existieren. Der wesent-
liche Punke ist, dass Lebesgue-Integrierbarkeit dquivalent zu [ | f|dA < oo ist. Uneigentliche
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Riemann-Integrale konnen aber existieren, indem sich positive und negative Beitrige zum
Integral geeignet wegheben. Das folgende Beispiel illustriert das.

Beispiel 2.21. Wir betrachten das Fresnel'sche Integral [ sin(2?)dx (siche Beispiel
7.11 in Analysis 2). Dieses Integral existiert als ein uneigentliches Riemann-Integral,
aber [ |sin(2?)|dx existiert nicht. (Man zeigt wie in Beispiel 7.11 in Analysis 2, dass

dieses Integral mit § [ ls\l;i Ldt iibereinstimmt, aber letzteres Integral existiert nicht, da

t— 712 24 langsam abfillt.)

Aber die Existenz von [ |sin(z?)|dz als uneigentliches Riemann-Integral ist nach
Satz 2.20 4quivalent zur Existenz (Endlichkeit) des Lebesgueintegrals [ sin(2%)dA(z),
also existiert dieses Integral nicht.

2.4 Majorisierte Konvergenz und Anwendungen

Wir kommen jetzt zu dem wichtigsten Approximationssatz der Lebesgueschen Integrations-
theorie, dem Satz {iber majorisierte Konvergenz (auf Englisch “dominated convergence”) von
Lebesgue.

Zuerst betrachten wir das Lemma von Fatou.

Satz 2.22 (Lemma von Fatou). Sei (2, A, 1) ein MafSraum und f,, : 2 — R eine Folge
nicht negativer messbarer Funktionen. Dann gilt

n—00 n—

/ liminf f,, dpp < lim inf/ fndp.
Q ~ Ja

Einige Bemerkungen zum Lemma von Fatou:

* Dieser Satz hat nur sehr wenige Voraussetzungen: Es wird einzig und allein geforderrt,
dass die f), nicht negativ und messbar sind. Die Existenz von lim inf,, f,, ist automatisch
(es ist ein Grenzwert einer monoton wachsenden Folge). Allerdings ist auch die Aussage
des Lemmas schwicher als zB beim Satz von Beppo Levi, da hier nur eine Ungleichung
vorliegt.

* Der Beweis des Lemmas und Beispiele, fiir die [, liminf f,, dp < liminf [, f, dp gilt,
n—oo n—oo
werden in Hausaufgabe H5.2 besprochen.

* Um sich die Richtung der Ungleichung zu merken, sollten Sie sich klarmachen, dass
in lim inf,, f,, der Limes Inferior fiir jeden Punkt x einzeln gebildet wird, wihrend in
lim inf,, f fn nur der Limes Inferior iiber die zahlenwertige Folge der Integrale gebildet
wird — es ist also zu erwarten, dass die linke Seite kleiner ausfallen kann als die rechrte.

Satz 2.23 (Satz iiber majorisierte Konvergenz). Sei (€2, A, (1) ein MafSraum und f, :
Q — R, n € N, eine Folge messbarer Funktionen, die -fast tiberall punktweise gegen
eine Funktion f = Q0 — R konvergiert. Falls es eine integrierbare Majorante gibt, also eine
integrierbare Funktion M : Q@ — Ry mit | f,| < M p-fast iiberall fiir alle n € N, so
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Jolgt: f,, und [ sind integrierbar, und
im [ fudu= [ fdp lim [ 15~ flau=o.

Beweis. Alle behaupteten Aussagen iber f,, und f dndern sich nicht, wenn diese Funktionen
auf Nullmengen abgeindert werden. Da es eine Nullmenge N € A gibt, so dass f,(z) —
f(z) fir z € N kdnnen wir nach den Ersetzungen f,, — xnef, und f — fxne anneh-
men, dass f,,(z) — f(x) fir alle x € Q gilt. Analog diirfen wir auch |f,,(z)| < M (x) fir
alle z € Q annehmen.

Die Annahme {iber die Majorante impliziert sofort, dass die f,, integrierbar sind: [ |f,| <
| M < o0o.DaM > |f,| — |f], folgt auch die Integrierbarkeit von f.

Wir haben die Ungleichung
0<|fu—=fIZ|ful +1f] £2M

und wenden das Lemma von Fatou auf die Folge g, := 2M — |f, — f| > 0 an: Wegen
liminf, g, = lim,, g, = 2M gilt

/2]\/[ du = / liminf(2M — | f,, — f])dp
0 Q

n—oo

gmmﬁL@MFﬁh—ﬂMu

n—o0

:/2Mdu—limsup/|fn—f|d%
Q Q

n—o0

also limsup,, [, |fn — fldi = 0. Der gréfite Hiufungspunkt der nicht negativen Folge
I, := [o | fo— f| dpist also Null. Das impliziert lim,, [, | f,, — f| djt = 0, wie in der zweiten
behaupteten Gleichung angegeben.

Um auch die erste behauptete Gleichung einzusehen, gentigt nun die Dreiecksungleichung:

Ahw—éﬂﬂz

L%rfM%§LW—ﬂ@—%Q

O
Beispiel 2.24.
a) Wir mochten den Grenzwert
y nsin =
bestimmen. Bei # = 0 kann der Integrand f,, : R — R, f,(z) = %,

n € N, durch f,,(0) = 1 stetig fortgesetzt werden (Erinnerung: #2¢ — 1 fiir
¢ — 0). Die f,, sind also alle stetig (sogar glatt), also auf jeden Fall messbar.

Es gile f,,(z) — (1 + 2?7 =: f(z) firalle x € R firn — oo, die Grenz-
funktion f ist auch messbar und sogar integrierbar (siche Kapitel 7 in Analysis 2
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— beachten Sie, dass f(z) schneller als #, e > 0, abfilly).

Weiterhin gilt | sint| < |¢] fiir alle ¢ € R. Also ist M(z) := ﬁ = f(x) eine
integrierbare Majorante, und es folgt
‘ nsin - 1 .
nh_)rglo . mdiﬁ = . mdﬂf = [arctanm]_oo =T.

b) Das nichste Beispiel zeigt, dass die Annahme tiber die integrierbare Majorante
nicht fallengelassen werden kann: Sei f,, := X[yn+1)- Dann gilt [ f,(z)dz =1
firallen € N,undlim,,_, f,(x) = Ofiirallez € R, also fR lim,, f,,(x)dzx = 0.

In diesem Fall gibt es keine integrierbare Majorante. Denn falls M : R — R,
die Ungleichung M (x) > |f, ()| fiir alle n und x erfiillt, so gilt [, M (z)dz >
[7° M(z)dx > [ 1dz = oco. Also ist M nicht integrierbar.

Es gibt extrem viele Anwendungen des Satzes {iber majorisierte Konvergenz. Wir illustrieren
drei typische Situationen.

Lemma 2.25. Sei (2, A, u) ein MafSraum und (A,,) eine Ausschipfung von Q) (eine Folge
messbarer Mengen mit A, C Apiy fiir alle n, und Q = | J, o An). Falls eine messbare
Funktion f : Q — R iiber jedes A,, integrierbar ist (d.h. [ A, |fldp < o0), und

n—oo

lim/ | fldp < oo,
An

so ist [ iiber ganz S) integrierbar, mit

/fdu: lim/ fdpu.
Q n—oo A,

Beweis. Die Folge f,, := f-xa, konvergiert gegen f, und die Folge | f,,|x 4, wichst monoton
gegen M := |f|. Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz ist f integrierbar. Da M >
| fn], haben wir eine integrable Majorante. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz iiber
majorisierte Konvergenz. [

Dieser Satz schlief3t die Liicke im Beweis von Satz 2.20.

Wir geben ein Beispiel mit Lebesgue-Maf$ in Dimension d = 3.
Beispiel 2.26. Die Funktion f : R®* — R, f(z) := e I7ll2 ist Lebesgue-integrierbar.
Beweis: Als stetige Funktion ist f messbar. Wir haben derzeit noch keine Methode, das

mehrdimensionale Integral ng e~ e ”%M(x) zu berechnen, kénnen aber immerhin ar-
gumentieren, dass es endlich ist.

Dazu betrachten wir die 3-dimensionalen Kugeln B,, := {x € R3: ||z[|; < n} mit
Radius n € N, und die “Kugelschalen” B,, 11\ B,,. DaR; > r +— e~" monoton fallend

51



ist, gilt
ezl < gm0 x € Byi1\By.

Somit erhalten wir
/ eIl g < e”/ dx = e "N Bpi1\Bn) = € "(AM(Bni1) — AM(Bn)).
Bn+1\Bn Bn+1\Bn

Wie aus der Schule bekannt, gilt A(B,) = 37n*. Wir kénnen das aber aktuell noch

nicht beweisen, haben aber wenigstens Beispiel 1.49 a) zur Verfiigung:
A(B,) = An - By) =n*- \(By).

Da B; kompake ist, gilt A\(B1) < co. Somit erhalten wir
/ e lol2ge < X(By)-e™™((n+1)% —n®) = \(By) - e "(3n? + 3n+ 1) < .
Bn+1\Bn

Wir betrachten nun B,, 11 = By U(Bs\B;)U. ..U (B,41\By,) erhalten per Additivitit

n
/ e—uxnzdx:/ e—””derZ/ o—lall2 gy
By B k=1 By 4+1\Bk

<AB1)+ > ANBy) - e (3K + 3k + 1),
k=1

Da die Reihe >~ | e *(3k* + 3k + 1) konvergiert (siche Analysis 1), kdnnen wir Lem-
ma 2.25 anwenden und erhalten fR3 eIl gy < .

Als zwei weitere Anwendungen betrachten wir parameterabhingige Integrale. Darunter ver-
stehen wir Integrale der Form [ f(x,y)dz, dh der Integrand hingt von zwei Variablen ab,
von denen nur eine integriert wird (), und wir interessieren uns fiir die Abhingigkeit des
Integrals von der anderen Variable (y).

Satz 2.27 (Parameterabhingige Integrale — Stetigkeit). Sei (2, A, u) ein MafSraum,
U C R? eine offene Teilmenge, und yo € U. Weiter sei

f:QOxU—=R, (x,y) — f(z,y)

eine Funktion mit den folgenden drei Eigenschaften:
a) Fiir jedesy € U ist v — f(x,y) p-integrierbar auf ).
b) Fiir jedes x € ) ist die Funktiony — f(x,y) stetig in yo.

¢) Es gibt eine integrierbare Funktion M : Q) — R, mit

\f(z,y)| < M(z)  firalle (x,y) € Qx U.
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Dann ist
g:U—=R, g(y) == /Qf(x,y)du(x)
stetig in V.

Beweis. Wir betrachten eine Folge (y,) € U mit y, — yo und miissen ¢g(y,) — g(vo)
zeigen.

Aufgrund der Stetigkeit der Funktionen f(z,-) : y — f(z,y) gilt f(-,yn) — f(-,%0)-
Die Annahmen a) und c) garantieren, dass der Satz {iber majorisierte Konvergenz angewendet
werden darf, und es folgt

lim g(yn) = lim /f T, Y ) dp( / Tim f(x, yn)dp()
= [ 1w m)duta) = ().

Beispiel 2.28. Die Gamma-Funktion
I':(0,00) = R, [(s):= / e "z tdx
0
ist stetig (Ubung).

Fragen wir uns nicht nur nach Stetigkeit, sonder nach (partieller) Differenzierbarkeit von g,
so gibt uns die folgende Variante Auskunft:

Satz 2.29 (Parameterabhingige Integrale — Differenzierbarkeit). Sei (€2, A, (1) ein Mafs-
raum und I C R ein offenes nicht leeres Intervall. Weiter sei

f:Qx1I—>R, (x,t) — f(x,t)
eine Funktion mit den folgenden drei Eigenschaften:
a) Firjedest € I ist x — f(x,t) p-integrierbar auf 2.
b) Fiir jedes x € ) ist die Funktiont — f(x,t) differenzierbar in I.
¢) Es gibt eine integrierbare Funktion M : Q) — R, mit
o

ot (z, t)’ M(z)  firalle (x,t) € Qx 1.

Dann ist

g:1I—R, g(t) == /Qf(x,t)d,u(x)
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differenzierbar. Fiir jedest € I ist v — %(x, t) p-integrierbar iiber ), und es gilt

of

g(6)= | Gyl dula)

Beweis. Seitt € I festund h # 0so, dasst+h € I. Wir betrachten die Differentialquotienten

folz) = f(x,t+h})L— f(yz:,t)7

die aufgrund unserer Differenzierbarkeitsannahme f,(z) — %L (x,t) fiir h — 0 erfiillen.
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Analysis 1, Satz 5.16 b)) existiert 6 €
[0,1] so, dss fr(z) = g{ (x,t + Oh). Das zeigt, dass die Majorante M aus Annahme c)
|fn(z)| < M(x) fir alle x € Q erfiille. Wir konnen als majorisierte Konvergenz anwenden,

und erhalten

g(t) = lim LD =0 _ m [ fie)iuto) - [ O (o du),

h—0

wie behauptet. O
Beispiel 2.30. Die Gamma-Funktion
I':(0,00) = R, I'(s) := /00 e "2 tdx
0
ist beliebig oft differenzierbar, mit Ableitungen

™ (s) :/ e 2" (logx)"dx, n € N.
0

2.5 [P-Raume

Wir méchten nun den Raum der integrierbaren Funktionen auf einem Mafraum (€2, A, )
genauer untersuchen. Zuerst erinnern wir uns daran, dass £'(Q2) := £}(Q, A, i) die Men-
ge aller endlichen numerischen Funktionen f : @ — R ist, die integrierbar sind, d.h. die
Jo |fldp < oo erfiillen. Wir beschrinken uns hier auf die endlichen Funktionen (anstelle
von f : © — R) aus zwei Griinden: Einerseits stellen wir so sicher, dass Linearkombinatio-
nen ¢y f1 + cofs fiir ¢y, co € Rund fi, fo € £1(Q) wohldefiniert sind (co — oo tritt nicht
auf), und £(€) ist ein Vektorraum iiber R, und andererseits sagt uns Satz 2.17, dass eine
integrierbare Funktion f : Q — R nach einer Abinderung auf einer Nullmenge zu einer
Funktion ¢ : €2 — R wird, deren Integral mit dem von f iibereinstimmt.

Sowohl in der Definition der Integrierbarkeit als auch in der Konvergenzaussage des Satzes
iiber majorisierte Konvergenz treffen wir auf die Grofe [, | f|dji. Wir verabreden deshalb die
Abkiirzung

17l = / fldy € [0, 00)
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fur eine beliebige messbare Funktion f : 2 — R. Dann ist
L) ={f:Q — R messbar: ||f]|; < oo},

und || - ||; erinnert uns sehr an eine Norm (Def. 8.1 in Analysis 2): Sicherlich nimmt || - ||;
auf £'(€) nur nicht negative Werte an, und auflerdem haben wir

o llefll = lelllf]l: firec € R, f € L(R) (Satz 2.16)

* I +gll < 171+ llglh fir £, € £4(R)
Aber ein Problem gibt es: Es gibt Funktionen f # 0 in £'(Q2) mit || f||; # 0. Deshalb ist || - ||

keine Norm, sondern nur eine sogenannte Halbnorm. Immerhin wissen wir aus Satz 2.17 fiir

feLin)
Iflli =0<= f =0 p-fast iiberall.

Wir wollen diesen Missstand jetzt beheben, indem wir Funktionen miteinander identifizieren,
die sich nur auf Nullmengen unterscheiden.

Dazu bemerken wir zuerst, dass aufgrund der Halbnormeigenschaften von || - |1
N ={feL(Q): [Ifl. =0}

ein Untervektorraum von £!(£2) ist. Wir wollen alle Funktionen in A/ mit der Nullfunktion

f = 0 identifizieren. Dazu betrachten wir den Quotientenvektorraum’

L) = L@ A ) = LX)V,
Klassen [f] € L'(2) kénnen wir eine Norm zuordnen durch

LA = £

Dies ist wohldefiniert, also unabhingig von der Wahl eines Reprisentanten der Klasse [f], da
fiir jedes g € [f] gilt: g = f +n,n € N, und deshalb [|g|[xs = || f + n|l1 < ||f|l1 + 0 sowie
11l = llg = nlls < llgllv also ([ £l = llgllx-

Weiterhin gilt

I[f]ll1 = 0= f =0 fast iiberall = [f] = [0].

Wir halten unsere Uberlegungen in folgendem Satz fest.

I Satz2.31. Sei (0, A, i) ein MafSraum. Dann ist L*(Q, A, p) ein normierter Vektorraum.

Die Elemente von L'() sind also Aquivalenzklassen von Funktionen f : Q — R, die sich
voneinander nur auf Nullmengen unterscheiden. Es ist iiblich, die Aquivalenzklassen einfach
mit f statt [f] zu bezeichnen, und Elemente von L'() als “Funktionen” zu bezeichnen,

’Erinnerung an Lineare Algebra: Ist V' ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum, so ist der Quo-
tientenvektorraum V' /U die Menge aller Aquivalenzklassen [v] bzgl. der Aquivalenzrelation vy ~ vy &
v1 — vo € U. Dies ist ein Vektorraum mit den Operationen [v] + [w] := [v + w] und c[v] := [cv] fiir
v,weV,ceR.
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obwohl es ja Aquivalenzklassen von Funktionen sind. Das ist zwar eine kleine mathematische
Schlamperei, aber fiir Zwecke der Integration gerechtfertigt, da sich [, f dj nicht 4ndert,
wenn [ auf einer Nullmenge geindert wird (Satz 2.17).

Allerdings hat eine “Funktion” (Aquivalenzklasse) in L' (£2) zumeist keinen wohldefinierten
Wert an einem Punkt z € €. Betrachten wir z.B. den Lebesgue-Borel Mafiraum (R, B(R), A)
und f € LY(R), so macht f(z) (fiir ein € R) keinen Sinn, da f durch Anderung auf der
Nullmenge {2} zu einem anderen Wert von f(z) fithrt, dh f(x) hingt ab von der Wahl eines
Reprisentanten in [f].

Nachdem wir L'(§2) definiert haben, gehen wir einen Schritt weiter und definieren L?(12),
p € [1, 00], analog zu unserem Vorgehen in Analysis 2 und den dort diskutierten p-Normen.
Wir betrachten zunichst 1 < p < 0o und definieren

1/p
TS ( L1 du) € 0,00l

Genau wie fiir || - || ist klar, dass || - ||, auf dem Quotientenvektorraum

LP(Q) == LP(QY) /N, LP(2) :={f : Q — Rmessbar : || f]|, < oo},
N, :={f € LP(Q): f = 0fast iiberall}

wohldefiniert ist. Um zu zeigen, dass || - ||, eine Norm ist, miissen wir die Dreiecksungleichung
nachpriifen (alle anderen Eigenschaften sind klar). Das geht in enger Analogie zu unserem
Vorgehen fiir die Normen ||z, = (|z1]P + ... + |z4|?)"/? fiir € R? in Analysis 2 (siche
Satz 8.8 und 8.10), so dass wir auf den Beweis des folgenden Satzes verzichten konnen.

Satz 2.32. Sei (Q, A, j1) ein Mafsraum und f, g : Q — R messbar.

a) Gegeben zwei reelle Zablen p, q > 1 mit % + % = 1, so gilt die Holdersche Unglei-
chung

Ifglle < W £l - [lgllg-

b) Fiir jedes p > 1 gilt die Dreiecksungleichung

1+ gllo < 11 £llp + llgllp-

¢) Fiir jedes p > 1 ist LP(Y) ein normierter Vektorraum.

Beispiel 2.33.
a) Die Funktion f : R = R, f(z) = e~ el liegt in LP(R) fiir alle p > 1. Beweis: f
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ist stetig, also messbar, und
£ = [ &)
R

R
=2 lim/ e Pdx
R—o0 0

2 PR
= — lim / e Ydy
0

P R—oo
2 . _y1PR
= —— lim [e y}o
P R—oo
2
= - < 0.
p

b) Sei a > 0. Die Funktion g : R = R, g4(7) = 27%X[1,00)(2), liegt in LP(R)

genau dann, wenn por > 1.

Da g, messbar ist, miissen wir nur priifen, ob ||gq ||, endlich ist.

||ga||§:/ (Jf_aX[o,oo)(x))pd/\(CC):/ x *Pdx
R 1

R li 1 1—ap|R 1
TR L ¥ L
R—o0 Jq lim [log(x)]f’ ap =1
R—o0
1
ap_1 <00 ap> 1
=4 0 ap < 1.
00 ap =1

¢) Sei @ > 0. Die Funktion hy : R = R, ho(x) = 27%x0,1(x) liegt in LP(R)
genau dann, wenn ap < 1.

Wir gehen vor wie in b) und berechnen

1 1
[hally = / r”Pdr =lim [ 2~ Pdx
0

e\ c
) liml ! =1
lim [log(=)]; ap
apl—l <oo ap<l
=4 00 ap>1.
00 ap =1

Da LP(£2) ein normierter Vektorraum ist, haben wir nun eine natiirliche Art und Weise,
Konvergenz von Folgen (f,) C LP()) zu betrachten. Wir sagen, dass f, — f (fir f €
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LP(Q2)) in LP-Norm konvergiert, falls

1/p
o:umnn—ﬂuzhm(/in—fww) |

Es ist wichtig, diesen Konvergenzbegriff sauber vom Begriff der punktweisen Konvergenz zu
unterscheiden. Konvergenz in LP-Norm bezieht sich auf eine durch das Integral gemittelte
Konvergenz, die weder punktweise Konvergenz impliziert noch von punktweiser Konvergenz
impliziert wird. Die folgenden Beispiele illustrieren diese Behauptung.

Beispiel 2.34.

a) Die Folge f,, : R = R, f,, := nx[i/n2/m liegt in LP(R) fir alle p > 1, und
konvergiert offenbar punktweise gegen die Nullfunktion, lim f,(x) = 0 fiir alle
n—oo

z € R. Aber

2/n
=0l = [ wrdo =tz 1,
1/n

also konvergiert || f,, — 0[|? nicht gegen Null.

b) Die Folge f,, : R = R, f,(z) = m liegt in L'(R) und konvergiert gegen
f =0in L'-Norm:

1 1 1 T
| fal /Rl+n2x2x n/Rl%—y?y n

Punktweise gilt hingegen:

lim f,(z) = lim

n—o0o n—oo 1 —+ 77,2;132 - = X{O} ([L’)

1 )0 2 #0
1 z=0

Also konvergiert f,, nicht puntkweise gegen 0. Allerdings gilt f,, — 0 fast tiberall.

Es gibt aber auch Beispiele von Funktionenfolgen ( f,,), die in L-Norm konver-
gieren, aber fiir kein x konvergiert f,,(x).

Fiir einen normierten Raum (V|| - ||) konnen wir Konvergenz in Norm und Cauchyfolgen
in Norm betrachten. Erinnerungen an Analysis 2:

* Eine Folge (v,) C V heiflt normkonvergent, falls es v € V gibt (den Grenzwert der
Folge), so dass ||v, — v|| — 0 fiir n — 0.

* Eine Folge (v,,) C V heilSt Cauchyfolge in Norm, falls ||v,, — v,,|| — 0 fiir n, m — oo.
* Jede normkonvergente Folge ist eine Cauchyfolge in Norm.

* Falls auch jede Cauchyfolge in Norm normkonvergent ist, so nennen wir (V.|| - ||)
Banachraum oder sagen, dass (V, || - ||) vollstindig in Norm ist.

In einem Banachraum gibt es also zu jeder Cauchyfolge (v,,) in Norm einen Vektor v € V,
so dass ||v, — v|| — 0 fiir n — oc.
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Satz 2.35. Sei (2, A, j1) ein MafSraum und p > 1. Dann ist (LP(), | - ||,) ein Ba-
nachraum, d.h. zu jeder Cauchyfolge (f,,) C L*(Q2) in Norm gibt es f € LP(S), so dass
| fo — fll, = 0 fiir n — oo. Weiterhin existiert eine Teilfolge (fy, )k von (fn)n, die
punktweise fast iiberall gegen f konvergiert.

Beweis. Wir fiithren den Beweis der Einfachheit halber nur fir p = 1. Den allgemeinen Fall
konnen Sie zB im Buch von Fischer (Seite 138) nachlesen.

Da (f,) eine Cauchyfolge in Norm ist, konnen wir eine Teilfolge ( f,,, )« so finden, dass
1

2k
Wir behaupten, dass die Teilfolge (f,, )r punktweise fast iiberall konvergiert. Dazu setzen
wir g := fu., — [n,- Nach Konstruktion gilt dann [[gx |1 < 5. Dal S |gk| eine

monoton wachsende Folge nicht-negativer messbarer Funktion i 1st konnen wir den Satz iiber
monotone Konvergenz anwenden, um zu schlieffen:

/ D lgeldy = Z/ lgrld =Y llgelh < Z% =1
@ =1 k=19 k=1 k=1

Die Funktion i := >/~ |gx| ist also integrierbar. Nach Satz 2.17 b) ist N := {h = oo}

eine Nullmenge.

n > ng.

an fnkHl <

Wir geben nun den Kandidaten fiir den Grenzwert der Folge ( f,,, ) an, nimlich

. fnl(x)+2]iil(fnk+1<x)_fnk<x>) ng?
flz) = {0 e N

Firz ¢ N gilt dann

K
fla) = Jim (fu,(2) + > (fae (2) = Fur(0)) = lim fo, (),
k=1

wie behauptet.

Auflerdem haben wir fiir x ¢ N und beliebiges £ € N die Abschitzung
| @) = 1for (2) + fao (@) = fur () + fis (&) = fra(@) + -+ fo (@) = fary (2))]

k
< | fu ()] + Z | (@) = for s (2))]

< [fu (2 |+Z|fm+1 = fu ()] = M(2).

Wir haben bereits oben gezeigt, dass M = | f,, |+~ |9:] integrierbar ist. Daauch f,,, — f
fast tiberall und |f,,, | < M fast iiberall, kdnnen wir den Satz iiber majorisierte Konvergenz
anwenden und schlief§en

0= lim / | fr = Fldp = || fu, = fl1,
— 00 QO

wie behauptet. [
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Bisher haben wir nur p € [1, 00) betrachtet. Den Fall p = oo definieren wir nun.

Definition 2.36. Sei (€2, A, 11) ein Mafiraum und f : 2 — R messbar.

a) Eine wesentliche Schranke von f ist eine Zahl C' > 0, so dass {|f| > C'} eine
Nullmenge ist.

b) f heillt wesentlich beschrinkt, falls sie eine wesentliche Schranke hat.

c) Das wesentliche Supremum von f ist definiert als
| flloo :=inf{C € R : C'ist wesentliche Schranke von f},

mit der Konvention inf () = co.

d) Der Raum der wesentlich beschrinkten Funktionen ist

L) :={f:Q — Rmessbar : |||l < o0}.

Beispiel 2.37. Die Funktion f : R — R, f(z) = 2e* +yo(z) €™, ist unbeschrinkt
aber wesentlich beschrinkt. Das wesentliche Supremum ist 2.

Bei der Notation || f||o ist Vorsicht angebracht, da das gleiche Symbol mitunter fiir die Su-
premumsnorm sup, | f(x)| verwendet wird. Manchmal wird deshalb auch || f|| .- fiir das
wesentliche Supremum von f geschrieben.

Genau wie fiir p < oo definieren wir nun den Quotientenvektorraum

L=(Q) = L= Q)] € £2(Q) : [[fllee = 0}

Die oben bewiesenen Aussagen fiir p < oo tibertragen sich auf den Fall p = oo :

Zeigen Sie:
a) Fir messbare Funktionen f, g : 2 — R gilt die H6ldersche Ungleichung

Ifglle < I flloollgllr-

b) | - ||co ist eine Norm auf L>°(£2).

o) (L*°(Q),] - |lo) ist ein Banachraum.

Die LP-Riume gehoren zu den wichtigsten Riumen der Analysis iiberhaupt. Unter ihnen
sticht L? als Spezialfall hervor, da in diesem Fall die Norm von einem Skalarprodukt kommt.
Wie in Ubung P7.1 gezeigt wird, ist

(-,-): L*(R) x L*(R) — R,
(f,9) :Z/Qfgdu
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ein wohldefiniertes Skalarprodukt, dass die Norm || - |2 via

Hsz==v4§Tf5==(]QLHQdu>1m

festlegt. Ein Banachraum, dessen Norm auf diese Art und Weise durch ein Skalarprodukt
gegeben ist, heife Hilbertraum. L*(Q) ist also ein Beispiel eines Hilbertraums.

Hilbertriume treten insbesondere in der Funktionalanalysis und ihren Anwendungen auf. Ana-
log zu R? mit Euklidischem Skalarprodukt kénnen wir in Hilbertrdumen von Orthogonalitit
und Orthonormalbasen sprechen. So stehen zB die beiden Funktionen

2

frg:R=R,  f(x)=2e™™, glx)=e"

bzgl des L?-Skalarproduktes aufeinander senkrecht, denn

vgwaéxf%%mzo

aufgrund er Antisymmetrie des Integranden.

Eine Orthonormalbasis in einem Hilbertraum H mit Skalarprodukt (-, - ) ist eine Menge (€5, )nen €
H von Vektoren indiziert durch eine Indexmenge N (oft N = N), so dass a) (€, €m) = 6nm
(die Basisvektoren stehen paarweise senkrecht aufeinander) und b) der einzige Vektor ¢ € H,
der (¢, e,) = Ofiirallen € N erfiillg, ist ¢ = 0 (die Basisvektoren “spannen den ganzen Raum
auf”).

Eine Orthonormalbasis erlaubt es, beliebige Vektoren £ € H in die Basis zu entwickeln, und es
gilt{ =3 - n{en, §)en. Die Konvergenz dieser Reihe ist im Sinne der durch das Skalarprodukt
gegebenen Norm zu verstehen.

Analog zur Linearen Algebra, in der sie sich mit endlichdimensionalen Hilbertriumen befasst
haben, kann man auch im unendlichdimensionalen Fall fragen: Gegeben eine lineare Abbildung
A H — H, gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren? Diese Fragen sind im unend-
lichdimensionalen Fall sehr viel reichhaltiger und werden in der Spektraltheorie studiert.

2.6 ProduktmafRe und der Satz von Fubini

Bisher haben wir eine gut funktionierende Theorie der Integration entwickelt, die allerdings
noch einen Schonheitsfehler hat: Bis auf Integrale, die wir auf (uneigentliche) Riemann-
Integrale tiber Teilmengen von R zuriickfithren konnen, haben wir noch keine Methoden
entwickelt, um Integrale explizit zu bestimmen. Um dies zu beheben, méchten wir nun In-
tegrale tiber Teilmengen von R¢ betrachten, also “in mehreren Variablen integrieren”, was in
engem Zusammenhang mit der Berechnung von Volumina von Teilmengen von R? steht.

Wir denken an Funktionen R? 5 (z1,...,24) — f(21,...,24) € R und, fiir messbares
U C RY, an Integrale der Art

/ f(lll'l, Ce ,l’d>d)\d($1, . ,:L'd).
U

Bei der Entwicklung der Differentialrechnung in mehreren Variablen (Analysis 2) konnten
wir Differentiale im R? in vielerlei Hinsicht auf Ableitungen in einer Variable (partielle Ab-
leitungen) zuriickfithren. Fiir die Integralrechnung stellt sich analog die Frage, wie sich ein
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Integral iiber eine Teilmenge von R%, d > 1, (was wir ja bereits definiert haben) auf mehrere
Integrale tiber Teilmengen von R zuriickfiihren lidsst. Andersherum stellt sich allgemein auch
die Frage, wie eine Funktion (z,y) — f(x,y) von zwei (oder mehreren) Variablen integriert
werden kann, wenn « aus einem Mafraum (€2, A, 1) und y aus einem anderen MafSraum
(', A’ 1) kommt, dh wie wir ein geeignetes Mafd auf §2 x €’ definieren konnen. In diesem
Abschnitt werden all diese Fragen geklirt werden.

Wir beginnen als Vorbereitung mit einer Betrachtung von Lebesgue-Maflen von Teilmengen
von R%, Dazu zerlegen wir R? = R¥ x R! mit k + [ = d, d.h. wir betrachten Punkte
(z,y) € RYmitx € RF und y € R'. Gegeben eine Menge A C R* x R!, betrachten wir die
Schnitte

AY = {z € R*: (x,y) € A}, y € R

Falls A = B x C eine Produktmenge ist, ist AY = B fiiry € C'und AY =) firy ¢ C. Im

Allgemeinen wird AY aber auf kompliziertere Weise von y abhingen.

Der folgende Satz verbindet das Volumen von A (bzgl. dem Lebesguemal§ Ay ind = k +{
Dimensionen) mit dem Volumen der AY (bzgl. dem Lebesguemaf$ A\;, in £ Dimensionen).
Dieser Satz und Varianten davon sind als das Cavalierische Prinzip bekannt.

Satz 2.38. Sei A C RF x R! eine Borelmenge.
a) Fiir jedes y € R ist AY eine Borelmenge (in R¥).
b) Die Funktion
Fy:R =Ry, Fa(y) := M (4Y)

ist Borel-messbar.

¢) Esgiltmird =k +1

Wir verzichten an dieser Stelle auf einen Beweis, da wir bald ein allgemeineres Ergebnis be-
weisen werden, das diesen Satz als Spezialfall enthilt.

Beispiel 2.39. Wir verwenden das Cavalierische Prinzip, um das Volumen der Kugel
Ky(r) :== {x € R?: ||z||s < r} mit Radius 7 > 0 im d-dimensionalen Raum zu
bestimmen. Wegen K 4(r) = r - K4(1) wissen wir bereits \g(K4(r)) = r¢- \g(K4(1)).

Wir interessieren uns also fiir die Zahlen

V;l = )\d(Kd(l)>
Fird = 1ist K;(1) = [—1,1], also V; = 2. Fiir d = 2 und d = 3 wissen wir aus der
Schule V, = rund V, = %r, haben aber noch keinen Beweis. Das holen wir jetzt nach.

Zur Bestimmung der Schnittmengen von K4(1) betrachten wir x € R, y € R, und
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haben

Ko i(V1-92) |yl <1

(z,y) € Kq(1) & [lz]l3 +v* <1 Kq(1)Y = :
0 ly| > 1

Das Cavalierische Prinzip ergibt also

1

Vd:/ /\d—l(Kd—l(\/l_y2>)dy:Vcl—1'/ (1_92)%6@-

1 -1

Eine schone Gelegenheit fiir die Substitutionsregel! (Siehe Analysis 1, Beispiel 6.22). Die
Substitution = = sin(y) fihrt auf

/2
Vo= Va1 1, Iy := 2/ cos? () d.
0

Dieses Integral konnen Sie auf verschiedene Weisen berechnen, zum Beispiel per parti-
eller Integration oder indem Sie cos(z) = £(¢™® + e~*) schreiben, ausmultiplizieren

und die Exponentialfunktionen integrieren. Das Ergebnis ist (Ubung)

¢ om —1 “ om
Iy = I =2 .
2d Wg om_ 2d+1 1_[12m—|—1

Zum Beispiel erhalten wir I, = 7 und damit V5 = Vi - I, = 7 als Fliche der zwei-
dimensionalen Einheitskreisscheibe, oder I3 = 4

5 und damit V3 = %’T als Volumen der
dreidimensionalen Einheitskugel.

Fiir allgemeine Dimension d erhilt man aus den obigen Formeln fiir die 1,

d d+1
T 2 d

V = — V =
M T3 (2d+ 1

)77'.

Bemerkenswerterweise gilt dlim V4 = 0. Das Volumen des K4(1) enthaltenen Wiirfels
—00

-1, 1]d ist hingegen 2¢_dh insbesondere geht der Anteil des Volumens, das in der Kugel
liegt, fiir grofle Dimension gegen Null.

Beispiel 2.40. Als weitere Anwendung betrachten wir ein kompaktes Intervall I =
[a,b] C R, eine stetige Funktion f : I — R, und die Menge

A={(z,y) eR?*: €I, 0<y < f(z)}.

Dies ist die Fliche zwischen dem Intervall I und dem Graphen von f, nach Schulwissen

sollte ihr Flicheninhalt Ao (A) gleich dem Riemannintegral fab f(z)dx sein.

Das kénnen wir mit Cavalieri jetzt auch beweisen. Dazu betrachten wir die Schnitte von
A (hier entlang der y- statt entlang der z-Achse, was natiirlich genauso geht), nimlich
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A, ={yeR: (z,y) € A} =0, f(2)], und erhalten

b b
%) = [ (o, e = [ fa)de.

Nach diesen Anwendungen (weitere Anwendungen gibt es in den Ubungen) werfen wir nun
einen allgemeineren Blick auf das Prinzip von Cavalieri. Die Cavalieri-Formel

Ma(A) = / (AT IN(y) = / N(A)IN()

stellt einen Zusammenhang zwischen den beiden Maflen \;, auf R”* und )\, auf R! mit dem
Maf \j auf R* x R! her. Auf Produktmengen A = B x C gilt \y(B x C') = A\e(B) - \(C),
so dass wir \g als das “Produktmafl” von A\;, und \; bezeichnen mégen. Wir interessieren uns
nun fir zwei Fragen:

a) Wie definiert man allgemeine Produktmafle als “Produkt” von zwei MafSen fi1, f19?
b) Wie bestimmt man konkret Integrale bzgl. eines Produktmafles?

Wir beginnen mit der Definition von Produktmafien auf Grundlage von zwei gegebenen Ma-
Ben.

Definition 2.41. Seien (€21, A1) und (€22, As) Messrdume. Die Produkt-o-Algebra von
Al und AQ ist

Al ® Ay = 0(5(./41,./42)) C P(Ql X 92)7
5(./41,./42) = {Al X Ag : A1 & Al, A2 & Ag}

Messbarkeit bzgl. der Produkt-o-Algebra wird auch als Produkt-Messbarkeit bezeichnet.

A; ® Aj ist also die kleinste o-Algebra auf €21 x €29, die alle Produkte A; X A von messbaren
Mengen enthilt.

Wir betrachten nun Produktmessbarkeit von Funktionen.

Lemma 2.42. Seien (21, A1), (22, A2), (2, A) drei Messriume. Eine Funktion f : Q) —
Q1 X Qo, & — (fi(), fo(x)) ist genau dann produkt-messbar, wenn f1 : Q@ — Qy und
fa 1 Q = Qo messbar sind,

Beweis. Fiir A1 € A; und Ay € Ay gile f71(A; X Ag) = (A N fH(Ay). Falls f1, fo
messbar sind, ist dies eine messbare Menge, dh f~!(A; x Ay) € A. Da die Produktmengen
Ay x Aj einen Erzeuger der Produkt-o-Algebra bilden, folgt, dass f messbar ist (siche Ubung
auf Seite 30).

Ist hingegen f als produkt-messbar angenommen, so betrachten wir die Mengen A; x €y
und ; x Ay (mit A; € Ay, Ay € A,) und erhalten, dass f~1(A; x Q) = f;*(4;) und
F7HQ x Ay) = f5(Ay) messbar sind. Also sind f;, f messbar. O
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Insbesondere sind die kanonischen Projektionen 7 : €21 X Q9 — 4, m1 (21, 22) = 1, und
o+ Q1 X Qo — Oy, mo(21,x2) = T2, messbar, da sie die Komponenten der (messbaren)
Identititsfunktion 2; x Qy — Q7 x €y sind.

Fiir das wichtige Beispiel der Borel-o-Algebren auf R sieht das so aus:

Lemma 2.43. Seien k,l € N und d := k + . Dann ist die Borel-o-Algebra von R? =
R* x R

B =nB"% B

Beweis. Die Projektionen 71 : RY — R*, 7 (z,y) = x, und my : R? — RY, my(z,9) = v,
sind stetig, also messbar. Fiir Borelmengen B C R* und B’ ¢ R gilt also

Bx B =(BxR)YN(RFx B') =a;Y(B) Ny (B) € B(RY),

d.h. nach Ubergang zu den erzeugten o-Algebren BF @ B C B,

Andererseits sind halboffene Quader Produktmengen, also Elemente von B* @ B'. Da die
halboffenen Quader die Borel-o-Algebra erzeugen, impliziert das B c B* @ B. ]

Dieses Ergebnis zeigt insbesondere, dass die Produkt-o-Algebra im Allgemeinen viel mehr
Mengen als nur Produkte B x B’ von messbaren Mengen enthil.

Wir betrachten nun das Cavalierische Prinzip in diesem allgemeinen mafitheoretischen Set-
ting. In folgendem Lemma zeigen wir in a) eine Verallgemeinerung der Aussage a) des Cava-
lierischen Prinzips. Aussage b) ist eine Vorbereitung fiir die Integration bzgl. Produktmaflen.

Lemma 2.44. Seien (1, A1), (Q2, As), (Q, A) Messriume und (29, 23) € Qy x Qy.
a) FirAe A ® A, gi[t

Ax(f = {xg € Qy: (.T?,ZL‘Q) € A} € .AQ,
A% = {z, € Q¢ (21,29) € A} € A,

b) It [+ Q1 X Qo — Q messbar, so sind auch fo9 1 Q2 — Q, fa0(z2) = (29, xs)
”’m’fxg (O = Q) fxg (ZE1) = f(xl,xg) messbar.

Beweis. Wir zeigen den Beweis fiir A0 und f.0, die Argumente fiir A*2 und 72 verlaufen
analog. Wir fixieren also 9 € Q1 und betrachten die Abbildung
p: Qo — QX Q, p(xs) = (29, 25).

Die Komponentenfunktionen von p sind die konstante Funktion p; : x5 — 29 und die
Identitdt py : x9 — 9, die beide messbar sind. Also ist p produkt-messbar (Lemma 2.42).
Damit folgt, dass A = p ' (A) eine messbare Menge und f+0 = [ o p eine messbare
Funktion sind. [
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Mit diesem Lemma sehen wir bereits, dass fiir eine messbare Funktion f : €; x €y —
R, das nur bzgl einer Variablen gebildete Integral xo +— le f(z1, xe)dpy (1) existiert.
Wir werden bald analysieren, wann diese Funktion wiederum in o messbar ist, und was das

Integral fQQ ( le [, $2)dul(9€1)) dpi2(z2) mit einem “Integral in zwei Variablen” (bzgl

eines Produktmafles) zu tun hat.

Wir kommen nun zu der zweiten Aussage des Cavalierischen Prinzips im allgemeinen mafi-
theoretischen Kontext. Hier miissen wir verlangen, dass wir es mit o-endlichen Maflen (siche
Satz 1.38) zu tun haben. Diese Annahme ist fiir das Lebesguemaf$ erfiillt.

Lemma 2.45. Seien (21, Ay, p1) und (Qa, Ag, o) zwei o-endliche MafSriume. Dann
sind fiir jede produkt-messbare Menge A € Ay @ Ay die beiden Funktionen

:u114 1y — [0’ OO]? Mf(xl) = FL2(A$1)v

:U/124 = [07 OO]? :u124('r2) = /~L1<A$2)u

messbar.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir 111, das Argument fiir y3' ist analog. Sei
Yi={Ac A ®Ay: x1— pi(21) = pa(A,,) ist messbar}.

Wir miissen zeigen, dass ¥ = A; ® Aj gilt. Insbesondere miissen wir sehen, dass ¥ eine

o-Algebra ist.

Wie schon beim Cavalierischen Prinzip argumentiert, sehen wir, dass ¥ alle Produktmengen

Ay x Ay mit Ay € Aj, Ay € Aj, enthilt. Insbesondere gilt ) € 3.
Fiir Komplemente betrachten wir A € 3. Wegen (A¢),, = (A,,)¢ gilt dann

i (1) = p2(Q2\Ag,) = p2(2) — p12(As,) = p2(Q2) — i (1)

Dies ist allerdings nur wohldefiniert, wenn nicht co — oo auftritt. Wir nehmen deshalb zu-
nichst an, dass pi5 ein endliches Maf$ ist. In diesem Fall sehen wir, dass auch ,ufc messbar ist,

d.h. wir haben A € ¥ = A° € X

Ist A = ||, A, eine abzihlbare disjunkte Vereinigung von Mengen in ¥, so ist auch A, =
|],,(An)e, eine abzihlbare disjunkte Vereinigung von Mengen in As. Wie im Satz von Ca-
rathéodory (Satz 1.35) kann man dann argumentieren, dass X eine o-Algebra ist. Da £ den

Erzeuger £( A1, Ay) enthile, folgt ¥ = A @ As.

Wir miissen noch die Annahme der Endlichkeit von 115 zu o-Endlichkeit abschwichen. Dazu
wihlen wir eine Folge C,, 7 Qg in Ay mit j15(C,,) < oo fiir alle n und sehen, dass ji1!(z1) =
lim,, o0 p2( Ay, N Cy) als Limes messbarer Funktionen messbar ist. O

Nach diesen diversen Vorbereitungen kommen wir nun zum Satz iiber das Produkemaf3.

Satz 2.46. Seien (21, Ay, p1) und (Qa, As, o) zwei o-endliche MafSriume. Dann gibt
es genau ein MafSv auf Ay @ Ay, das

V(A X Ag) = p1(Ar) - pa(As), A e A,
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erfille. Fiir A € Ay ® A, gilt die Cavalieri-Formel

v(4) = / (A )din (1) = / 11 (A% dao ().

Dieses Maf wird das ProdukimafSvon (11 und jio genannt, und mitv = 11 ® o bezeichnet.

Wir sehen sofort, dass das Produktmaf$ der Lebesgue-Borel-Mafle Ay, auf B¥ und \; auf B!
das Lebesgue-Borel-Mafd \; auf B2, d = k + 1, ist. Somit impliziert der obige Satz das Cava-
lierische Prinzip im RY. Als Knobelaufgabe kénnen Sie sich aber iiberlegen:

Sei L4 die Lebesgue-o-Algebra auf RY. Zeigen Sie Lo # L1 ® L.

Beweis. (des Satzes vom Produktmaf§) Die Idee des Beweises ist, zu zeigen, dass die Definiti-
onv(A) = le p2( Az, )duy (x1) ein Maf$ auf der Produkt-o-Algebra definiert, dass v(A; x
As) = p1(A1) - pa(As) erfiille. Die Eindeutigkeitsaussage folgt dann aus dem MafSeindeu-
tigkeitssatz Satz 1.38.

Zuerst bemerken wir, dass v(A) € [0,00] fiir jedes A € A; ® Ay wegen Lemma 2.45
wohldefiniert ist.

Fiir Produktmengen A = A; x Ay (mit 4; € A;) gilt aufgrund von ps((Ay X As)s,) =
Xy (1) p2(Az)

y(Ay x Ag) = / o () 12 As) dpn (1) = pia(Ar) - o Ay),

951
wie behauptet.
Nun zeigen wir, dass v ein Maf§ ist: Offenbar gile v(0) = v(0x0) = 11(0)-p2(0) = 0-0 = 0.

Fir die o-Additivitit betrachten wir eine Folge paarweise disjunkter Mengen A,, € A; ® A,.
Dann ist (|, An),, = L, ((4n)z, ), und die (A,),, liegen in Ay (Lemma 2.44 a)). Da po

ein Mafl ist (also o-additiv ist), erhalten wir

v <|_| An> = /Q1 o (|_|(An)xl> e

n n

= [ () diatan)

wobei wir im vorletzten Schritt den Satz tiber monotone Konvergenz auf die Folge N +—

fn(zy) = Zivzl t2((An) s, ) angewendet haben.

Das Maf§ v existiert also auf A; ® A und erfiillt die erste behauptete Integralformel. Genau-
sogut konnten wir ein Maf§ v/ mit Hilfe der zweiten behaupteten Integralformel definieren.
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Da diese Mafle o-endlich sind und auf dem schnittstabilen Erzeuger aller Produktmengen
tibereinstimmen, sind sie gleich. Das zeigt auch die Eindeutigkeitsaussage. O

Nach diesem wesentlichen Schritt fragen wir uns nun, wie bzgl. eines Produktmafles integriert

wird. Wir werden gleich sehen, dass dies mittels iterierter Integrale ausgedriickt werden kann,
d.h. dass eine Formel der Art

/QlXQQf(xl,xz)d(m ® pg) (w1, 22) = /Q1 < N f(xl,x2)du2(x2)> dyy (21)

= /Q2 ( o f($17$2)dﬂl($1)) dpig(2)

gilt — dh die zu integrierende Funktion (z1, z2) — f(21, 22) von zwei Variablen z1, x5 wird

(%)

zunichst als Funktion der einen Variablen, sagen wir x1, angesehen (bei festem x5 € (1)
und bzgl 1; integriert. Das Integral tiber x; ist dann eine Funktion von 9, und kann bzgl
ft2 integriert werden. Die Behauptung ist, dass dieses Doppelintegral existiert, nicht von der
Reihenfolge der Integrationen (erst in x; oder erst in x) abhingt, und gleich dem Integral
von f bzgl. des Produktmafes ist.

Um (%) zu zeigen und die genauen Voraussetzungen an f zu kliren, betrachten wir zunichst
den Fall, dass die messbare Funktion f = y 4 eine charakteristische Funktion einer messbaren
Menge A € A; ® A, ist. Dann gilt wegen 25 € A, < (21,22) € A

= XAml (x2>7

Fly. 29) = {1 (x1,22) € A _ {1 x9 € Ay

0 (Z)’Jl,l’g) € A 0 ) g Azl

also f(x1, ) = Xa,,- Dies ist nach Lemma 2.45 eine messbare Funktion, und die erste
Formel in (%) stimmt mit der ersten Integralformel in Satz 2.46 iiberein: Die linke Seite ist

leX% Xad(p ® pe) = (1 ® p2)(A), die rechte Seite ist

/91 </92 Xy (%)dl@(@)) dpn (1) = /Q1 p2 (A, )dp (1)

Fiir die zweite Formel lisst sich genauso argumentieren. Also haben wir (x) bereits fiir cha-
rakeeristische Funktionen gezeigt.

Da die Integrale auf beiden Seiten von () linear sind, folgt (%) sofort auch fiir nicht negative
einfache Funktionen.

Gehen wir noch einen Schritt weiter und betrachten eine nicht negative messbare Funktion
f Q1 x Qy — R,. Dann gibt es nach Satz 2.6 eine aufsteigende Folge nicht negativer
einfacher Funktionen f,, mit f,, /* f. Dann gilt aber auch f,,(z1,-) /* f(x1,-) und per
monotoner Konvergenz [o, fu(21,-)dua 7 [o, f(@1,-)dpa.

Also ist auch z; — fm fn(x1,-)dus eine monoton wachsende Folge messbarer Funktionen,
und nochmalige Anwendungen des Satzes tiber monotone Konvergenz ergeben

/ Jn(@1, 22)dpo(z2)dpe (24 —>/ [, @2) dpo(z2) dp (1),
Q1 Js

/ Folns 1) ® o) (@1, 2) — F (i @ ).
Q1 xQ2 Q1 xQ2
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Da die Integrale auf den linken Seiten tibereinstimmen (die f,, sind einfache Funktionen),
stimmen auch die Integrale auf den rechten Seiten tiberein.

Diese Argumentationsstrategie ist oft niitzlich: Wenn Sie zeigen sollen, dass zwei Integralaus-
driicke tiber allgemeine messbare/integrierbare Funktionen iibereinstimmen, so priifen Sie es
zuerst fiir charakteristische Funktionen und denen dann per Linearitit auf einfache, und per
Approximation auf allgemeine Funktionen aus.

Wir fassen unsere Uberlegungen in folgendem Satz zusammen:

Satz 2.47 (Satz von Tonelli). Seien (S, A;, i), @ = 1,2, zwei o-endliche MafSriume
und f : Qy x Qo — [0, 00| produkt-messbar. Dann sind die Funktionen

vy = [ f(21, 22)dp(x2), vy [ f(21, 20)dpn (21)
Qz Q1

messbar, und es gilt

/ fd(p @ p2) = / [z, ma)dps(z2) dpy (1)
Q1 xQ9 Q1 J Qo

:/Q ! [z, ) dpy (z1) dps(zs).

Beispiel 2.48. Fiir integrierbare Funktionen f,g : R — R ist auch F' : R? — R,
F(z,y) = f(x)g(y), integrierbar.

Zuerst iiberlegen wir uns, dass ' Borel-messbar ist: Die Funktionen (z,y) — f(z) und
(,y) — ¢(y) sind messbar (durch Betrachung Urbilder messbarer Mengen), und die
Produktabbildung p : R?* — R, (z,y) > x - y ist stetig, also Borel-messbar. Also ist F’
als Komposition messbarer Funktionen messbar.

Fiir die Integrierbarkeit von F" miissen wir zeigen, dass das Integral [, [F(z, y)|dX2(z, y)
endlich ist:

| FG it = [ [ 1@llswlde i
= [l [ 1@y = [ lawld- | 7@z < .

Im Satz von Tonelli wiirden wir gerne noch die Annahme, dass f nicht negativ ist, fallenlas-
sen, und Messbarkeit von f durch Integrierbarkeit ersetzen. Das wird allerdings nur bis auf
Nullmengen gehen, wie wir an einem Beispiel verdeutlichen:

Sei b : R — R eine beliebige messbare Funktion und

b(ill'l) To = 0

f:R? >R, f(xl,xg):{o 40

Dann ist f messbar, und es gilt f = 0 fast iiberall bzgl. des Produktmafles Ao = A\ @ A;.
Aber die Einschrinkung f(-,0) = b war eine beliebige messbare Funktion, muss also nicht
integrierbar sein.
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Satz 2.49 (Satz von Fubini). Seien (Q4, Aiy i), @ = 1,2, zwei o-endliche MafSriume
und [ : Qy X Qo — R eine bzgl. des ProduktmafSes [1; @ [ integrierbare Funktion.

a) Es gibt eine 11 -Nullmenge Ny, so dass
Joy 0 Qo — R, for (22) = f(21, 22),
Siir alle x1 € Q4 \ Ny po-integrierbar ist, und es gibt eine j15-Nullmenge Ny, so dass
2 =R, f72(x1) = f(z1,72),

Siir alle x5 € Qo\ Ny py-integrierbar ist.
b) Die Funktionen
Doz [ X (@) fa (22) dpa(w2),
Qo

Q22 xa = | X\, (T2) 72 (1) dpn (1),
1951

sind integrierbar, und es gilt

/le%fd(’“ ® pp) = /Q1 < QQf(fF17$2)d#2($2)) dpy (1)
= /Q2 < o f(x1a$2)du1(x1)) dpa(3).

Beweis. a) Lemma 2.44 liefert die Messbarkeit der Funktionen f,, und f*?, und der Satz von
Tonelli ergibt [, ( Joo, 1/ (1, 2)| dm(;cz)) dpn(21) = [y, v, 1] dln @ pz) < o0

Nach Satz2.17 gibt es eine Nullmenge Ny C €4, so dass der innere Integrand sz |f (21, 22)|dua(xs)
fur 1 ¢ Np endlich ist, dh f,, ist integrierbar fiir x; ¢ N;. Analog argumentiert man fiir

fee.
b) Man zerlegt f = f1 — f_ und wendet den Satz von Tonelli auf den Positiv- und Negativteil

an. O]

Der Satz von Fubini ist ein zentrales Ergebnis der Maf3theorie, das auch enormen praktischen
Nutzen hat. Wir machen einige Bemerkungen zu diesem Satz und illustrieren ihn an einigen
Beispielen.

* Per vollstindiger Induktion dehnt sich der Satz von Fubini auf Funktionen in d € N
Variablen aus. Insbesondere konnen wir das Integral iiber eine bzgl. des d-dimensionalen
Lebesguemafles integrierbare Funktion f : R? — TR als ein d-faches Integral iiber
Funktionen R — R schreiben:

Rdf(xl,...,md)d/\d(xl,...,xd):/R/R.../Rf(xl,...,xd)dxl...dxd.

Die Reihenfolge der Integrationen ist hierbei irrelevant.
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* Wird iiber einen Produktbereich wie zB den Quader Q) = [ay,b1] X ... X [ag, b4

integriert, so erhalten wir

b1 ba ba
/fd)‘d/dXQfd)‘d/ / fiL’l,...,.xd)diL'ddl'd,l...dl‘l.
R

Hier sind die Integrale und zugehorigen dz; also von innen nach auf8en auszufiihren,
dh zuerst Integration iiber x4 tiber das Intervall [a4, b4), dann Integration iiber x4y
iiber das Intervall [ay_1, b4 1], etc. Vielerorts (vor allem in der Physik) findet sich fiir
solch ein Integral auch die Notation

bl b2 bd
/ dl’l/ dl‘g/ dl‘df(l‘l,...,l‘d),
al ag aq

die andeutet, welches Integral zu welcher Variable gehort. Wir werden uns in diesem
Skript aber an die oben erwihnte Mathematik-Schreibweise halten.

Beispiel 2.50.

a) Integral iiber einen dreidimensionalen Wiirfel: Unter Benutzung von sin(a+ %) —
sin(a — 5) = 2 cos a erhalten wir

/ COS(IEl + x9 +$3)d>\3(231,$2,$3)
7r 71']3

/2 w/2 w/2
/ / / cos(x1 + xo + x3) dry dry dxs
w/2 w/2J—m/2

w/2 7r/2
/ / sin(za + x5 + Z) — sin(zo + 23 — ))) dao dz;

w/2J—m/2

/2 /2
2/ Ccos .CEQ + 333)d£L‘2 d333

—7/2J—7/2
7r/2
=2 sm (23 +F) — sin(z3 — g) dxs
—7/2
7r//2
=4 cos(x3)dxs
—7/2

4 (sm 2 —sin (—%)) = 8.

Dieses Integral lief§ sich mit Fubini schon vereinfachen, da der Integrationsbereich
W ein Produktbereich war, W = [—7, 7] x [~F, §] x [ 7, §]. Fiir allgemeinere
Bereiche brauchen wir noch weitere Methoden.

b) Das folgende Beispiel ist eine Warnung, dass im Satz von Fubini die Integrierbar-

keitsannahme an f nicht fallengelassen werden kann. Wir betrachten

2% —y?
f:[0,1] x[0,1] = R, flz,y) = CEeE
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Wegen arctan’(t) = H% gilt

0 . z —y% T
— arctan — = = ——
Ay y o1+ Pty
o2 " 2% — 2
tan — = ————— = f(x,y).
6’Iayarcany CENTE f(z,y)

Damit erhalten wir

1 1 1 T =1 1 1
)z ) dy = [ |- dy = — d
f () emar)an= [Mzrima) = [

1 m
e — t —
[arctan y|; 1

Allerdings gilt auch fo ( fo x,Y dy) dr = —7%, da der Integrand bei Vertau-

schung von = und y sein Vorzeichen wechselt.

Hier sind die beiden iterierten Integrale fol ( fol (x y)dy> dx und fo < fo T,y dm) dy

also unterschiedlich! Das liegt daran, dass f nicht integrierbar ist (Uberpriifen Sie
1,1
Io Jo | f(z,y)|dz dy = o0).

¢) Wir betrachten die Funktion f : R? — R, f(z,y) = z -y und die Viertel-
kreisscheibe V' = {(z,y) € R*: |lzfly < 1, 2,y > 0}. Dann ist f iiber V/
integrierbar (d.h. fxy € L'(R?)), denn f ist stetig und V' kompakt. Mit Fubini

erhalten wir

/l’yd)\z x,y) //XV x,y :Uydxdy—/ / :dendy

Merkregel: Man merke sich die Voraussetzungen und Ergebnisse des Satzes von Fubini am
besten so: Gegeben eine messbare Funktion f : 2y x {9 — R, so priift man, ob eines der
drei Integrale

/ If\d(m@uz),/ Ifldugdm,/ Fldp diss
QlXQQ Ql Qz QQ Ql

endlich ist. Dann folgt, dass alle drei Integrale gleich sind, und dass die entsprechenden drei
Integrale auch gleich sind, wenn iiberall | f| durch f ersetzt wird.

Beginnen Sie mit leX Q0 | fld(pn ® pa) < 00, so ist dies genau die Aussage des Satzes von
Fubini. Beginnen Sie stattdessen mit le fm | f|dpsg dpy < 00, so liefert der Satz von Tonelli
leXQQ | fld(p1 & p2) < 00, und die Behauptung folgt wieder mit dem Satz von Fubini.

2.7 Die Transformationsformel

Mit dem Satz von Fubini haben wir ein gutes Werkzeug zum Bestimmen von Integralen in der
Hand. Allerdings lisst sich dieser Satz in vielen Situationen nicht direkt oder nur mit Mithe
anwenden, wie das folgende Beispiel verdeutlicht.
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Betrachten wir Polarkoordinaten, dh beschreiben Punkte (x,y) € R? durch ihren Radius
r:= \/2? + y? und Winkel ¢, nimlich x = r cos ¢, y = rsin p mit 0 < ¢ < 27. Sei nun
f : R? = R eine integrierbare Funktion, und K C R? der “Kreisstreifen” all der Punkte
(r,y) € R?, die By <r < Ryund a1 < ¢ < ay erfiillen.

Wollen wir nun das Integral [, f(x,y)dx dy bestimmen, so sehen die Integrale iiber - bzw.
y recht kompliziert aus, da wir ausdriicken miissen, fiir welches € R welche Punkte (z, y)
in K liegen. Dabei sicht die Geometrie ziemlich einfach aus, wenn wir in Radius und Winkel
rechnen. Wir sollten also statt in  und y besser in 7 und ¢ integrieren und miissen das Integral
auf diese neuen Variablen “umrechnen”. Das geschieht mit der sogenannten Transformations-
formel, der mehrdimensionalen Verallgemeinerung der Substitutionsregel aus Analysis 1, die
wir in diesem Abschnitt unter Zuhilfenahme von Methoden der Analysis 2 besprechen. Dieses
Ergebnis gilt nur fiir das Lebesgueintegral, wir werden hier also keine allgemeinen Mafirdume
betrachten.

Wir betrachten zuerst zwei Spezialfille.

a) Ist T' € GL(d) eine invertierbare reelle (d x d)-Matrix und a € R, so betrachten wir
die affine invertierbare Abbildung

¢ : R = RY o(x) =Tz + a.

Aufgrund der Translationsinvarianz des Lebesgue-Borel-Mafles wissen wir aus Satz 1.48,
dass das Bildmaf$ unter o durch (o*A)(V) = A= 1(V)) = |det T| 1 A\(V), V € B¢
gegeben ist. In Hausaufgabe 7.3 haben Sie gezeigt, dass dies fiir jede Borelmenge V' C
R? und jede integrierbare Funktion f : V — R die Formel

| Swdr= [ Sotw) dec e

impliziert. (Hier und im Folgenden schreiben wir wieder dx fiir d\4().)

b) In der Analysis 1 haben wir die Kettenregel und die zugehérige Substitutionsregel ken-
nengelernt. Zur Erinnerung betrachten wir ein kompaktes Intervall V' = [a, b] C R,
eine stetig differenzierbare streng monotone Funktion ¢ : V' — R (also ¢'(z) # 0),
und eine stetige Funktion f : [a, b] =: ¢(V) — R. Dann gilt

/vf(y) dy = /1(V)f(%0(x)) o' (z)] da.

Um das einzusehen (in Analysis 1 hatten wir es etwas anders geschrieben) unterschei-
den wir die beiden Fille, dass ¢ streng monoton wichst oder fillt. Falls ¢ wichst, so gilt
¢'(x) > 0, dh die Betragsstriche kénnen entfallen, und = ([a, b]) = [¢™*(a), ¢~ ()],
dh das Integral auf der rechten Seite ist ff:ll((;)). Falls ¢ fillt, so gilt ¢'(x) < 0, und
die Betragsstriche geben einen Faktor (—1). Dieser Faktor wird dadurch kompensiert,
dass in diesem Fall ¢ ([a,b]) = [© 7' (b), o~ (a)] und wir fiir Riemannintegrale
f 4 - _ fdc definiert haben (Im Unterschied zu mafStheoretisch definierten Integra-

len).

Die allgemeine Transformationsformel enthilt die sich formal sehr dhnlich sechenden Spezial-
fille a) und b). Um die Verallgemeinerung zu formulieren, betrachten wir einen (C''-) Diffeo-
morphismus (Analysis 2, Def. 13.6) ¢ : U — V zwischen offenen Teilmengen U,V C R?
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(Erinnerung: Das heif3t, dass ¢ bijektiv und stetig differenzierbar ist, und die Umkehrab-
bildung ! : V' — U ebenfalls stetig differenzierbar ist). Dann ist die das Differential
(Dy)(z) (die Jacobimatrix) invertierbar, d.h. det(Dyp)(z) # O fiir alle x € U (Analysis 2,
Lemma 13.7).

Satz 2.51 (Transformationsformil). Seien U,V C R offen, ¢ : U — V ein C'-
Diffeomorphismus, und f : V' — R messbar. Dann ist f iiber V' integrierbar genau dann,
wenn | det(D)| - (f o ) diber U = o~ (V') integrierbar ist. In diesem Fall gilt

[ iwdy= [ el (Do)l
v e~ 1(V)

Da wir den Beweis etwas spiter machen, fithren wir hier zunichst nur eine kleine Plausibi-
lititsiiberlegung durch und denken uns dazu ¢~ *(V') in viele kleine Quader () zerlegt. Da
¢ stetig differenzierbar ist, ist es auf () affin approximierbar (Analysis 2, Lemma 12.8), dh
o(x) = (D) (zo)(x — x0) + ©(x0), wobei zg € () ein Referenzpunke ist. Auf jedem Qua-
der kénnen wir also ¢ durch eine affine Transformation wie in Spezialfall a) ersetzen. Durch
Zusammensetzen aller Quader sollte sich dann die behauptete Transformationsformel erge-
ben.

Zunichst geben wir einige Anwendungsbeispiele der Transformationsformel.

Beispiel 2.52 (Polarkoordinaten). Jeder Punkt (z,y) € R? lisst sich auch durch Radius
(Abstand vom Ursprung in Euklidischer Norm) und Winkel § € (—, 7] beschreiben:

r=rcosf, y=rsinb.

Firxz = y = 0 (also r = 0) ist der Winkel nicht eindeutig festgelegt. Weiterhin ist
der Winkelbereich (—, 7| (den wir so gewihlt haben, damit jeder Punkt mit 7 > 0
einen eindeutigen Winkel hat) nicht offen. Fiir die Konstruktion eines Diffeomorphis-
mus miissen wir diese stérenden Punkte entfernen, dh wir betrachten » > 0 und 8 €
(—m, ), nimlich

U:=R, x (—m,m), M = {(z,0) : x <0},
0:U—V:=R\M, o(r,0) := (rcosf,rsind).

Dann sind U und V offen, und ¢ ist bijektiv und stetig differenzierbar. Ihre Jacobimatrix
ist

cos —rsinf

(Dp)(r,8) = ( ) = det(Dy)(r,0) = r > 0.

sinf@ rcosf

Dies zeigt, dass (D) (r, 8) fiir alle (r,6) € U invertierbar ist. Nach dem Satz iiber die
Umbkehrabbildung (Analysis 2, Korollar 13.14) folgt, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist.

Da M eine Borel-Nullmenge ist, besagt die Transformationsformel fiir jede integrierbare
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Funktion f : R> = R
f(.r,y)dxdy:/ / f(rcos@,rsin)rdrdd.
R2 -7 J0

Als konkretes Anwendungsbeispiel berechnen wir das Integral I := [, e~ dz mit ci-
nem Trick:

12:/6_9”2c1l;15-/e_dey://e_g”g_y2 da:dy:/ / e rdrdf
R R R JR = Jo
:—1// de_ drd@zl/ o =,
2) )y dr 2) .

also I = /7. Beachten Sie, dass  +— e *" keine elementare Stammfunktion hat,
das Quadrieren des Integrals per Fubini und Polarkoordinaten aber auf die Funktion
7+ re”"" mit ciner elementaren Stammfunktion gefiihre hat.

An anderes noch einfacheres Beispiel ist, die Fliche der Kreisscheibe Kr = {(z,y) €
R?: z? +y* < R?} mit Radius R > 0 zu berechnen. Wegen o' (Kz\{(z,0) : = <
0}) = (0, R) x (—m,m) gilt

T R
MKg) = / X (T, y) dedy = / / rdrdf =7 R%
R2 —7J0

Beispiel 2.53 (Kugelkoordinaten). Als nichstes Beispiel betrachten wir Kugelkoordi-
naten in drei Dimensionen. Hier beschreiben wir Punkte (z,y,2z) € R* durch ihren
Abstand vom Ursprung r = /22 + y% + 22, den Winkel o € [=F, 7], den (z,y, 2)
mit der {z = 0}-Ebene einschliefSt (Breitengrad), und dem Winkel 5 € (—m, 7], den
(x,y,0) mit der positiven z-Achse einschliefSt (Lingengrad). Nach elementargeometri-
schen Uberlegungen gilt

r cos v cos 3

x
y| = |rcosasinf | = ¢(r,a,b)
z 7 sin o

Dannist ¢ : Ry X (=%,%) x (=7, ) — R*\N (mit einer Nullmenge N) bijektiv
und stetig differenzierbar. Die Jacobimatrix ist

cos cosf —rsina cosf —rcosa sin 3

(Dp)(r,a,B) = | cosasinfg  —rsinasinfS  rcosa cos 3
sin 7 cos 0

= det(Dy)(r, a, B) = r* cosa > 0.

Wie im vorigen Beispiel schlieffen wir, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist. Fiir integrier-
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bare Funktionen f : R* — R gilt also

[raxi= [ sz dedyas
]R3 R?’

r T/2 co

= 7 cos a cos 3, T cos asin 3, 7 sin ) 12 cos o dr- dev d .
I

—m—7/2 0

Als konkretes Anwendungsbeispiel berechnen wir das Graviationspotential einer rotati-
onssymmetrischen Masseverteilung. Wir betrachten also die Kugel K = {x € R? : ||| <
R} und eine integrierbare positive Funktion m : [0, R] — R. Die Gesamtmasse M

der Masseverteilung ist das Integral iiber die Dichte, also

© 72 R

M = m(||:)3||)da3:/ / /m r cosozdrdadﬁ—élw/m r? dr.
Kpg

-7 —7/2 0

Das Graviationspotential dieser Masseverteilung ist (bis auf Naturkonstanten) im Punkt

Y € R3\KR
/ m(llz)
oyl

Um dieses Integral zu berechnen, behaupten wir zunichst, dass V (y) nur von ||y|| ab-
hiingt. Sei dazu T € SO(3) eine Rotationsmatrix. Dann gilt wegen ||Tz|| = ||z ||

() / m(T) | / mile]) |
V(Ty) = / =V(y).
le-Ty] @~ ) T a=y @~ ) Ty @~ "W

Im vorletzten Schritt haben wir die Transformationsformel fiir den linearen Diffeomor-
phismus ¢(z) = T ' (mitdetT = 1) und T(Kgr) = Kg (eine Kugel ist rotations-
symmetrisch) benutzt.

Zum Berechnen von V' (y) kdénnen wir uns also auf y = (0,0,2), z = [|y|| > R

beschrinken. Dazu berechnen wir zunichst die im Integranden auftretende Norm

r cos cos 3
| — (0,0,2)> = ||| 7 cosa sin 3 =r? 4+ 2% — 2rzsina.
rsina — 2
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Unser Integral ist dann in Kugelkoordinaten (mit der Substitution ¢ = sin o)

~ 7©/2 R

m(r)r? cosa
Vv = drdad
(v) / / /\/r2+22—2rzsina p

—m—7/2 0

2

1 R
:27r// m(r)r dr dt
> Vr2 422 —2rzt

R
1 t=1
= 27r/m(7") 7 {—\/7“2 + 22— 2rz t} dr
0

—Trz =—1

=

T

Beim Auflésen der Wurzeln haben wir benutzt, dass y nicht in K liegt, also z = ||y|| >
R > r fir alle 7 im Integrationsbereich.

Die Interpretation dieses Ergebnisses ist, dass das Potential der Kugel mit dem Potential
einer in £ = 0 konzentrierten Punktmasse M {ibereinstimmt. Diese Tatsache ist auch
als Newton’s Theorem bekannt.

Nachdem wir uns von der Niitzlichkeit der Transformationsformel iiberzeugt haben, machen
wir uns an den Beweis.

Beweis der Transformationsformel. Wir bemerken zunichst, dass aufgrund der Stetigkeit und
Invertierbarkeit von ¢ und wegen |det(Dyp)(z)| # 0 die Messbarkeit von f dquivalent ist
zu der Messbarkeit von (f o ¢) - | det Dy|. Wir zerlegen dann in Positiv- und Negativteil

f=fr—f-bzw. (fop) |detDp| = (f1 o) |det Dp| — (f- o) |det Dy|, dh wir

miissen die behauptete Formel nur fir f > 0 zeigen.

Angenommen, wir kénnen die Ungleichung

[ rars [(gopldansli )
|4 U

zeigen. Dann gilt mit g := (f o )| det Dip| anstelle von f und ¢ := ¢~ anstelle von ¢ und

77



U anstelle von V'

/(focp)|detD<,0|d)\:/gd/\
U U

< / (f ooy ) (z)]del( D) (") ()| | det(Dyp™") ()] dA(x)

v
—Afﬁ,

also die umgekehrte Ungleichung. Es geniigt also, (%) zu zeigen. (Wir haben hier die Formel
fir das Differential der Umkehrabbildung verwendet, siche Analysis 2, Lemma 13.7.)

Mit den mittlerweile gewohnten Approximationsargumenten geniigt es, (x) fiir charakeeris-
tische Funktionen f = xp von Borelmengen B C V zu zeigen, dh mit A := ¢~ *(B) C U

Ap(4)) < / | det Dig| d. ()
A

Nun miissen wir aber wirklich etwas beweisen und zeigen zunichst, dass (**) fiir kompakte

(nicht leere) Wiirfel A gilt.

Dazu bezeichnen wir mit [ > 0 die Seitenlinge des Wiirfels A und wihlen ¢ > 0 so, dass

Mp(A)) = C/A | det Dy dA

gilt. Das ist moglich, da das Integral ungleich Null ist. Ziel des Beweises ist also ¢ < 1.

Zerlegen wir nun A in 2d kompakte bis auf Nullmengen disjunkte Wiirfel, indem wir alle
Seiten von A halbieren, so muss fiir mindestens einen von den kleineren Wiirfeln, sagen wir
Ay, die Ungleichung A(¢(A1)) > ¢ [ 4, | det Dip| dA gelten, den anderenfalls gibt es einen
Widerspruch zu A(p(A)) = ¢ [, | det Dp| dX wegen der Additivitit beider Seiten der Glei-
chung unter disjunkter Zerlegung.

Wir iterieren dieses Verfahren und erhalten so eine absteigende Folge (A,,) kompakter Wiirfel
mit Seitenlinge 27" und A\(p(4,)) > ¢ [ 4, | det Dip| dA. Die Mittelpunkte der Wiirfel
bilden eine Cauchyfolge mit Grenzwert a, der a € (), A, erfiillt. Indem wir eine affine
Transformation ausfiihren, fiir die wir die Transformationsformel bereits kennen, diirfen wir
a = 0 = ¢(a) annehmen.

Nun benutzen wir die Differenzierbarkeit von ¢ in a = 0: Mit T := (D)(0) gilt

- r(2)
o(x) =Tz +r(z), lim = 0.
=0 [zl

Wir arbeiten hier mit der (an Wiirfel angepassten) Maximumsnorm || - || o auf R% Zu jedem
e > 0gbtes N. € N mit ||p(x) — Tzl < €l, fiiralle z € A,. Also liegt ¢(4,,) in
TA, + 1,B: mit B. = {y € R?: ||y||oc < &}. Der skalierte Wiirfel A,,/l,, hat Seitenlinge
1, ist also von der Form A,,/I,, = [0, 1]¢ + b, mit b, € [—1,0]% Nach dem Satz von Stone-
Weierstraf hat (b,,) eine konvergente Teilfolge; wir diirfen also die Existenz von b := lim,, b,,
annehmen. Die Stetigkeit von 7" impliziert dann fiir hinreichend grof3es n

TA,/l,+ B. = T([0,1]* + b,) + B. C T[0,1] + Tb + Bs..
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Nun erhalten wir (beachten Sie 14 = \(4,,))

[ 1dec Dol A < Me(A) € ATA +1,B.) £ LT + B

[ | det Doo| d

)\(An) S A(T[()? 1]d + BQ&)'

Im Limes n — oo konvergiert die linke Seite aufgrund der Stetigkeit von | det Dy| gegen
c| det(Dp)(0)], dh c| det(Dy)(0)| < X\(T[0, 1]¢ + Ba.). Im Limes ¢ — 0 konvergiert nun
die rechte Seite gegen A\(T'[0,1]¢) = |detT| = |det(Dy)(0)|. Dies ergibt ¢ < 1 wie be-
hauptet.

Im letzten Schritt des Beweises miissen wir die Ungleichung (xx) von kompakten Wiirfeln
auf messbare Mengen verallgemeinern. Zuerst bemerken wir, dass (xx) auch fiir halboffene
statt kompakte Wiirfel gilt, da ein halboffener Wiirfel [a, b) C V von innen durch kompakte
Wiirfel approximiert werden kann, [a, b,] ,” [a,b), und beide Seiten von (xx) unter dieser
Approximation monoton wachsend konvergieren.

Da jede offene Menge eine disjunkte Vereinigung von abzihlbar vielen halboffenen Wiirfeln
ist (Lemma 1.10), folgt die Giiltigkeit von (*x) fiir alle offenen Mengen A C V.

Seinun A C U eine Borelmenge. Dann ist U,, := {|det Dy| < n} N U offen, und U,, /U
fuirn — oo. Also AN U, " A. Es geniigt also, den Beweis fiir die Mengen A,, zu fiihren,
dh wir diirfen annehmen, dass | det Dip| beschrinkt ist.

Sei nun € > 0. Dann gibt es eine offene Menge O O A mit A\(O\A) < ¢. Betrachten wir
U N O anstelle von O, diirfen wir O C U annehmen. Dann erhalten wir mit dem bereits
gezeigten Ergebnis fiir offene Mengen

A2(A)) < A((0)) < /O | det Dig| A

= / |deth0|d)\—|—/ |det Dp| dA < [ |det Dp| dX + ¢ sup | det(Dyp)(z)|
A o\4 A

zelU

Im Limes ¢ — 0 ergibt sich dann die Behauptung. O

An dieser Stelle haben wir die wesentlichen Ziige der Maf3- und Integrationstheorie kennen-
gelernt. Im nichsten Kapitel werden wir Anwendungen in der Fourieranalysis besprechen.
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3 Einfuhrung in die Fourier-Analysis
Als Motivation fiir die folgenden Uberlegungen denken wir an ein akustisches Signal
[ R—=R, t— f(1),

in Abhingigkeit einer Zeitvariablen ¢, das wir auf seine Frequenzen hin untersuchen wollen.
Falls f(t) = sin(kt) mit k € R, so ist f periodisch mit Periodenlinge 2%, dh Frequenz k. Im
Allgemeinen wird ein Signal viele Frequenzen enthalten, zB enthile f(¢ ) Zi:;l Cp sin(kyt)
die Frequenzen k1, ..., ky mit Amplituden ¢y, ..., cy. Im Fall von kontinuierlich variieren-
den Frequenzen denken wir an Funktionen der Form f(t) = [ (k) sin(kt) dk. Welche
Funktionen ergeben sich auf diese Art und Weise? Gegeben ein solches f, wie kann man ¢
(Frequenzinformation) zuriickgewinnen?

Diese Fragen stehen am historischen Beginn der Fourier-Analysis. Heutzutage ist Fourier-
Analysis ein weites Feld, dass sowohl in reiner Mathematik (harmonische Analysis) als auch
den Anwendungen (Physik, Datenkompression) eine wichtige Rolle spielt.

Aus der Perspektive von Kapitel 2 dieses Skripts wird uns die Fourier-Analysis die Moglich-
keit geben, alle besprochenen Ergebnisse der Integrationstheorie anzuwenden. Alle Integrale
werden bzgl. des Lebesguemaf3es sein.

3.1 Definition der Fouriertransformation und erste Eigenschaften

Bisher haben wir uns mit (messbaren bzw integrierbaren) Funktionen f : €2 — R beschif-
tigt. Im Folgenden wird es sich als giinstig erweisen, statt der trigonometrischen Funktionen
die komplexe Exponentialfunktion e?** = cos(kx) + i sin(kx) zu verwenden. Wir werden
deshalb komplexwertige Funktionen f : €2 — C betrachten. Das Integral iiber eine kom-
plexwertige Funktion ist als

/Qfduz/QRe(f)dqui/QIm(f)du

definiert und damit komplex linear. Wir werden ab nun mit £7(€2) die Menge aller komplex-
wertigen Funktionen f : 2 — C meinen, die fQ | f|Pdp < oo erfiillen, und analog fiir die
LP(Q).

Definition 3.1. Fiir f € L!(R) definieren wir die Fourier- Transformierte von f als die
Funktion

f:R—>C, f(k) = \/%/Rf(az)e_ikxdx.

Allgemeiner definieren wir fir f € El(Rd), d € N, die Fourier-Transformierte von [ als
die Funktion

FiRE= @, flk) ::W f(a)e ™0 dg,

wobei (k, ) = kyx1 + ... + kqxq das Euklidische Skalarprodukt auf R ist.
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* Der Vorfaktor (27)~%? ist Konvention. Wir werden spiter schen, wieso dieser Vorfak-
tor eine gute Wahl ist.

* Da das Integral [, f(z)e "*"du fiir jedes k € R definiert ist, kénnen wir es als Funk-
tion von k betrachten — dies ist genau die Definition der Fouriertransformierten von
f. Weiterhin sehen wir, dass eine Anderung von f auf Nullmengen zu der gleichen
Fouriertransformierten f fithrt, dh wir kénnen auch (Aquivalenzklassen) f € L'(R?)
eine Fouriertransformierte zuordnen.

¢ Der Faktor e7™** = cos(kx) — isin(kz) begriindet sich in der Motivation als “Fre-
quenzanalyse”. In Dimension d > 1 verwenden wir den Faktor
—i(k,x)

—i(kiz1+...+kqzq) — e*iklwl . —ikqxq

e

Ist f € L'(RY) von Produktform, nimlich f(z1,...,zq4) = fi(x1) - fa(zq) mit
fi,---, fa € L*(R), so folgt mit dem Satz von Fubini

f(k) = fl(lﬁ) : "fd(kd)a

was die Wahl von e =% in der Definition der Fouriertransformation begriindet.

=€ -e

Zur lllustration berechnen wir einige Fouriertransformierte in einer Dimension.

Beispiel 3.2. Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Dann ist f := x; € L'(R),
und

efikxdx — L% (efikb o e*'ika) .

1
N \/27r/a Vim
Fira > 0ist f : R = R, f(z) = e, in L'(R), und

f(k)

f - / —alz| _kadl' _ - / —(a+ik) xd + / (a—ik) xdl’
V 4T V 4T

1 1 1
\/ﬁ(a—l—ik—i_a—ik)
Byl

T Vra2 4k

Definition 3.1 legt zu jeder Funktion f € L'(R?) eine neue Funktion f fest. Im Folgenden
wollen wir verstehen, wie Eigenschaften von f mit Eigenschaften von f zusammenhingen.
Wenn wir die Fouriertransformation betrachten, also die auf L!(R?) definierte Abbildung JF :
f > f, so kliren wir zuerst die Frage, was der Bildbereich von F ist.

I Lemma 3.3. Fiir f € L'(R?) ist f stetig und beschrinkt.

Beweis. Fiir die Stetigkeit verwenden wir Satz 2.27: Wegen | f (z)e~"**)| = | f(x)| haben wir
die integrierbare Majorante | f|, so dass die Stetigkeit von f folgt. Die Beschriinktheit erhalten
wir per Dreiecksungleichung,

—Z s 1
(k)] < o d/g/lf %) |da = G W)d/24|f(x)|dx: am <% O
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Wir konnen die Fouriertransformation also als eine Abbildung
F:L'RY) = CGRY,  f—f.

auffassen, wobei C, (R?) den Vektorraum aller stetigen beschrinkten Funktionen R — C be-
zeichnet. Diese Abbildung ist Aufgrund der Linearitdt des Integrals linear. Natiirliche Fragen
sind: Ist F injektiv? surjektiv? bijektiv? Kann man ggf. die inverse Abbildung 7 ! bestimmen?

Die beiden Beispiele oben zeigen, dass die Fouriertransformierte f tiblicherweise vollig anders
aussieht als die Funktion f selbst. Der Zusammenhang zwischen f und f ist also trickreich.

Wir betrachten zunichst den Zusammenhang zwischen Differentiation und Fouriertransfor-
mation, was im Wesentlichen auf der einfachen Beziehung

aefz(k,x}
ok,

= —ixue’“k’@, p=1...,d,

beruht. Wir werden es also mit Multiplikation mit Komponenten z,, von x € R? zu tun

haben, und definieren deshalb
Q[L(f) =Ty f(ZE),

wobei f : RY — C eine beliebige Funktion ist. In Dimension d = 1 gibt es nur eine
Komponente und wir schreiben einfach @ fiir die Abbildung (Q f)(z) := z f(z). Wir kénnen
die @, auch mehrfach anwenden und schreiben dann Qi (f) == Qu(Q.(f)) fir die Funktion
x — 7, f(x), und analog fiir hohere Potenzen Q7, n € N.

Satz 3.4. Fiir beliebiges d € N und jp € {1,...,d} gilt
a) Sei f € LY(RY) so, dass Q,(f) € L*(R?). Dann ist f partiell nach seiner pi-ten
Variablen differenzierbar, und es gilt

—_—

Qu(f) = i({?#f.

b) Sei f € L'(RY) N CYR?) mit 0,f € L*(RY) und f(z) — 0 fiir ||z|| — oo.
Dann gilt

5/:? = ZQM(JE)

Bei diesen Formeln muss man genau auf die Reihenfolge der Operationen achten: In a) wird
auf der linken Seite erst mit der p-ten Komponente der Variablen multipliziert, und dann
Fourier-transformiert. Auf der rechten Seite der Gleichung wird hingegen zuerst Fourier-
transformiert und dann nach der ji-ten Variable differenziert:

QD) = @) [ (i)
R
= a/2_~ i(k,z) o
= (277) 8]6“ iy (IE)B dr = aku .
Analoges gilt fiir b).
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Beweis. a) Wir benutzen Satz 2.29 (Differenzierbarkeit parameterabhingiger Integrale). Fiir

jedes feste v € R% ist k +— f(x)e™" %) beliebig oft differenzierbar; insbesondere existieren

die partiellen Ableltungen ( ), i =1,...,d. Die partielle Ableitung des Integranden ist

0

g ()7 ) = i ) =

Um Satz 2.29 anwenden zu kdnnen, brauchen wir eine integrierbare Majorante M dieser
partiellen Ableitung, dh M € L'(R?) mit | — iz, - f(x) e **| = |z, f(x)] < M(x). Da
x — x, f(z) per Annahme integrierbar ist, haben wir unsere Majorante gefunden.

b) Nach Annahme sind sowohl f als auch 0, f integrierbar. Wir schreiben die linke Seite der
behaupteten Gleichung mit dem Satz von Fubini als

—d/2 ka:)
0 f( (2m) / / &TM ... dxy.

Da wir uns die Reihenfolge der Integrationen aussuchen diirfen, fithren wir zuerst die Inte-
gration iiber ,, aus. Das x,-Integral ist somit (partielle Integration)

b —z (k,x)
itk OF (@ ) —i Tu=b
. (k,x) LS\ ) _ i{k,x) "
GIJLLI% a ‘ ax,u b~>oo / f dx# i agtm [6 f(x)]xu:a

= iku/ f(x) e ™ ®2) dy, 1 0.
R

Fithren wir nun auch die anderen Integrationen aus, so erhalten wir das behauptete Ergebnis

S

Ouf (k) = ik, f (k).
]

Dieser Satz sagt, dass Fouriertransformation (partielle) Ableitungen in Multiplikation mit
Komponenten des Arguments umwandelt. Diese Eigenschaft ist grundlegend in vielen An-
wendungen der Fouriertransformation.

Beispiel 3.5.

a) Wir hatten bereits gepriift, dass die Fouriertransformierte von f(z) = el die

Funktion f(k) = \/g = ist. Was ist die Fouriertransformation von g(z) :=

xe~ 1712 Nach Teil a) des Satzes gilt

\/7 —2ik
d/f 1+ k32 1 + k:2

2 . . .
27" ? Wir berechnen Sie mit

b) Was ist die Fouriertransformierte von f(x) := e
einem Trick. Dazu bemerken wir zuerst, dass

f() = ~af(x)

gilt. Da f € L'(R) und die Voraussetzungen von Satz 3.4 b) erfiillt sind , konnen
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wir beide Seiten dieser Gleichung Fourier-transformieren, und erhalten

ikf(k) = —zdj;gf) = dj;(kk) = —kf(k).

Die Fouriertransformierte f erfiillt also die selbe (Differential-)Gleichung wie f.
Ist nun h eine beliebige differenzierbare Funktion R — C, die A/(z) = —xh(x)

fir alle x € R erfiillg, so ist H(z) := h(:E)G%IQ konstant (die Ableitung ist Null,

. . . . C1g2
wie man leicht nachrechnet). Daraus schlieen wir, dass h(z) = ce” 2% mit einer
Konstante ¢ € C. Wir haben also schon gelernt:

~ _1;2

f(k)=ce 2

Um auch noch die Konstante ¢ zu bestimmen, bemerken wir

~ 1 1 1
c:f(O):E/Re2x2d$:ﬁ/ﬂ§ey2dy:1,

wobei wir Beispiel 2.52 verwendet haben. Die Gaussfunktion f stimmt also mit
ihrer Fouriertransformierten iiberein.

Die Fouriertransformation iibersetzt lokale Eigenschaften von f wie Stetigkeit, Differenzier-
barkeit, in globale Eigenschaften von f , wie Abfallgeschwindigkeit bei unendlich. In Bei-
spiel 3.2 hatten wir eine unstetige Funktion f betrachtet, ihre Fouriertransformierte f fiel
nur langsam ab, nimlich wie |k|™!. Im zweiten Teils des Beispiels hatten wir eine stetige
Funktion betrachtet, deren Fouriertransformierte fiel etwas schneller ab (wie |k|72). Im All-
gemeinen haben wir den folgenden Zusammenhang. Der Einfachheit halber beschrinken wir
uns auf eine Dimension, d = 1.

Korollar 3.6. Falls f € L'(R) n-mal stetig differenzierbar mit Ableitungen f € L'(R)
ist, und fU(x) — 0 fiir |x| — oo fiirallel = 0,1,... n—1 gilt, s0 gibt es eine Konstante
Cy, mit

IF(K) <co- (L4 k)™  z€R

Beweis. Die Voraussetzungen an f erlauben es uns, Satz 3.4 b) iteriert anzuwenden und

f(l)(k) :Zlklf(k)’ le? 17"'7n7

zu erhalten. Also gibt es Konstanten (7, so dass \kl f (k)| < C fiiralle k € R. Damit erhalten
wir

-+ il =3 () wrtsn = 3 ()i =

=0

wie behauptet. O]

Analog kénnen Sie beweisen: Falls f € L'(R)

[f(@)] < el + [z])™"
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fireinn € N und eine Konstante ¢ > 0 erfiillt, so ist die Fouriertransformierte f (1n—2)-mal
. , . . N _ n—2 . . .
differenzierbar. Denn die Abschitzung impliziert [z" 2 f ()] < T Was integrierbar ist.

Also Q"7%(f) € L*(R), und wiederholte Anwendung von Satz 3.4 gibt die Behauptung.

An dieser Stelle zwei Warnungen zu hiufigen Irrtiimern:
e Eine Funktion in L! (R) muss nicht beschrinkt sein — auch nicht, wenn sie stetig ist.

* Isteine Funktion differenzierbar und beschrinke, so muss ihre Ableitung nicht beschrinke
sein.

Diese Tatsachen machen die etwas kompliziert erscheinenden Annahmen zB in Korollar 3.6

notig.

Wir betrachten nun einen Funktionenraum, der besonders gut auf die Fouriertransformation
angepasst ist.
Definition 3.7. Eine Funktion f : R? — C heiflt Schwartz-Funktion, falls
a) fglattist: f € C*°(RY), und

b) f, und alle Ableitungen von f, schneller als polynomiell fiir |z|| — oo gegen
Null gehen: Fiir jedes Paar von Multiindizes * 1, v € N¢ gibt es eine Konstante
Cpw» SO dass

|z# (0" f)(2)] < cpp, x € R%

Die Menge aller Schwartzfunktionen heiflt der Schwartzraum (iiber R?) und wird mit
Z(R?) bezeichnet.

“Erinnerung an Analysis 2 (Def. 12.33): Fiir einen Multiindex ¢ = (p1, ..., ftq) schreiben wir
(OHf)(z) = (04 --- 04 f)(w) p,p’ € N und |p| := pg + ... + pq fiir die Ordnung von p.
Wir schreiben auch (Q* f)(z) := z# f(z) := af* - - - 2} f ().

Fir d = 1 vereinfacht sich die Definition, da es nur eine Ableitung statt mehrerer partieller
Ableitungen und nur ein Argument z statt mehrerer Komponenten z,, gibt. Es gilt

S (R) ={f € C®R) : sup|z™f"(z)| < oo V¥n,m € Ng}.

zeR

Beispiel 3.8. Die Funktion f(z) = e v’ liegt im Schwartzraum: Sie ist glatt, und ihre
n-te Ableitung ist von der Form () = p(x)e™*" mit einem Polynom p. Also gilt
fur jedesm € N

2

2™ f) ()] = 2™ p(x)e™™

was fiir || — 0o gegen Null geht und insbesondere beschriinke ist.
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Lemma 3.9. Sei f € .7 (R%).
a) Fiir jeden Multiindex p gilt O* f € L'(R?).
) fe s RY.

Beweis. a) Aufgrund der Schwatz-Eigenschaft von f finden wir eine Konstante ¢, so dass

[(0"f) ()] <

(1+a2%)--(1+232)

gilt. Wir kénnen also das Integral iiber |0* f| wie folgt abschitzen (Fubini):

[ionwiars [ e = [125) et <o

b) Wir wenden Satz 3.4 a) wiederholt an und sehen, dass f glate ist (partielle Ableitungen
beliebiger Ordnung existieren). Da 0" f € L' (Rd), gilt nach Teil b) dieses Satzes

Qo | = (=) QU@ f = (—i) Qv .

Per Produktregel lassen sich die partiellen Ableitungen auf der rechten Seite in eine Line-
arkombination endlich vieler Terme der Form Q' 0" f umformen. Dies sind nach a) L'-
Funktionen, also ist ihre Fouriertransformierte beschrinkt (Lemma 3.3). O

Diese Ergebnisse illustrieren die angenehmen Eigenschaften von Schwartzfunktionen. Insbe-
sondere konnen wir die Fouriertransformation also zu einer Abbildung

F: R = S (RY
einschrinken.

3.2 Umkehrabbildung und Anwendungen

Wir studieren jetzt die Frage, auf welchen Riumen die Fouriertransformation invertierbar ist,
und wie die Umkehrabbildung aussieht. Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Uberle-
gungen.

Lemma 3.10. Seien f,g € L'(RY), a € RY, und r > 0. Dann gilt
a) Die Fouriertransformierte von f,(x) := f(z — a) ist fo(k) = e~*F9) f(k).
b) Die Fouriertransformierte von g.(x) := g(%) ist g, (k) = r* g(r - k).

¢) Das Produkt der Fouriertransformierten ist

f-g=(2m) " fxg,

wobei (f * g)(x) = [ga f( — y)dy die Faltung von f und g ist.

Der Beweis dieses Lemmas erfolgt in den Ubungen.
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Lemma 3.11. Fir f,g € L'(R?) sind f - g und f - § integrierbar, und es gilt

[ F@o@yde= | Fk)(k) dh

Beweis. Wir wissen bereits, dass f, § stetig und beschrinke sind. Also sind die Funktionen
f - gund f - § messbar. Nach der Holderschen Ungleichung gilt || fg|l1 < || fllscllg]l1 < o0
und || £3l1 < | £l1111§]lec < co. Hier haben wir f, g € L'(R%) und f, § € C(R%) benutzt—
letztere Funktionen sind beschrinkt, also insbesondere wesentlich beschrinkt. Wir schliefSen,
dass fg und f§ integrierbar sind.

Mit dem Satz von Fubini erhalten wir nun

Flalgla) do = @)= [ [ ke dkg(a) da
= (2n) 2 [ f0) [ glae ) dear

= [ Fk(h) di

R4

]

Als nichsten Punkt besprechen wir eine sehr oft niitzliche Approximationstechnik. Wir be-
ginnen mit einem Beispiel in einer vereinfachten Situation.

Beispiel 3.12. Wir betrachten in Dimension d = 1 die Funktionen g, = % X[=ry- Im

Limes 7 — 0 haben wir
0 xz#0
gr(x) = { 7

)
oo =0

die Grenzfunktion ist also ziemlich singuldr und fast tiberall gleich Null. Sei nun f :
R — C stetig. Dann ist fg, € L'(R), und es gilt mit einer Stammfunktion F von f

/Rf () gy (z)da = 2—1r /_ f(w)de = 20 _sz(_r)
F(r) = F(0) | F(0) ~ F(-r)
2r o

Der Grenzwert des Integrals ist also nicht singuldr. Aufgrund der wachsenden Konzen-
tration der g, bei z = 0 konvergiert das Integral gegen den Wert von f an der Stelle
x=0.

Wir konnen das auch aus der Sicht von Maflen betrachten: Die Mafle g, - A (also die
Maf3e mit der Dichte g, bzgl. dem Lebesguemaf$ \) erfiillen fuir alle stetigen f : R — C

Afﬂ%vlﬁéf®m=ﬂ®
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Das Ergebnis f(0) sagt insbesondere, dass dieses Argument niche fiir f € L*(R) funk-
tionieren kann, da f(0) fiir die Aquivalenzklassen f € L'(R) nicht definiert ist.

Ein allgemeineres Approximationsargument sicht folgendermaflen aus.

Lemma 3.13. Sei p € L1 (RY) mit

| plaas=1.
R4
und sei p,(x) :=r~%p(£), r > 0. Dann gilt fiir alle f € Cy,(R)

lim(p, « /) (&) = (o).

Beweis. Wir haben

e )= [ fa=pPdy= [ fe-r 2pta

R4

wobei wir z := y/r substituiert haben (Der Integrand liegt in £!(R?) wegen p € L(R?)
und f € Cy(R?)). Der Integrand hat die integrierbare Majorante M (2) = || f|l|p(2)],
die |f(x — rz) (z)] < M(z) fiir alle r > 0 erfiillce. Da der Limes » — 0 unter dem Inte-
gral [p. f(2)p(2)dz = f(z) ergibt (hier haben wir die Stetigkeit von f benutzt), folgt die
Behauptung [

Beispiel 3.14. Eine oft verwendete Wahl von p ist eine Gauf$funktion, nimlich
[E3

pla) = (2m) 25

Dann gilt [o, p(x)dz = 1, wie man aus Beispiel 3.5 ersieht. (Da die Gauffunktion
p(x) = lel <( m)~1/2 exp(—é)) eine Produktfunktion ist, zerfillt das Integral in

ein Produkt von Integralen tiber R.)

Es gibt viele weitere Varianten von dieser Technik. Zum Beispiel ist es richtig, dass fur f €

L'(RY)
lim [|f — pr* fl1=0
r—0

gilt.

Wir kommen nun zur Umkehrformel der Fouriertransformation. Da fiir f € L'(R?) die
Fouriertransformierte f in Cy(R) liegt, betrachten wir die symmetrische Funktion, dass so-

wohl f als auch f in L'(R%) N Cy(R?) liegen. Das ist sicherlich fiir alle f € & (R%) der
Fall.

88



Satz 3.15 (Umkehrabbildung der Fouriertransformation).

a) Sei f € L'(RY) N Cy(RY) 5o, dass auch f € L'(RY). Dann gilt fiir alle z € R?

f(z) = (2m)~2 i F(k)e' ) dk.

b) Die Fouriertransformation ist eine bijektive lineare Abbildung F : ¥ (R?) —
S (RY), mit Umkehrabbildung

(FH)() = (Ff)(—x) = (2m)~* L f(k)e'™)dk.

Beweis. a) Sei p die Gau8funktion aus Beispiel 3.14. Dann gilt: i) p € £1(R?), ii) p(0) =
(2m) =2, iii) p = p, insbesondere p(—y) = p(y) fiir alle y € R? (siche Beispiel 3.5 b)), und
iv) [p(p)| < (27)~Y2 fiir alle p € R,

= —Y
Mit Lemma 3.10 b) sehen wir, dass p,. : y +— ”(Tz; ) die Fouriertransformierte von k — p(7-k)
ist. Mit der Abkiirzung f_,(y) := f(z + y) gilt dann aufgrund von Lemma 3.10 a) und

Lemma 3.11 fiir jedes x € R4

Da f € Cy(RY), geht die linke Seite fiir r — 0 gegen (p, * f)(x) — f(x) (Lemma 3.13).

Fiir die rechte Seite haben wir (k) R p(r - k)| < (2m)"%2|f(k)| =1 M(k) fir alle
r > 0.Da f € L'(R?), ist dies eine r-unabhingige integrierbare Majorante. Wegen p(rk) —
p(0) = (27)~%2 fiir r — 0 erhalten wir so die behauptete Umkehrformel

flo) = @m)~ " [ F(k) '™ dk.
Rd

b) Da Schwartzfunktionen die Voraussetzungen von a) erfiillen, sehen wir anhand der Formel,

dass F : .7 (R%) — .#(R?) injektiv ist (falls f(k) = 0 fiir alle & € RY, so auch f = 0).

Nun definieren wir (F f)(k) := f(—k). Aufgrund der grofen Ahnlichkeit zu F sehen wir
direkt, dass F : .7 (R?) — % (R?) linear und injektiv ist. Angesichts der Umkehrformel gilt

FoF =idymey, FoF=idyga.
Dies impliziert, dass F und F bijektiv und Umkehrabbildungen voneinander sind. O]

Teil a) dieses Satzes gilt auch unter der schwicheren Voraussetzung f, fell (R%); in diesem
Fall gilt die Umkehrformel fast tiberall.
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Das Uberraschende an der Umkehrabbildung der Fouriertransformation ist, dass sie bis auf
das Vorzeichen im Exponenten der ebenen Welle mit F iibereinstimmt. Insbesondere gilt

F2(f)(z) = f(~2) firalle f € .7(R?).

Die Umkehrabbildung der Fouriertransformation ist eine wesentliche Eigenschaft von F. Sie
sagt uns, dass jede Funktion (zumindest jede Schwartzfunktion) als Uberlagerung ebener Wel-
len geschrieben werden kann, und zwar auf eindeutige Art und Weise. Die Fouriertransfor-
mierte Funktion f enthilt also alle Information iiber f.

Beispiel 3.16. Was ist die Fouriertransformierte von h : R — R, h(z) := ﬁ? Wir

wissen aus Beispiel 3.2, dass f () := e~ *l die Fouriertransformierte f (k) = \/g h(k)
hat. Also gilt

F(h)(k) = \/gf(ﬂf»(k) = \/gf‘l(]-"(f))(—k:) = \/gf(_k;) _ \/ge—lkl.

Eine Anwendung der Umkehrformel auf Faltungen:

Beispiel 3.17. Fiir f,g € .7 (R) gilc
fg=@m) " fxg.

Wir wissen bereits f - § = (2m)~4/2 m (Lemma 3.10), nach Anwendung von F~!
also

@2m) P frg=TF NF(f) - Flg) = 2n) PF U «F 9 =F '(f-9).

Da diese Gleichung fiir alle f, g € .%(R9) gilt und F ! surjektiv ist, folgt die Behaup-
tung.

Wir geben ein Anwendungsbeispiel, in dem viele der bisher etablierten Eigenschaften der
Fouriertransformation zusammenspielen.

Beispiel 3.18. Wir betrachten einen Metalldraht, der zur Zeit ¢ € R an der Stellez € R
die Temperatur T'(t, x) € R hat. Die allmihliche Verteilung der Wirme wird durch die
Wiirmeleitungsgleichung beschrieben, nimlich

OT(t,x) 0?T(t,x)

_ —0
ot “ 02 ’

wobei @ > 0 ein Parameter ist, der die Temperaturleitfahigkeit des Materials wiedergibt.
Wir nehmen an, dass die Temperaturverteilung zur Zeit ¢t = 0 eine bekannte Funktion

T(] € y(R) ist.

Eine typische Fragestellung ist dann das Anfangswertproblem: Finde eine (die?) Losung
T der Wirmeleitungsgleichung, die

T(0,z) = To(x)
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erfiille. Wir machen auflerdem eine Regularititsannahme an die Lésung: Zu jedem ¢ > 0
moge es € > 0 und ¢ > 0 geben, so dass

sup Oy T(t, )] <
t—e<t/<t+e 1+ 22

fur alle z € R gilt.

Wir beschreiben hier, wie man dieses Problem per Fouriertransformation 18sen kann. Es
werden nicht alle Details ausgefiihrt, die volle Losung soll in den Hausaufgaben gefiihrt
werden. Insbesondere die mit (x) bezeichneten Aussagen sollen da detailliert begriindet
werden.

Die Hauptidee ist, die Losung zu fester Zeit zu betrachten, dh x — Ty(z) = T'(t, ),
und diese Funktionen zu Fouriertransformieren. Mit Satz 3.4 erhalten wir

1 .
o / OTy(z) e *dx = a
T JR

/ O*Ty(x) e *dx = —ak>T,(k),

T JR

und die linke Seite ist 9,7} (k) (%). Wir haben es also mit der viel einfacheren Gleichung
87:Tt(k) = —ak2’_ﬁ(/€)

zu tun, die die cindeutige Lésung T} (k) = To(k)-e~**" hat (x). Um T'(t, ) zu erhalten,

fithren wir eine inverse Fouriertransformation aus und bekommen

1 ~ 5 .
T(t,x) = — [ To(k)-e @ e qf.
() = == [ Tifk)
Nach einer kleinen Rechnung ergibt sich (%)

T(t,x)

- dy, t>0.

\/ 4rta

Diese Formel beschreibt die Lésung zur Zeit ¢ > 0.

Noch eine Bemerkung zum Schluss: Angenommen, T : R* — R, (t,z) — T(t, x), ist
cine Losung der Wirmeleitungsgleichung, die in .#(R?) liegt. Dann kénnen wir in ¢
und z Fouriertransformieren und erhalten fiir die Fouriertransformierte 7'(w, k)

(iw + ak®)T(w, k) =0

durch Fouriertransformation der Wirmeleitungsgleichung. (Die Annahme 7' € .%(R?)
ist unnétig stark.) Da iw +ak? nur fiirw = 0 und k = 0 verschwindet, sehen wir 7' = 0
(denn T ist stetig). Also 7" = 0. Es gibt also keine nichtverschwindenden Losungen der
Wirmeleitungsgleichung, die in beiden Variablen Schwartz sind.

3.3 Die Fouriertransformation auf .?

Zum Abschluss unserer kleinen Tour durch die Fourier-Analysis wollen wir die Fouriertrans-
formation auf L? (Rd) besprechen. Da L2-Funktionen nichtin L' liegen miissen, wir F bisher

aber nur auf L' definiert hatten, werden wir unsere Definition erweitern miissen.
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Erinnern Sie sich, dass wir unter L*(R?) nun alle komplexwertigen (Aquivalenzklassen von)
messbaren Funktionen f : R¢ — C verstehen, fiir die

I8 = [ @) do < o0

gilt. Analog zu C" definieren wir ein sesquilineares Skalarprodukt via

(f,9) = /Rd mg(x) dz.

Die komplexe Konjugation auf dem linken Faktor bewirkt, dass (f, f) = ||f]|3 die Norm

reproduziert.

Lemma 3.19. Seien f,g € ./ (RY). Dann gilt die Plancherel-Formel

(f,9) = (f,3).
Die Fouriertransformation F : /' (RY) — #(R?) erbilt also die L*>-Norm,

IFl2 =1l f € LR,

Beweis. Aufgrund der Formeln fiir F und F ! gilt F(f) = F~*(f). Somit erhalten wir aus
Lemma 3.11

(f.9)= (f)(R)F(g)(k) dk

R4
= df_l(f)(k‘)f(g)(/f) dk = | flz)g(z)dz=(fg).
R R
Die zweite Aussage ergibt sich, indem man g = f setzt. O

Die Fouriertransformation ist also eine isometrische und damit insbesondere eine stetige Ab-
bildung .7 (R?) — . (R?), wenn wir den Schwartzraum mit der L?>-Norm || - ||; ausstatten.
Allerdings ist . (R?) nicht vollstindig in dieser Norm, wie wir in folgendem Beispiel illus-
trieren.

Beispiel 3.20. Sei firn € N
fo : R—> R, fo(x) := ¢ tanh(nz).

Diese Funktionen liegen in . (IR), denn sie sind glatt und die Ableitungen sind wegen
tanh’(z) = m alle schnell abfallend fiir || — oo (Ubung).

Fiir n — 00 haben wir punktweise

e~ x>0

2

lim f,(z) =<0 r=0 =:sign(z) e
n—oo
—e ™ <0
mit der Vorzeichenfunktion sign. Die Grenzfunktion g(z) := sign(x) - e ist also

unstetig und liegt damit nicht in . (R).
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Betrachten wir den Abstand von f,, zu ¢ in L*-Norm,
I =gl = [ ¢ anh(ns) - sign(w)] da,
R

so kénnen wir wegen e 2%’ | tanh(nz) — sign(z)|*> < 4e72*" (wegen | tanh(y)| < 1 fiir
alle y € R) majorisierte Konvergenz verwenden und sehen || f,, — g||2 — 0 fiir n — oo.

Insbesondere ist (f,,) eine in . (R) liegende Folge, die bzgl L>-Norm eine Cauchyfolge
ist. Der Grenzwert liegt aber nicht in .%’(R), also ist (. (R), || - ||2) nicht vollstindig.

Wir diskutieren nun, wie L?-Funktionen durch Schwartzfunktionen approximiert werden
konnen. Dazu erinnern wir uns zunichst an Analysis 1: Eine Teilmenge M eines metrischen
Raumes X heifdt dichz, falls ihr Abschluss M gleich dem ganzen Raum X ist. In diesem Fall
gibt es also zu jedem = € X eine Folge (m,,) C M mit m,, — x. Wir mochten zeigen, dass
S (RY) € L?(R?) dicht in der von der L>-Norm induzierten Metrik ist.

Dazu erwihnen wir zunichst folgenden Satz (zuerst eine Definition).
Definition 3.21.

a) Sei X ein metrischer Raum, V' ein Vektorraum, und f : X — V eine Funktion.
Der Triger (Englisch: support) von f ist

supp(f) := Tw € X : () Z0}.

b) C.(R?) ist der Vektorraum aller stetiger Funktionen f : R? — C mit kompak-
tem Triger.

Eine Funktion f : RY — C hat kompakten Triger genau dann, wenn es R > 0 gibt, so
dass f auflerhalb der Kugel Kz = {z € R?: ||z|| < R} verschwindet (damit ist der Triger

beschrinkt, abgeschlossen ist er per Definition). Damit ist klar, dass C.(R?) ein Vektorraum
ist. Analog schreiben wir C°(IR?) fiir den Raum aller glatten Funktionen f : R? — €, die
kompakten Triger haben. Es gilt C>°(R?) C .7 (R?).

Satz 3.22. Seid € N und p € [1,00). Der Raum C.(R?) aller stetigen Funktionen mit
kompaktem Triiger liegt dicht in LP(R?) in der von der LP-Norm induzierten Metrik.

Aus Zeitgriinden geben wir den Beweis nicht an, siche das Buch von Forster Satz 6 in §12.
Wir illustrieren das Argument an einem einfachen Beispiel.

Beispiel 3.23. Sei I := [a,b] C R ein kompaktes Intervall und x; € LP(R) die
zugehorige charakteristische Funktion. Definiere fir n € N

nx—a+i) a—-2i<z<a

1 a<x<b
n R— R, nlz) = -~ .
/ flz) —n(m—b—%) b<x§b+%
0 sonst
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Dann gilt f, € C.(R), nimlich supp(f,) C [@ — 2,0+ 1], und || f,||oc = 1. Da f,

mit y auf  iibereinstimmt, erhalten wir

b+t

’ n 1 s
It = fully = / | fal@) P de + / ful@)Pde < - "=F 0.
a—o b

Also kann y; in LP-Norm von Funktionen in C,(R) approximiert werden, dh x; €
C.(R). Ahnlich kann man fiir charakteristische Funktionen von Quadern in hoherer
Dimension argumentieren.

Satz 3.24.
a) Sei p € L*(RY) mit [oq p(@)dx = 1. Dann gilt fiir alle f € LP(R?) (mitp €
[1,00)
tim .+ £ flly = 0.

wobei p.(x) = r~4p(x /7).

b) Seil < p < 00. Der Raum C°(R?) aller glatten Funktionen mit kompaktem Tri-
ger liegt dicht in LP(R?) in der von der LP-Norm induzierten Metrik. Insbesondere
ist & (RY) C LP(R?) diche.

Beweis. a) Dies ist die LP-Version von Lemma 3.13. Aus Zeitgriinden geben wir den Beweis
fiir diesen Teil nicht an. Siehe zB. Folland “Real Analysis” Theorem 8.14.

b) Es geniigt zu zeigen, dass fiir eine Funktion f € C.(R?) eine Folge f, € C°(R?) mit
| = fall, = O existiert. Wir wihlen dazu p € C2°(R?) mit [, pdA = 1 wie in Teil a), und
setzen f,, = p1/, * f. Dann gilt nach Lemma 3.13 f,, — f punktweise, und nach Teil a)
gilt dieser Limes auch in LP-Norm. Nach Hausaufgabe H8.1 ¢) ist die Faltung p; /, * f glatt.
Nach Hausaufgabe H8.1c) hat py,, * f kompakten Triger, dh f,, € C2°(R?).

Wegen C°(RY) C .7 (R?) folgt insbesondere die Dichtheit von . (R?). O
Nun kénnen wir die Fouriertransformation auf L?(R?) ausdehnen.
Satz 3.25 (Satz von Plancherel). Es gibr eine eindeutige lineare bijektive Abbildung
F: LARY — L*(RY)
mit folgenden Eigenschaften:
@) F(f) = F(f) und F7\(f) = F(f) firr f € S (RY),
O NF(f)llz = 1f 2 fir f € L*(RY).

Dic Abbildung F erweitert also die Fouriertransformation F auf L2(R?). Ublicherweise wird
auch F einfach mit F bezeichnet.
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Beweis. Eindeutigkeit: Falls F und F zwei Abbildungen mit den angegebenen Eigenschaften
sind, so gilt G(f) := F(f) — F(f) = 0 fur alle f € #(R%). Nach b) ist G : L*(R?) —
L*(RY) aber stetig. Ist also f € L*(R?) beliebig und f,, € .7(R?) eine Folge mit || f, —

fll2 = 0, s0 gilt G(f) = lim,, G(f,,) = 0. Also F=F

Existenz: Sei [ € L*(R?) beliebig. Nach Satz 3.24 existiert eine Folge (f,) C - (R?) mit
|fn— fll2 = 0 fiirn — oo (dh (f,) konvergiert gegen f in L?-Norm). Mittels Lemma 3.19
sehen wir ||F(f.) — F(fm)ll2 = || fn — fll — 0 fiir n,m — oo. Also ist (F(f,))n eine
Cauchyfolge bzgl L2-Norm. Da L?(R?) vollstindig ist (Satz 2.35), gibt es einen Grenzwert
in L?(R?). Wir definieren

F(f) = lim F(f,).

n—o0

Diese Definition ist unabhiingig von der ausgesuchten Folge (f,,), die in L?-Norm gegen f
konvergiert: Ist (f!) eine weitere solche Folge, so gilt f,, — f/ — 0 in L?>-Norm, und damit

F(fn) = F(f!) = 0in L>Norm. Also lim,, F(f,) = lim,, F(f/).

Wihlen wir fiir f, g € L?(R?) approximierende Folgen (f,,), (), so gilt A fy,+ g — Af+g.
Die Linearitit von F impliziert dann, dass F linear ist.

Per umgekehrter Dreiecksungleichung sehen wir

IFH)lle = 1F | < I1FF) = F(fa)ll2 — 0,

also [|F()ll2 = lim, || F(fu)ll2 = lim, || fallz = ||f]l2- Also gilt Eigenschaft b) (F ist
isometrisch), insbesondere ist F injektiv. Fiir den Beweis der Surjektivitit sei g € L*(R™).
Wir wihlen eine Folge (9,) C (R?) mit g, — ¢ in L?-Norm, und betrachten f :=
lim,, F~*(g,) (dieser Grenzwert existiert nach demselben Argument wie oben). Dann gilt

F(f) = lim, F(F (gn)) = lim, g, = g. Also ist F surjektiv, damit bijektiv.

Die erste Eigenschaft in a) gilt per Definition, und die zweite folgt analog fiir F ! anstelle
von F. [

In diesem Beweis haben wir eigentlich nur benutzt, dass . (Rd) cL? (Rd) ein dichter Unter-
raum und F : .7 (R?) — .7 (R?) eine bijektive isometrische Abbildung ist. Methoden dieser

Art werden viel in der Funktionalanalysis verwendet.

Wir haben die Fouriertransformation jetzt auf L?(R?) ausgedehnt und bezeichnen sie im
Folgenden einfach mit F bzw f = F(f), f € L*(R?). Die Situation ist dhnlich symmetrisch
wie beim Schwartzraum; die Fouriertransformation ist eine Bijektion L*(R?)L?(R?). Aber
wie bestimmt man f fiir eine Funktion f € L?(R%), die nicht in L'(R?) liegt? Das Fourier-
Integral [ f(x)e” "% dz muss dann nicht existieren.

Die Losung zu dieser Frage lautet wie folgt: Da .7 C L' N2, liegt insbesondere L'NIL?
dichtin L?. Auf L' funktioniert unsere urspriingliche Definition von . Man kann sich leicht
iiberzeugen, dass F(f) = lim, F(f,) fiir cine Folge f, € L' N L2 mit || f, — f]l2 — 0.
Gegeben f € L?(R?), ist ein Beispiel einer solchen Folge

Jn = f " Xkg, Kg, ={z eR?: |lz[]y < R},
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wobei (R,,) eine Folge von Radien mit R,, — oo ist. Dann gilt also

fulk) = (27r)’d/2 f(x)e’“k’x)dx,

Kgr,

und f ist der Limes von f,, in L?-Norm. Da Limiten in L?-Norm auch Limiten im quadra-
tischen Mittel heifSen, kiirzt man dies ab als

f(k) = (2m)"*Lim. f(z)e " ®o dy,

R—o0 Kg

wobei Li.m. fiir “limit in mean” steht.
Wir konnen auch direkt sehen, dass dieser Limes existiert:
=R =17 - flt= [ lfe)Pae =S 0
RANKR,,

(Fir die Auswertung des Limes wurde majorisierte Konvergenz verwendet.)

Beispiel 3.26. In Beispiel 3.2 hatten wir geschen, dass die charakteristische Funktion

X[-1,1) die Fouriertransformierte x[_1,1)(k) = \/g Sk hat. Diese Funktion liegt in L?,

aber nicht in L!. Thre inverse L?-Fouriertransformation ist

flz) = l.i.m.—/ ﬂemdk_l.i.m.—/ sink cos(hr) |\
R k _R

R—oo k
Bei der zweiten Gleichung haben wir verwendet, dass ®2 i sin(kx) ungerade in k ist
und deshalb nicht zum Integral beitrigt.

Mit etwas Miihe kénnten wir den obigen Grenzwert berechnen. Wir wissen aber bereits,
dass er (im Sinne von L?) mit x[_1 1() iibereinstimmen muss, da es sich um die inverse
Fouriertransformation von X(_1,1) handelt, und die L?-Fouriertransformation die L'-
Fouriertransformation ausdehnt und bijektiv ist.
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4 Differentialformen und Integration
uber Untermannigfaltigkeiten

Unsere bisherigen Uberlegungen zur Integration haben uns auf eine Verallgemeinerung des
Riemannintegrals durch mafitheoretisch definierte Integrale gefithrt. Im Vergleich zum Rie-
mannintegral gibt es aber zwei wesentliche Unterschiede: Erstens ist das Riemannintegral

[, f(x)dx antisymmetrisch in den Grenzen a, b des Integrationsintervalls [a, b], stimmt mit
dem Lebesgueintegral f[a,b] f(z)dAi(z) also nur fiir a < b iiberein. Beim Riemannintegral
haben wir es mit einem orientierten Intervall zu tun (intuitiv gesprochen integrieren wir von
links nach rechts und andersherum mit einem Minuszeichen), beim Lebesgueintegral aber
mit einem nicht orientierten Intervall [a, b].

Zweitens haben wir bisher kein Analogon des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung. Da die Formel f; f(z)dz = F(b) — F(a) (mit einer Stammfunktion F' von f)
antisymmetrisch in a, b ist, konnen wir eine solche Verallgemeinerung auch nur fiir Integrale
erwarten, die eine Orientierung beriicksichtigen.

Im Folgenden werden wir eine Integrationstheorie diskutieren, die geeignete Objekte (soge-
nannte Differentialformen) iiber orientierte Untermannigfaltigkeiten des R? integriert. Das
kénnen d-dimensionale offene Teilmengen U C R? sein (hier wird es einen engen Zusam-
menhang mit dem Lebesgueintegral geben), aber auch Untermannigfaltigkeiten niedriger Di-
mensionen, wie zB Kurven und Flichen im dreidimensionalen Raum. Diese Theorie wird ins-
besondere natiirliche Integrationsfragen wie “Was ist der Flicheninhalt der Kugeloberfliche
S?={r eR3: ||z|]] = 1} C R3” beantworten.?

Um die folgenden Entwicklungen zu motivieren, betrachten wir ein Intervall [a, b] C R und
eine stetige Funktion f : [a,b] — R. Wir unterteilen das Intervall an Zwischenpunkten
a = to,t1,...,ty = bund betrachten die Summen 30| f(t,) - At,, Aty =ty 1 — ty,
die im Limes immer feinerer Unterteilungen gegen fab f(t)dt konvergieren. Die Summanden
f(tn)At,, hingen also linear von den Intervalllingen At,, ab, mit einer von f und dem Punkt
t,, abhingigen Proportionalititskonstante f(t,,). Falls F’ eine Stammfunktion von f ist, so gilt

S () At = ST F(ta) - Aty % 3 (Fltae) = Flta) = F() = Fla),

und im Grenzwert beliebig feiner Unterteilungen wird die Approximation ~ exakt.

Betrachten wir nun eine Kurve 7 : I := [0, 1] — R? und ein noch zu bestimmendes Objekt
w, dass wir “tiber v integrieren” méchten, so dass | w eine analog zum Riemann-Integral
definierte reelle Zahl ist. Wir unterteilen dazu I wie vorher und die Kurve an zugehérigen
Zwischenpunkten vy := ¥(ty), ..., vn := Y(tx). Im Limes immer feinerer Unterteilungen
konvergieren die Differenzvektoren v,, — v,,_1 gegen Vektoren, die tangential zur Kurve liegen
(geniigend Regularitit von 7y vorausgesetzt). In Analogie zu fab f(t)dt sollte w Tangentialvek-
toren an die Kurve linear in Zahlen abbilden, mit einer von w und dem Punkt z = (%)
abhingigen Proportionalititskonstanten. Das heif3t, fiir jedes 2 € (/) sollte w(x) ein linea-
res Funktional 7,7(/) — R auf dem Tangentialraum 7,,y(I) sein. Solche Objekte werden

8Hier meinen wir nicht, dass S? bzgl des Lebesguemafes A3 Volumen A3(S?) = 0 hat, sondern den aus der
Schule bekannten Flicheninhalt 47.
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wir als Differentialformen definieren (in diesem Fall 1-Formen). Das Integral f7 w sollte sich
dann als Grenzwert immer feinerer Unterteilungen von ) w(x)(Az,,) (mit den Vektoren
Ty = (t,) und Ax,, = 1 — x,) ergeben.

Gegeben eine differenzierbare Funktion f : R®* — R, so hingen die Richtungsableitungen
(Ouf)(z) = (gradf(z),v) linear von der Richtung v ab, geben uns also lineare Funktio-
nale df (z) : R* — R, v — (9,f)(x), die wir insbesondere zu linearen Funktionalen auf
Tangentialvektoren an die Kurve 7y einschrinken kénnen. Da df (z)(v) = f(z 4+ v) — f(2)
fur kleine v gilt, erwarten wir auch hier, dass 25:1 (df)(zn)(Azy,) =~ f(b) — f(a) auf
f"/ df = f(v(1)) — f(v(0)) als Analogie zum Haupsatz der Differential- und Integralrech-
nung fihrt.

Als weiteres Beispiel in dieser informellen Diskussion betrachten wir eine orientierte zweidi-
mensionale Fliche M C R3. Eine genaue Definition von Orientierung erfolgt spiter; stellen
Sie sich vor, dass eine Seite der Fliche M als “Auflenseite” deklariert ist.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass M = ¢([0, 1]*) mit einer geniigend reguli-
ren Funktion ¢ : [0,1]> — R3, die die Rolle von 7y aus der Diskussion von Kurven iiber-
nimmt. Dann unterteilen wir [0, 1]? in viele kleine Rechtecke, mit den Ecken (,,,t,,), (£, +
At tm), (tn, tm + A), (L, + At, t,, + At) und nihern M mit den Vierecken V}, ,,, mit den
Ecken ¢(tn, tm), (tn + At ), ¢(tn, tm + At), (t, + At, t,,, + At) an. Im Limes immer
feinerer Unterteilungen konvergieren die Seiten dieser Vierecke gegen Vektoren, die tangen-
tial an M liegen. Im Unterschied zu der Kurve ist der Tangentialraum 73, M jetzt zwei- statt
eindimensional, und jedes der Vierecke V/, ,, ist von zwei statt einem Tangentialvektor aufge-
spannt. Wir betrachten deshalb eine Abbildung w, die jedem x € M ein bilineares Funktional
w(z) : TyM x T, M — R zuweist (der lokale Anteil am Integral sollte proportional zu den
beiden Lingen der beiden Kantenvektoren &, ., 1,m des Vierecks V;, ., sein). Da wir fiir
parallele Vektoren &, ,,,, 7, m ein Viereck mit Flicheninhalt 0 haben, fordern wir unserer geo-
metrischen Anschauung entsprechend weiterhin w(z)(v,v) = 0. Aufgrund der Bilinearitit
von w(x) ist dies zu der Antisymmetrie w(z)(v, w) = —w(z)(w, v) dquivalent. Wir haben
also zu jedem Punkt x € M eine antisymmetrische Bilinearform w(z) : (T, M)? — R. Dies
wird die Definition einer Differentialform (in diesem Fall einer 2-Form) sein. Das Integral
| 1y W sollte sich dann als Limes immer feinerer Zerlegungen von an W(Znm) Enms Mnm)
ergeben. Die Antisymmetrie von w driickt die Abhingigkeit von der Orientierung aus: Wenn
die Argumente von w(x) vertauscht werden (dies kann als Vertauschung von “Auflen- und
Innenseite” von M angesehen werden), dndert sich das Integral um ein Vorzeichen.

Allgemeiner werden wir n-Formen definieren und iiber orientierte n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeiten des R integrieren. Dazu werden wir zunichst die algebraische Theorie
der alternierenden Multilinearformen (siehe Lineare Algebra 2) diskutieren und dann zu den
Differentialformen kommen. In diesem Zusammenhang werden wir die sogenannte dufSere
Ableitung kennenlernen, die erstmals dem Symbol “dz” eine unabhingige mathematische Be-
deutung zuweist. Ein Hauptziel dieses Kapitels ist dann der Satz von Stokes, der eine Verallge-
meinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung auf hohere Dimensionen
und Untermannigfaltigkeiten darstellt.

Als Wiederholungsthemen zu diesem Kapitel empfehlen sich: Untermannigfaltigkeiten (Ana-
lysis 2 Kapitel 13.4), Dualriume (Lineare Algebra 2, Kapitel 15) und Multilinearformen (Li-
neare Algebra 2, Kapitel 23).
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4.1 Alternierende Multilinearformen

Wir beginnen mit der rein algebraischen Theorie der alternierenden Multilinearformen. In
diesem Abschnitt gibt es noch keinen direkten Zusammenhang zu Differentiation und Inte-
gration.

Definition 4.1. Sei V ein reeller Vektorraum.

a) Eine Multilinearform der Ordnung n € N ist eine Abbildung ¢ : V" — R,

die in jedem ihrer Argumente linear ist: Gegeben k € {1,...,n} und Vektoren
Ulyevoy Up—1, U1, - - - Up € V, s0 ist

Vore p(vr,. .., 01,2, Vps1,---,0,) ER
linear.

b) Eine alternierende (oder: antisymmetrische) Multilinearform der Ordnung n € N
ist eine Multilinearform ¢ : V™ — R mit der Eigenschaft, dass ¢(vy,...,v,) =
0, falls zwei Argumente v; iibereinstimmen (d.h. es i, € {1,...,n}, so dass
i # j und v; = v;).

c) Fiir festesn € N nennt man die alternierenden Multilinearformen V" — R auch
alternierende n-Formen oder dufSere n-Formen. Die Menge aller alternierenden n-

) . g . . 2D
Formen wird mit /\"(V*) bezeichnet. Per Konvention setzen wir /" (V*) := R.

Es lisst sich leicht zeigen, dass A" (V*) ein R-Vektorraum ist bzgl. der punktweisen Opera-
tionen (p, 1 € N"(V*), A € R)

(p4+X-)(v1, ..., 0,) == @(V1, .y U,) F A D(v1, .., 0p).

Zeigen Sie: Eine Multilinearform ¢ : V™ — R ist genau dann alternierend, wenn sie unter der
Vertauschung von zwei Argumenten ihr Vorzeichen wechselt, dh

O(V1, .y Uiy Vs Un) = —P(UT, e Uy, Vs, e, Up)

gilt. Zeigen Sie auch: Ist m € S, eine Permutation von (1,...,n) und ¢ € A" (V*), so gilt

O(Vr(1)s - -+ > Vn(n)) = sign(m) - p(v1,. .., vp).

Beispiel 4.2.

a) Fir n = 1 sind die Multilinearformen ¢ : V' — R nichts anderes als linea-
re Funktionale (also Linearformen; hier gibt es nur ein Argument), d.h. die 1-
Formen stimmen mit dem Dualraum V* von V {iberein.

Erinnerung an Lineare Algebra (Dualrdume): Der Dualraum V* eines Vektorraums
V ist der Raum aller linearen Abbildungen V' — R. Ist (vy, . .., v4) eine Basis des
(endlichdimensionalen) Vektorraums V/, so bilden die durch v} (v;) := §;; defi-
nierten Funktionale v} eine Basis (v7, . .., v}) von V*. Insbesondere gile V* = V'
(Isomorphismus von Vektorriumen).
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Ist V' mit einem Skalarprodukt (-, - ) ausgestattet, so dass (vy, ..., v4) eine Or-
thonormalbasis ist (dh (v;,v;) = d;5), so kann der Isomorphismus V' — V*,
v — v*, konkret als v*(w) = (v, w) (mit v, w € V') angegeben werden.

Da fiir n = 1 die Alternierungseigenschaft leer ist, gilt \'(V*) = V*.
b) Fiir jede (d x d)-Matrix A ist

RY x R? 3 (v, w) — (v, Aw) € R

eine Bilinearform (Multilinearform mit n = 2). Diese Form ist genau dann alter-
nierend, wenn A antisymmetrisch ist, dh AT = —A.

c) Ein Beispiel einer alternierenden d-Form iiber V' = R? ist die Determinante,
wenn wir die Argumente als Spaltenvektoren einer Matrix lesen:

det : (R)" — R, det(vy, ..., v4) := det
(Ul)d Ce (Ud)d

In Linearer Algebra wurde gezeigt, dass die Determinante bis auf Vielfache sogar
die eindeutige alternierende d-Form ist, dh.

/\d((Rd)*) = Rdet = {c-det: c € R}.

Aufgrund der Bedeutung der Determinante fiir Volumenmessungen deutet sich
hier eine erste Verbindung zur Maf$- und Integrationstheorie an.

Ein Beispiel einer Linearform auf einem unendlichdimensionalen Vektorraum ist das Integral

LERY) S fs [ f(z)de eR.
]Rd
Dieses Funktional ist nicht von der Form f + (g, f) firein g € L} (R9). Es ist noch nicht
einmal klar, welches Skalarprodukt gemeint ist, und wenn wir zB das L2—Skalarprodukt wihlen,
so ist die Aussage falsch. Im Folgenden werden wir es nur mit Multilinearformen iiber endlich-
dimensionalen Vektorriumen zu tun haben.

Wir definieren nun ein “Produkt” von Linearformen.

Definition 4.3. Das duflere Produkt (oder Dachprodukt) von Linearformen ¢4, . .., ¢, €
V* ist die Abbildung

e1(v1) ... @1(vn)

v Un,

O1LA ... N, V' > R, (v1,...,0,) — det 902(. 2 . SOQ(. )
en(v1) .. wnlvn)
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Bemerkungen:

* Das dufere Produkt von n Linearformen o1, ..., ¢, ist eine duflere n-Form: Offen-
sichtlich ist o1 A. . . A, multilinear (die Determinante ist in den Zeilen linear), und die
Alternierungseigenschaft der Determinante impliziert, dass 1 A ... A ¢, alternierend
ist.

* Die Abbildung (V*)" 3 (¢1,...,n) = @1 A ... A, € N'(V*) istin jedem seiner
Argumente linear, und alternierend, und es gilt

Or) N oo e N Prn) = Sign(ﬂ) 02 N AN 7o
fur jede Permutation m € .S,,.

e Firpg,...,p, € V*gilt (Ubung)
o1 NN, =0 < {1,...,p,} ist linear abhingig.

Diese Tatsache erklirt die Bezeichnung “dufleres” Produke: ¢1 A ... A ¢y, ist nur dann

von 0 verschieden, wenn ,, nicht in span{e1, ..., ¢, 1}, sondern im “Aufleren” des
Untervektorraums span{ ¢, ..., ¢n_1} liegt.
Ist (v, ..., vq) eine Basis von V/, so ist die duale Basis (v7, . .., v})) eine Basis des Dualraums

V* = A'(V*). Wir beschreiben nun Basen fiir \"(V*) fiir allgemeines n € N.

Lemma 4.4. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und {p; : 1 < i < d} eine
Basis von V*. Dann ist

{oa Ao A, 2 1<y <idp < ... <i, <d}

eine Basis von \" (V*). Insbesondere gilt

dim (V") = (dir;‘ V>
und \"(V*) = {0} fiirn >d =dim V.

Beweis. Wir wihlen eine Basis (v1,...,v4) von V, so dass ¢; = v gilt, dh ¢;(v;) = ;5.
Nach Definition des dufleren Produktes gilt dann (@i, A ... A ;) (v),...,v;,) = 1, falls
(i1, --,3n) = (J1,- .., jn) (Determinante der Einheitsmatrix). Falls es einen Index jj, gibt,
so dass ji & {i1,...,0n}, so gilt (@i Ao Awi)(Vjy,-..,0;,) = 0 (Determinante einer
Matrix mit einer Null-Spalte). Das impliziert, dass fiir zwei geordnete n-Tupel i1 < ... < iy,
undj1 < ... <Un

T (i, eyin) = (J1,- -y Jn)
0 sonst

(901'1 /\"‘/\(Join)(vj17""vj7l) - {

gilt. Sei nun w € A"(V*). Dann gilt mit der Wahl w;, ;= w(viy, ..., v;,)

W= Z Wiy ,oyin = Piy N oo N Qi (%)

11 <...<lp
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denn beide Seiten sind alternierende n-Formen und stimmen auf allen Argumenten der Form
(Vjy, .., vj,) mit j; < ... < j, iberein. Aufgrund der Multilinearitit und Alternierungsei-
genschaft stimmen sie dann auf beliebigen (wy, . .., w,,), wy € V, tiberein. Weiterhin ist diese
Darstellung von w eindeutig, denn Anwendung auf (v, , ..., v;,) liefert w(vj,,...,v;,) =
Wiy ....in- Das zeigt, dass die behauptete Menge eine Basis von \"(V*) ist.

Beachten Sie, dass die Summe in (x) nur iiber alle geordneten n-Tupel liuft, dh iiber alle
(t1,...,4,) € {1,...,d}" miti; < ... < iy,. Solche n-Tupel gibt es fiir n > d nicht, also
A"(V*) = {0} fiir n > d. Fiir 1 < n < d entspricht die Wahl eines geordneten n-Tupels
der Wahl einer n-elementigen Teilmenge von {1, ..., d}, was dim \"(V*) = (Z) zeigt. [

Die Zahlen w;, . ;, werden die Koeffizienten von w genannt. Sie hingen natiirlich von der
Basis (1, - . ., pq) ab, was in der Notation aber unterdriickt wird.

Die im Beweis benutzte Formel

* * 1 (Zh?Zn):(jl”jn)
(5, Ao A ) (g, 5,) = {0
sonst

fur geordnete Indizes i; < ... < iy, j1 < ... < Jp, ist hdufig nitzlich. Weiterhin sollte man
sich merken, dass ¢;, A ... Ag;, =0, falls zwei i; Gibereinstimmen, d.h.i, = 7, mit a # b.

Beispiel 4.5. Sei (ey, . . . , €4) die Standardbasis von RY. Dann gilt fiirz = (21, ..., 24),y =
(y1,-..,yq) €ERYL, d > 2,

* * T
(61 A 62)(% y) = det (x; 3;;) = T1Y2 — T2Y1-

Anstelle der Determinante kann man auch mit den Eigenschaften von A rechnen:

(e1 Aesy)(x,y) = maya(e] Aesy)(er,er) + x1ya(e] Aey)(er, ea)
+ way1(e] A ez)(ez, e1) + zaya(e] A es)(ea, e2)
=04+ 212 - 14+ 2201 - (—1) +0

= T1Y2 — T2Y1-

Wir konnen nun die Definition des dufleren Produktes auf alternierende Multilinearformen
mit unterschiedlichen Anzahlen von Argumenten ausdehnen.

Definition und Satz 4.6. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und k,[ € IN. Es
gibt genau eine bilineare Abbildung

k l )
/\V*x/\V*—> +V*, (w,n) = w A,
so dass fur ¢y, ..., Y, &,. .., 5 € VF

(1A AV AEA . AE) =i A AUAE A NE
gilt. Diese Abbildung heifdt auch das dufere Produk:t.
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Beweis. Wir wihlen eine Basis (01, . . ., ¢q) von V*. Die Formenw € A*V*, € N V*
konnen wir dann in die Basis aus Lemma 4.4 entwickeln,

w = Z Wit,.onir, Pin ARRRWA Pig n= Z Nj1,enii P ARERA Py -

11 <...<ig J1<...<Ji

Das duflere Produkt von w und 7 ist dann als
w A 77/} = Z Z wil,---,ik¢j17---7jl 'z VANPIIAN Piy, A P VANPIRIAN P
11 <. <t J1<...<Ji

definiert. Dies ist offensichtlich bilinear und hat die gewiinschte Eigenschaft (¢1 A. .. Ag) A
(EGNNE) = Y1 A AYRAE A N fiir Linearformen 1, €. Dies zeigt die Existenz des
Produktes. Da jede k-Form gemif§ Lemma 4.4 eine Linearkombination von Dachprodukten

von Linearformen ist, folgt auch die Eindeutigkeit. Insbesondere hingt die Definition von A
nicht von der Wahl einer Basis ab. O]

Es ist oft praktisch, das duflere Produkt auch fiir duf$ere 0-Formen (Zahlen) zu definieren: Fiir
ae NV we NV*mitk € Ny

aNw:=wAa:=aw.
Da sich beim dufleren Produkt w A 7 die Ordnungen von w und 7 addieren, bietet es sich

an, alle alternierenden Multilinearformen (von beliebiger Ordnung) in einem Vektorraum
zusammenzufassen.

Wir betrachten nun die Gesamtheit aller alternierenden n-Formen fiir beliebige n.

Definition und Satz 4.7. Sei V' ein reeller Vektorraum. Die duffere Algebra iiber V ist

dim V'

AV ::@/\"v*% BNV

Mit der komponentenweisen Addition und dem dufleren Produke ist /\ V* eine assozia-
tive gradiert kommutative Algebra.

Das heifdt: Fiirw € A"V*,ne NV*, ¢ e N'V* gilt

(WA A =wA(nAY),
wAnp=(-D"nAw.

Beweis. Alle Eigenschaften bis auf die gradierte Kommurtativitit wAn = (—1)* nAw sind aus
der Definition klar. Um auch diese Eigenschaft zu priifen, bemerken wir, dass die Permutation

(i17"'7ik7j17"'7jl) — (jl?"’)jhil?""ik)

das Signum (—1)*" hat. Damit folgt die Behauptung. O
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Beispiel 4.8. Die kanonische symplektische Form auf dem R?*® ist die 2-Form

d
W= Z%’ N Pd+i,
i=1

wobei p; = e} die Dualbasis zur kanonischen Basis auf R?? ist. Konkret fiir d = 2 ergibt
sich w = 01 A @3+ @3 A 4. Daw A w eine 4-Form auf R* ist, muss w A w = ¢ - det
mit einer Konstanten c gelten.

Als Ubung zum Umgang mit dufleren Produkten zeigen wir ¢ = —2:

WAwW= (01 A3+ s Aps) A1 A o3+ pa A py)
=i NP3 NP1 A3+ 1 A3 Apa Ay + 2 Ao A1 A s
+ ©a AN s N\ pa N\ @y
=0+ (=1)'o1 Apa Aps Apa+ (=1)°01 A w2 A o3 Aoy +0
= —2 det.

Die symplektische Form spielt eine zentrale Rolle in der klassischen Mechanik, wobei
e1,...,eqden Orts- und €441, . . . , €24 den Impulskoordinaten entsprechen.

Ein Vektor v € RY definiert die (d — 1)-Form w, € A4 (R9),
wy (Wi, ...y wg—1) := det(v,wi, ..., w4—1).

Zeigen Sie: Speziell fir d = 3 ist dies w, = vi €3 A ej + vaej Ae] + vsel A e, und fir
beliebige v, w € R gilt

v AW = Wyxaws

wobei X in der letzten Zeile das Kreuzprodukt des R3 bezeichnet.

4.2 Differentialformen

Nach unseren Vorarbeiten im letzten Abschnitt fithren wir nun Differentialformen als von
Punkt zu Punkt in einer offenen Menge U C R variierende alternierende Multilinearformen
ein. Die Idee ist, dass wir zu jedem p € U eine Form w(p) € A"(T;;(U)) haben, wobei T (U)
der Dualraum des Tangentialraums® 7),(U) an U im Punkt p € U ist. Diese Sichtweise wird
uns dann auch zu Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten des R fiihren.

Definition 4.9. Sei U C R? offen. Eine Differentialform der Ordnung n € Ny (oder
n-Form) auf U ist eine Abbildung

w:U— U/\nT;(U)

peU

?Die Elemente von T} (U) werden Kotangentialvektoren genannt.
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I mit w(p) € A" T;(U) fiiralle p € U.

Eine 0-Form ist nichts anderes als cine Abbildung U — R, da /\" 15 (U) = R. Beispiele von
1-Formen erhalten wir durch Differentiation: Ist f : U — R differenzierbar, so kennen wir
aus Analysis 2 den Gradienten grad(f)(p) = ((01f)(p), - - -, (Oaf)(p)) € R% Aufgefasst als
Kovektor haben wir (am Punkt p € U angewendet auf den Tangentialvektor v € T},(U))

df (p)(v) == (grad(f)(p), v),

was eine 1-Form definiert. Dies ist genau die Richtungsableitung (0, f)(p) von f am Punkt
p in Richtung v (Analysis 2, Lemma 12.13).

Insbesondere konnen wir die Koordinatenfunktionen f;(x1, ..., x4) := x; betrachten, deren
zugehorige 1-Formen wir kurz als dz; bezeichnen'®, also

dz;(p) = e;.

Da die alternierenden Multilinearformen dz;, (p) A ... Adx;, (p), 1 < iy < ... <1, <d,
eine Basis von /\" T, (U) bilden, kann jede Differentialform w der Ordnung n auf U als

.....

U — R.

geschrieben werden mit eindeutig bestimmten Koefhizientenfunktionen w,
Zum Beispiel gilt fiir eine Funktion (0-Form) f : U — R

..... in

wie man durch Vergleich mit df (p)(v) = (grad(f)(p),v) = Zle((‘?if)(p) el (v) sieht.

Wir nennen eine Differentialform w stetig (bzw. k-mal stetig differenzierbar), wenn alle ihre
Koefhzientenfunktionen stetig (bzw. k-mal stetig differenzierbar) sind. Wir bezeichnen den
Raum aller glatten Differentialformen der Ordnung n auf U mit Q"(U), und mit Q(U) :=
D,-, 2"(U) den Raum aller glatten Differentialformen beliebiger Ordnung.

Da Differentialformen ausgewertet an einem Punkt p nichts anderes als alternierende Multi-
linearformen sind, kdnnen wir sie punktweise addieren, mit dem duf8eren Produkt multipli-
zieren, und mit Funktionen multiplizieren:

(WH+)(p) =wlp) +ep), weecQ"U),
(fw)(p) == flp)w(p),  fe€C®U)=%U), weQ"U),
(WAQ)p) =w@) Ae(p), weQ(U), ¢ €Q*(U).

Diese Operationen lassen sich natiirlich auch vollig analog fiir Differentialformen mit nied-
rigerem Regularititsgrad (zB stetig statt glatt) definieren.

1Djes ist eine etwas unschéne Notation, eigentlich wire etwas wie df; besser. Ahnlich wie bei Ausdriicken der

df

Form 2= ist diese Notation aber so weit verbreitet, dass wir sie hier auch benutzen werden.
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Definition 4.10. Sei U C R? offen. Die duflere Ableitung (oder das Differential) einer
stetig differenzierbaren n-Form w = Zil <.y, Wit oniin dz;, N\ ... ANdx;, auf U ist die
durch

dw := Z dwi,...i, Ndzy Ao ANdx;,

definierte (n + 1)-Form.

Beispiel 4.11.
a) Sei f € C°(U) = Q%U) eine glatte Funktion. Dann ist ihre duflere Ableitung

d
df =) gf
1=1

b) Fiir eine 1-Form w € Q'(R?) ist w = 37, w; dx; und
dw = (dwl) A del + (dCUQ) A dﬂ?g + (dw:),) A dl‘g
— (%2t doy + 922 dup + 322 dag ) A day

(M doy + 25 do, + % dx3> A das

= (%2 — 22 ) doy A duy + (92 - 22) day Aoy + (92 - 92) duy A das.

oy Oxa ox o)

C) Fiir eine 2-Form w = wlgd.fl VAN dl‘g + U.)ggd.TQ VAN dl‘g + UJ31d.T3 VAN dl‘l € QQ (R?))
ist die duflere Ableitung

&ulg 8w23 8(«031
dw —
w ( 8x3 * (9x1 + 8.732

) dri A\ dxrs A dzs.

d) Fiirw € Q4R?) gilt dw = 0, da dw € QI(RY) = {0}.
¢) Fiirjedes p € R? hat der Vektorraum A’ TxU der (d — 1)-Formen die Dimen-

sion ( dil) = d. Als Basis kénnen wir die Formen
(=) N day A Aday A Adag),  Le{L,...,d},

wihlen, wobei dz; andeutet, dass dieser Faktor ausgelassen wird. Eine (d — 1)-
Form w € Q3 1(U) lasst sich also stets in der Form

d
w:Z(—l)lflwldxl/\.../\cjx\l/\.../\dmd
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schreiben. Ist w stetig differenzierbar, so erhalten wir als dufSere Ableitung

d d

Ow —
d‘*’:Z<_1)Hza_xidx“\dxl/\"'/\d‘”/\“'/\dxd
=1 =1
d
0
:Zﬁd$1A...Adxd.
1 8:cl

Satz 4.12 (Eigenschaften der dufleren Ableitung). Sei U C R? offen.

a) Die dufSere Ableitung ist linear: Sind w1, ws stetig differenzierbare n-Formen auf U
und M\, Ay € R, so gilt

d()\lwl =+ /\QWQ) = /\1 dw1 aF /\2 du)g.

b) Die dufSere Ableitung ist eine gradierte Derivation: Fiir eine stetig differenzierbare
n-Form w und eine stetig differenzierbare k-Form @ aufU gilt

dwAp)=(dw) Ao+ (—1)"w A (dp).

¢) Fiir jede zweimal stetig differenzierbare n-Form w auf'U gilt
d(dw) = 0.

Kurz gesagt: d? = 0.

Beweis. a) ergibt sich direkt aus der Definition von d.

b) Diese Eigenschaft beruht auf der Produktregel der Differentialrechnung. Wir betrachten
zunichst n = k = 0, dh w, ¢ : U — R sind stetig differenzierbare Funktionen. Die Pro-
duktregel fiir die partiellen Ableitungen, 0;(wy) = (O;w)y + w(0;p) impliziert

d(wp) = Z((@iw)go + w(0;)) dr; = dw A @ + (—1)°w A dp,

=1
.....

zur Abkiirzung wy == wi, i, s = @44, und drp = dx, Ao Adw,,, dey =
dxj, A ...Adzj, und erhalten
dw A @) =d(wrpy) Ndzp Adzy
= ((dw])QOJ + wI(dQOJ)) ANdxy A\dx;
:dCU]/\dI]/\SOdeJ"’ (—l)ande‘]/\ngJ/\dﬁj
= (dw) A+ (—1)"w A (dy).

c) Diese Eigenschaft beruht auf dem Satz von Schwarz (Analysis 2, Satz 12.25: Fir C 2.
Funktionen gilt 9;0;f = 0;0; f). Wir behandeln wieder zuerst den Fall einer Funktion (0-
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Form). Per Definition von d gilt

d(df):d( 8f ) Zd( ) Zzaxjaxzdx”dxi'

=1 j=

Wegen f € C*(U) gilt %d:ﬁj Adz; = %g;jdxj Ndr; = —57a dag A dzj. In

der Summe heben sich die Terme (4, j) und (j, %) also weg, dh d*f = 0. Insbesondere gil
dQLUZ' =0.

Fiir eine n-Form ) | dx;, A ... N\ dx;, gilt mit der Produktregel aus Teil b)

i1<...<in fil ,,,,, in

Po=d > (dfiy..0) Ny, A Nda,

11 <...<in
= Z (d2fi1 ..... Zn) A dxil FANPIRA dﬂ?zn
11 <... <l
+Z<—1)l Z (df“ .... Zn) /\dlEZl VAN /\d2l’zl N /\dIZn = 0.
=1 11<...<lp

]

Die duf8ere Ableitung ist auch in der klassischen Vektoranalyis (grad, div, rot) auf R3 niitzlich.
Um diesen Zusammenhang zu sehen, betrachten wir eine offene Menge U C R3 mit einer
skalaren stetig differenzierbaren Funktion f : U — R und einem stetig differenzierbaren
Vektorfeld v : U — R®. Zu diesen Abbildungen haben wir die aus Analysis 2 bekannten
Differentialausdriicke

gfadf = (alf7 a2f7 a3f>7
81)1 81)2 81)3
89&1 + 81‘2 + 8953’
(81}3 8'02 81)1 81}3 81}2 8’01)
rotv = .

dive =

(91'2 81’37 8$3 8:151 ’ 81‘1 8.’132

Divergenz und Gradient kénnen auch in beliebiger Dimension d € N definiert werden.

Weiterhin betrachten wir das “vektorielle Streckenelement”
ds := (dzy, dxy, dz3),
das “vektorielle Flichenelement”
dS = (dxy A das, des A dxy, doy A das),
und das “Volumenelement”
dV :=dx1 N dxy A dxs.

Auf U definierte Differentialformen konnen so wie folgt geschrieben werden (mit dem als
Punkt notierten Euklidischen Skalarprodukt):

Ordnung 0: f

Ordnung 1: v - dS = vy dry + vo dry + v3das

Ordnung 2: v-dS = vy (dag A das) + va(dag A day) + vs(day A day),

Ordnung 3: fdv.
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Zeigen Sie:

a) Beliebige stetig differenzierbare Differentialformen der Ordnung 0, 1, 2, 3 lassen sich in
der oben angegeben Art und Weise durch geeignetes f bzw. v schreiben.

b) Fiir die Differentiale gilt
df = gradf - ds,
d(v - d5) = rot (v) - d&,
d(v - dS) = div(v) dV.

c) Zeigen Sie per duflerer Ableitung fiir zweimal stetig differenzierbares f und v

rot (gradf) = 0, div(rotv) = 0.

Definition 4.13. Sei U C R? offen.

a) Eine stetig differenzierbare n-Form w in U heifSt geschlossen, wenn

dw = 0.

b) Fiir n > 1 heifit eine stetige n-Form w in U exakr, falls es eine stetig differenzier-
bare (n — 1)-Form v in U gibt mit

w = di).

Wegen d* = 0 ist jede exakte Form geschlossen. Im Allgemeinen miissen geschlossene For-
men nicht exake sein. Das Poincarésche Lemma (das wir hier nicht im Detail besprechen)
besagt, dass fiir sternférmiges U jede geschlossene Form exake ist. Fiir 1-Formen lisst sich
aber auf Grundlage von Satz 12.31 aus Analysis 2 leicht zeigen, dass Geschlossenheit Exakt-
heit impliziert: Mit einer 1-Form w = Y, v; dz; konnen wir das Vektorfeld v : U — R¢,
z — (v1(2),...,v4(x)) assoziieren, und dw = 0 ist dquivalent zu 0;v; = 0;v; fiir alle 7, j
(Ubung). Fiir sternformiges U wissen wir, dass ein solches Vektorfeld ein Gradientenfeld ist,
d.h. v = gradf fiir ein f € C*(U). Die Funktion f ist eine 0-Form auf U, und v = gradf
ist dquivalent zu w = df (Ubung).

Als letzten Aspekt von Differentialformen, den wir fiir die Integration benétigen, wenden wir
uns nun dem Ricktransport von Differentialformen zu.

Definition 4.14. Seien U C R und V' C R” offen, o = (1, ..., ¢x) : U — V stetig
differenzierbar, und

W = Z Wiy,... in dQZil VAN d.’]ﬂ'ln € Qn(V)

11<... <l
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eine n-Form auf V. Der Riicktransport (“pullback”) ¢*w ist die Form

Prw = Z (Wig,..in © @) dpiy A ... Ndp;, € Q™(U).

11 <...<in

Im Gegensatz zum beim Bildmaf§ verwendenten pushforward ist hier der pullback die rich-
tige Operation, da Differenzierbarkeit erhalten werden soll, ¢ aber nicht als invertiert oder
Diffeomorphismus vorausgesetzt ist. Wir werden den pullback spiter dazu verwenden, Dif-
ferentialformen auf Untermannigfaltigkeiten zu integrieren.

Beispiel 4.15.

a) Falls w eine 1-Form ist, also w = ) ., f; dz;, so kénnen wir ¢*w wie folgt
beschreiben. Seien vy, . . . , yq die kanonischen Koordinatenfunktionen von R? D

U, also dp; = Z;.lzl gi? dy;. Dann ist

k

Zgj dy;,  gi=Y (fiop) o

dy;

D WL

i=1 j=1 =1

Mit der Jacobimatrix Dy von ¢ lassen sich die Funktionen g = (g1, . .., g4) (als
Zeilenvektor) als

g=(fop) Dy
schreiben.

b) Wir betrachten die Polarkoordinaten
0 : Ry x (—m,7m) = R? o(r,0) = (rcosf,rsin0)

und die 2-Form w = fdx; A dxs. Mit der in Polarkoordinaten geschriebenen
Funktion f := f o ¢ ergibtsich
dp1(r,0) = cosOdr — rsinf db, dpo(r,0) = sinf dr + rcos 0 db,

(¢"w)(r,0) = (f dior A dipa)(r,6)
= f(rcosf,rsin®) - (rcos* 0 dr A df — rsin® 0 df A dr)
=rf(rcosf,rsinf)dr A df.

Zeigen Sie: Im Falle einer d-Form w = fdxq A ... A dxgq ist der pullback

o'w=(fog)- -det(Dp)dry A...Adxy.

Satz 4.16 (Eigenschaften des Riicktransports). Seien U C R? und V- C R” offen, ¢
U — V stetig differenzierbar, und w,wy,ws € QU (V') Differentialformen der Ordnung n
in'V sowien € QUV) eine l-Form in' V., und \, i € R. Dann gilt

a) ©*(Awy + pwa) = X p*wy + w*wy (Linearitit des Riicktransports),
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b) o*(wAn) = (p'w) A (™),

¢) Istw stetig differenzierbar und o zweimal stetig differenzierbar, so gilt
d(p"w) = ¢*(dw).
d) Istip - W CRP — U stetig differenzierbar, so gilt
(W) = (pod)w.

Beweis. a) und b) ergeben sich direkt aus der Definition des Riicktransports, siche auch Haus-
aufgabe H11.1.

Aufgrund der Linearitdt geniigt es, in ¢) und d) w = fdwz;, A ... A dx;, zu betrachten. Mit

der Kettenrgel gilt (die kanonischen Koordinaten in R? nennen wir wieder y1, . . ., Ya)
d d & k
I(f o) of dg; of

Damit haben wir

d(p*w) = d((f o) dpi, A ... Ndg;,)
=d(fop) Ndpi, A... Ndy;,
LN
:Z (a—jmp) dp; Ndpi, N ... Ndp;,
j=1

J

k
. of '
=0 (Z o dwy Adzi A A d:z:,-n) = ¢"(dw).
j=1

d) Die Komponenten der verketteten Abbildung @0 sind (po1)); = p; 01, also gilt nach ¢)
P*(dp;) = d(v*p;) = d(p; o) = d(p o 1));. Damit erhalten wir mit b)

Y(p'w) =" ((fop)dpy, A... Ndy;,)
= (foporh) - (dpy) A... NY™(dy;,)
=(fopor)-dlpo)y A...Nd(po);, = (potp)w.
0

Unsere Definition der dufleren Ableitung dw ist direke in einer Darstellung der zu differenzie-
renden Form w gegeben, es ist also eine Definition “in Koordinaten”. Es gibt aber auch eine
“koordinatenfreie Definition”: Es gibt genau eine Sequenz linear Abbildungen

oL VENCINT oty VNLINY o) V SNLINSN

(fiir eine Mannigfaltigkeit M, insbesondere fiir eine offene Teilmenge U C RY), so dass die
folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:
a) Fiir f € QOM ist df das Differential von f.

b) dod =0.
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o dwAn) =dwAn+ (—1)4ew) A dn.

Als Ausblick auf die Kohomologietheorie erwihnen wir, dass d o d = 0 bedeutet, dass das Bild
vond : Q" M — Q"M im Kern von d : Q"M — Q"FLM enhalten ist. Wir kénnen also
den Quotientenvektorraum

H"M :=ker(d : Q"M — Q""'M)/Im (d : Q"'M — Q" M)

betrachten, der n-te de Rham Kohomologiegruppe von M heifit. In dieser Formulierung besagt das
Poincarésche Lemma also H" M = {0} fiir n > 1, falls M sternférming oder einfach zusam-
menhingend ist. Das bedeutet anschaulich, dass jede geschlossene Kurve in M auf einen Punkt
zusammengezogen werden kann, M also “keine Locher” hat. Diese Objekte werden in der alge-
braischen Topologie studiert; man kann zeigen, dass " M nur von topologischen Eigenschaften

von M abhingt.

4.3 Integration von Differentialformen lber orientierte Untermannig-
faltigkeiten

Wir kommen nun zur Integration von Differentialformen und beginnen mit Formen maxi-
maler Ordnung.

Definition 4.17. Sei U C R? offen und A C U eine Borelmenge. Eine d-Form w =
fdxy A ... ANdxgin U heifft iiber A integrierbar, wenn f|4 Lebesgue-integrierbar ist.
In diesem Fall definieren wir

/A Wi / [ (@) dal) = / f(@) de.

Auf der rechten Seite bezeichnet “dz” Lebesgue-Integration bzgl der Variable z, keine Diffe-
rentialform. Diese Definition tibersetzt also gewissermaflen die 1-Formen dz; in ihre bisherige
Bedeutung bzgl Integralen,

/fdxl/\.../\dxn:/f(x)dxl...dxn.
A A

Sie konnen sich diese Definition so merken, dass dz; A ... A dxg = det die Standardvolu-
menform auf R? ist (eine d-Form), und f angibt, wie das Volumen lokal skaliert wird.

Unter der obigen Ubersetzung wird der pullback zur Transformationsformel. Dazu zuerst eine
Vorbemerkung: Seien U, V' C R? offen und ¢ : U — V ein Diffeomorphismus (wie bei der
Transformationsformel, Satz 2.51). Dann gilt det(Dy)(z) # O fiir alle + € U (Analysis
2, Lemma 13.7). Falls U zusammenhingend ist (d.h. zu jedem Paar x,y € U gibt es einen
stetigen Weg von x nach y, also eine stetige Abbildung 7 : [0,1] — U mit y(0) = x und
(1) = y), so muss das Vorzeichen von det(Dy)(x) konstant sein, da x — det(Dy)(z)
stetig und nicht verschwindend ist (Zwischenwertsatz). Ist U nicht zusammenhingend, so
muss das nicht so sein.

Satz 4.18. Seien U,V C R? offen und p : U — V ein Diffeomorphismus mit konstantem
Vorzeichen € von det(Dyp)(z), © € U, und A C 'V eine Borelmenge. Dann ist fiir jede
iiber A integrierbare d-Form w auf' V' die Form ©*w iiber die Borelmenge ¢~ *(A) C U
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integrierbar, und es gilt

/ Yrw = z—:/ w.
p=1(4) A

Beweis. Wir kénnen w in der Form w = fdzy A ... A dxg schreiben. Dann ist der pullback
Y'w=(fop) -det(Dp)dry A...N\dzxy

wie in einer Ubung gezeigt wurde (Prisenziibungen Blatt 12). Also gilt per Transformations-
formel

/ gp*w:/ (fop)det(Dp)dry A...Ndxg
©™1(A) p=1(A)
= / fle(x)) det(Dp)(z) dzy ... dzg

f(e(@)) [det(Dp) ()| d

I
™

]

Das in dieser Formel auftretende Vorzeichen € deutet bereits an, dass wir auf dem richtigen
Weg zur Verallgemeinerung des Haupsatzes der Differential- und Integralrechnung sind.

Wir betrachten nun die noch sehr viel interessantere Frage der Integration einer n-Form tiber
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R, also n € {0, ..., d}. Zuerst erinnern
wir uns an die Definition (Analysis 2, Def. 13.21).

Definition 4.19. Es seien n,d € N mit n < d. Eine n-dimensionale (differenzierbare)
Untermannigfaltigkeit des R ist eine nicht leere Teilmenge M C RY mit der folgenden
Eigenschaft: Fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung U C R? von p und
eine offene Teilmenge V' C R? und einen Diffeomorphismus ¢ : U — V mit

e(MNU)=VnNR"x{0}).

Hier ist {0} als Teilmenge von RY™™ aufzufassen.

Wir werden Untermannigfaltigkeiten hiufig lokal durch Koordinaten (Parameter) beschrei-
ben, also durch Abbildungen von Teilmengen von R* nach M. Dazu ist folgender Satz rele-
vant.

Satz 4.20 (Karten und Kartenwechsel).

a) Eine Teilmenge M C R® ist genau dann eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des RY, wenn es zu jedem Punktp € M eine in M offene Umgebungp € U C M
gibt", eine offene Menge V- C R", und eine stetig differenzierbare Abbildung h -

113



V > R4 dieV laomo"omorplﬂb auf'U abbilder und
rang(Dh)(x) = n, r eV,

erfiills.

b) Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien h; : V; — U; C
M, i = 1,2, zwei Karten mit U := Uy NUy # 0. Dann sind W; = hi_l(U) cV;
offen und

h510h13W1—>W2

ein Diffeomorphismus.

27 ¢ M C R heiflt in M offen, wenn es zu jedem x € U eine offene Umgebung p € O C R4 gibt,
sodassONM Cc U
’Erinnerung: Homéomorph heifSt bijektiv und stetig mit stetiger Umkehrabbildung.

Wir werden diesen Satz hier nicht beweisen (siehe Forster 3, Satz 4&5, Seite 163f), um nicht
zu weit von unserem eigentlichen Integrationsthema abzuschweifen.

Sie sollten sich & als eine Kartenabbildung vorstellen, die ein Stiick der n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit durch die n Koordinaten (xy,...,x,) € V parametrisiert. Eine Untermannig-
faltigkeit kommt nicht mit eindeutig bestimmten Kartenabbildungen, aber man kann glatt
zwischen Karten mit iiberlappenden Kartengebieten hin- und herwechseln. Um die Analogie
zur Kartographie noch etwas weiter zu treiben, definieren wir einen A#las einer Unterman-
nigfaltigkeit als eine Menge A = {h; : Vi — U;: i € I} von Karten, die die ganze
Mannigfaltigkeit abdecken, dh

1€

Die Indexmenge kann hierbei beliebig sein. Fiir kompaktes M geniigt aber immer eine end-
liche Indexmenge.

Beispiel 4.21.
a) Wir betrachten einen zweidimensionalen Zylinder
M = {(z,y,2) € R®: 2% +¢* =r?},

wobei 7 > 0 ein vorgegebener Radius ist. Mit dem Satz vom reguldren Wert
(angewandt auf die Funktion (z,y, z) > x? +y? — r?) sieht man leicht, dass M
eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist.
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Als Karten betrachten wir die beiden Abbildungen

T cos &
hy: Vi = (—m7m) xR —= M, hi(a, z) := | rsina |
z
T cos &
hy: Vo= (—m,m) x Ry — M, ho(a, z) :== | rsina
2
z

Fiir beide Abbildungen priift man leicht nach, dass sie Karten sind. Das Bild
Uy = hy(V4) der ersten Karte besteht aus dem ganzen Zylinder mit Ausnahme
aller Punkte (z,y,2) € M mitx < 0 und y = 0. Das Bild Uy = hy(V3) der
zweiten Karte besteht aus den Punkten (z,y,2) € M mit z > 0 aufler denen,
die x < 0, y = 0 erfiillen.

Fiir einen Kartenwechsel betrachten wir U := U; N Uy = U, sowie W; =

hi'(U) = (=7, 7) x Ry und W, = Vj sowie
hytohy: (—m,m) x Ry — (—m,m) x Ry, (o, 2) = (a,/2),

was ein Diffeomorphismus ist.

b) Als ein weiteres Beispiel betrachten wir eine Kreiskurve mit Radius 1, nimlich
M := {(z,y) : #* + y* = 1}. Dies ist eine eindimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R

Zwei Karten von M sind:

hy:(—mm) = M, (o) = (COS 04) ,

sin o

hot(—1,1) = M,  holz) = (ﬁ)

Wihrend das Bild von h der ganze Kreis mit Ausnahme von (—1, 0) ist, ist das
Bild von hy nur der obere offene Halbkreis. Der Kartenwechsel ist hier

hytohy:(0,m) — (—1,1), Q5 cos

ein Diffeomorphismus (cos’ @« = —sina # 0 fiir 0 < a < 7).
Eine weitere Karte wire
_ — 2
hy:(—1,1) = M, hy(y) = ( V_ly Y ) .

Diese Karte deckt den offenen linken Halbkreis ab. Die Mengen {hy, h3} oder
{h1, ha, hs} sind also Atlanten von M.

Wihrend Karten fiir das konkrete Rechnen mit einer Untermannigfaltigkeit M sehr wichtig
sind, sind sie nicht kanonisch durch M gegeben. Fiir “koordinatenunabhingige” Definitio-
nen, die mit Hilfe von Karten gegeben werden, werden wir also stets priifen miissen, dass sie
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nicht von der Wahl der Karten abhingen.

Wir kommen nun zur Integration zuriick und betrachten zunichst den tibersichtlichen Fall,
dass A C M eine kompakte Teilmenge einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M des
R ist, die in ein Kartengebiet passt, dh es gibt eine Kartenabbildungh : V C R* - U C M
mit A C U. Weiterhin sei w eine stetige n-Form, die auf einer offenen Umgebung O (mit
U C O C RY definiert ist. In diesem Kontext wollen wir ein Integral f ,w definieren.
Geleitet von unseren bisherigen Ergebnissen zu d-Formen setzen wir

/w::/ h*w.
A h=1(A)

Damit diese Definition sinnvoll ist, sollte sie aber nicht von der Wahl der Karte A abhingen.
Ist ho : Vo € R™ — U, eine weitere Karte mit A C Us, so diirfen wir Uy = Uy =: U
annehmen. Es gibt dann also einen Diffeomorphismus

Y h N U) = hyt(U), Y =hyloh.

Wir nehmen an, dass A~ (U) zusammenhingend ist. Dann hat det( D) (z) konstantes Vor-
zeichen ¢ = +1 fiir alle z € h™'(U). Mit Hilfe von Satz 4.16 d) und Satz 4.18 erhalten

WIr
/ hw = / (he o Y)'w = / P*(hiw) = 5/ hiw .
h=1(A) (haop)~1(A) Y= (hy 1 (A)) hy ' (A)

2

Dieses Ergebnis sagt uns, dass unsere Definition des Integrals f 4 W zwar nicht sehr stark, aber
doch etwas von der Wahl der Karte h bzw hy abhingt: Das Integral kann sich im Vorzeichen
dndern, je nachdem, welche Karte verwendet wird.

Diese Beobachtung motiviert die folgende Definition.

Definition 4.22.

a) Seien U,V C R" offen. Eine invertierbare stetig differenzierbare Abbildung ¢ :
U — V heiflt orientierungstreu, falls det(Dep)(z) > 0 fiir alle z € U, und
orientierungsumkehrend, falls det(Dy)(z) < 0 firallez € U.

b) Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von RY. Zwei Karten h; :
V; = U;, i = 1,2, mit iiberlappenden Kartengebieten, U; N Uy # 0, heifSen
gleich orientiert, falls ihr Kartenwechsel (siehe Satz 4.20 b)) orientierungstreu ist.

c) Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R%. Ein Atlas von M heifit
orientiert, falls alle Kartenwechsel gleich orientiert sind. M heifSt orientierbar, falls
M einen orientierten Atlas hat. Eine orientierte Untermannigfaltigkeit ist eine
Untermannigfaltigkeit mit einem orientierten Atlas. Eine Orientierung ist eine
Aquivalenzklasse von orientierten Atlanten von M bzgl der Aquivalenzrelation
Ay ~ Ay & jede Karte aus A; ist zu jeder Karte aus A5 gleich orientiert.

d) Auf einer orientierten Untermannigfaltigkeit heifit eine Karte orientierungserhal-
tend, wenn sie zu allen Karten eines die Orientierung definierenden Atlas orien-
tierungstreu ist.
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Beispiel 4.23.

a) Jede Untermannigfaltigkeit, die von einer einzigen Karte abgedeckt werden kann,
ist orientierbar, da sie einen aus nur einer Karte bestehenden Atlas besitzt.

b) Fiir eine offene Teilmenge U C R? (also einer d-dimensionalen Untermannig-
faltigkeit von RY) ist idyy : U — U eine Karte, die den Atlas {idy;} bildet. Die

kanonische Orientierung von U ist die durch diesen Atlas gegebene Orientierung.

¢) Fiir einen n-dimensionalen Untervektorraum M von R¢ (dies ist eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit) mit geordneter Basis (v1, . . ., vy,) ist die durch h : R" —
M, e; = v;, i = 1,...,n definierte lineare Abbildung eine Karte. Zwei solche
Karten sind orientierungstreu genau dann, wenn ihre Determinanten det(vy, . . . , v,,)

das gleiche Vorzeichen haben.

d) Der Kreis S C R? ist orientierbar, da der in Beispiel 4.21 angegebene Atlas
{h1, hs} orientiert ist. (Der Kartenwechsel ist —sin : (=7, —%) U (§,7) —
(—1, 1), mit positiver Ableitung — cos).

Die beiden Karten Ay, hy sind hingegen nicht gleich orientiert: Hier ist der Kar-
tenwechsel der Diffeomorphismus cos : (0,7) — (—1,1) mit Ableitung — sin,
die auf (0, ) negative Werte annimmt. Das liegt daran, dass die Karte h; den Kreis
im Gegenuhrzeigersinn und die Karte hy den Kreis im Uhrzeigersinn durchliuft.
Fiir eindimensionale Mannigfaltigkeiten entspricht die Wahl einer Orientierung
der Wahl einer Durchlaufrichtung. Wir bemerken ohne Beweis, dass alle eindi-

mensionalen Mannigfaltigkeiten orientierbar sind.

e) Nicht jede Untermannigfaltigkeit ist orientierbar, ein Gegenbeispiel ist das Mo-
biusband (siche Hausaufgaben).

Wir vereinbaren noch, dass eine Orientierung eines Punktes {x} (also einer 0-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit des R9) die Wahl eines Vorzeichens +1 ist.

Der Genauigkeit halber sollte man eine orientierte Untermannigfaltigkeit statt mit M mit
einem Symbol (M, A) oder (M, [A]) (mit A einem orientierten die Orientierung [A] defi-
nierenden Atlas) bezeichnen. Ublicherweise wird die Orientierung in der Notation aber un-
terdriicke. Wir gehen spiter noch niher auf den Begriff der Orientierung ein.

Wir kommen nun zur Definition des Integrals von n-Formen tiber Teilmengen von n-dimen-
sionalen Untermannigfaltigkeiten M C R?. Zuerst einige Vorbemerkungen.

Definition 4.24. Sei M C R? eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Teil-
menge A C M heiflt messbar (bzw. Nullmenge), wenn fiir eine Uberdeckung von A

durch Kartengebiete h; : V; — U; von M die Mengen hi_l(Ui N A) C R” Lebesgue-
messbar bzw. Lebesgue-Nullmengen sind.

I Zeigen Sie, dass diese Definition nicht von der Wahl von Karten abhingt.

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns im Folgenden auf Untermannigfaltigkeiten, die
in endlich viele paarweise disjunkte mef3bare Teilmengen A; zerlegt werden kénnen, die je-
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weils in nur einem Kartengebiet U; (einer Karte h; : V; — U; C M) enthalten sind, und
nennen solche Untermannigfaltigkeiten “einfach”.

Definition und Satz 4.25. Sei M C R? eine orientierte n-dimensionale einfache Unter-
mannigfaltigkeit. Eine auf einer offenen Umgebung von M definierte n-Form w heifSt
integrierbar, wenn fiir eine Zerlegung M = szl A, in messbare in jeweils nur einem
Kartengebiet enthaltene Mengen A; (s.0.) und passende orientierungserhaltene Karten

h; : V; = U; C M die Form h¥w iiber h;'(A;) C R™ integrierbar ist, j = 1, ..., J.

In diesem Fall ist das Integral von w iiber A

[

Diese Konstruktion hingt nicht von der Wahl der Zerlegung und der Karten ab.

Beweis. Es seien A, j = ,Jund Aj, j =1,...,.J, Zerlegungen von M in messbare
jeweils in einem Kartengeb1et enthaltene Mengen, und h V= Usbaw by : V; — Uj zu-
gehorige orientierungserhaltene Karten. Wir nehmen an, dass dle n-Form w dle Bedlngungen

bzgl. der A; und h; erfiille. Dann ist

J

w = hiw
/A Z/hj_l(Aij) !

7j=1

eine Summe von wohldefinierten Lebesgue-Integralen tiber messbare Teilmengen von R™.

Wir zerlegen nun A; N A = |_|i:1 A; N Ap N A in paarweise disjunkte messbare Mengen
und erhalten so mit den Eigenschaften des Lebesgueintegrals

w:zz/ B,

A 01 ko1 kg (ANARNA)

Da die Karten h; und iLk alle orientierungserhaltend sind, also orientierungstreue Karten-
wechsel mit allen Karten des ausgewihlten orientierten Atlas’ von M haben, sind auch die
Kartenwechsel zwischen den h; und hy orientierungstreu (Kettenregel und Multiplikativitit
der Determinante).

Wir kénnen also den Kartenwechsel hj_l(Aj N AN A) = hi'(A; N A, N A) betrachten,
und erhalten mit der Rechnung vor Def. 4.22

/ i/ ] h;w:ii(Jrl)/hkl( . hipw

||
M-

-1
j=1 k=17 h; (A4;NAxNA) =1 k=1 AjNAgNA)
J
= g / hiw.
i1 7 by H(ARnA)
Dies zeigt, dass [, w nicht von den gemachten Wahlen abhingt. O
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Ist (M, A) eine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit (hierbei bezeichnet A ei-
nen orientierten Atlas von M, der die Orientierung [A] definiert), so kdnnen wir M auch mit
der umgekehrten Orientierung ausstatten. Dazu betrachten wir

J:R" > R", J(xy, . x,) = (=21, T, ..., Ty)

und fiir eine Karte h : V = U C M

Vi=JV),  h:V—=U hz):=h(J(z)).

Dies ist ebenfalls eine Karte. Betrachten wir den die Orientierung von M definierenden ori-
entieren Atlas A := {h; : i € T}, soist A := {h; : i € T} ebenfalls ein orientierter Atlas.
Wegen dem Minuszeichen in J ist jede Karte von A bzgl. jeder Karte von A orientierungsum-
kehrend. Man nennt die durch A definierte Orientierung [A] von M die zu [A] umgekehrte
Orientierung.

Beachten Sie, dass die Definition des Integrals f 2 W von der Orientierung abhingt: Es gilt

[ o]
(M,[A]) (M,[A])

Meistens wird die Orientierung aber nicht explizit in der Notation aufgefiihrt.

Beispiel 4.26 (Integrale von Einsformen / Vektorfeldern entlang Kurven). Wir betrach-
ten eine glatte Kurve 7 : (a,b) — RY, deren Bild eine orientierbare eindimensionale
Untermannigfaltigkeit M = ~((a, b)) mit dem Atlas {7} ist. Auf R? betrachten wir ein
stetiges Vektorfeld v : R¢ — R? und die assoziierte 1-Form w = vy dxy + . . . + vy dzg.
Dann ist der Riicktransport von w bzgl. v

(Y'w)(t) = Z ui(y(0) dit) = Y uily(0) 7i(t) dt = (w(3(8)), 7/ (1)) dt.

i=1

Das Integral von w entlang der Kurve ist

[ = [wom.yw

Unser allgemeiner Integralbegriff gibt uns also insbesondere eine Méglichkeit, ein Vek-
torfeld entlang einer Kurve zu integrieren.

e Betrachten wir den Kreis 7S' C R? und eine 1-Form w = vidz; + v9dxs.
Wir wihlen die Orientierung von 7S?, in der die Karte b : (—m,7) — S,
a +— (rcosa,rsina) orientierungserhaltend ist. Das Bild dieser Karte decke
7S bis auf die Nullmenge {(—7,0)} ab, so dass wir uns fiir Integrale auf eine
Karte beschrinken diirfen. So ergibt sich

s
/ w= r/ (—sina - vy(rcosa, rsina) + cos v - vo(r cosa, 1 sin ) da.
rSt

—T

* Betrachten wir den speziellen Fall, dass w exakt ist, also w = df fiir eine Nullform
(C'-Funktion f : R? — R). Dies ist dquivalent dazu, dass v ein Gradientenfeld
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ist, v = gradf. In diesem Fall bemiihen wir die Kettenregel aus Analysis 2, um
(grad(f)(~(t)), 7' (t)) = (f o) (t) zu sehen. Damit erhalten wir

b
/M af = / (f o) (t)dt = F(x(b)) — F(1(a)).

was wir bereits als eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung ansehen konnen.

Insbesondere sehen wir, dass [, df nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve,
nicht aber ihrem genauen Verlauf abhingt. Weiterhin sehen wir, dass [ v af =0
fiir jede geschlossene Kurve (y(a) = (b)) gilt.

Beispiel 4.27. Wir betrachten die Einsform w(z, y) = z dy auf R?. Integriert {iber den
mittels der Karte /v : (—7, 1) — rS*, @ — (r cos v, 7 sin @) orientierten Kreises ergibt

sich
vy i
/ w:/ h*w:/ rcosad(rsina)er/ cos® avda = 72,
rS1 (—m,m) — -

Wir machen folgende interessante Beobachtung: Die Zweiform dw = dx A dy kann
iiber die offene Kreisscheibe K := {(z,y) € R?: z? + y* < r?} integriert werden,
dies ergibt [} dw = mr?, den gleichen Wert wie [ ¢, w.

Dies ist kein Zufall, sondern ein Ausdruck des Satzes von Stokes: Der Rand von K ist
OK =rS*, und es gilt [, dw = [, w (mehr dazu spiter).

Beispiel 4.28. Wir betrachten die zweidimensionale Untermannigfaltigkeit H := 5% N
{(z,y,2) € R®: 2z > 0} C R? (offene obere Halbsphire) mit der durch die Karte

h:D:={(r,y) €eR*: 2?2 +4> <1} = R,
h(l’,y) = ($,y, V 1—22— y2)
gegebenen Orientierung. Mit einer stetigen Funktion g : R* — R haben wir die 2-Form
w:=gdy Ndz,

deren Riicktransport bzgl h

(), y) = Z 9L ——dx N dy

Um den Begriff der Orientierung einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R
und des Integrals von n-Formen besser zu verstehen, betrachten wir das Zusammenspiel
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von Orientierung und Tangentialriumen. Aus Satz 4.20 a) wissen wir: Ist p € M und
h :V C R" - U C M eine Karte mit p = h(z) € U, so bilden die Vektoren
((O1h)(z), ..., (Onh)(z)) eine geordnete Basis von 1), M.

Ist M orientiert, so nennen wir eine Basis der Form ((01h)(x), ..., (O,h)(z)) von T,M
positiv orientiert, wenn h eine orientierungserhaltende Karte ist. Auf diese Weise definiert
eine Orientierung von M (und die kanonische Orientierung von R") eine Orientierung ihrer
Tangentialriume 1), M.

Wir spezialisieren uns nun auf den Fall einer Hyperfliche, also einer (d — 1)-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit von R (z.B. die Kugeloberfliche S im dreidimensionalen Raum R?).

Definition 4.29. Ein stetiges Einbeits-Normalenfeld v einer Hyperfliche M (eine (d—1)-
dim. Untermannigfaltigkeit von R?) ist eine stetige Abbildung

v: M —RY
so dass a) v(p) L T,M fiirallep € M undb) ||[v(p)|| =1 firallep € M.

Ist M orientiert, so heif$t ein Einheitsnormalenfeld v von M positiv orientiert, wenn fir
jede positiv orientierte Basis (v1, . . ., v4—1) von T, M die Basis (v(p), v1, . .., v4-1) eine
positiv orientierte Basis von R ist.

Ein Einheitsnormalenfeld gibt also an jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen Einheitsvek-
tor, der senkrecht auf dem Tangentialraum steht. Da der Tangentialraum einer Hyperfliche
Kodimension 1 hat, gibt es genau zwei Einheitsvektoren, die auf 7, M senkrecht stehen. Die
Orientierungsbedingung wihlt einen von ihnen aus (dh eine “Seite” der Mannigfaltigkeit wird
als AufSenseite deklariert). Wenn die Vektoren v(p) so punktweise ausgewihlt werden, sicht
man leicht, dass es immer ein positiv orientiertes Einheits-Normalenfeld gibt. Allerdings muss
dieses Feld nicht stetig sein, wie das M6biusband-Beispiel zeigt.

Satz 4.30. Sei M C R? eine Hyperfliiche (d > 2).

a) Falls M eine Orientierung besitzt, so gibr es genau ein stetiges positiv orientiertes

Einheits-Normalenfeld von M.

b) Falls M ein stetiges Einheitsnormalenfeld v hat, so gibt es genau eine Orientierung
von M, bzgl der v positiv orientiert ist.

Beweis. a) Wie oben erldutert, ist die Eindeutigkeit klar: An jedem Punkt p € M wihlen
wir eine positiv orientierte Basis (v1, . .., v4-1) von T, M und fixieren v(p) eindeutig durch
lv(p)|| = 1 und die positive Orientierung von (v(p), v1, . . ., V4—1). Um die Existenzbehaup-
tung zu zeigen, miissen wir zeigen, dass v stetig ist. Dies kdnnen wir lokal, also in der Nihe
eines ausgewihlten Punktes p € M, priifen.

Dazu behaupten wir zunichst, dass M in einer Umgebung von p durch f(g) = 0 fiir eine
C'-Funktion f : G C R?Y — R gegeben ist (also 0 ein regulirer Wert von f ist; Beweis
dieser Behauptung als Ubung mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion). Dann wissen wir

(Analysis 2, Lemma 13.29), dass grad f (p) # 0 senkrecht auf 7, M steht. Wir betrachten das
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Einheitsnormalenfeld

gradf(q)
llgradf (q)|”

das 7(p) = £v(p) am Punkt ¢ = p erfiillt. Sei nun h eine positiv orientierte Karte bei p.
Dann ist per Konstruktion die Funktion

Az det(£0(h(x)),01h(z), ..., 0g—1h(x))

v(q) =

bei x = h™!(p) positiv. Da A stetig ist, ist sie auch in einer offenen Umgebung von z positiv.
Also stimmen v und 7 in einer Umgebung von p iiberein, dh v ist stetig.

b) Sei v : M — RR" ein stetiges Einheitsnormalenfeld und p € M. Wir betrachten eine
Karte h : V. — U 3 p, evtl nach Verkleinerung von V' diirfen wir annehmen, dass V'
zusammenhingend ist. Die schon in a) betrachtete stetige Funktion

AV — R\{0}, Az det(v(h(z)), 01h(z),. .., 04-1h(x)),

hat keine Nullstellen, nimmct also auf ganz V" das gleiche Vorzeichen an. Sollte das Vorzeichen
negativ sein, schalten wir (xy,...,2,) — (z1,...,2,_1, —2;,) vor die Karte h. Wir diirfen
also A(z) > 0 fiir alle z € V annehmen.

Da p beliebig war, erhalten wir auf diese Weise einen Atlas und behaupten, dass dieser Atlas

orientiert ist. Seien also A : V' —>~U , h : VvV — (~]~zwei solghe Karten, mit tiberlappenden
Kartengebieten und ¢ : A2 (UNU) - h 1 ({UNU), b =h"toh.

Mitz = h™'(p), T = h~(p) betrachten wir im Tangentialraum T, M die Basen v; :=
(0;h)(x) und ©; = (0;h)(Z). Nach der Kettenregel gilt

-1 -1

v = (Bi(how))(x) = ) _(0:h) (v (2))(0¢3)(x) = Y _ T (D) ().

1 =1

Qu
QU

)

Die Matrix (D)) (z) bildet also die eine auf die andere Basis ab. Da nach Voraussetzung

det(v(p), v1,...,v4-1) > 0, det(v(p), 01, ...,04-1) > 0,
folgt auch det(Dv)(z) > 0. Also sind die beiden Karten h, & gleich orientiert. O

Beispiel 4.31. Wir betrachten einige Beispiele von Hyperflichen mit stetigen Einheits-
normalenfeldern.

a) M =R?*x {0} CR®hatv(z,y) = (0,0,1) firalle z,y € R.
b) M = S? C R hatv(x) = z fur alle 7 € S%

o) M ={(t,t?) : t € R} C R? (Parabelkurve) hat im Punkt (¢, t*) Tangentenvek-
tor (1,2t), also Normalenvektor +(—2¢, 1). Wir wihlen das positive Vorzeichen
und normieren, das ergibt v/((¢,1?)) = W( 2t,1).

d) Etwas allgemeiner als im vorigen Beispiel betrachten wir eine offene Menge U C
R™ und eine C*'-Funktion f : U — R. Dann ist der Graph

M = {(x, f(z)): x €U} c R*"*!
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eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit (Analysis 2, Beispiel 13.22). Wir kon-
nen M durch eine einzelne Karte beschreiben, nimlich 4 : U — R™ !, h(z) :=
(z, f(x)). Diese Karte gibt uns als Basis des Tangentialraums 7T{,, (2)) M

(01h)(z) = (1,0,...,0, (L) (),
(th)(x) = (07 17 ce ,0, (a2f)<x))> SR
(Ouh)(z) = (0,0,..., 1, (0.f)(2)).

Daran erkennen wir, dass die beiden Vektoren 4(—gradf(z), 1) senkrecht auf
T(a,f(x))M stehen. Nach Normierung erhalten wir also die beiden stetigen Ein-
heitsnormalenfelder

Dl(a. F(2))) = 1 —grad f(x)
(2, /(2))) iﬂﬂ‘gradf(w( 1 )

die die beiden méglichen Orientierungen auf M induzieren.

Anschaulich ist eine Orientierung einer eindimensionalen Untermannigfaltigkeit eine Durch-
laufrichtung, eine Orientierung einer zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit eine konsis-
tente Festlegung eines Drehsinns in jedem Tangentialraum, und eine Orientierung einer drei-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit eine Festlegung eines Schraubensinns (Rechte-Hand-
Regel) in jedem Tangentialraum.

4.4 Der Satz von Stokes

Wir kommen jetzt zu dem zentralen Satz der Integrationstheorie von Differentialformen, dem
Satz von Stokes. Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung auf héhere Dimensionen und Untermannigfaltigkeiten. Der Hauptsatz be-
sagt fiir eine C''-Funktion f auf R

/ f@)de = F(b) - f(a).

Im Rahmen von Differentialformen haben wir schon gelernt, dass i) die adidquate Verallgemei-
nerung des Intervalls (a, b) eine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R?
(ein Beispiel ist (@, b) C R mit der kanonischen Orientierung), ii) die adiquate Verallgemei-
nerung des Integranden eine n-Form, und iii) die adiquate Verallgemeinerung der Ableitung
f die du8ere Ableitung dw ist (ein Beispiel ist die 0-Form f und die 1-Form df = f’ dx). Die
linke Seite des Hauptsatzes verallgemeinert sich also zu [}, dw. Da M eine n-Mannigfaltigkeit
ist, sollte w eine (n — 1)-Form sein.

Die rechte Seite des Hauptsatzes betrifft nur f, in der Verallgemeinerung auf Formen er-
warten wir hier also die (n — 1)-Form w. Die Punkte a,b bilden den Rand des Intervalls
[a,b] (das wir hier als abgeschlossen ansehen). Wir werden im Folgenden definieren, was
eine berandete Untermannigfaltigkeit M C R? ist, dies wird eine Untermannigfaltigkeit
OM mit dim(OM) = dim M — 1 sein. Wir werden weiterhin definieren, wie eine Ori-
entierung von M eine Orientierung des Randes OM festlegt. Dies wird so gemacht sein,
dass im Beispiel des kanonisch orientierten Intervalls [a, b] der Rand O[a,b] = {a} U {b}
die Orientierung —1 bei @ und +1 bei b trigt, so dass die rechte Seite des Hauptsatzes mit

f[a,b] df = f{a}u{b} f = f(b) — f(a) tibereinstimt.
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Der Satz von Stokes wird dann durch

/dw:/ w
M oM

wiedergegeben (die genauen Voraussetzungen werden spiter beschrieben).

Wir beginnen mit der Diskussion von Rindern und warnen schon gleich zu Anfang davor,
dass der im Folgenden entwickelte Begriff “Rand” im Allgemeinen von dem aus Analysis 2
bzw. Topologie bekannten Begriff des Randes 0 A einer Teilmenge A eines metrischen Raums
verschieden ist, aber trotzdem mit demselben Symbol OA bezeichnet wird.

Zunichst betrachten wir den berandeten Halbraum, d > 2,
R? = {(z1,...,24) €ERY: 21 <0} C R

Genau wie der R? das lokale Modell einer Untermannigfaltigkeit ist, ist der berandete Halb-
raum R? das lokale Modell einer berandeten Untermannigfaltigkeit. Beachten Sie, dass R?
keine Untermannigfaltigkeit ist: Die Randpunkte (0, xo, . . . , #4) liegen nicht in Bildern von
auf offenen Gebieten V' C R? definierten Karten.

Das Innere von M := R? von R? ist hingegen eine offene Teilmenge von R, also eine
d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R, der wir ihre kanonische Orientierung geben.
Der Rand OM von M wird hier genau wie in Analysis 2 als die berandende Ebene OM :=
{1 = 0} C R? definiert (spiter kommt eine allgemeinere Definition). Dann ist M eine
(d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?, die wir durch die globale Karte

h: R RY h(zy,...,2q-1) == (0,21,...,24-1)

orientieren. Die Tangentialriume 7,0 M erhalten dadurch die Basis (01 (), . .., 04—1h(x)) =
(€g,...,eq). Das eindeutige stetige positiv orientierte Einheitsnormalenfeld von 9, das die-
se Basis zu einer positiv orientierten Basis von T, M = R erweitert, ist also das nach auflen

zeigende Vektorfeld v(z) = e;.

Lemma 4.32. Seiw eine stetig differenzierbare (d—1)-Form im R® mit kompaktem Triger.
Dann gilt mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen und Orientierungen

/dw:/ w.
R4 AR

Beweis. Wir konnen die Form als w = Z?Zl(—l)jflfj dry N ..o A d/x\j A ... A dzg mit
C'-Funktionen f1, ..., f; schreiben. Fiir die oben definierte Karte h giltdhy = Ound dh; =
dx;_; fir 7 > 1. Damit erhalten wir

d
Ww=> (f;oh) (=1 "dhy A... Adhj A ... Adhg
j=1

=(fioh)dzy A ... Ndzy,

also

/ dw: ) fl(O,xl,...,xd_l)dxl...dxd_l.
OR* Rd-1
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Dieses Integral ist wohldefiniert und endlich, da w (also insbesondere f;) stetig ist und kom-
pakten Triger hat.

Fiir das Integral von dw = E;l:l dey A Ndfj N N Ndrg = ijl %dxl A...Ndzy
J

iiber RZ = R_ x R9! betrachten wir zunichst den Term mit j = 1 und berechnen

* Of

. 8_:61@1, coyxg)dry = f1(0,m9, ... 1q) — 0

(weil f1 kompakten Triger hat). Damit erhalten wir

0
a—fl(xl, e xg)dry - drg = f1(0, 29, ..., 2q) dzs . . . dxg,
Rd OT1 Rd—1

was bereits mit |, opa W ibereinstimmt. Die Terme mit j > 1 miissen nach Integration also

verschwinden. Da f; kompakten Triiger hat, haben wir [, %da}j = 0 (dieses Integral ist

gleich der Auswertung von f;(x1,...,24) an zwei Punkten ; = —R und z; = R, die fiir
R grof§ genug verschwindet). Also ergibt sich fiir j > 1

0f; / / Of; ™
—dx;...dvy = —dzx; | dxy...dx;...dvg =0
/Rd oz, v Tq o e\ 9, x; | dxy T Tq ,

und der Beweis ist abgeschlossen. ]

Nach dieser vorbereitenden Uberlegung kommen wir zu allgemeinen berandeten Unterman-
nigfaltigkeiten. Die folgende Diskussion bis zum Satz von Stokes wird aus Zeitgriinden nicht
in allen Details ausgefiihrt.

Definition 4.33. Eine berandete n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist eine
Teilmenge M C R, so dass es zu jedem Punkt p € M eine Karte h : V C R* —
UC M,peU,gibt(mitVCR” und U C M relativ offen). Der Punkt p = h(x)
heiflt Randpunkt von M wenn p Bild eines Randpunktes z € OR" ist. Die Menge aller
Randpunkte von M wird mit OM bezeichnet.

Wie schon zuvor heifSt hier V' C R” relativ offen, wenn es fiir jedes © € V eine offene
Teilmenge O C R™ gibt, so dass # € O N R”. Zum Beispiel ist R” relativ offen in R”,
obwohl R" nicht offen ist in R™.

Mit “Karte” ist in obiger Definition eine Abbildung genau wie in Satz 4.20 gemeint. Fiir die
Differenzierbarkeitseigenschaften von h auf der nicht notwendigerweise offenen Menge V' ist
gemeint, dass es eine C' 1—Ausdehnung auf eine offene Umgebung von V' gibt.

Bei einer berandeten Untermannigfaltigkeit kann die Umgebung V' nicht nur in R”, sondern
sogar in R" offen sein, dh nicht den Rand des Halbraums R” treffen. Dies sind die inneren
Punkte von M. Insbesondere kann es passieren, dass M nur innere Punkte, also leeren Rand
hat — dies sind die Untermannigfaltigkeiten ohne Rand, also genau die bisher betrachteten
Untermannigfaltigkeiten.

Berandete Untermannigfaltigkeiten werden oft auch “Untermannigfaltigkeiten mit Rand” ge-
nannt — beachten Sie aber, dass eine berandete Untermannigfaltigkeit im Allgemeinen keine
Untermannigfaltigkeit ist.
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Beispiel 4.34.

a) Die abgeschlossene Kreisscheibe K = {(z,y) € R*: 2? +y? < 1} C R?
ist eine berandete Untermannigfaltigkeit des R?, mit Rand 0K = {(z,y) €
R?: 2? + y* = 1}: Fiir die Punkte im Inneren K\OK finden wir Karten wie
gewohnt. Fiir den Randpunkt (1, 0) betrachten wir die Karte

h:K—(1,0) C R* - R? h(z,y) = (x + 1,vy),

die (0,0) € OR? auf (1,0) € OK abbildet. Fiir einen allgemeinen Randpunkt
(z,y) = (cos v, sincr) € K kann man analog argumentieren, indem man noch
eine Rotation um « mit der Karte komponiert.

In diesem Fall stimmt der topologische Rand mit dem differentialgeometrischen
Rand von K iberein.

b) Die abgeschlossene Halbsphire
M={(z,y,2) €ER*: 2®+y*+2°=1, 2 >0} CR?
ist eine berandete Untermannigfaltigkeit des R?, mit Rand

OM = {(z,,0) € R*: 2 422 = 1}.

¢) Der Zylinder
Z={(z,y,2) eR®: 2 +y* =r? —L <2< L}

ist eine zweidimensionale berandete Untermannigfaltigkeit des R3. In diesem Fall
ist der Rand nicht zusammenhingend, sondern besteht aus zwei disjunkten Krei-
sen,

0Z ={(v.y,2): @ +y* =r*, 2 =L} U{(x,y,2) : a° +y* =1° 2= -L}.

In diesen Beispielen ist der Rand OM jeweils eine Untermannigfaltigkeit (ohen Rand) der
Dimension dim(0M) = dim M — 1. Dies ist auch ganz allgemein so.
Satz 4.35. Sei M C RY eine n-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit.

a) OM C RY ist eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

b) Ist M orientierbar, so ist auch OM orientierbar.
Beweis. (Skizze) a) Wir betrachten einen Atlas A von M und einen Randpunkt p € 0M.
Dann gibt es eine Karte h : V. C R — U C M in A. Wir betrachten b : R ! — OR",
b(xy,..., 00 1) = (0,21,...,7, 1) und setzen V := b~} (OR™ NV'). Unsere Karte fiir OM

ist dann

h:=hob:V — h(dR" NV), My, .. Eney) = b0, 21, ... Ty 1)

Man priift nach, dass dies eine Karte im Sinne der iiblichen Definition (ohne Rand) ist.
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b) Wir nehmen nun an, dass A orientiert ist und betrachten zwei Karten mit am Rand iiber-
lappenden Kartengebieten, h; : V; = U;, 1 = 1,2, mit Uy N Uz N OM # (). Wir behaupten,
dass die beiden daraus gemif a) konstruierten Karten h; = h; o b gleich orientiert sind. Wir

wissen, dass der Kartenwechsel 1) = h, ' oh; orientierungstreu ist. Dann ist der Kartenwechsel
der Randkarten

wth_IOiLI_17 @E(I) = (w2(071‘)7"'7¢n(07x))'

Es ldsst sich zeigen, dass die Jacobimatrix von 1) positive Determinante hat, weil die Jacobi-
matrix von ¢ positive Determinante hat. O

In Teil b) dieser Beweisskizze haben wir nicht nur gezeigt, dass mit M auch OM orientierbar
ist, sondern auch gleich eine Konvention fiir die Wahl der Orientierung von M bei gegebener
Orientierung von M getroffen. Wir nennen dies die von M auf OM induzierte Orientierung.

Diese Konvention kann wie folgt ausgedriickt werden: Ist p € OM ein Randpunkt und h :
V' — U, h(z) = p eine Karte, so sind die partiellen Ableitungen (01h(x), ..., 0,h(x)) eine
Basis von T}, M wie tiblich. Ein Vektor v € T, M heiflt nach aufSen (innen) zeigend, wenn
in dieser Karte seine erste Komponente positiv (negativ) ist. (Dieser Konvention liegt unsere
Abbildung nach R” zugrunde, fiir die e; das nach auflen zeigende Einheitsnormalenfeld ist.)

Die Orientierungskonvention ist dann, dass eine Basis (wy, ..., w,—1) von 1T,0M genau
dann positiv orientiert ist, wenn fiir einen (dann jeden) nach auflen zeigenden Vektor v €
T,M die Basis (v, wy, ..., w,—1) von T, M positiv orientiert ist.

Beispiel 4.36.

a) Sei M = {(z,y): 22+ y* <1} C R mit OM = {(z,y): 2> +y* = 1}.
Orientieren wir OM im mathematisch positiven Umlaufssinn. Dies ist die von der
kanonischen Orientierung von M induzierte Orientierung von dM: Der positiv
orientierte Tangentialvektor an OM bei Winkel a ist w = (—sin @, cos @), und
ein nach auflen zeigender Vektor ist der nach auflen zeigende Normalenvektor
v = (cos a, sin av). Wegen det(v, w) = 1 folgt die Behauptung.

b) Sei Z = {(z,y,2) ER3: 22 +¢y* =1, - L < 2 < L} C R®mit 97 =
R_UR,, Ry := S' x {£L}. Wir orientieren Z durch das nach auflen zeigende
Einheitsnormalenfeld

V('IJ y7 Z) = (x7 y? O)? (‘/1:7 y? Z) e Z'

Dann ist am Punkt p = (z,y, £L) € 0Z eine positiv orientierte Basis von T},Z
durch

gegeben, und {v} bildet eine Basis von 7,,0Z. Wir behaupten, dass { —v} positiv
orientiert fiir 7, R, und {+v} positiv orientiert fiir 7, R_ ist. Dazu beachten wir,
dass £e3 am Rand R nach auflen zeigt. Also ist (e3, Fv) positiv orientiert (ein
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Vorzeichen von + und F, und ein Vorzeichen vom Umdrehen der Reihenfolge
der Basisvektoren).

Also induziert die Orientierung von Z die durch Fv gegebene Orientierung auf
R, dh bei Betrachtung von Z aus der positiven z-Richtung im mathematisch
positiven (fir ) bzw. negativen (fiir R_) Umlaufsinn.

Man kann sich merken, dass die Orientierungskonvention fiir eine dreidimensionale beran-
dete Untermannigfaltigkeit M von R3 besagt, dass die Oberfliche OM bei Draufsicht im

mathematisch positiven Umlaufsinn orientiert ist.

Wir haben nun alle Konzepte eingefiihrt, die wir fiir den Satz von Stokes brauchen.

Satz 4.37 (Satz von Stokes). Sei O C R? offen, M C O C R? eine kompakte n-
dimensionale berandete orientierte Untermannigfaltigkeit, und w eine auf O definierte stetig
differenzierbare (n — 1)-Form. Dann gilt

/dw:/ w,
M oM

wenn OM die von M induzierte Orientierung trégt.

Die Annahme iiber die Kompaktheit von M verdient einige Kommentare.

* Beginnen wir mit einem einfachen Beispiel: Das Intervall [a, b] C R ist eine kompak-
te kanonisch orientierte 1-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit von R, mit
Rand J[a,b] = {a, b}. Die induzierte Orientierung von {a, b} ist +1 bei b und —1
bei a. Eine 0-Form auf einer offenen Umgebung O = (a — ¢,b + ¢) von [a, b] (mit
e > 0) ist eine Funktion f : (a —€,b + ¢) — R, mit duflerer Ableitung df = f’ dz.
In diesem Fall sagt der Satz von Stokes also

f'(x)de = f(x)dz = f(b) = f(a),

[a,b] Ola,b]
und reproduziert damit den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

* Wenn wir das obige Beispiel etwas modifizieren und M’ := [a, b) oder M" := (a,b)
anstelle von [a, b] betrachten, so sind M’ und M" nicht mehr kompakt, aber trotz-
dem noch kanonisch orientierte 1-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeiten

von R. Thre Rinder sind OM’ = {a} und OM" = (). Da {b} und {a,b} Lebesgue-

Nullmengen sind, haben wir in diesen Fillen

fla)de = [ fl(x)de = f(b) — f(a) # —f(a) = f(x)dz,

[a,b) [a,b] Ola,b)

S@e= [ f @ = f0) - @) #0= / F(2)de.

(a,b [a,b] 9(a,b)

Der Satz von Stokes gilt hier also nicht, was die Annahme tiber die Kompaktheit von
M erklart. Nichtdestotrotz kann mit dem Satz von Stokes argumentiert werden: Im

128



Falle von M = (a,b) betrachten wir N := [a + €, b — €], eine kompakte Unterman-
nigfaltigkeit mit Rand {a + €, b — ¢}, und erhalten

[ r@de=s-9) - fato)
lat+e,b—e]

was im Limes ¢ — 0 das erwartete Ergebnis liefert.

* Wir kénnen auch Lemma 4.32 als einen Spezialfall des Satzes von Stokes ansehen, ob-
wohl die dort betrachtete berandete Mannigfaltigkeit M := R? nicht kompakt (da
unbeschrinkt) ist. In dem Lemma wurde ja w als mit kompaktem Triger supp w vor-
ausgesetzt, sagen wir suppw C [—R, R]? fiir geeignetes R > 0. Dann kénnen wir die
kompakte berandete Untermannigfaltigkeit M’ := R? N[—R — 1, R+ 1] betrachten
und den Satz von Stokes anwenden. Wegen suppw C [—R, R]¢ verschwindet w aber
auf allen Punkten des Randes, die nicht im Rand von R? liegen. Dies resultiert in der
Aussage von Lemma 4.32.

Beweis. (Skizze) Wir betrachten den Fall, dass wir nur ein Kartengebiet bendtigen (globale
Karte), dh A : V C R™ — M. Dann erhalten wir

/de:/vh*dw:/vd(h*w).

Da w und damit auch ~A*w kompakten Triger hat, konnen wir A*w durch Null zu einer auf
ganz R" stetig differenzierbaren n-Form @ fortsetzen, so dass das obige Integral als

[do=[ o= [
M n OR™

geschrieben werden kann, wobei im zweiten Schritt Lemma 4.32 verwendet wurde.

Andererseits erhalten wir mit der von h induzierten Karte h = hob: V C Rt — M

/ w:/b*h*w:/ b*d):/ w.
oM v Rn—1 OR™

Fiir den allgemeinen Fall muss M mit mehreren Kartengebieten abgedeckt werden. Man kann
M nicht einfach in disjunkte Teile zerlegen wie bei der Integration, da dies zu Problemen mit
der Differenzierbarkeit fithren wiirde. Stattdessen bedient man sich einer anderen Technik
(glatte Zerlegung der Eins), auf die wir hier aber aus Zeitgriinden nicht eingehen. ]

Korollar 4.38. Sei M C RY eine n-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit und
w eine auf einer offenen Umgebung von M definierte stetig differenzierbare (n — 1)-Form.

Dann gilt
/ dw = 0.
M

Beweis. Da M leeren Rand hat, folgt mit dem Satz von Stokes f y dw = f(Z) w=0. ]
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Fiir Anwendungen des Stokesschen Integralsatzes verweisen wir auf die Hausaufgaben.

Der Satz von Stokes besticht durch seine Allgemeinheit und elegante Formulierung. In An-
wendungen sind aber meist konkretere Spezialfille dieses Satzes wichtiger, die wir nun disku-
tieren. Wir konzentrieren uns auf Untermannigfaltigkeiten des Anschauungsraums R® und
Untermannigfaltigkeiten der Dimensionen n = 1,2, 3. Wir erinnern uns an die Beschrei-
bung von n-Formen und ihren dufleren Ableitungen durch die vektoriellen Strecken- und
Flichenelemente und das Volumenelement (Seite 108)

—

ds = (dzy,dxs,dxs), dS = (dxs Adxs,dxs A\ dxy,dxy A\ dxs), dV = dzy A dxs A dzs.

Satz 4.39. Sei U C R? offen und f : U — R stetig differenzierbar. Dann gilt
| i 5= 1) - 1
M
fiir jede orientierte kompakte eindimensionale Untermannigfaltigkeir M C U von p nachq.

Beweis. Die Funktion f ist eine Nullform, und ihre duflere Ableitung ist df = gradf - ds.
Der Rand von M ist {p, ¢} mit Orientierung +1 bei p und —1 bei g. Also gilt nach dem Satz
von Stokes

/Mgradf-d§=/Mdf: [ F= (050 + (1) 1)
]

Satz 4.40 (Stoke’scher Integralsatz). Sei U C R® offen und v : U — R? cin stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/row-dgz v-ds
M oM
fiir jede orientierte kompakte zweidimensionale Untermannigfaltigkeir M C U.

Beweis. Das Vektorfeld v definiert die Einsform w = v - dS, mit duflerer Ableitung dw =
rotv - dS. Also gilt nach dem Satz von Stokes

/row~d§:/d(v~d§): v-ds.
M M oM
O

Satz 4.41 (Gauf¥scher Integralsatz). Sei U C R® offen und v : U — R ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann geinilt

/divvdV:/ v-dS
M oM
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I fiir jede orientierte kompakte dreidimensionale Untermannigfaltigkeir M C U.

Beweis. D%s Vektorfeld v definiert die Zweiform w = v - dS mit dem vektoriellen Flichen-
element dS = (dxy A dxs,dxs Adxy, dzy A dzs), mit dullerer Ableitung dw = dive dV mit
dem Volumenelement dV' := dzy A dxy A dzs. Also gilt nach dem Satz von Stokes

/divvdV:/ d(u-dg):/ v-dS.
M M oM

Wir geben zwei Beispiele zum GaufS’schen Integralsatz.

Beispiel 4.42. Wir betrachten ein Vekrtorfeld v : R3 — R3, dass wir uns als das Ge-
schwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissigkeit vorstellen (das heifft v(z) € R gibt
die Richtung und Geschwindigkeit ||v(x)|| der Fliissigkeit an der Stelle x an). Gegeben

eine Fliche F (d.h. eine orientierte zweidimensionale Untermannigfaltigkeit F' C R?),
so gibt f U - dS an, wie viel Fliissigkeit durch die Fliche I (pro Zeiteinheir) stromt.

Das auf der Orientierung von F' beruhende Vorzeichen von [, v - dS gibt dabei an, ob
die Stromungsbilanz als positiv oder negativ gerechnet wird, also gegen oder mit dem
positiv orientierten Einheitsnormalenfeld von £ stromt.

Ist zum Beispiel konkret
x? —z

v(z,y,z) = xy
—3zx

und F' = {(0,y,2) : y*+ 22 < 1} = {0} x D eine Einheitskreisscheibe in der (y, 2)-
Ebene, so haben wir die globale Karte h : D — R3, h(y,2) = (0,vy, z), und damit
(wegen dhy = 0, dhy = dy, dhs = dz)

/ (v1dy A dz +vadz A dx + vgda A dy)
F

:/ ((2* = 2)dy Ndz + zy dz A dz — 3z dx A dy)
F

:/(xg—z)dydz
D
1 2m
:/ dr/ dar (r? cos® a — rsin @)
0 0
1

5
Das positive Vorzeichen informiert uns dariiber, dass die Stromung mehr in Richtung

der positiv orientierten Normalen e; von F' als entgegengesetzt verlduft.

Wie sieht es aus, wenn wir eine komplizierte Fliche betrachten, zB F' = S 2 (sagen wir
mit dem nach auflen zeigen Einheitsnormalenfeld) oder ein Torus F' = T2 Was erstmal
nach etwas Rechnung aussieht, wird mit dem Satz von Gauf§ ganz leicht: S 2 = 9K ist
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der Rand der orientierten berandeten kompakten dreidimensionalen Untermannigfal-
tigkeit K = {(x,y,2) : 2 +y*+2> < 1},dh [, v-dS = [, divodV. Wir miissen

also nur die Divergenz iiber das dreidimensionale Volumen K integrieren. Wegen
divo(z,y,2) =2x+2—32 =0

ist dieses Integral Null. Anschaulich bedeutet das, dass aus K genauso viel Fliissigkeit
pro Zeit hinein- wie hinausstromt. Das ist intuitiv klar, wenn v keine “Quellen” (oder
“Senken”) hat, was genau durch divv = 0 ausgedriickt wird.

Beispiel 4.43. Alsweiteres Beispiel betrachten wir das GaufSsche Gesetz, eine der Maxwell-
Gleichungen aus der Elektrodynamik. Es besagt, dass Ladungen die Quellen des elektri-

schen Feldes sind: Das elektrische Feld F : R* — R? und die Ladungsdichte p : R® —

R sind durch die Gleichung

divE = p

verkniipft (wir nehmen an, dass E stetig differenzierbar und damit p stetig ist). Ei-
ne hiufige Fragestellung ist, £ bei gegebenem p zu bestimmen. Wir wollen das fiir
den Fall tun, dass sowohl p als auch E kugelsymmetrisch sind, dh nur von ||z|| (mit
r = (r1,79,23) € R3) abhingen, und E(||z||) = f(HxH)ﬁ mit einer Funktion
f : R — R. Weiterhin nehmen wir an, dass p kompakten Triger hat (endlich ausge-
dehnte Ladungskonfiguration), also p(z) = 0 fiiralle ||| > R fiir ein grof§ geniigenden
Radius R > 0.

Mit K := {z € R®: ||z|| < R} ist die Gesamtladung der Ladungskonfiguration (per
Definition)

Q= [ plo)dna) - /K pla) dhafe) = [ dvE@)aV (@)

Wir betrachten K als kanonisch orientierte dreidimensionale kompakte Untermannig-
faltigkeit von R3. Nach dem Satz von Gauf§ haben wir dann

Q= E-dS.
OKRr

Dieses Integral bestimmen wir in Kugelkoordinaten. Dazu verwenden wir die in Bei-
spiel 2.53 beschriebene Karte von 0K, die bis auf Nullmengen ganz Ky abdeckt,
h:(=%5,%5) x (=7, 7) = OKg,

cos v cos 3
h(ca,3) = R | cosc sin 3

sin o
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Eine Rechnung zeigt

Q= E-d§:/
oK g -

also f(R) = %.

s
2

do /ﬂ dB R*f(R) cosavdadf = 47 R?* f(R),

Wl

4.5 MaRtensoren und Integration von Funktionen uber Untermannig-
faltigkeiten

Unsere Uberlegungen zum Satz von Stokes waren von einer Verallgemeinerung des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung geleitet, der das Studium der alternierenden
Multilinearformen und Differentialformen motiviert hat.

Aus der Perspektive der MafStheorie kdnnen wir uns aber auch nach Maflen auf Untermannig-
faltigkeiten fragen, und zwar insbesondere nach Maf3en, die unserer geometrischen Anschau-
ung von Linge einer Kurve (1-dimensionale Untermannigfaltigkeit), Flicheninhalt einer Fla-
che (2-dimensionale Untermannigfaltigkeit), oder allgemeiner nach einem “n-dimensionalen
Volumen” einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M/ C R? entsprechen. Wir hatten in
Def. 4.24 bereits festgelegt, was eine messbare Teilmenge A C M einer n-dimensionalen Un-
termannigfaltigkeit M C R? ist. Als Teilmenge von R? hat A aber bzgl. des d-dimensionalen
Lebesguemafles Ay stets Maf§ A\;(A) = 0, falls n < d. Wir miissen also ein anderes Maf§
konstruieren. Diese Uberlegung wollen wir in diesem Abschnitt verfolgen.

Wir beginnen die Untersuchung des n-dimensionalen Volumens mit der linearen Situation.
Dazu betrachten wir den Vektorraum R”, Vektoren by, ...,b, € R", und das von ihnen
aufgespannte Parallelotop

PB::{Ztkbk: Oftkgl}

k=1

ist (auch Spat oder Parallelepiped genannt). Wie in Beispiel 1.49 gezeigt wurde, ist das Lebes-
guemafl dieser (messbaren) Menge

A(Pg) = | det(B)| = \/det(BTB),

wobei B die (n x n)-Matrix mit den Spaltenvektoren by, . .., b, ist. Die zweite Gleichung
| det(B)| = \/det(BT B) gilt fiir jede (n x n)-Matrix und wird sich noch als niitzlich her-

ausstellen.

Nun betrachten wir eine injektive lineare Abbildung A : R" — R%, mit n < d. Wie sollten
wir das n-dimensionale Volumen von A(Pg) als Teilmenge des n-dimensionalen Untervek-
torraums AR” C R? definieren? In Anbetracht der Rotationsinvarianz des Lebesguemafes
sollte diese Definition so getroffen werden, dass sie sich nicht dndert, wenn wir die Menge
A(Pg) im R? drehen, also zum Bild unter S € SO(d) iibergehen. Wihlen wir S € SO(d) so,
dass SA(Pg) C R™ x {0, ...,0} (mit d — n vielen Nullen). Dann kénnen wir auf R* C R?
projizieren und das Lebesguemafd im R" verwenden. Sei also 7 : RY — R™ die orthogonale
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Projektion in den kanonischen Basen (e, ..., e4) von R und (fy,. .., f,) von R™ ist dies

10 ...00 ...0
{fi 1<i<n 01 ..00 ...0
7(62): . ) ™= . . . . . .
O 1T>MN : .. : : .. :

00 ...10..0

Dann ist unsere Definition des n-dimensionalen Volumens von A(Pp)
Vol,,(A(Pg)) := M\ (mSA(Pg)).

Wir erwarten, dass diese Definition nicht von S abhingt. Die Menge 7S A(Pg) C R™ ist das
von den Vektoren mSAby, . .., mSAb, aufgespannte Parallelotop. Um zu einer handlicheren
Formel fiir Vol,,(A(Pg)) zu gelangen, schreiben wir

Vol (A(Py)) = | det(rSAB)| = \/det(BT ATSTaTnSAB).

Aufgrund der Definition von 7 und S gilt 77 mv = o fiir alle v im Bild von S. Au8erdem gilt
STS =1 wegen S € SO(d). Somit erhalten wir (beachten Sie B, BT, ATA € M,,)

Vol,(A(Pg)) = v/det(BTATAB) = \/det(BT) det(AT A) det(B)
= \/det(ATA) - \,(Pg).

Diese interessante Formel erklirt, wie sich das n-dimensionale Volumen des Parallelotops Pp
unter der linearen Einbettung in den hoherdimensionalen Raum R? verindert.

Wir bemerken noch, dass die Spalten ay, ..., a, der Matrix A die Bilder a; = Af; der
Basisvektoren fi, ..., f, von R" sind. Damit gilt, 4, j € {1,...,n},

d
(AT A);; = Z A A = (@i, a4) (Euklidisches Skalarprodukt im RY).
k=1

Die Eintrige der Matrix AT A informieren uns also iiber die Lingen der Bilder der Basis-

vektoren (||a;|| = \/(AT A);;) und ihre relativen Winkel. Insbesondere ist A” A stets positiv
definit: Fiir v € R™\{0} gilc

(1, AT Av) = | Ac]]> > 0,
wobei die Ungleichung durch die Injektivitidt von A folgt.

Wir tibertragen diese linearen Voriiberlegungen nun auf n-dimensionale Untermannigfaltig-
keiten M C R?, wo wir sie als lokales Modell fiir nichtlineare Einbettungen (Karten) ver-
wenden. Gegeben eine Karte h : V' — U C M und einen Punkt p € U, so erhalten wir eine
Basis des Tangentialraums als ((01h)(z), ..., (0,h)(z)), dh die Jacobimatrix (Dh)(z) (mit
x = h™!(p)) iibernimmt die Rolle von A.

Definition 4.44. Sei M C R eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und & : V' C
R™ — U C M eine Karte. Beziiglich dieser Karte definieren wir den MafStensor (oder
metrischen Tensor) als die (n x n)-Matrix-wertige Funktion

G:V = M,(R), G():=(Dh)(z)"(Dh)(z).
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Die Gramsche Determinante® von M bzgl. der Karte ist

g:V =Ry, g(x) :=det G(x).

“Auch die Bezeichnung |g| fiir det G ist weit verbreitet.

Aus unseren Voriiberlegungen erhalten wir sofort:

Lemma4.45. Seih : V. — U C M eine Karteundx € V. Dann ist der durch h definierte
MafStensor G () positiv definit. Es giltdet G(x) > 0 und G,j(x) = ((O;h)(x), (0;h)(x)).
Die Gram'sche Determinante g - V. — R ist stetig.

(Die Stetigkeit folgt, da die Karten C Lsind).

Da der MafStensor mit Hilfe einer willkiirlich gewihlten Karte definiert wurde, sollten wir
prifen, wie er sich unter Kartenwechseln verhilt.

Lemma 4.46. Seien h - V. — U C M und h : V — U C M Karten mit zugehirigen
Maﬁtemoren G, G und Gram'schen Determinanten 9,g. Sei wezter/;zn p € UNU und

t=h"'p)undp : U NTU) = Y ({UNU), Y = h~' o h der Kartenwechsel,
Dann gilt

G(z) = (DY)(@) G@(@)(DY)(2),  g(x) = |dee(DY)()]* - §(v(x)).

Beweis. Die Kettenregel besagt (Dh)(x) = (D(h o ¢))(z) = (Dh)(4(z))(D1)(x) und

somit

Determinantenbildung ergibt g(z) = det G(z) = (det(Dv)(z))? - g(¢(x)). N

Wir betrachten nun eine messbare Teilmenge A C M, die vorerst der Einfachheit halber in
ein einziges Kartengebiet passen soll, dh es gebe eine Karte h : U — V' O A. Dann méchten
wir das n-dimensionale Volumen von A als

Vol,(A) := /VXA(h(HS))\/g(lﬂ)dLE = /hl(A) Vg(zr)dx

definieren, wobei g die Gram’sche Determinante der Karte h ist. Dieses Lebesgueintegral
(keine Differentialformen) iiber die Teilmenge h~'(A) des R™ ist wohldefiniert, da h~'(A)
messbar ist (dies ist die Definition der Messbarkeit von A) und = — /g(z) stetig (da g stetig
und positiv), also messbar ist. Weiterhin gilt Vol,,(A) > 0.

Auflerdem hingt diese Definition nicht von der Wahl der Karte ab: Ist h:U—V > Aeine
weitere Karte, die A in ihrem Bildbereich enthilt, so ist aufgrund von Lemma 4.46 und der
Transformationsformel (Satz 2.51)

/\/de: / | det(DY)(z |\/7dx—/\/_dx

h=1(A) $=1(h=1(A)) h=H(V)
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mit der Gramschen Determinante § von h.

Bis auf die Einschrinkung, dass A in ein Kartengebiet passen muss, handelt es sich also um
eine verniinftige Begriffsbildung. Wir besprechen zunichst zwei Beispiele.

Beispiel 4.47.

a) Ist v : (a,b) — R? eine glatte Kurve, so konnen wir sie als 1-Mannigfaltigkeit

C' mit der Karte y ansehen. In diesem Fall ist die Gramsche Determinante gleich
der (1 x 1)-Matrix

G(t) = (V(1).7'O) = IO,

also g(t) = ||7/(t)]]. Damit wird das 1-dimensionale Volumen der Kurve gleich

b
Vol, (C) = / I/ (6) e,

was wir bereits in Analysis 2 als die Linge einer Kurve kennengelernt haben (Ana. 2,
Definition 11.5).

b) Testen wir unsere Definition an einer Kugeloberfliche und betrachten die Halb-
kugel H = {(z,y,2): 2> + y* + 2> = r?, z > 0} mic der Karte h :
(0,2) x (—=m,m) = R?, h(a, ) = (rcosa cos 3,7 cos v sin 3,7 sin ). Dann
ist

(Ouh)(cx
(0sh)(a, B)T = (=rcosa sin 3,7 cosa cos 3,0)

,B)" = (=rsina cos 3, —rsina sin B, 7 cos ) ,

und damit der Mafltensor und die Gramsche Determinante

G(a,ﬁ>:(’”2 0, ) g0, B) = r cos’

0 r?cos’a

Unsere Definition des zweidimensionale Volumens der Halbkugeloberfliche er-
gibt somit

fus T w/2
Vol (H) = /2 da/ dBr* cosa = 27?7’2/ cosada = 2mr?.
0 -7 0

Dies ist genau die Hilfte des aus der Schule bekannten Flicheninhalts 47r? der
Oberfliche einer Kugel mit Radius .

Fiir eine beliebige messbare Teilmenge A C M zerlegen wir wieder in jeweils in ein Karten-
gebiet passende Teile. Wie bei Satz 4.25 beschrinken wir uns der Einfachheit halber wieder
auf einfache Untermannigfaltigkeiten, die in endlich viele paarweise disjunkte mef3bare Teil-
mengen A; zerlegt werden konnen, die jeweils in nur einem Kartengebiet U; (einer Karte

h; : V; = U; C M) enthalten sind.
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Definition und Satz 4.48. Sei M C R? eine n-dimensionale einfache Untermannig-
faltigkeit und A C M messbar. Das n-dimensionale Volumen von A ist wie folgt de-
finiert: Sei A = | |, A; eine Zerlegung in paarweise disjunkte mefibare Teilmengen A,
und h; : V; — U; D A, Karten. Dann setzen wir

Ve sSoniley = Z /h.—l(AmA-) Ve

mit der Gram’schen Determinante g; von h;.

a) Diese Definition hingt nicht von der gewihlten Zerlegung M = | |; A; und den
gewihlten Karten ab.

b) Die Menge aller messbarer Mengen auf M bildet eine o-Algebra X5/, und pips :
Yr — [0, 00] ist ein MafS, das Oberflichenmaff von M.

Beweis. a) Seien M = | |, A; = |_|j flj zwei Zerlegungenund h; : V; — U; D A, iLj : ‘7] —

U i D flj passende Karten. Dann gilt mit den Kartenwechseln 1;; von h; zu 71]-

37 SRS SN

AﬂA ﬁA

- E ,/1 _ \/ﬁ_j
i, h’j (AﬂAiﬂAj)
[ v
= JR(AnA))

b) Offenbar enthilt 3 die leere Menge. Sei (U );c; eine Uberdeckung von M durch Karten-
gebiete und A € Xy, dh h; 1 (U; N A) ist eine Lebesguemenge fiir alle i € I. Dann ist auch
hyH(U; N A°) = Vi\h;'(U; N A) eine Lebesguemenge, da die V; offen und damit messbar
sind. Ist (A;,)nen eine abzihlbare Menge von messbaren Mengen, so ist auch | J,, A,, messbar,

denn b (U; MU, An) = U, hi '(Ui N A,). Also ist ¥y eine o-Algebra.

Offenbar bildet Vol,, messbare Mengen nach [0, co] ab und erfiillt Vol,, () = 0. Auch die o-
Additivitit erhalten wir vom Lebesguemaf: Sind (A,,) paarweise disjunkte messbare Mengen
auf M und M = |_|Z B, eine disjunkte messbare Zerlegung, so haben wir

M(|7|An) :Z/‘1<B oL, An)\/E
-y
= ;MM

Also ist ptps ein MafS. ]

Y(B;NAy)

Das Mafd 11, ist so konstruiert, dass fiir eine Bewegung ¢ von R? und messbares A C M stets
i (A) = ppar)(p(A)) gilt (Ubung). Weiterhin betrachten wir, analog zum Lebesguemaf,
das Verhalten des n-dimensionalen Volumens unter Skalierungen.
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Lemma 4.49. Sei M C R? eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit undr > 0. Dann
istauchrM = {r-x : x € M} eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R%. Fiir
jede messbare Menge A C M ist auch rA C rM messbar, und es gilt

rar(rA) = g (A).

Beweis. Ist h : V. — U C M eine Karte von M, soist h, : V — rU C rM, h,(x) =
r - h(z), eine Karte von M. Man zeigt dann leicht, dass rM eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit ist. Die MafStensoren bzgl h und h, sind wegen (Dh,.)(x) = r(Dh)(z)
durch

G,(x) = (Dh,)(2)" (Dh,)(x) = r*(Dh)(z)" (Dh)(x) = r*G(x)

verbunden. Fiir die Gram’schen Determinanten folgt

6:(2) = \/de(PG(2)) = /r ded(Gl(w)) = r"g ().

Dies impliziert die Behauptung. [
Damit hat Vol,, = puy alle Eigenschaften, die wir von einem n-dimensionalen Volumen
erwarten.

Das Mafd Vol,, auf M wird oft auch S (fiir “surface”) genannt, wobei die Abhingigkeit von
M unterdriickt wird. Da (M, Xy, p1ar) ein Mafiraum ist, haben wir gemif§ Abschnitt 2.2
auch einen Integralbegriff | ur J dpar fiir Borel-messbare numerische Funktionen f : M —
R. Dieser Integralbegriff kommt ohne Orientierungen und Differentialformen aus, liefert
allerdings auch keinen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,.

Explizit kénnen wir dieses Integral wie folgt beschreiben.

Satz 4.50. Sei f : M — R eine numerische Funktion und M = | |, A; eine disjunkte
Zerlegung von M mit zugehorigen Karten h; : V; — U; D A;. Dann ist [ genau dann
bzgl des MafSes juyr integrierbar, falls fiir jedes i die Funktion

hi'(A) =R, 2o f(hi(@))V/ gi(z)

(mit der Gramschen Determinante g; von h;) Lebesgue-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/Mfd“M - Ei:/hﬂmi) f(hi())V/ gs(w)de.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir nicht-negative Funktionen mit Triger in einem A; zu
beweisen (sonst Zerlegung). Fiir die charakteristische Funktion f = x4 einer messbaren
Menge ist die Aussage per Definition von /) richtig, was sich sogleich auf Treppenfunktionen
tibertrigt. Der allgemeine Fall folgt per Approximation (monotone Konvergenz). O]
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Beispiel 4.51. Wir betrachten den ellipsenformigen Zylinder
Z ={(z,y,2) e R*: a’z” +9* =r?}

mit 0 < a < 1 und r > 0, und die Funktion f : Z — R, f(z,y,2) = Um

[, [ dpiz zu bestimmen, betrachten wir die Karte

_z?
1422

~ cos
h:(—m,m) xR — Z, ha,z) = | rsina
z

Das Bild von h unterscheidet sich von Z nur um eine Nullmenge, und wir haben
g(a, z) = r?(a=?sin® a + cos® ) fiir alle @ und z. Also

s r2 2
= «o
/fd,uz:/ da/dZ%T\/a_Qsin2a+C052a
z —r R <

2mrd [T 9 T 5
=— do cos a\/a* sin® o + cos? «v
a

—Tr

Wir haben nun zwei Integralbegriffe fiir Untermannigfaltigkeiten: Zum einen den Integralbe-
griff fiir Differentialformen tiber orientierte Untermannigfaltigkeiten, und zum anderen den
Integralbegriff fiir Funktionen {iber nicht notwendigerweise orientierte Untermannigfaltig-
keiten. Wir wollen diese Begriffe nun vergleichen.

Dazu betrachten wir eine Hyperfliche, also eine (d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit

M cC R

Satz 4.52. Sei M C R? eine orientierte Hyperfliche und v : M — R? das zugehirige
stetige positiv orientierte Einheits-Normalenfeld. Sei O C R eine M enthaltende offene
Menge undv : O — R? ein stetiges Vektorfeld mit kompaktem Triger. Dann gilt

/M o(z) - dS(x) = /M (0(z), v(2))dS (x).

Hierbei ist auf der linken Seite ds = (dSy,...,dSq), dSy == (—=1)*tdz A .. ./\@\k/\
o Ndxgundv(x)-dS(z) = 22:1 v (x)dSy, eine (d— 1)-Form auf O, und das Integral
[y ist im Sinne von Differentialformen iiber die orientierte Untermannigfaltigkeit M zu
lesen.

Auf der rechten Seite ist das Integral als Integral der numerischen Funktion M > x +—
(v(x),v(z)) € R bzgl. des OberflichenmafS S = jip; von M zu lesen.

Formal merkt man sich diesen Satz am besten als “dS = v dS " wobei dS das vektorielle
Flichenelement und S das Oberflichenmafi sind.

In dem Beweis des Satzes werden wir auf zwei Determinanten stofen, fiir die wir ein Lemma
vorbereiten.
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Lemma 4.53. Sei 1 die (nxn)-Einheitsmatrixunda = (ay, ..., a,),b = (by,...,b,)T €
R™ zwei Vektoren (also (n x 1)-Matrizen). Dann gilt

a

det(1 + ab”) = det <_tT 1) =1+ (a,b).

Beweis. Durch Matrixmultiplikation tiberpriift man

(5 D (D ()
(blT (1)> <1 +oab (f) (—iT (1)) - (é 1+C<Za,b)>’

Beachten Sie, dass diese Matrizen auf Vektoren der Form (x,¢)”, mitx € R" und t € R, wie

beispielsweise in
1 0 T\ T
vt 1) \t)  \(bx)+1t

wirken. So zeigt man die oben angeschriebenen Matrixgleichungen.

Bildet man in der ersten (zweiten) Gleichung Determinanten, folgt die erste (zweite) behaup-

tete Gleichung,. O]

Beweis. Da beide Integrale additiv bzgl einer Zerlegung von M in messbare Teilmengen sind,
diirfen wir annehmen, dass M Graph einer Funktion ist: Wir diirfen also voraussetzen, dass
es offenes V' C R und eine stetig differenzierbare Funktion m : V' — R gibt, so dass

M={(x,zq): x€V, z4=m(x)}.
Wir haben dann die globale Karte

h:V — M, h(x) = (x, m(x))
und betrachten die Orientierung von M, in der h positiv orientiert ist.

Um das Integral auf der linken Seite iiber die (d — 1)-Form w := v - dS zu berechnen,
bestimmen wir fiir k < d

h(dSy) = (—1)* day A ... Adzp A .. Adm(z)
om

_ (_1)’f—1da:1/\.../\d/:):\kA---/\a—%dxk
0
— (_1)da—;): dl’l VAP dxd—lv

und fir k =d

h*(dSq) = (—1)"Ydxy A Adag_ .
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Damit ist der Pullback von w
d

h*w = (_1>d—1 (_ Z(Uk o) h)@km + Vq © h) dlL’l VANPRAAN dl‘d_l.

k=1

Also ist das Integral auf der linken Seite
d
/ W — / W — (_1)d—1/ <_ ka(h(a:)) Oxm(x) + vd(h(:c))) dx
M v v\ I

=0 [ (otnten, (7))t e

Nun betrachten wir das Integral auf der rechten Seite der behaupteten Gleichung. Wie in
Beispiel 4.31 gezeigt, hat M genau die beiden stetigen Einheitsnormalenfelder

1 —gradm/(x)
vie,m(x)) =+ .
@@ V1 + [|gradm()]|? ( 1 )

Das Vorzeichen muss so gewihlt werden, dass v positiv orientiert ist; zu diesem Punkt kom-
men wir bald. Der metrische Tensor von h hat wegen 0;h(x) = ¢; + 0;m(x) - ¢4 die Eintrige

sz(w) = <6i + (9Zm(:l:) * €4, Bj + 8]m(:c) . €d> = 5ij + azm(m)ﬁjm(x),

was mit dem (4, j)-Eintrag der Matrix 1 + (gradm(z)) - (gradm(z))? iibereinstimmt. Also
konnen wir Lemma 4.53 verwenden und erhalten die Gram’sche Determinante

g(x) = det G(x) = 1 + ||gradm(z)||*.

Also ist das Integral auf der rechten Seite im Satz gleich

| i@, vie,m(@)) /1 + [gadm(e)]|? da

_ /V <v(h(w)), (‘graim(@» i,

Dies stimmt mit dem linken Integral () iiberein, falls das Vorzeichen =+ als (—1)d_1 gewihlt
wird.

Wir miissen noch priifen, ob diese Vorzeichenwahl mit der durch die Orientierung fixierte
Vorzeichenwahl {ibereinstimmt. Dazu miissen wir gemif§ Definition 4.29 bestimmen, fiir
welches Vorzeichen die Basis (v(x, m(x)), 01h(x), ..., dg_1h(x)) positiv orientiert ist. Wir
berechnen dazu

alh(w) = (17 07 Tt 07 alm(w))a a2h(w) = (07 ]-7 07 s 7a2m<m))>
etc, und erhalten mit my, := Jym(x)

det(v(x, m(x)),01h(x),...,0s_1h(x))

—my 1
1 —Mo 1
=4 - 3 - det :
VI Tgradm(@P ™ | - )
1 mi mag—1
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Die Determinante der Matrix in dieser Formel ist

0 gyt ) = 1 gadm(@) ),

wie man durch Sortieren der ersten Spalte nach ganz hinten und Anwendung von Lemma 4.53
verifiziert.

Damit haben wir

det(v(z, m(x)) .0 h(x),. .., 0 1h(z)) = i(—l)d“\/l + ||gradm ()]|2.

Wir miissen das Vorzeichen von v also als (—1)4*! wihlen, und somit stimmt die behauptete

Gleichung auch im Vorzeichen. O]

Mit diesem Ergebnis betrachten wir noch einmal die Integralsitze von Gauf$ und Stokes, die
wir nun auch in ihrer “klassischen Version”, dh ohne Differentialformen, angeben konnen.

Satz 4.54 (Gauf¥’scher Integralsatz — klassische Version in allgemeiner Dimension).
Sei O C R offen, M C O eine kompakte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit ibrer
kanonischen Orientierung, und v das stetige nach aufSen zeigende Einbeitsnormalenfeld des
Randes OM. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v : O — RY

/div’ud)\d:/ (v, V) dpan -
M oM

Beweis. In Satz 4.41 hatten wir den Gauf$’schen Integralsatz in seiner Differentialformenver-
sion der Einfachheit halber nur fiir d = 3 angegeben. Da die (d — 1)-Form w := v - dS, mit
dS, = (=1)*Ydxy A ... Adxy, A ... A dxg, dulSere Ableitung

d
dw =3"(~1)""Vdv, Adzy A Adag A A day
k=1

a —
_Z )it kdxk./\dxl/\ AdTp A .. N dag

0
_ Z G dy A A Ay
0l’k

= dlvvdxl A ... Ndxg

hat, gilt nach dem Satz von Stokes

/divvdml/\.../\dxd:/ v-dg,
M oM

wenn OM die von der kanonischen Orientierung von M induzierte Orientierung trigt. Dies
ist die Orientierung, die von dem nach auf8en zeigenden Einheitsnormalenfeld v : M — R?
gegeben ist. Nach Satz 4.52 folgt also [, v - ds = Jonr (v, v)dpons. Das Integral auf der
linken Seite ist gleich [}, divv dA4 per Definition des Integrals iiber Differentialformen. [
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Fiir Integration von 1-Formen tiber eindimensionale orientierte Untermannigfaltigkeiten (Kur-
ven) C' C R? hatten wir bereits eine differentialformenfreie Beschreibung kennengelernt
(Beispiel 4.26). Die Orientierung von C' entspricht einem Durchlaufsinn der Kurve. Ist 7 :
(a,b) — C eine globale Karte, so liegt 7/(t) tangential on C' im Punkt ~y(¢). Falls 7/(¢) in
die Richtung der Orientierung von C' zeigt (also positiv orientiert ist), gilt fiir ein auf einer
offenen Umgebung von C' definiertes stetiges Vektorfeld v

Joas= | (0.7 (1)

Die Gram’sche Determinante ist hier g(t) = ||7/(¢)|| (siche Beispiel 4.47). Definieren wir ein
normiertes positiv orientiertes Tangentenfeld 7 := +'/||7/||, so erhalten wir

/v-dé’:/(v,T)d,uc.
c c

Satz 4.55 (Stoke’scher Integralsatz — klassische Version).
Sei O C R? offen, M C O eine orientierte kompakte zweidimensionale Untermannig-
faltigkeit mit positiv orientiertem stetigen Einheitsnormalenfeld v, und 7 : OM — R?

das positiv orientierte normierte langentenfeld. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare
Vektorfeld v : O — R3

/A/I<I‘Otv,l/>d/J,M:/ (v, 7) dua,, -

oM

Beweis. Nach Satz 4.52 gilt [, (rotv,v)duy = [, rotv - dS, was nach Satz 4.40 mit
Jas v-dS tibereinstimmt, wenn M die von M induzierte Orientierung trigt. Da das Tangen-
tencinheitsfeld 7 positiv orientiert ist, stimmt dieses Integral wiederum mit [, (v, 7) dpan
iberein, was den Beweis abschlieft. O

In dieser Form werden die Integralsitze oft verwendet. Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 4.56. In der Magnetostatik interessiert man sich fiir die Frage, was fiir ein
Magnetfeld (stetig differenzierbares Vektorfeld B : R?® — R3) von einer gegebenen
Stromdichte (stetiges Vektorfeld j : R* — R?) erzeugt wird. Es ist bekannt, dass das
Magnetfeld den Gleichungen

divB = 0,
rotB =7

geniigt. Wir betrachten als Beispiel einen unendlich langen stromdurchflossenen Draht,
also

j($1,$27l’3) = f((w% + $§)1/2) €3

mit einer stetigen Funktion f : R — R mit Triger supp f C [0, 7]; hierbei ist 7 > 0
der Durchmesser des Drahtes.
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Um das Magnetfeld B auflerhalb des Drahtes zu bestimmen, bemerken wir, dass fiir
B = rot A mit einem C*-Vektorfeld A : R* — R? automatisch divB = div(rot A) =
0 folgt. In Differentialformensprache betrachten wir w := B - ds , dann gilt dw =
div(B)dV = 0. Also ist w geschlossen. Da wir einen sternférmigen Definitionsbereich
haben, ist nach dem Poincaré-Lemma w exakt, dh w = d# fiir eine 1-Form ). In drei
Dimensionen sind 1-Formen von der Form @) = A - dS, also di{) = rot A - dS. Des-
halb ist das Magnetfeld notwendigerweise von der Form B = rot A (man nennt A das
Vektorpotential).

Die Symmetrie der Stromverteilung j legt nahe, dass A nur von /2% + 23 abhingen
und nur in x3-Richtung zeigen sollte. Ohne dies genau zu begriinden, suchen wir deshalb

B in der Form B = rot A mit A(x1, s, x3) = a(+/23 + x3)es. Damit erhalten wir

d((2? +a3)1?) [T
x
(22 + 22)1/2 !

B(‘Tlaanx?)) = -

Um die Funktion @ zu bestimmen, betrachten wir die Scheibe Dy := {(z1, x5, x3) €
R3: 22 +22 < R? 23 = 0} mit Radius R > r. Dies ist eine berandete zweidimensio-
nale Untermannigfaltigkeit von R3, die wir durch das konstante Finheitsnormalenfeld
v = ey orientieren. Thr Rand ist dann durch die Parametrisierung v : (0,27) — 0Dg,
t — (Rcost, Rsint) positiv orientiert. Wir wenden den Satz von Stokes an und erhal-

ten
2 [ 1 —Rsint —Rsint
R
/ <B,7/>duaDR = —/ ?(R) Rcost |, | —Rcost dt
oPr 0 R 0 0
= —27Rd (R),
sowie
| tocBovdun, = [ tvidun,
Dgr Dgr
= | F((al +25)"*)dwy dy
Dgr
27 r
= / da/ dppf(p)
0 0
=:27l.
Nach dem Satz von Stokes ergibt sich a’(R) = —%, also
I N
B(x1,72,73) = |, 22 2 >t

@+ B

Dieser Sachverhalt ist als Biot-Savart Gesetz bekannt.
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Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit M, fiir die an jedem Punkt p €
M eine positiv definite symmetrische Bilinearform g, : T,M x T,M — R erklirt ist, die
differenzierbar von p abhingt. Dies ist genau das, was im Konkreten von dem metrischen Tensor
G geleistet wird.

Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist insbesondere ein metrischer Raum: Der metri-
sche Tensor erlaubt es, iiber Lingen von in M verlaufenden Kurven zu sprechen. Gegeben zwei
Punkte p,q € M definiert man d(p, q) dann als Infimum iiber die Lingen aller stiickweise
differenzierbarer Wege in M von p nach ¢. Insbesondere kann man dann sinnvoll nach Wegen
kiirzester Liange von p nach ¢ in M fragen, den sogenannten Geoditen. Diese lassen sich als
Losungen von gewissen Differentialgleichungen bestimmen.

Eine wichtige Verallgemeinerung von Riemannschen Mannigfaltigkeiten erhilt man, wenn die
Bilinearform g, nicht positiv definit, sondern eine andere Signatur hat. Dies beinhalt insbesonde-
re vierdimensionale Mannigfaltigkeiten mit Signatur (—+-++), die als Modelle von Raumzeiten
in der Allgemeinen Relativititstheorie von zentraler Bedeutung sind.

145



	Mengensysteme und Maße
	Motivation und Einführung: Das Inhalts- und Maßproblem
	-Algebren und andere Mengensysteme
	Inhalte, Prämaße, und Maße
	Fortsetzungen von Prämaßen zu Maßen
	Das Lebesgue-Maß und messbare Funktionen

	Integration messbarer Funktionen
	Mehr über messbare Funktionen
	Integrale nach einem Maß und integrierbare Funktionen
	Nullmengen und Vergleich Lebesgue-/Riemannintegral
	Majorisierte Konvergenz und Anwendungen
	Lp-Räume
	Produktmaße und der Satz von Fubini
	Die Transformationsformel

	Einführung in die Fourier-Analysis
	Definition der Fouriertransformation und erste Eigenschaften
	Umkehrabbildung und Anwendungen
	Die Fouriertransformation auf L2

	Differentialformen und Integrationüber Untermannigfaltigkeiten
	Alternierende Multilinearformen
	Differentialformen
	Integration von Differentialformen über orientierte Untermannigfaltigkeiten
	Der Satz von Stokes
	Maßtensoren und Integration von Funktionen über Untermannigfaltigkeiten


