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0 Einleitung und Motivation

In der Funktionalanalysis werden die beiden Themenstringe aus der ersten Studienphase,
Lineare Algebra und Analysis, zusammengefiihrt. In diesem einfithrenden Abschnitt soll dies
anhand einiger Beispiele und Fragen erldutert werden.

In der Linearen Algebra stehen Vektorrdume und ihre lineare Abbildungen im Vordergrund.
Es werden lineare Gleichungssysteme diskutiert und die Struktur linearer Abbildungen geklirt
(Eigenwerte, Diagonalisierung, Jordan-Normalform). Weiterhin wird die geometrische Be-
deutung dieses Formalismus verdeutlicht, indem tiber lineare Untermannigfaltigkeiten (Un-
terriume), Winkel (Skalarprodukte), und einfache geometrische Objekte wie Quadriken ge-
sprochen wird. Bei den betrachteten Vektorrdumen ist die Dimension entweder irrelevant
oder, in den meisten Fillen, endlich.

In der Analysis hingegen stehen nichtlineare Abbildungen im Vordergrund (z.B. x2, €%, ..),
und es werden stetige, differenzierbare, messbare, und integrierbare Funktionen betrachtet.
Die geometrische Natur nichtlinearer Abbildungen, also die ihrer Graphen bzw. die von lokal
durch Graphen beschriebene Untermannigfaltigkeiten, ist wesentlich komplizierter als die in
der Linearen Algebra betrachteten Geometrien. Lokal, also niherungsweise in der Nihe eines
Punktes, finden im Zusammenhang mit differenzierbaren Funktionen aber oft Methoden der
Linearen Algebra Anwendung (zB Jacobi-Matrix, Beschreibung eines Tangentialraums, etc).

In dieser Vorlesung werden wir auf andere Verbindungen zwischen Linearer Algebra und Ana-
lysis eingehen. Um dies zu motivieren, bemerken wir zunichst, dass in der Analysis stindig
Vektorriume auftreten, nimlich Funktionenriume (denken Sie an C'(R), C"(R), L*(R))
oder Vektorriume von Folgen (z.B. beschrinkte Folgen, Cauchy-Folgen, oder konvergente
Folgen). Das folgende Beispiel beleuchtet die Frage nach (Orthonormal-)basen in einem sol-
chen Raum.

Beispiel 0.1 (Fourierreihen). Wir betrachten den Vektorraum V' := C(]0, 27]) aller
stetigen Funktionen f : [0, 27] — C, den wir mit dem Skalarprodukt

2w

(f,9) = f(@)g(x) dx
0
ausstatten. In V' betrachten wir die Vektoren (Funktionen) f,(z) := (27r)_1/ 2ginz
n € Z, und machen zwei interessante Beobachtungen (siche auch die folgende Ubung):

* Die f, sind Einheitsvektoren bzgl. der von (-, - ) induzierten Norm:

1 27
1fall?2 = (fon fu) = %/0 ()2 = 1.

* Die f,, stehen paarweise orthogonal aufeinander: Fiir n,m € Z, n # m, gilt
1 2T ei(m—n).t 2m
_ z(m—n)xd — =0
et = 5 [ et rae= [T5]

inT

aufgrund der 27-Periodizitit von x — e



Diese Eigenschaften erinnern uns sehr stark an eine Orthonormalbasis, wie wir sie aus
Linearer Algebra kennen. Allerdings haben wir es hier mit einem unendlichdimensio-
nalen Vektorraum zu tun, spitestens die zweite Beobachtung oben macht das klar (wir
haben unendlich viele paarweise aufeinander senkrecht stehende Vektoren). Wenn wir
also tiberlegen, ob ein allgemeiner Vektor v € V “in diese Basis entwickelt werden
kann” (einen Begriff, den wir genauer kliren miissen), so sollten wirv = Y ¢, - fn
erwarten. Aber das macht nur Sinn, wenn wir in V' einen Konvergenzbegriff haben.

Da V' mit einer Norm ausgestattet ist, steht ein solcher Begriff zur Verfiigung (dazu
spater mehr).

Dieses Beispiel macht klar, dass wir fiir grundlegende Fragen nicht nur einen rein algebra-
isch definierten Vektorraum V/, sondern zusitzlich einen Konvergenzbegriff auf V' betrachten
sollten. In Funktionalanalysis 1 wird dieser fast immer durch eine Norm gegeben sein.

Falls Sie sich nicht mehr aus Analysis erinnern:

* Zeigen Sie, dass (f,g) = fol f(z)g(z) dx tatsichlich ein Skalarprodukt auf C([0, 1])

ist.
* Schlagen Sie die Definition eines Skalarproduktes und einer Norm nach und priifen Sie

nach, dass ||v|| = v/ (v, v) eine Norm ist, wenn (-, -) ein Skalarproduket ist.

Genau wie in Linearer Algebra haben wir es in der Analysis oft mit /inearen Abbildungen zu
tun. Zwei wohlbekannte Beispiele sind:

* Differentiation ist linear, d.h. D : C*(R) — C*>(R), D(f) := f’ ist eine lineare
Abbildung,

* Integration ist linear, d.h. I : LY(R) — R, I(f) = fR f(z)dzx, ist eine lineare
Abbildung,

und es gibt noch viele weitere Beispiele. Zum Beispiel sind die Abbildung
M, : C(R) = C(R), (M f)(z) := g(x) f(2),
die mit einer festen Funktion ¢ € C'(R) multipliziert, oder die Abbildung
Kn: IXR) > C,  Kn(f) = / h(z) f(x)de,
R
die gegen eine feste Funktion i € L*(R) integriert, oder die Abbildung
0 : C(R) = R, o-(f) = f(x),
die stetige Funktionen an einem festen Punkt x € R auswertet, allesamt linear.
Priifen Sie, dass all diese Abbildungen wohldefiniert und linear sind.
Die letzte Abbildung ist eine lineare Abbildung von einem Vektorraum in den zugrundelie-

genden Korper. Solche Abbildungen werden wir (lineare) Funktionale nennen, sie haben der
Funktionalanalysis ihren Namen gegeben.

Um einige wichtige Unterschiede zur endlichdimensionalen Situation zu betonen, betrachten
wir ein weiteres Beispiel.



Beispiel 0.2. Wir betrachten die lineare Differentiationsabbildung
D : C*(R) — C*(R), D(f)=f"

Es ist klar, dass D wohldefiniert ist (die Ableitung einer glatten Funktion ist glatt). Ist
D surjektiv? Ja, denn fiir f € C°°(R) liegt nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung auch F', definiert durch F(z) := [ f(t)dt, in C*(R), und erfiillt
D(F) = f.

Ist D injektiv? Nein, die konstanten Funktionen f(z) = ¢ bilden den (nichttrivialen)
Kern von D.

Wihrend fiir endlichdimensionale Vektorriume V' und Endomorphismen (lineare Ab-
bildungen A : V' — V) die Begriffe Injektivitit, Surjektivitdt und Bijektivitdt aufgrund
der Dimensionsformel dquivalent sind, ist dies fiir unendlichdimensionale Vektorriume
nicht richtig. Es lohnt sich, sich diese Beobachtung gut zu merken, wir werden ihr noch
ofters begegnen.

Bzgl. der Eigenwerte A von D bemerken wir, dass jede komplexe Zahl A ein Eigenwert
ist, da fy(z) := e in C°°(R)\{0} liegt und D(fy) = X - fy erfiille. Schrinken wir D
hingegen auf den Unterraum C2°(R) aller glatten Funktionen mit kompaktem Triger
ein, so sieht man leicht, dass diese Einschrinkung D|ceor) : CF(R) = CF(R) gar
keine Eigenwerte hat.

Das sind im ersten Fall zu viele und im zweiten Fall zu wenige Eigenwerte, um die
Methoden der Linearen Algebra anwenden zu kénnen. Hier werden wir also Verallge-
meinerungen brauchen.

* Zeigen Sie, dass D|geo(r) : C2°(R) — C2°(R) keine Eigenwerte hat.

* In obigem Beispiel haben wir einen Endomorphismus gesehen, der surjektiv aber nicht
injektiv ist. Geben Sie nun ein Beispiel einer linearen Abbildung A : V' — V an, die
injektiv aber nicht surjektiv ist.

In dem nichsten Beispiel sehen wir, dass eine hohere/abstraktere Perspektive auf ein konkretes
Problem zu interessanten Einsichten fithren kann.

Beispiel 0.3. Wir suchen eine (sagen wir, stetige) Funktion f : [0,1] — R, die die
Integralgleichung

o = | IO 4 g

1+22+y

erfiille, wobei g € C([0, 1]) eine vorgegebene Funktion ist. Es erscheint schwierig, direkt
zu entscheiden, ob ein solches f existiert oder es sogar zu berechnen.

Wir nehmen deshalb eine hohere Perspektive ein und betrachten den Vektorraum V' :=

C([0, 1]) der stetigen Funktionen auf [0, 1], den Vektor g € V/, und die lineare Abbil-
dung A:V =V, (Af)(x) = fol IW) _ dy (Mit [Satz 2.27, Ana3] sicht man leicht

142 4y?

ein, dass A wirklich V" in V" abbildet.)




So schreibt sich die obige Gleichung als

f=A(f)+g9 = (idv — A)(f) =g
Wir erkennen:

* Die Integralgleichung ist genau dann losbar, wenn ¢ im Bild der linearen Abbil-

dung idy — A liegt.

* Die Integralgleichung hat genau dann fiir alle g eine eindeutige Losung, wenn

(idy—A) : V — V bijektivist. In diesem Fall ist die Losung f = (idy—A)~*(g).

Fiir endlichdimensionales V' wire nun die Determinante von idy — A ein gutes Werk-
zeug, um die Bijektivitit zu entscheiden. Eine Determinante werden wir fiir lineare Ab-
bildungen auf unendlichdimensionalen Vektorriumen allerdings nicht zur Verfugung
haben (mehr dazu spiter).

Eine mehr analytische Idee ist, sich von der geometrischen Reihe leiten zu lassen: Ist
A € C eine Zahl mit |[A| < 1,50 gile (1 — A)~t = >~ | A" (geometrische Reihe).
Ist A: V — V eine lineare Abbildung auf einem Vektorraum wie V' = C(]0, 1]), so
liegen auch die Partialsummen Zi:[:() A™ in End(V) (wobei A° := idy per Definition,
A% := Ao A, etc). Aber wir bendtigen einen Konvergenzbegriff auf End(V), um etwas
tiber eine unendliche Reihe sagen zu kénnen.

Im Unterschied zu Beispiel 0.1 geht es hier um einen Konvergenzbegrift auf einem Vek-
torraum von linearen Abbildungen von einem Vektorraum V' in sich selbst. Hier steht
uns typischerweise kein Skalarprodukt zur Verfiigung, aber immerhin noch eine Opera-
tornorm (mehr dazu spiter).

Wir fassen die gemachten Beobachtungen zu einem Arbeitsplan fiir die Funktionalanalysis
zusammen.

Einige Fragen und Ziele der Funktionalanalysis:

* Entwicklung einer allgemeinen Theorie von normierten Vektorriumen (V/ || - ||):
Konvergenz- und Vollstindigkeitsbegriffe. Verstindnis von Basen bzw. Orthonor-
malbasen im Falle eines Skalarproduktes, Dualrdume.

* Geometrische Betrachtungen in normierten Vektorrdumen: Unterriume, kon-
vexe Mengen, Orthogonalitit.

* Lineare Abbildungen zwischen normierten Vektorrdumen: Strukturanalyse, zen-
trale Eigenschaften, Verallgemeinerung des Eigenwertkalkiils zur auf unendlich-
dimensionale Rdume passenden Spektraltheorie.

* Diskussion von vielen konkreten Beispielen und Anwendungen zu all diesen abs-
trakten Ideen.



Voraussetzungen

Diese Vorlesung baut auf den Grundvorlesungen Analyis 1-3 und Lineare Algebra 1-2 auf,
weitere Voraussetzungen bestehen nicht. Gelegentlich werden Beziige zur Topologie verwen-
det, Vorkenntnisse in Topologie werden aber nicht erwartet. An einigen Stellen wird auf meine
Analysisskripte Analysis 1-3 als [Anal], [Ana2], [Ana3] verwiesen. Verweise auf die begleiten-
den Prisenziibungs- und Hausaufgaben in diesem Semester erfolgen in dem Schema Pn.m

bzw. Hn.m (Aufgabe m auf Blatt n).

Zu diesem Skript

Die Gestaltung des Skripts enthilt einige selbsterklirende farblich markierte Elemente (grau
fir Definitionen, griin fiir Beispiele, etc.) Zwei weitere Elemente sind pink markierte Elemen-
te:

Diese Abschnitte erhalten kleine Ubungsaufgaben bzw. Anregungen zum Nachdenken, die nur
manchmal in den Prisenz- oder Hausaufgaben aufgegriffen werden.

und gelb markierte Elemente:

Diese Abschnitte enthalten nicht priifungsrelevantes Zusatzmaterial oder Hinweise auf Beziige
zu weiterfiihrenden oder anderen Vorlesungen.

Dieses Skript ist eine Hilfestellung fiir Sie, indem es den wesentlichen Stoff der Vorlesungen
zusammenfasst. Es ist aber kein Ersatz fiir die Lektiire von Lehrbiichern, und sicher kein Ersatz
fur den Besuch der Vorlesung. Zwei empfehlenswerte Biicher sind unten aufgefiihre.

Dieses Skript wird wihrend des Semesters geschrieben und fortlaufend aktualisiert. Auf der
Titelseite oben rechts finden Sie das Datum der Version, die Sie vor sich haben. Wenn Sie in
diesem Skript Tippfehler oder andere Ungereimtheiten finden, kontaktieren Sie mich bitte
oder posten Sie eine Frage / einen Kommentar in unserem StudOn-Forum, damit ich diese
Fehler ausbessern kann.

Gandalf Lechner
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1 Normierte Raume und Banachraume

In diesem Kapitel geht es um die fiir die Funktionalanalysis zentralen Banachriume, die uns
das ganze Semester tiber beschiftigen werden.

1.1 Metrische und normierte Raume

Wir erinnern zunichst an einige Grundbegriffe, die Thnen aus den Analysis-Vorlesungen be-
kannt sein sollten.

Definition 1.1. Sei X eine Menge. Eine Mezrik auf X ist eine Abbildung
d: X x X —10,00),

so dass fiir alle z, y, 2 € X die folgenden Eigenschaften gelten:
a) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie),
b) dz,y) =0z =y,
) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und einer Metrik
d auf X.

Die Idee ist, dass d(z, y) den Abstand zwischen = und y angibt.

Metrische Riume miissen nicht Vektorriume sein. Im Falle eines Vektorraums haben wir den
Nullvektor 0 und konnen die Idee des Abstands eines beliebigen Vektors zum Nullvektor
formalisieren. Dies fithrt zum Konzept einer Norm. Wir arbeiten hier und in der gesamten
Vorlesung nur mit Vektorriumen tiber R oder C. Falls nichts anderes gesagt wird, ist mit
“Vektorraum” immer Vektorraum iiber C gemeint. Wenn wir K schreiben, meinen wir einen

beliebigen der beiden Korper R oder C.
Definition 1.2. Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Norm auf V' ist eine Abbildung
-1V —=[0,00), v |lol],
mit den Eigenschaften (A € K, v € V)
a) ||v]] =0 < v = 0 (Definitheit),
b) [[Av]| = |A|||v]| (positive Homogenitit),

o |lv+w| <|v| + ||w| (Dreiecksungleichung).

Ein normierter Raum ist ein Paar (V|| - ||) bestehend aus einem Vektorraum V' und einer
Norm || - || auf V.

Wenn nur die Eigenschaften b) und ¢) gelten, spricht man allgemeiner von einer Ha/b-
norm. Das Symbol || - || wir tiblicherweise fiir Normen reserviert.

Wir illustrieren das Konzept eines normierten Raumes mit vielen Beispielen.



Beispiel 1.3 (Endlichdimensionale normierte Riume).

a) Der Betrag | - | auf K macht (K, | - |) zu einem normierten (eindimensionalen)
Vektorraum. Der Beweis der Normeigenschaften ist hier trivial.

b) Auf Vektoren z = (1, ..., 24) € K? betrachten wir

d
Izl = .
k=1

Es ldsst sich leicht priifen, dass dies tatsichlich eine Norm ist. Allgemeiner be-
trachten wir die p-Normen (mit p > 1)

d 1/p
lllp = (Z ka|p> ,  pElo00),
k=1

und fiir p = oo
2]l oc = max{|21],..., |zal}-

Der Beweis der Dreiecksungleichung ist fiir allgemeines p € [1, 00| nicht offen-
sichtlich; er benutzt die fiir alle 7 = (1, ..., 74),y = (y1,...,va) € K giiltige
Holder-Ungleichung [Ana 2, Satz 8.8]

d
1 1

Do logel < lally -yl —+==1,pa>1.

k=1 P9

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass es auf einem Vektorraum viele unter-
schiedliche interessante Normen geben kann.

c) Ist V ein d-dimensionaler K-Vektorraum, so erhalten wir durch Wahl einer Basis
einen Isomorphismus @ : V' — K? und damit die Normen || - ||, o ® auf V.

Die einfachsten unendlichdimensionalen normierten Riume sind Riume von Folgen.

Beispiel 1.4 (Die Folgenriume (P(IN)). Wie im vorigen Beispiel betrachten wir p €
[1, 00] und fiir eine K-wertige Folge (2,)nen

(Zzozl |$n|p)1/p I<p<oo

neN

Diese Reihen konvergieren absolut oder gehen gegen oo, dh ||z, € [0, 00] ist wohlde-
finiert. Wir betrachten nun die Menge”

(P(N) = {(&n)nen : [|#]lp < oo}

aller “p-summierbaren” K-wertigen Folgen (z,,)nen.



Dann ist (¢*(N), || - ||,) ein normierter Raum. Der Beweis dieser Aussage wird in den
Hausaufgaben gefiihrt.

“Auch die Schreibweisen £}, und ¢? anstelle von ¢”(IN) sind weit verbreitet.

Wie schon im einfithrenden Kapitel angedeutet, bilden Funktionenriume eine reichhaltige
Klasse von normierten Riumen. Hier betrachten wir einige Beispiele.
Beispiel 1.5 (Einige Funktionenriume).
a) Sei S eine Menge und £*°(.S) die Menge aller beschrinkten Funktionen f : S —

C. Dann ist £>°(S) ein Vektorraum, und

[ flloc := sup [f(s)]

ses

eine Norm, die sogenannte Supremumsnorm. Dieser Raum ist unendlichdimen-
sional genau dann, wenn S unendlich ist.

Bei den Normeigenschaften ist nur die Dreiecksungleichung vielleicht nicht ganz
offensichtlich. Dazu betrachten wir s € S und f, g € ¢*°(S). Dann gilt

£ (s) +g(s)] < [f(s)] +19(8)] < [ flloo + llgloo;

also [|f + glloo = sup g [/(5) + 9(8)] < [[fllsc + [[9lloo-

Dieses Beispiel verallgemeinert den Folgenraum ¢°°(IN), insbesondere kénnen wir
(>(R) etc betrachten. Auch eine Kombination mit weiteren Eigenschaften wie zB
Stetigkeit, also etwa der Raum

Cy(R) := C(R) N £°(R)

aller beschrinkten stetigen Funktionen, kommen hiufig vor.

b) Auf dem Raum C'(R) aller stetigen Funktionen R — C ist

p(f) = sup [f(z)|

z€[0,1]

eine Halbnorm und keine Norm. Der Unterschied zu a) ist, dass es Elemente

f # 0 gibt mit p(f) = 0 (betrachte f mit Triger supp f disjunke zu [0, 1]).

) Auf C'([0,1]) ist p(f) := || f||c eine Halbnorm und keine Norm, da konstante
Funktionen f verschwindende Ableitung haben (|| /|| = 0).

d) Auf dem Raum C*([a,b]) der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f :
la,b] — C ist

k
1A= 19l
5=0

eine Norm, wie man leicht nachpriift.



e) Auf C([a,b]) ist

b
nmy:/Wﬂmm

eine Norm, die sogenannte L'-Norm. Der Nachweis der Normeigenschaften ist
wieder einfach.

Das letzte Beispiel ldsst sich in verschiedene Richtungen verallgemeinern. Wir geben im néchs-
ten Beispiel eine mafitheoretische Variante an (sieche Analysis 3). Ein Beispiel davon ist das
Lebesguemaf.

Beispiel 1.6 (Die LP-Riume). Sei (£2, A, i) ein Maffraum. Dann ist fiir jede messbare
Funktion f : © — C das Integral (mit 1 < p < 00)

1/p
nmm:(évmwwmﬂ € [0,5¢]
definiert. Auf dem Vektorraum

LP(Qp) :={f:Q — C messbar : ||f||zr < o0}

ist || - || z» eine Halbnorm (Der Beweis der Dreiecksungleichung beruht dabei auf einer
Integralversion der Holderschen Ungleichung, siche Analyis 3). Im Allgemeinen ist || -
||» allerdings keine Norm, da || f||z» = O nur impliziert, dass f auflerhalb einer p-
Nullmenge verschwindet. (Zb ist fiir die Funktion f = xyo} das Integral || f||;1 =
Jo |f(z)|dA(x) = 0 (mit Lebesguemafd X), aber f # 0.)

Dieses Problem lisst sich dadurch beheben, dass man zu dem Quotientenraum
LP(Q, ) := LP(Q, ) [ ~

bzgl der Aquivalenzrelation f ~ g :& (f(z) = g(x) fiir u-fast alle z € Q) iibergeht.

Dann ist (LP(§2, 11), || - ||z») ein normierter Raum.

Fiir den Fall p = 0o definieren wir das wesentliche Supremum einer messbaren Funktion

f:Q — C als (siche Analysis 3)

[fllzoe := presssup|f| = inf — sup [f(z)],

NCQu(N)=0 yeq\ N

L2 p) :={f:Q— C messbar : || f| = < o0}.

Es gilt also || f||z~ < o0 genau dann, wenn f wesentlich beschrinkt ist, dh wenn f
auf dem Komplement einer p-Nullmenge beschrinke ist. Auf dem Quotientenraum
L®(Q, p) := L>2(2, )/ ~ bzgl. der gleichen Aquivalenzrelation wie oben ist || - ||

eine Norm.

Wenn die Metrik bzw. Norm aus dem Kontext klar ist, sprechen wir kiirzer von einem me-
trischen Raum X bzw. normierten Raum V und unterdriicken die Metrik bzw. Norm in



unserer Notation. Die Eigenschaften des metrischen bzw. normierten Raumes werden aber

oft wesentlich von der Wahl der Metrik/Norm abhingen.

Angesichts der vielen Beispiele von normierten Vektorrdumen kann man sich fragen, ob es
tiberhaupt Vektorraume ohne Norm gibt. Dies ist tatsichlich nicht der Fall — auf jedem Vek-
torraum gibt es eine (sogar unendlich viele) Normen. Um diesen Punkt kurz zu erldutern,
erinnern wir zunichst an das Konzept einer Basis aus der linearen Algebra. Um es von an-
deren Basiskonzepten zu unterscheiden, die wir spiter einfiihren werden, verwenden wir den
Begriff “Hamelbasis” statt “Basis”.

Definition 1.7. Eine Hamelbasis eines Vektorraums V' ist eine Teilmenge B C V, so
dass sich jeder Vektor v € V in eindeutiger Weise als eine (endliche!) Linearkombination
von Vektoren aus B schreiben lisst.

Mit Hilfe des Lemmas von Zorn lasst sich zeigen, dass jeder Vektorraum (auch jeder unend-
lichdimensionale Vektorraum) eine Hamelbasis besitzt (siche Lineare Algebra). Da der Beweis
auf dem Auswahlaxiom beruht, lisst sich eine solche Basis aber oft nicht angeben, und ist hiu-
fig von nur geringem praktischen Nutzen.

Immerhin konnen wir folgern, dass jeder Vektorraum V' eine Norm besitzt. Sei dazu B eine
Hamelbasis von V, und definiere fir v = ) ¢, - b, (mit einer endlichen Summe iiber
Koefhizienten ¢,, € K und Basisvektoren b,, € B)

||v]] := max |¢,]|.
n
Dann priift man leicht nach, dass || - || tatsichlich eine Norm auf V' ist.

Zum Vergleich von zwei Normen erinnern wir an das aus Analysis 2 bekannte Konzept der
Aquivalenz von Normen:

Definition 1.8. Zwei Normen || - ||, || - || auf einem Vektorraum X heiflen dquivalent,
wenn es Konstanten 0 < ¢, C' < oo gibt, so dass

cllz]l < el < Cllzll, = e X.

Beispiel 1.9.

a) Aufeinem endlichdimensionalen Vektorraum sind alle Normen dquivalent [Ana2,
Satz 10.9].

b) Die Supremumsnorm || - ||» und die L!-Norm || - ||z1 auf C([0,1]) sind nicht
dquivalent.
Es gilt zwar || f||z: < ||f|le fiir alle f € C([0,1]), aber mit Hilfe der Folge
fn(x) := 2" zeigt man, dass es keine endliche Konstante C' gibt, so dass || f||oc <

Cl fllz: furalle f € C([0,1]) gile.

¢) Auf C*([a, b]) konnen wir statt der in Beispiel 1.5 d) definierten Norm || || :=
Z?:o | f9||s auch die Norm

LA o= max [IF9]o

7=0,....k
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und || - ||" 4quivalent.

I betrachten. Offenbar gilt || f|| < (k + 1)||f||" und ||f||" < ||f]|- Also sind || - ||

1.2 Konvergenz in normierten Raumen und beschrankte lineare Abbil-
dungen

In einem normierten Raum stehen uns nicht nur die algebraischen Operationen (Linearkom-
binationen), sondern zusitzlich ein Abstands- und Konvergenzbegriff zur Verfiigung. Wir nun
erinnern an die grundlegenden Konzepte. Dies sind Erinnerungen an Material aus Analysis 1
und 2, dass Sie ggf. als Ubungsaufgabe auffrischen kénnen.

¢ Fin normierter Raum ist auf kanonische Art und Weise auch ein metrischer Raum mit

der Metrik

d(v,w) = v — w||.

* Ineinem metrischen Raum (X, d) heif3t eine Folge (x,,)nen konvergent, wennesx € X
gibt, so dass
lim d(z,,z) =0.

n—oo

(d.h. fiir jedes € > 0 gibt es N. € N, so dass d(z,,,z) < € firallen > N..)

Die Folge (2, )nen heiSt Cauchyfolge, wenn d(z,,, x,,,) — 0 fiir n,m — oo (d.h. fiir
jedes € > 0 gibtes N. € N, so dass d(z,, T,,) < € fiir alle n,m > N..)

* Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Die Umkehrung dieser Aussage ist im
Allgemeinen falsch, dazu spiter mehr.

Es sei betont, dass der Konvergenzbegriff stark von der gewihlten Norm abhingen kann.
Zum Beispiel konvergiert die Folge der stetigen Funktionen f, € C([0,1]), fu(x) == 2™,
bzgl der L'-Norm gegen Null (denn || f,||z1 = fol a"dr = —t= — 0), aber nicht bzgl. der

n+1
Supremumsnorm (denn || fu[loo = sup, o " = 1 fiir alle n).

Andererseits ist es klar, dass dquivalente Normen den gleichen Konvergenzbegriff induzieren
(siehe auch [Ana2, Kapitel 10.2]): Sind || - || und || - ||" zwei dquivalente Normen auf einem
Vektorraum V, so ist eine Folge (v,,) C V konvergent gegen v € V (bzw Cauchy, bzw

beschrinkt) bzgl || - || genau dann, wenn sie konvergent gegen v € V' (bzw Cauchy, bzw
beschrinkt) bzgl || - ||” ist.

Wenn die Metrik/Norm aus dem Zusammenhang klar ist, schreiben wir x,, = zund lim z,, =
n—oo

x fiir Konvergenz bzgl dieser Metrik/Norm.
Weiterhin erinnern wir an den Begriff einer beschrinkten Menge:
* Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) heifSt beschrinkt, wenn

sup d(a,b) < 0.
a,be A

Im Falle eines normierten Raumes (X, || - ||) ist Beschrinktheit von A C X iquivalent
zu

sup ||a]| < oo.
acA

11



Beweis: leichte Ubung.

* Ineinem metrischen Raum (X, d) ist die offene Kugel mit Radiusr > 0 und Mittelpunkt
x € X die Menge

U(x):={y € X : d(z,y) <r}.

Eine Teilmenge A eines normierten Raumes ist also genau dann beschrinkt, wenn sie
in einer Kugel mit hinreichend grofSem Radius enthalten ist.

Um etwas mit diesen Begriffen zu arbeiten, zeigen wir ein kleines Lemma.
Lemma 1.10. Sei (X, || - ||) ein normierter Raum.
a) Falls v,, — x und vy, — vy, dann auch x,, + vy, — v + .
b) Falls x,, — x© in X und N\, — \ in K, dann auch \,,x,, — \x.

¢) Falls x,, — x, so ist (x,,) beschrinkt, und es gilt ||x,,|| — ||z||.

Beweis. a) ||[(xn + yn) — ( +y)|| < |20 — 2| + |lyn — yl| — 0.
b) [[Anzn — Az|| < || A — Anz|| + [[Anz — Az|| = [ M ||Xn — ]| + [N = Al||z|| — 0.

c) Jede Norm erfiille die umgekehrte Dreiecksungleichung |||z|| — [|y[|| < || — y||. Damit
ergibt sich }Han - ||l’||‘ < ||z, — x|| = 0. Da konvergente Folgen in R beschrinkt sind,
folgt die Behauptung. ]

Sie kénnen dieses Lemma so lesen: In einem normierten Raum sind die Addition, Skalarmul-
tiplikation und Norm stetig, dh

X xX— X, (x,y) — x+v,
KxX— X, Ny)— Az,
X — R, x|z,

sind stetige Abbildungen.

Wir fahren mit einigen Erinnerungen zu linearen Abbildungen zwischen normierten Rdumen
fort (siehe Analysis 2). Wir schreiben

Hom(X,Y):={A: X — Y : Alinear}

fur den Vektorraum aller linearen Abbildungen zwischen zwei Vektorraumen X und Y. Fiir
A € Hom(X,Y) setzen wir meistens keine Klammern um das Argument, dh schreiben

Az = A(x).

Definition 1.11. Seien (X, || - ||x) und (Y, || - ||y) normierte Riume. Dann definieren
wir fiir A € Hom(X,Y') die Operatornorm

[ Az |y
|A|| ;== sup = sup ||Azl|ly €0, 00].
zeX\{0} [E41P Izl x=1

Eine beschrinkte lineare Abbildung (oder: beschrinkter linearer Operator) ist ein A €
Hom(X,Y') mit || A|| < co. Die Menge aller beschrinkten linearen Abbildungen X —
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I Y wird mit B(X,Y’) bezeichnet, und B(X) := B(X, X) gesetzt.

Eine andere verbreitete Notation ist £( X, Y") anstelle von B( X, Y'). Wir verwenden jedoch 15,
um auf die definierende Beschrinktheit der linearen Abbildungen in B(X,Y") hinzuweisen.

Bemerken Sie, dass Beschrinktheit von A nicht Beschrinktheit des Bildes bedeutet. Als li-
neare Abbildung hat A nur dann ein beschrinktes Bild, wenn A = 0. Beschrinktheit von A
bedeutet, dass die Norm von z € X durch Anwendung von A héchstens um den Faktor || A||
gestreckt wird.

a) Zeigen Sie, dass B(X,Y") mit der Operatornorm ein normierter Raum ist.

b) Zeigen Sie, dass A € Hom(X, y) genau dann beschrinkt ist, wenn fiir jede beschrinkte
Menge M C X das Bild A(M) := {Am : m € M} CY beschrinkt ist.

Wir erinnern auch, dass A € Hom(X,Y') genau dann beschrinkt ist, wenn A stetig ist.
Erinnern Sie sich dazu zunichst daran, dass eine Abbildung f : (X, dx) — (Y, dy) zwischen
zwei metrischen Riumen genau dann stetig in einem Punkt x € X ist, wenn sie eine der
folgenden dquivalenten Bedingungen erfullt:

* Fiir alle ¢ > 0 existiert 0 > 0, so dass dy (f(x), f(2')) < ¢ fiir alle 2’ € X mit
dx(z,2") < 0 gilt.
Anders formuliert: Fiir alle ¢ > 0 gibtes § > 0, so dass f(Us(x)) C U(f(x)).

* Aus z, — x (Konvergenz einer Folge in X) folgt f(x,) — f(x) (Konvergenz in Y).
Satz 1.12. Seien (X, || - ||x) und (Y, || - ||v) zwei normierte Vektorriume und A €
Hom(X,Y). Dann sind iquivalent:

a) A ist stetig (auf ganz X).
b) A ist stetig in x = 0.
¢) Ae B(X,Y).

d) Es existiert eine Konstante C' > 0 mit | Azx|ly < C||x||x fiir allex € X.

Beweis. Q)=+d). Sei X 5 x # 0. Dann gile [|Azy = Wz x < ||A] - [|o]x, wir

[l
konnen die Konstante also als C' = || A|| wihlen.

d)=a). Fiir z,y € X haben wir [|[Az — Ay|ly = ||[A(z — y)|ly < C||x — yl|x, was sofort
die Stetigkeit von A zeigt. a)=-b) ist trivial.

b)=-c) Sei ¢ > 0. Aufgrund der Stetigkeit von A bei z = 0 gibt es & > 0 so, dass ||z]|x <
d = ||Az||y < e. Fiir beliebiges x € X\{0} haben wir dann

2 ) 2e
Azlly = 2 x| A(—>— =,

also || Al < % < . ]
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Wie Sie aus der Analyis 2 wissen, ist im Falle von endlichdimensionalem X jede lineare Ab-
bildung A € Hom(X,Y") (mit beliebigem Y') stetig. Fiir unendlichdimensionales X muss
A € Hom(X,Y) aber nicht stetig sein. Wir geben ein Beispiel, weitere folgen in den Ubun-
gen.

Beispiel 1.13. Wir betrachten die normierten Riume (C'([—1, 1]), || -||z1) und (C, | - |)
sowie die lineare Abbildung

A:C(-1,1]) = C, Af = f(0).

Dann ist A nicht stetig.
Beweis: Wir betrachten die in C'(|—1, 1]) liegende Funktionenfolge

nz+1) —1<z<0
fa@) =S —n(z-1) 0<a<i
0 sonst

Offenbar gilt f,,(0) = 1 fiir alle n € N, und

1 0
Il = [ I@tdr =20 [ @+ =1,

3=

Also gile || A]| > £ — n und dami || A|| = oo.
nilL

Die lineare Abbildung in diesem Beispiel bildet von einem normierten Vektorraum X in den
zugrundeliegenden Korper (in diesem Fall C) ab. Solche Abbildungen nennt man auch lineare
Funktionale. Die Existenz nicht stetiger linearer Funktionale belegt, dass wir fiir unendlichdi-
mensionale Riume zwischen dem aus der linearen Algebra bekannten algebraischen Dualraum
{¢ : X — Klinear} und dem kleineren topologischen Dualraum

X":=B(X,K) = {¢ : X — K linear und stetig}

unterscheiden miissen. Wir werden uns spiter eingehend mit diesem Raum befassen.

1.3 Beispiele und Isomorphie von Banachraumen

Die meisten nicht trivialen Konzepte der Analysis beruhen auf einem Grenzwertprozess. Da-
bei ist es meistens wesentlich, mit vollstindigen Riumen zu arbeiten, also mit solchen, in
denen jede Cauchyfolge konvergiert. Das elementarste Beispiel dazu liefert ein Vergleich des
unvollstindigen Zahlenkdrpers Q mit dem vollstindigen Zahlenkorper R.

Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 1.14. Ein metrischer Raum heifSt vollstindig, wenn in ihm jede Cauchyfolge
konvergiert. Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum (V|| - ||), der bzgl. der von
seiner Norm definierten Metrik vollstindig ist.

Aus Analyis 1 und 2 wissen Sie, dass (K%, || - ||,,) fiir alle d € N und alle p € [1,00] ein
Banachraum ist. Ein erstes unendlichdimensionales Beispiel ist das folgende.
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I Satz 1.15. Sei S eine Menge. Dann ist ((*°(S), || - ||co) €in Banachraum.

Beweis. Um die Vollstindigkeit von (°°(.S) zu zeigen, sei ( f,,) eine Cauchyfolge. Wir miissen
die Existenz eines Vektors f € (°°(S) mit ||f, — f|le — O fiir n — 00 zeigen. Dazu
bemerken wir zunichst, dass die Ungleichung | f,,(s)| < || fn||o impliziert, dass fiir jedes s €

S die Folge (fn(s))nen € Keine Cauchyfolge ist (denn | f,,(s) — fin($)| < || fo— finlloc = O

fiurn, m — 00). Da der zugrundeliegende Kérper K vollstindig ist, existieren die Grenzwerte
f(s) := lim, f.(s).

Wir behaupten, dass die so definierte Abbildung f in >°(.5) liegt und || f,, — f||oc — O gilt.
Sei e > 0. Da (f,,),, eine Cauchyfolge ist, gibt es N. € N, so dass

| fr — finlloo <&, n,m > N..
Seis € S.Da f,(s) = f(s) konvergiert, gibt es M, ; € N, so dass
[fuls) = f(s)| <&, n> M.,

Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit M, ¢ > NN, annehmen (ansonsten ersetzen
wir M. ; durch max{ M. ;, N.}). Somit haben wir fiir n > NV,

[fu(s) = F(s)] < [fa(s) = fare ()] + | far o (8) — f(s)]
S an - fMg,s o TE
< 2e.

Diese Abschitzung gilt nun gleichmiflig in s € S, dh das V. ist unabhingig von s. Wir
erhalten so fiir alle s € S

[f () < [fn ()] + 1 (s) = [ ()] < [ S

was die Beschrinktheit || f||c < 00, also unsere erste Behauptung f € ¢°°(S5), impliziert.
Weiterhin gilt nach obiger Abschitzung || f,, — f|ls < 2¢, also f,, = f in der Supremums-
norm || - ||oo- O

o 1 2¢,

Eine hiufig auftretende Situation ist, dass wir einen Banachraum V' und einen Unterraum
(Untervektorraum, also eine unter Linearkombinationen abgeschlossene Teilmenge) U C V/

vorliegen haben. Dann kénnen wir die Norm || - || von V' auf U einschrinken und den nor-
mierten Raum (U, || - ||) betrachten. Das folgende Lemma klirt, wann U ein Banachraum
ist.

Erinnern Sie sich dazu, dass eine Teilmenge A C V' eines normierten (oder metrischen)
Raumes offen heiflt, wenn es fiir jeden Punkt a € A eine e-Umgebung U.(a) = {v €
Vi |lv—a| < e} (mite > 0) gibt, die ganz in A liegt, dh U.(a) C A. Komplementir dazu
heilSt A abgeschlossen, wenn das Komplement V'\ A offen ist. Der Abschluss A von A ist die
kleinste A enthaltene abgeschlossene Teilmenge von V. Es gilt [Satz 8.23, Ana2]

A={veV: esgibteine Folge (a,) C A mita, — v}.

Es gilt immer A C A. Die Gleichheit A = A gilt genau dann, wenn A abgeschlossen ist.
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Lemma 1.16. Eine Teilmenge A C 'V eines Banachraums V' ist genau dann vollstindig,
wenn sie abgeschlossen ist.

Beweis. Sei A = A abgeschlossen und (a,) C A eine Cauchyfolge. Aufgrund der Vollstin-
digkeit von V' gibt es einen Grenzwert v € V' mit a,, — v. Dann liegt v in A = A. Also ist
A vollstindig.

Sei A vollstindig und x € A. Dann gibt es eine Folge (a,) C A mit a, — . Aufgrund der
Vollstindigkeit von A folgt € A. Also A = A, dh A ist abgeschlossen. O

Beispiel 1.17.

a)

b)

Der Banachraum ¢*°(IN) aller beschrinkter Folgen enthilt den Raum ¢y(IN) aller
Nullfolgen als Unterraum. Wir behaupten, dass ¢y(IN) ein Banachraum ist.

Da wir £*°(IN) bereits als Banachraum erkannt haben (Satz 1.15), miissen wir
nach Lemma 1.16 nur zeigen, dass ¢o(IN) abgeschlossen ist. Sei also (z,), C
co(IN) eine Cauchyfolge von Nullfolgen, die wir der Ubersichtlichkeit halber als
Funktionen z,,(k) := x, notieren. Sei x € ¢*°(IN) der aufgrund der Vollstin-
digkeit von ¢*>°(IN) existierende Grenzwert. Wir miissen « € ¢o(IN) zeigen.

Sei ¢ > 0. Dann gibt es N € N mit ||z, — %]l < € firn > N. Wegen
limy oo 25 (k) = 0 (Nullfolge) existiert M € N mit |zy (k)| < € fir k > M.
Damit haben wir

[z(m)] < |z(m) —an(m)| + |len(m)| <2e, m =M,

was = € c¢o(N) zeigt.

In dem normierten Raum (C*([—1,1]), |- ||co) der stetig differenzierbaren Funk-
tionen mit Supremumsnorm betrachten wir die Folge f,(z) := (22 4+ 1)/2
Dann ist (f,)nen eine Cauchyfolge, aber sie konvergiert nicht, das heif$t der
Raum (C*([—1,1]), || - |lso) ist kein Banachraum. Man beweist diese Aussagen

am Besten dadurch, dass man sieht, dass

lim_f,(x) = |2]

bzgl || - || konvergiert (also gleichmiflig konvergiert), denn es gilt
1/2
1 =1+ e = sup (224 )% = lal)
jel<1

< sup (<lx|2 + 2y l>1/2 — |x|) =+ — 0.

T <t vnoon vn
Die Folge ( f,,) konvgergiert also in dem groeren Raum C([—1,1]) D C*([-1,1]).
Wie Sie aus Analysis 1 wissen, ist (C'([—1,1]), || - ||c) ein Banachraum.
Da der Grenzwert f(z) := |z| nicht in C*([—1,1]) liegt (nicht differenzierbar
bei z = 0), ist (C*([—1,1]), || - ||s) nicht abgeschlossen, also kein Banachraum.
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Die Folge (f,,) € C*([—1, 1]) ist eine Cauchyfolge (da sie in dem gréfleren Raum
C([—1,1])) konvergiert), aber sie konvergiert nicht in C*([—1, 1]), da der Grenz-
wert nicht in diesem Unterraum liegt.

Sei ey der Raum aller konvergenten komplexen Folgen, und dy der Raum aller abbrechenden

komplexen Folgen, d.h.

eN :={z:N — C: z konvergiert},
dy :={z:N — C: x, # 0 fiir hochstens endlich viele n € N}.

Zeigen Sie: cy C £y ist abgeschlossen, also ein Banachraum, und dy C £ ist nicht abge-
schlossen, also kein Banachraum.

Wir geben noch einige weitere wichtige Beispiele von Banachriumen.

I Satz 1.18. ((P(N), || - ||,p) ist fiir jedes p € [1, 00| ein Banachraum.

Beweis. Fiir p = 0o haben wir dies bereits in Satz 1.15 bewiesen. Sei also 1 < p < oc.

Sei (z,) eine Cauchy-Folge in ¢7(N). Mittels der umgekehrten Dreiecksungleichung
zally = lzmlls] < llzn — zmllp — 0

sehen wir, dass die Folge der Normen (||x,]|,)» konvergiert. Sei C' := lim,, ||z, |-
Wir notieren die x,, als Funktionen N — K, dh schreiben x,,(k) fiir (x, ), und bemerken

o0 : ) VP _
[2a(k) = 2n(B)] < (X520 0n() = 2m()IP) = ln = lly — 0 fir jedes k € N,
Aufgrund der Vollstindigkeit von K existieren also die Grenzwerte x(k) := lim,, z,,(k). Wir
behaupten = € ?(N) und z,, — =.

Dazu zeigen wir

K 00
)P = P < P _ i P _ (P
Z () = fim D lea(F < Jim 3 an(P = fim [l =

Da die linke Seite mit K monoton wichst und die Schranke C? von K unabhingig ist,
erhalten wir Y, | [z(k)[? < 00, also z € ¢P(N).

Um x,, = ¥ zu zeigen, argumentieren wir zuerst analog, nimlich

D len(k) —a(®))P = lim > |an(k) = wn(B)F < lim > |an(k) = 2 (k)"

= lim Ha:n—meg,
m—0o0

und damit ||z, — ||, < limy, 00 || —Zm ||, im Grenzwert K — 0o. (Mit der umgekehrten
Dreiecksungleichung sicht man wie oben, dass lim,,,_,o ||, — Ty, ||, existiert.)

Da (z,,) eine Cauchyfolge ist, finden wir zu jedem ¢ > O ein N € N mit ||@, — [, < €
firn,m > N. Also gilt ||z, — x|, < ¢ firn > N, dh z,, — x. O
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Auch die auf Grundlage eines MafSraumes (§2, ;1) definierten Riume LP(€2, 1) aus Beispiel 1.6
sind fiir alle p € [1, co] Banachriume (Analysis 3).

Satz 1.19. Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, und B(X,Y") der Raum aller
beschriinkten linearen Operatoren X — 'Y (mit der Operatornorm, siehe Def. 1.11). Dann
ist B(X,Y') ein Banachraum.

Beachten Sie, dass eventuelle Vollstindigkeit von X hier irrelevant, die Vollstindigkeit von Y’
aber wesentlich ist.

Beweis. Wir wissen bereits, dass 5(.X,Y") ein normierter Raum ist und miissen seine Voll-
stindigkeit zeigen. Sei also (A4,), € B(X,Y) eine Cauchyfolge, und z € X. Dann gilt
|Apx — Apz|| < ||An — Anlll|z]] = 0, so dass wir (A, z) als Cauchyfolge in Y erkennen.
Aufgrund der Vollstindigkeit von Y ist diese Folge konvergent. Wir definieren

A: X =Y, Ax := lim A,x.
n—o0
Man priift leicht nach, dass A linear ist (Lemma 1.10). Wir behaupten A € B(X,Y’) und
A, — A. Dazu betrachten wir x € X und ||Az| = lim, ||A,z| < lim, ||A,| - ||=]. Da

dieser Grenzwert existiert (wieder umgekehrte Dreiecksungleichung), erhalten wir | A|| <
lim, [|A,]] < 00, also A € B(X,Y"). Auflerdem gilt

|A, — Al = sup ||Anz — Az|| = sup lim ||A,x — Apz|| < lim ||A, — A,

llll=1 lzf|=1 "7
was wie am Ende des Beweises von Satz 1.18 ||A,, — A|| — 0, also A,, — A, impliziert. [

Beschrinkte Operatoren sind ein zentrales Thema dieser Vorlesung, dem wir uns spiter im
Detail zuwenden werden. Hier notieren wir nur das folgende Korollar iiber den Dualraum
X' = B(X, K) eines normierten Raumes X.

I Korollar 1.20. Der Dualraum X' eines normierten Raumes X ist ein Banachraum.

Beweis. Klar wegen der Vollstindigkeit von K. O

Nach diesen Beispielen betrachten wir Banachriume aus einer abstrakteren Sichtweise. Zu-
nichst kldren wir, was wir unter isomorphen Banachriumen verstehen mochten. In der li-
nearen Algebra nennt man zwei Vektorriume X, Y isomorph, wenn es eine bijektive lineare
Abbildung zwischen ihnen gibt. Isomorphe Vektorrdume haben also dieselben algebraischen
Eigenschaften. Fiir Banachriume mochte man zusitzlich, dass sich die Normen der beiden
Riume kompatibel verhalten. Dazu fithren wir die folgenden Begriffe ein.

Definition 1.21. Seien X, Y normierte Riume.

a) Ein Lomorphismus zwischen X und Y ist eine bijektive Abbildung A € B(X,Y)
mit A~! € B(Y, X).

b) Eine Lometrie ist ein Operator A € B(X,Y) mit ||Az|| = ||=|| fiir alle z € X.
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c) X undY sind (isometrisch) isomorph, wenn es einen (isometrischen) Isomorphis-
mus zwischen ihnen gibt.

Diese Begriffe bediirfen einiger Erliuterungen. Zum ersten Punkt bemerken wir, dass eine
bijektive stetige lineare Abbildung A € B(X,Y’) stets eine lineare Umkehrabbildung A~! :
Y — X besitzt. Wir werden spiter schen, dass, falls X und Y Banachriume sind, A™!
ebenfalls beschrinke (stetig) ist. Ist Y aber kein Banachraum, so ist diese Aussage falsch, wie
wir jetzt erldutern.

Satz 1.22. Seien X, Y normierte Riume und A : X —'Y eine bijektive lineare Abbildung.
Dann ist A~1 genau dann stetig, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass

[Az]| = cllzll, =€ X,
gilt.
Beweis. Falls A™! stetig ist, gilt [|A™ y|| < [|[A7Y||ly|| (mit [|[A7Y| < oo) fiiralley € Y.

Firz € X und y := A ergibt das ||z|| < ||A7Y|||Az]|, also die Behauptung mit ¢ :=
A7 < oo

Gilt hingegen ||Az|| > c||z|| fiir ein ¢ > 0 und alle z € X, so gilt fiir v := A~'y die
Abschitzung

1A Yl = llzll < e[| Azl =y,

also [[A7Y| < ¢! < 0. O]

Beispiel 1.23. Sei X = (*°(N). Wir betrachten die Abbildung

1
AR — I, (Ax), == — - x,.
n
Dann gilt fur x € (Y
Az||oo = [2al =
[ Az||oo = sup < sup [zp| = [|zflee < 00,

was Az € £ und [|A|| < 1 < o0 zeigt. Also A € B((Y). Weiterhin ist A injek-
tiv, denn ker A = {x € X : n~'z,, = 0V¥n € N} = {0}. Betrachten wir nun das
Bild von A als normierten Raum Y := A(/) (mit Norm || - ||) und die koeinge-
schrinkte Abbildung B : X — Y, z — Ax. Dann ist B bijektiv und beschrinkt. Aber
die Umkehrabbildung B~ ist nach Satz 1.22 unbeschrinkt: Auf den Einheitsvektoren
(ex)n = Opn gilt Aex, = k7 leq, also ||[Aewllee = k7 1ew)]|o fiir alle & € N.
Demnach gibt es kein ¢ > 0 mit || Az|| > ¢||7]| fir alle z € X.

Zum zweiten und dritten Punkt von Definition 1.21 bemerken wir, dass eine Isometrie immer
injektiv ist (klar), aber nicht bijektiv zu sein braucht.
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Beispiel 1.24. Wir betrachten X = (§ mit p € [1, o0] und den Shift-Operator

n— > 2
S X =X, (Sx)p, = Toml =2
0 n=1
Dann gilt || Sz|[f = Y27, [wpa1]? = Y07 [24]P = [|z|[h. Also ist S eine Isometrie.
Aber wegen (Sz); = 0 fiir alle = liegt der Vektor (1, 0,0, ...) nicht im Bild von S, dh
S ist nicht surjektiv.

Ist A eine bijektive Isometrie, so ist A~ auch eine Isometrie (einfache Ubung).

Zeigen Sie, dass der Raum ¢y aller konvergenten Folgen und der Raum ¢q aller Nullfolgen
(jeweils mit || - ||0) isomorphe Banachriume sind.
Tipp: Betrachte A : ¢ — ¢g, (Ax)1 := limg z, (Az)p := zp—1 — limg 25, n > 2.

Um die Begriffe von Isomorphismus und isometrischem Isomorphismus abzugrenzen, be-
trachten wir zwei Banachriume (X, || - ||x) und (Y, || - ||v). Sind X, Y isomorph mit Iso-
morphismus A : X — Y, so konnen wir auf X die neue Norm

lll% = [l Azly

einfithren (dies ist tatsichlich eine Norm, wie man leicht nachprift). Mittels Satz 1.22 zeigt
sich dann, dass || - ||x und || - ||% dquivalente Normen sind. Ist A sogar ein isometrischer
Isomorphimus, so sind die Normen || - ||x und || - ||§ gleich.

Der Unterschied zwischen Isomorphismus und isometrischem Isomorphismus ist auch schon
fiir endlichdimensionale Banachriume sichtbar: Fiir d € N und p, ¢ € [1, o] sind (R", || - || ;)
und (R™, || - ||4) isomorph, aber isometrisch isomorph nur falls p = ¢ oder falls n = 2 und
p,q € {1,00}. Dies kénnen Sie in [SC95] nachlesen.

Das folgende Lemma illustriert, wie Isomorphismen Eigenschaften eines normierten Raumes
auf das isomorphe Bild tibertragen. Es gilt insbesondere fiir surjektive Isometrien (=isometri-
sche Isomorphismen).

Lemma 1.25. Seien X,Y normierte Riume und A : X — Y ein Isomorphismus. Dann
ist X genau dann vollstindig, wenn'Y vollstindig ist.

Beweis. Angenommen, X is vollstindig und y,, = Az, eine Cauchyfolge in Y. Dann ist
wegen ||z, — Zm| = [[A7 Y — A" ym|| < [JA7 |y — ym| — 0 die Folge () eine
Cauchyfolge in X. Aufgrund der Vollstindigkeit von X gibt es einen Grenzwert z,, = = €
X. Dann gilt mit y := Az auch ||y, — y|| = || Az, — Az|| < ||A||||zn — x| — 0, dh (yn)n
konvergiert. Also ist Y vollstindig.

Fiir die andere Richtung verwendet man A~ state A. O
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1.4 Direkte Summen und Quotienten von Banachraumen

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Konstruktionen diskutieren, die aus gegebenen Banach-
riumen neue Banachriume machen. Die einfachste Konstruktion ist die direkte Summe.

Definition 1.26. Seien (X, ||-||x) und (Y, ||-||y’) normierte Riume. Die direkte Summe
von X und Y ist die Menge

XY ={(r,y):zeX, yeY}=XxY,

mit der Vektorraumstrukeur (z,y) + A2/, y) = (x + \e’,y + A\Y') (mit z,2" € X,
y,y €Y, X e K).

Fiir p € [1, 00| definieren wir weiterhin

_ el + Il p< oo
I, )l = <o
max{z]x. [wlly} p=oo

Satz 1.27.

a) Die direkte Summe X ©Y zweier normierter Riume X,Y mit einer der Normen

b) Die Normen ||-||, sind alle dquivalent und es gilt (x,,, y,,) — (x,y) bzgl einer dieser
Normen genau dann wenn v, — T und y, — .

¢) Sind X undY vollstindig, so ist auch (X @Y, || - ||,)) vollstindig.

» D € [1, 00|, ist ein normierter Raum.

Der Beweis wird in den Ubungen gefiihrt, wo sich auch Beispiele finden.

Eine zweite wichtige Konstruktion ist die des Quotienten bzgl eines Unterraums. Dazu erin-
nern wir zunichst an das rein algebraische Konzept: Ist U C V' ein Untervektorraum eines
Vektorraums V/, so konnen wir auf V' die Aquivalenzrelation

v~ s v—0 el

einfiihren. Der Quotient, dh die Menge V' /U := V'/ ~ der Aquivalenzklassen [v] = v+U, ist
ein Vektorraum bzgl der (wohldefinierten) Operationen [v]+[v'] := [v+v'] und A\[v] := [Av].

Im Zusammenhang mit normierten Vektorriumen brauchen wir auch eine Norm auf V' /U.
Dazu verabreden wir zuerst, in einem normierten Raum V' den Abstand eines Punktes v € V/
zu einer Teilmenge A C V als

d(v,A) :=inf{|jv —al| : a € A}
zu definieren. Mit dieser Definition gilt A = {v € V : d(v, A) = 0} (Ubung).
Satz 1.28. Sei V ein normierter Raum und U C V ein Unterraum.

a) ||[v]|| := d(v,U) ist eine Halbnorm auf'V/U. Ist U abgeschlossen, so ist dies eine

Norm.

b) It V vollstindig und U abgeschlossen, so ist V /U mit der in a) eingefiihrten Norm

ein Banachraum.
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¢) Die Quotientenabbildung (fiir U abgeschlossen)
m:V = V/U, 7(v) :== [v],

ist linear und stetig.

Beweis. a) Wir priifen zuerst, dass || - || wohldefiniert ist, also nicht von der Wahl eines Re-
prisentanten v der Klasse [v] abhingt. Ist v/ ~ v, also v — v € U, so gilt

dW',U) =inf{||[v' —ul|| : we U} =inf{[lv+ (V' —v) —ul : we U} =d(v,U).

Wir priifen nun die (Halb-)normeigenschaften nach. Es gilt sicher ||[v]|| > 0 firallev € V
und |[A[v]|| = inf{||Av — u| : w € U} = |N|inf{|jv — X u| : w € U} = |A|||[v]| fiir
A # 0. Fiir A = 0 ist ||0[v]|| = O trivial.

Fiir die Dreiecksungleichung betrachten wir vy, v2 € V. Aufgrund der Definition von ||[v;]]]

als Infimum gibt es Vektoren uy, uy € U mit ||v; —u;|| < ||[vs]]|+¢, ¢ = 1, 2. Damit erhalten
wir

[[o1] + [w2][| = [I[vr + vo]|
< 1 + w2 — (ur + ug)||
< vl + o2l | + 2¢,

was die Dreiecksungleichung zeigt.

Klassen mit ||[v]|| = 0 erfiillen d(v,U) = 0, also v € U. Ist U = U abgeschlossen, folgt
v € U, also [v] = 0. Damit ist || - || in diesem Fall eine Norm.

b) Wir verwenden folgendes

Lemma 1.29. Ein normierter Raum V' ist vollstindig genau dann, wenn jede absolut sum-
mierbare Folge (v,) C 'V (db jede Folge mit Y~ | ||vn|| < o) summierbar ist (db
Zivzl vy, konvergiert in V' fiir N — 00).

Der Beweis dieses Lemmas wird in den Ubungen gefiihre.

Wir zeigen nun b) mit Hilfe dieses Lemmas. Sei also eine Folge (v,,) C V' gegeben, so dass
S ||[vn]]| < co. Wir miissen zeigen, dass (30_, [v,]) v in V /U konvergiert. Nach Defini-
tion der Quotientennorm als Infimum finden wir Vektoren u,, € U, so dass ||v, — u,| <
|[vn]|| + 27" annehmen. Dann gilt auch Y7, ||v, — u,|| < oo, und die Vollstindigkeit

von V' impliziert die Existenz von v := Y >° (v, — u,) € V. Wir erhalten

N N N
[v] —Z[vn—un} = | [v—Z(vn—un)] < U—Z(vn—un) —0
n=1 n=1 n=1
fur N — 00. Dies beweist die Behauptung.
o) 7 ist offensichtlich linear und hat wegen ||[v]|| = inf{||v —u| : v € U} < ||v|| Norm
||| < 1, ist also stetig. [
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Beispiel 1.30. Als Beispiel betrachten wir V' = C(]0, 1]) mit Supremumsnorm, U =
{f €V : f(0) =0}. Dannist V /U isometrisch isomorph zu (C, | - |).
Der Beweis erfolgt in den Ubungen.

Ein weiteres Beispiel von Quotientenriumen ist die Konstruktion, die wir schon im Zusam-
menhang mit den LP- bzw. £P-Riumen gesehen haben: Ist X ein Raum mit einer Halbnorm
p,dannististkerp = {z € X : p(z) = 0} ein abgeschlossener Unterraum und auf X / ker p
ist die Quotientennorm ||[z]|| := d(z, ker p) eine Norm.

1.5 Vervollstandigung

Wie wir bereits in vielen Situationen gesehen haben, ist die Vollstindigkeit von normierten
Riumen eine wichtige Eigenschaft. Wir diskutieren deshalb hier eine Methode, einen nicht
vollstindigen Raum so zu vergroflern, dass er vollstindig wird (Vervollstindigung).

Ist V' ein Banachraum und U C V ein nicht notwendigerweise vollstindiger Unterraum,
so wissen wir bereits aus Lemma 1.16, dass die Vollstindigkeit von U (eine interne Eigen-
schaft von U, die nur durch Folgen innerhalb von U definiert ist) zu der Abgeschlossenheit
von U (eine externe Eigenschaft von U, die tiber die Inklusion U C V' definiert ist) dquiva-
lent ist. In dieser Situation ist die Vervollstindigung von U naheliegend: Wir betrachten den

Abschluss U.

Lemma 1.31. It U C V ein Unterraum eines BanachraumsV, so ist der Abschluss U C 'V
ein Banachraum.

Beweis. Per Konstruktion ist U vollstindig und in V' enthalten. Wir miissen nur zeigen, dass
es auch ein Vekrorraum ist. Fiir x,5y € U gibt es Folgen (z,,), (,) C U mit 7, — z und
Y — y. Nach Lemma 1.10 gilt z,, + y,, — = + ¥, also z + y € U. Analog sieht man fiir
A € K die Konvergenz A\z,, — Az, also Az € U, was die Unterraumeigenschaften von U

beweist. O

Per Konstruktion ist U der Kleinste Banachraum, der U enthilt. Weiterhin liegt U dicht in
g (Erinnerung Analysis: Eine Teilmenge A eines n metrischen Raums B liegt dicht in B, falls
A = B) und die Inklusionsabbildung ® : U — U, ®(u) := wu, ist eine Isometrie.

Wir méchten diese Konstruktion jetzt auf die allgemeine Situation verallgemeinern, dass wir
einen nicht notwendigerweise vollstindigen normierten Raum (X, || - ||) vorliegen haben, der
nicht als Unterraum eines Banachraumes gegeben ist. In diesem Fall muss die Vervollstindi-
gung von X konstruiert werden. Die folgenden Ergebnisse gelten (in geeigneter Form) fiir
jeden metrischen Raum. Wir konzentrieren uns hier aber auf den Fall normierter Riume.

Definition 1.32. Sei X ein normierter Raum. Eine Vervollstindigung von X ist ein Paar
(Y, ®) bestehend aus einem Banachraum Y und einer Isometrie ® : X — Y mit
dichtem Bild (dh ®(X) =Y).
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Satz 1.33. Sei X ein normierter Raum.
a) (Existenz) X besitzt eine Vervollstindigung (Y, ®).

b) (Fortsetzung stetiger Abbildungen auf die Vervollstindigung) Ist Z ein Banachraum
und A © X — Z linear und stetig, so existiert eine eindeutige stetige lineare Abbil-

dung A:Y — Z mit Ao ® = A. Es gilt | Al| = ||A].
¢) (Eindeutigkeit) Je zwei Vervollstindigungen (Y, ®), (Y, ®) von X sind isometrisch

isomorph.

Beweis. a) Eine direkte Methode zur Konstruktion einer Vervollstindigung verlduft analog
zur Konstruktion von R aus Q. Wir skizzieren diese Methode hier nur kurz, weil wir spiter
einen eleganteren Beweis fithren werden.

Man betrachtet den Raum C'F'(X) aller Cauchyfolgen in X und darauf die Aquivalenzrelati-
on (z,) ~ (Yn) :< ||Tn — ynl| = 0. Wir definieren Y := C'F(X )/ ~, was ein Vektorraum
bzgl der (wohldefinierten) Operationen [(x,,)]+[(yn)] := [(xn+ys)] und A[(z,,)] = [(Az,)]

ist. Wir definieren auf Y eine Norm durch
@l = tim ]

Dieser Limes existiert, da |||z, || — ||@m|| < [|#n — @] — 0, ist unabhingig von der Wahl
eines Reprisentanten, und eine Norm. Dann ist Y zusammen mit ® : X — Y, z — [(x)]
(hier bezeichnet (x) die konstante Folge (x,x,...)) eine Vervollstindigung von X (hier ist
einiges zu beweisen, was in dieser Beweisskizze aber auslassen).

b) Nach Teil a) diirfen wir X als einen dichten Unterraum eines Banachraums Y auffassen.
Sei A : X — Z stetig und linear (mit Z Banachraum). Da X C Y dicht st, gibt es zu jedem
y € Y eine Folge (z,,), C X mitz, — yin Y. Wir wihlen fiir jedes © € X eine solche
Folge aus und definieren

g:Y—>Z, Ey:: lim Az, fir x, —y.

n—0o0

(@n,)n ist eine Cauchyfolge, und aufgrund der Stetigkeit von A gilt | Ax,,— Az, || < || Alll|zn—
Tm|| — 0. Da Z vollstindig ist, konvergiert (Az,,), in Z, dh der Limes in der Definition

von A existiert. Weiterhin ist A wohldefiniert, hingt also nicht von der Wahl der Folge (z,,),,
mit x,, — y ab: Ist (2,) eine weitere solche Folge, so gilt

Az, — Az || < |Alllzn — 2| < [[Allll2n — yll + [|Alllly — 27,]] = 0.
Man priift leicht nach, dass A linear ist. Offenbar gilt ﬁ‘ x = A (wihle die konstante ap-

proximierende Folge), dh Ao® = Alin der Sprache der Vervollstindigungsabbildung. Die
Stetigkeit von A folgt aus

1Ayl = | lim A | = lim | Az, < [|A]l lim [Jz]| = ] ly].

nimlich || A|| < || A und mit A|y = A auch ||A]| = ||A].
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Die Eindeutigkeit der Fortsetzung folgt, da Stetigkeit von A die definierende Formel von A
erzwingt.

¢) Seien (Y, ®), (Y, ®) zwei Vervollstindigungen von X. Dann ist ® : X — Y eine lineare
stetige (da isometrische) Abbildung in einen Banachraum, die nach b) eine Fortsetzung o
bzgl der Vervollstindigung (Y, ®) hat, nimlich eine lineare stetige Abbildung R T
mit (/I\)|X ®. Diese Abbildung ist isometrisch: ||$( )| = || lim,, ®x,| = lim, | Px,| =
lim,, ||z,| = ||y|| fiir eine Folge ,, — y. Weiterhin ist o surjektiv: Nach Lemma 1.25,
angewendet auf d:Y o <I>( ), ist das Bild von o vollstindig (abgeschlossen) Anderer-
seits enthilt dieses Bild den Unterraum ®(X), der in Y dicht liege. Also ist ®(Y) sowohl
abgeschlossen als dicht und damit gleich Y. ]

Aufgrund der in Teil ¢) etablierten Eindeutigkeit der Vervollstindigung von X bis auf iso-
metrischen Isomorphismus ist auch eine Notation wie X fiir die Vervollstindigung gerecht-
fertigt. Beachten Sie aber, dass aufgrund der abstrakten Konstruktion der Vervollstindigung
wenig konkrete Information iiber X zur Verfiigung steht. Zum Beispiel konnen wir die Ver-
vollstindigung von C([0, 1]) bzgl der L'-Norm betrachten. Aus der Mafitheorie wissen wir,
dass C([0,1]) < L'([0,1]) ein dichter Unterraum ist - also ist die Vervollstindigung von
C([0, 1]) bzgl der L'-Norm gleich L' ([0, 1]), ein Raum von Aquivalenzklassen von Lebesgue-
integrierbaren Funktionen. Wenn uns MafStheorie nicht bekannt wire, konnten wir trotzdem
die abstrakte Vervollstindigung betrachten. In diesem Fall wiirden wir wir aber nichts tiber
die Elemente der Vervollstindigung wissen und kénnten sie nicht ohne weiteres als (Aquiva-
lenzklassen von) integrierbaren Funktionen erkennen.

Als Anwendungsbeispiel von Vervollstindigungen betrachten wir Integraloperatoren.

Beispiel 1.34. Sei [ := [a,b] C R ein kompaktes Intervall und K : I x I — C eine
stetige Funktion (Integralkern). Dann ist der Integraloperator

(Txe )z /my

eine lineare Abbildung C'(I) — C'(I) (fiir die Stetigkeit von Tk f siehe [Ana3, Satz 2.27]).
Wir betrachten die LP-Norm und sehen mit Hilfe der Holderschen Ungleichung mit

1,1
P g 1
/ ()] y| 4o = / 1K (2, )0 [f170 da

(b—asupllK( Iza - 1AL

zel

1T fIIze =

Das Supremum ldsst sich wie folgt abschitzen: Fiir jedes z € I gilt

b
(L CAD] ¥ =/ | K (2, y)|*dy < | K[| - (b = a),

was | Tk| < (b— a)l/p(b — )Y Koo = (b — a)|| K|l < 0 ergibt. Fassen wir
Tk als Abbildung von C(I) in den grofieren Banachraum LP(I) auf, so kénnen wir
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mit Satz 1.33 b) schlieflen, dass der Integraloperator eine stetige Ausdehnung zu einem
Operator LP(I) — LP(I) hat.
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2 Hilbertraume

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Hilbertriumen. Hilbertriume sind spezielle Ba-
nachriume, in denen die Norm durch ein Skalarprodukt induziert wird.

2.1 Skalarprodukte und Hilbertraume

Auf dem endlichdimensionalen Raum K¢ (wieder mit K € {R, C}) haben wir das Eu-
klidische Skalarprodukt (z,y) := 22:1 TrYk, dass die Euklidische Norm || - ||z durch
|z||2 = \/{x, x) festlegt. Wir verallgemeinern diese Situation nun auf andere Riume.

Definition 2.1. Sei V ein Vektorraum iiber K.

a) Eine Sesquilinearform ist eine Abbildung s : V' x V' — K, die im zweiten Argu-
ment linear und im ersten Argument antilinear” ist, dh

s(v, -): V=K, w +— s(v,w) st linear,
s(-,v):V =K, w — s(w,v) istantilinear.

b) Eine hermitische Form ist eine Sesquilinearform s : V' x V' — K, die

s(v,w) = s(w,v), v,w eV,

erfiillt.

¢ Eine hermitische Form heif3t positiv semidefinit (bzw positiv definit), wenn s(v, v) >
0 (bzw s(v,v) > 0) fiir alle v € V\{0} gilt.

d) Ein Skalarprodukt ist eine positiv definite hermitische Form.

e) Ein Pri-Hilbertraum ist ein Vektorraum mit einem Skalarproduke.

“Eine antilineare Abbildung A : V' — W zwischen komplexen Raumen erfiillt per Definition A(v; +
v2) = Avy + Avg und A(Av) = AA(v) fiirv,v1,v2 € V, X € C. Fiir reelle Riume ist Antilinearitit
das gleiche wie Linearitit.

Beachten Sie, dass eine Sesquilinarform s stets s(v, v) = 0 fiir v = 0 erfiillt. Im Falle eines
Skalarproduktes gilt per Definition auch s(v, v) = 0 = v = 0. Skalarprodukte werden meist
als (v, w) = s(v, w) notiert.

Beispiel 2.2. Auf V' = C([a, b]) ist

(f,9) :Z/ f(x)g(z) da

ein Skalarprodukt, das sogenannte L2-Skalarprodukt. Beweis: Ubung.

Definition 2.3. Zwei Vektoren x,y in einem Prihilbertraum V' heiflen orthogonal, ge-
schrieben = L y, wenn (x,y) = 0. Eine orthogonale Menge ist eine Teilmenge M C V
mit der Eigenschaft v L y fir alle z,y € M, x # y. Eine orthonormale Menge ist
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Bezeichnungen werden auch fiir eine positiv semidefinite hermitische Form s verwendet.

I eine orthogonale Menge M C V/, fiir die (z,z) = 1 fiir alle z € M gilt. Die selben

Fiir eine orthonormale Menge M gilt also

1 z=vy
5 :5‘73 pum— .
(z,y) Y {0 cy

Dies gilt entsprechend fiir nur positiv semidefinite hermitische Formen. Im Kontext eines

Prihilbertraums (V, (-, -)) fithren wir die Abkiirzung
[o]] == v/{v,v) € [0,00)

ein. Wir werden bald sehen, dass dies eine Norm ist (die Dreiecksungleichung ist nicht offen-
sichtlich). Im Falle einer positiv semidefiniten Form s ist v +— y/s(v, v) nur eine Halbnorm,
da es Vektoren v # 0 geben kann, die s(v,v) = 0 erfiillen.

Der aus der Schule bekannte Satz von Pythagoras besagt, dass fiir zwei bzgl. des Euklidischen
Skalarproduktes auf R? aufeinander senkrecht stehende Vektoren x,y € R?

]| + llyl1> = [l — y||?
gilt, was wir sofort mit Hilfe der Skalarprodukteigenschaften nachrechnen kénnen:
o —yl? = (z —y,x —y) = (x,2) — (z,9) — (v, ) + (v, v) = ||z + [ly]|*
Der folgende Satz verallgemeinert dies. Es geniigt hier, positive Semidefinitheit anzunehmen.

Satz 2.4 (Satz von Pythagoras). Sei {v1,...,vn} eine orthonormale Menge bzgl. einer
positiv semidefiniten hermiteschen Form auf einem VektorraumV . Dann gilt fiir alle x € V

N N
s(z,z) = Z (@, vn) 2 + s (x - Zs U, L) Up, T Zs Up, T ) :
n=1 n=1

Insbesondere gilt die Besselsche Ungleichung

N
s(z,z) > Z |s(z, vn)|?
n=1
fiirallex € V.

e , N ,
Beweis. Seixz € V. Wirsetzenu := ), s(vp, )V, und w := = — u. Dann sind « und w
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orthogonal, denn aufgrund der Eigenschaften von s gilt

s(u,w) = s (Z $(Up, T)Up, T — Z s(vm,x)vm>

n=1 n,m=1 —Sum
N N

= Is(vn,@)[P =D [s(vn, @)
n=1 n=1

=0.

Das impliziert
s(x,x) = s(u+w,u+w) = s(u,u) + s(u, w) + s(w,u) + s(w, w) = s(u, u) + s(w, w),

die behauptete Gleichung. Die Besselsche Ungleichung folgt nun aus s(w,w) > 0, da s
positiv semidefinit ist. [

Die folgende Ungleichung ist im Kontext von Hilbertriumen von iiberragender Bedeutung
und wird sehr hiufig benutzt.

Lemma 2.5. Sei s : V X V' — K eine positiv semidefinite hermitesche Form auf einem
K-Vektorraum V. Dann gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

|8(U7w)|2 < S(U,’U) ) S(waw)a v,w e V.

Beweis. Wir betrachten v, w € V und Skalare A, x € K. Dann gilt aufgrund der positiven
Semidefinitheit

0 < s(Av + pw, A + pw) = |A*s(v,v) + Aus(v, w) + Nas(w, v) + |p*s(w, w)

_ /(A A A ’ e s(v,v)  s(v,w) ,
1 u s(w,v)  s(w,w)
wobei (-, - ) das Euklidische Skalarprodukt auf C? bezeichnet. Also ist die Matrix A positiv

semidefinit und hat deshalb nicht-negative Determinante,

0 < det A = s(v,v)s(w,w) — s(v,w)s(w,v) = s(v,v)s(w, w) — |s(v,w)|?.

Durch Umstellen folgt die Cauchy-Schwarz Ungleichung,. O

Im Falle eines Skalarproduktes gibt es einen einfacheren Beweis der Cauchy-Schwarz Unglei-
chung: Wenden Sie die Bessel-Ungleichung auf die orthonormale Familie {ﬁ} (mit v # 0
an.)
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Satz 2.6. Sei V' ein Prihilbertraum mit Skalarprodukt (- | - ). Dann ist |v]| := +/(v,v)
eine Norm auf'V, die
[{v, w)| < o]l |lwl]

(Cauchy-Schwarz Ungleichung) und die Paralellogramm-Identitit*
lv+w|? + v = wl|* = 2[]o|* + 2[lw]*,  vweV,

erfiillt. Ist stattdessen (-, - ) nur eine positiv semidefinite hermitische Form, so ist || - || nur
eine Halbnorm.

“Um den Namen dieser Identitit zu verstehen, zeichnen Sie ein Parallelogramm in R2, das von zwei
Vektoren v, w aufgespannt wird.

Beweis. Offenbar gilt ||v]| > 0 fiir alle v € V, und im Falle eines Skalarproduktes gilt auch
vl = 0 < v = 0. Weiterhin haben wir fiir A\ € K auch ||[\v|| = |A|||v]| aufgrund der
Sesquilinearitit des Skalarproduktes. Fiir den Beweis der Dreiecksungleichung benutzen wir
die Cauchy-Schwarz Ungleichung |(v, w)| < ||v]|||w]]:

v+ wl||* = (v, v) + (v, w) + (w,v) + (w, w)
= [[v]|* + 2Re (v, w) + [[w]|?
< olf* + 2[(v, w)| + [Jw]f?
< l* + 2foll lw] + [lw]?
= (o]l + [lwl)?.

Die Parallelogramm-Ungleichung folgt durch einfaches Ausmultiplizieren:

v+ w|* + [|lv — w|]* = (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w, w)
+ (v,v) — (v,w) — (w,v) + (w,w)
= 2Jjo]/* + 2w

]

Sei H ein Prihilbertraum und 1, ¢ € H. Unter welchen Bedingungen gilt Gleichheit in der
Cauchy-Schwarz Ungleichung, dh wann gilt |[(y, )| = ||[¢||||l|?

Wir sehen also, dass jeder Prahilbertraum ein normierter Raum mit einer durch das Skalar-
produkt definierten Norm ist. Dies fiithrt uns auf den Begriff eines Hilbertraums.

Definition 2.7. Ein Hilbertraum ist ein Prihilbertraum, der in der durch sein Skalar-
produkt induzierten Norm vollstindig ist.

Insbesondere ist jeder Hilbertraum ein Banachraum. Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch:
Nicht jeder Banachraum ist ein Hilbertraum. Wie oben gezeigt, muss die Norm eines Banach-
raums mindestens die Parallelogrammgleichung erfiillen, um ein Hilbertraum sein zu kénnen.
Tatsichlich ist dies die einzige Bedingung,.
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Satz 2.8. Ein Banachraum (V|| - ||) ist ein Hilbertraum genau dann, wenn || - || die
Parallelogramm-Identitit erfills. In diesem Fall ist

(v, w) === (lv+w|* = |[v — w|* +i[lv — iw|]* — iljv + iw|?) (fir K= C),

{(v,w) := (||v+w||2— ||v—w||2) (fir K =TR)

e N

ein Skalarprodukt auf'V, das die Norm ||v|| = \/ (v, v) induziert.

Wir sehen also insbesondere, dass sich in einem Hilbertraum das Skalarprodukt durch die
Norm ausdriicken ldsst. Diese Gleichung heiflt Polarisationsidentitit. Andererseits definiert
nicht jede Norm ein Skalarprodukt durch Polarisation, Voraussetzung ist die Parallelogramm-
Identitit.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass in einem Hilbertraum die Polarisationsidentitit gilt. Dies ist
ein reines Ausmultiplizieren: Fir K = C gilt
v+ w|)® = |lv — w|* +i|lv — iw||* —i|jv +iw|]* = (v +w,v+w) — (v —w,v—w)
+ (v —iw,v — iw) — (v + 1w, v + iw)
= 4(v,w).
Die Rechnung im Fall K = R ist analog und einfacher.?

Wir haben bereits gesehen, dass die Norm eines Hilbertraumes die Parallelogramm-Identitit
erfiille. Der Beweis, dass die durch die Polarisationsidentitit definierte Abbildung (-, -) ein
Skalarproduket ist, wird in den Ubungen gefiihrt. N

Beispiel 2.9.

a) K% ist ein Hilbertraum mit dem Euklidischen Skalarprodukt

d
(z,w)y 1= Zz_kwk z=(21,...,2q0), w=(wy,...,wg) € K%
k=1

Die Skalarprodukteigenschaften lassen sich leicht priifen. Die induzierte Norm
ist ||zl = /{2, 2)2 = Sy |l

Da K? endlichdimensional ist, ist er automatisch vollstindig bzgl || - ||z.

b) Der Banachraum (K%, || - ||,,) (siche Beispiel 1.3) ist fiir p # 2 kein Hilbertraum.
Um dies einzusehen, miissen wir zeigen, dass die Parallelogrammgleichung nicht

erfiillt ist (Ubung).

’Die Rechnung zum Nachpriifen der Polarisationsidentitit zeigt auch, dass eine positiv semi-definite Sesquili-
nearform automatisch hermitesch ist, was zum Nachpriifen der Skalarprodukteigenschaften hilfreich ist.

31



c) 03 (siche Beispiel 1.4) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarproduke

<$a y> = Zm_nym T = (-Tn)nelNa Yy = (?Jn)nelN S g]IQ\I
n=1

Wir miissen zuerst zeigen, dass das Skalarprodukt wohldefiniert ist, dh dass die
Reihe konvergiert. Fiir 2 € (3 gilt |23 = D07, |2, |* < oo

Dazu verwenden wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung in CV: Fiir N € N gilc

N 1/2 N 1/2
< (Z \%\2) (Z \yn|2> < l[=ll2llyll2 -
n=1

n=1

N
E TnlYn
n=1

Da N beliebig und die rechte Seite von /N unabhingig ist, ergibt sich |(z, y)| <
|]|2|ly]la < oo. Also ist das Skalarprodukt wohldefiniert. Die Skalarproduktei-
genschaften lassen sich einfach nachpriifen.

d) Der Banachraum (¢4, || - ||,)) ist fiir p # 2 kein Hilbertraum (analog zu b)).

e) Fiir einen Mafiraum (Q, %, ) ist L(€2, i) (siche Beispiel 1.6) ein Hilbertraum
mit dem Skalarprodukt

(f,g) = / F@g(e)du(z),

wie in Analysis 3 gezeigt wird. Fiir p # 2 ist der Banachraum (LP(€2, p), || - || r)
kein Hilbertraum.

Diese Beispiele zeigen, dass Hilbertriume spezielle Banachriume sind — die meisten Banach-
riume sind keine Hilbertraume. Wir werden sehen, dass sich in Hilbertraumen aufgrund des
Skalarproduktes in vielerlei Hinsicht einfacher arbeiten lisst als in allgemeinen Banachriu-
men. Auch in Anwendungen spielen Hilbertriume eine hervorragende Rolle.

Eine wichtige Konsequenz der Cauchy-Schwarz Ungleichung ist die Stetigkeit des Skalarpro-
duketes.

Lemma 2.10. Das Skalarprodukt eines Prihilbertraumes H ist eine stetige Abbildung

(-, ) HxH—->K

Beweis. Die Norm eines normierten Raumes ist offenbar stetig: Aus v, — v folgt ||v,| —
||v|| (siche Lemma 1.10 c)). Nach der Polarisationsidentitit in Satz 2.8 lisst sich das Skalar-
produkt (v, w) als Polynom in Normen, ausgewertet auf Linearkombinationen der beiden
Vektoren v, w, ausdriicken. Da auch die linearen Operationen stetig sind (Lemma 1.10)),

folgt die Behauptung. [

Wir betrachten kurz zwei Konzepte, die wir bereits im Kontext von Banachriumen kennen-
gelernt haben: Isomorphie und direkte Summen von Hilbertriumen. Da Hilbertriume durch
ein Skalarprodukt und nicht durch eine Norm charakterisiert sind, definieren wir Isomorphie
wie folgt.
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Definition 2.11. Zwei Hilbertriume (1, (-, - )1) und (M2, (-, - )2) heiflen isomorph
(als Hilbertrdume), falls es eine lineare bijektive Abbildung U : H; — H gibt, so dass

<U.17,Uy>2: <$,y>1, m7y€H1-

Eine solche Abbildung U heifSt unitir oder unitirer Operator. In diesem Fall schreiben
wir auch

Hi = Ho.

Wir bemerken, dass eine unitire Abbildung U : H; — Hs eine Isometrie fir die von den
Skalarprodukten induzierten Normen ist: Fiir alle € H; gilt

Uzl = V{Uz, Uz)s = /{2, 2)1 = |1

Betrachten wir die Hilbertraume #;, Hs als Banachriume mit den von ihren Skalarprodukten
induzierten Normen, so ist ein unitirer Operator also nichts anderes als ein isometrischer
Isomorphismus.

Wir betrachten nun direkte Summen von Hilbertriumen. Als Vektorraum ist H & Ho wieder
als kartesisches Produkt 1 X Ho genau wie fiir Banachriume definiert. Aber wir miissen nun
ein Skalarprodukt statt einer Norm definieren, um 1 X Hz zu einem Hilbertraum zu machen.

Definition 2.12. Seien (Hi, (-, -)1) und (Ha, (-, - )2) Hilbertriume. Dann ist die
direkte Summe H, @ Ho der Vektorraum H; X Ho zusammen mit dem Skalarproduke

(w1, 22), (Y1,92)) = (T1, 1)1 + (T2, Y2)2.

Aus der Definition ist direke ersichtlich, dass (-, - ) ein Skalarprodukt auf H; x H; ist. Da
die induzierte Norm die 2-Norm ist, dh ((x1, 22), (z1, 22))*? = (||z1]|? + [|22]|?)"/? und
wir bereits wissen, dass H1 X Hz vollstindig ist in bzgl dieser Norm, sehen wir auch, dass die
direkte Summe von zwei Hilbertriumen wieder ein Hilbertraum ist.

Bemerken Sie, dass bzgl. des Skalarproduktes von H; @& #H, die Unterriume #; & {0} und
{0} & H, senkrecht aufeinander stehen; wir haben hier also eine orthogonale direkte Summe
definiert.

2.2 Orthogonalitat und adjungierte Operatoren

Wir befassen uns nun eingehender mit Orthogonalitit in Hilbertriumen. Dazu definieren
wir das orthogonale Komplement einer Menge.

Definition 2.13. Das orthogonale Komplemenr M L einer Teilmenge M eines Prihilber-
traums H ist

Mt ={veH: (v,m)=0Vm € M}.

Das orthogonale Komplement M+ von M besteht also aus allen Vektoren, die auf allen Vek-
toren aus M senkrecht stehen. Daraus ergibt sich direkt:
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Lemma 2.14. Sei H ein Pribilbertraum und M C H eine Teilmenge. Dann gilt
a) M* ist ein abgeschlossener Unterraum von H,
6) M C (M*)*4
¢) Ist N C H eine weitere Teilmenge, so gilt N C M = M+ C N+,

d) M+ = span(M )J_ (hier bezeichnet ~ den Abschluss in H in der Norm).

Beweis. a) Seiv,w € M+, A € K, und m € M. Dann gilt
(A +w,m) = Mo, m) + {(w,m) =0,

also \v +w € M™. Dies zeigt, dass M~ ein Unterraum ist. Sei nun (m;-),ex C M eine
Folge in M L+ diein H konvergiert, mrf — x € H. Dann gilt aufgrund der Stetigkeit des
Skalarproduktes fiir alle m € M

(x,m) = {lim m>,m) = lim (m>,m) = lim 0= 0.
n—oo n—oo n—oo

Also giltz € M L dh M+ ist abgeschlossen.
b) Sei m € M und w € M. Dann gilt (m,w) = 0, also m € (M*)*.

c) Falls ein Vektor auf allen Vektoren in M senkrecht steht, so steht er insbesondere auf allen
Vektoren in der kleineren Menge N senkrecht.

d) Wegen M C span(M) gilt nach ) M+ D span(M)J_. Wir miissen also nur M+ C
span(]%)L zeigen. Sei also m* € M+ und x € span(M). Dann gibt es eine Folge (z,,) C
span(M ) mit x,, — x. Dam* auf M senkrecht steht, steht es auch auf den Linearkombina-
tionen ,, in der linearen Hiille von M senkrecht, dh 0 = (m*, z,,) fiir alle n. Aufgrund der

Stetigkeit von (-, - ) folgt nun 0 = (m*, z), also m* € span(M)L. ]

Ein fundamentales Resultat, in dem sich Hilbertriume besser als Banachriume verhalten,
ist eine natiirliche Zerlegung in direkte orthogonale Summen, die wir nun besprechen. Wir
beginnen mit einem Lemma.

Lemma 2.15. Sei H ein Hilbertraum, K C H ein abgeschlossener Unterraum, undv € H
ein Vektor. Dann gibt es einen eindeutigen Vektor ko € K mit der Eigenschaft

v — kol| = d(v, K) := inf{|Jv — k| : k € K}.

Beweis. Nach Definition von d(v, K) = inf{||v — k|| : k € K} gibt es eine Folge k,, € I,
so dass ||[v — k,|| — d(v, K) fiir n — oo. Dies ist eine Cauchyfolge, denn
ko = K |* = [| (K = v) = (ki — 0)||*
= 2|k — v||* + 2|k — v||* = || (kn — v) + (kp —v)||*  (Parallelogramm-Gl.)
= 2llkn — 0ll* + 2]k — v]|* = 4lv — 5 (kn — k)|
< 2||ky — v||* + 2|k — v||* — 4d(v, K)?
— 2d(v, K)? + 2d(v, K)* — 4d(v,K)*  fiirn,m — oo
= 0.
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Da ‘H nach Voraussetzung vollstindig ist, existiert der Limes kg := lim,, k,, und liegt in /C,

da IC abgeschlossen ist. Es gilt
o= Kol = lim [0~ k| = d(v. ),

was die Existenzaussage beweist. Die Eindeutigkeitsaussage beweist sich analog: Falls & und
k{ in KC liegen und ||v — ko|| = ||v — k§|| = d(v, K) erfiillen, so liefert obige Rechnung mit
ko anstelle von k,, und k) anstelle von k,

1Ko — KolI* < 2[lko — v[|* + 2[| kG — v||* — 4d(v,K)* = 0,
also ko = k. O

Unsere geometrische Anschauung in endlicher Dimension legt die Aussage dieses Lemmas
nahe. Beachten Sie aber, dass es in allgemeinen Banachriumen nichz gilt.

Wir kommen nun zu der versprochenen Aufteilung eines Hilbertraums in orthogonale Un-
terraume.

Satz 2.16 (Projektionstheorem). Sei K C H ein abgeschlossener Unterraum eines Hilber-
traums H. Dann gilt

HEKo KL

Insbesondere kann jeder Vektor v € H auf eindeutige Weise als v = k + kt mitk € K
und k+ € Kt geschrieben werden, und es gilt dann ||v||* = ||k||* + ||k

Beweis. Sei v € H. Nach dem vorausgehenden Lemma gibt es einen eindeutigen Vektor
k € K mit ||v — k|| = d(v, K). Wir setzen k* := v — k und behaupten &+ € K. Fiir alle
y € Kundallet € R gilt

d(v,K)? < lv—(k+t- 9> = k" —t-yl]> = d(v,K)* = 2t Re (k" y) + £ [Jy||*,

also —2t Re (k*,y) + 12 ||y||*> > O fiir alle ¢ € R. Dies impliziert Re (k*,y) = 0 (betrachte
Graph dieser Parabel). Fithren wir das Argument analog mit ¢ statt ¢ durch, so erhalten wir
Im (k*,y) = 0, insgesamt also k+ € KL.

Um die Findeutigkeit der Zerlegung zu zeigen, nehmen wir v = ky + ki- = ko + k3 mit
ki,ks € K und kit k3 € Kt an. Dann gilt ky — ko = kit — ki € K N KL, Aber
KN K+ = {0}, denn jedes = in diesem Raum erfiillt 0 = (z, z) = ||=||.

Die Normgleichung |[v||* = ||k||* + ||k*]||? ist eine direkte Konsequenz der Orthogonalitit
von k und k.

Der gesuchte unitire Operator, der den Hilbertraumisomorphismus H = K & Kt vermittelt,
ist

U:Ke Kt — H, Uk, k) =k + k*.

Er ist nach oben Gesagtem surjektiv und aufgrund der Eindeutigkeit der Zerlegung injektiv.
Die Unitaritit folgt aus

Uk, k), Uka, k) = (k1 + ki ko + kg o = (ka, koo + (ki Ky hu
= <(k17 kf_)a (k% k;»ICGBICL'
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Dieser Satz heiflt das Projektionstheorem (oder der Satz von der orthogonalen Projektion),
weil wir einen Hilbertraum in eine direkte orthogonale Summe zerlegen kénnen. Dies defi-
niert auch eine Projektion auf den abgeschlossenen Unterraum: Die lineare Abbildung

Pc:H— KoK, Pi(k+ k") =k,

heillt die orthogonale Projektion auf K, wobei k € IC, kLt € KL. Es ist klar, dass P,% = P
gilt. Weiterhin beobachten wir ohne Schwierigkeiten

Ran Px = I, ker Pc = K+,

und P ist eine orthogonale Projektion in dem Sinne, dass Ran P und ker Py aufeinander
senkrecht stehen.

a) Definieren wir eine orthogonale Projektion als einen Operator P € B(H), der P2 = P
und (ker P)* = Ran P erfiillt, so erhalten wir eine Bijektion zwischen abgeschlossenen
Unterrdumen von H und orthogonalen Projektionen (s.0.). Diese erlaubt es, geometri-
sche Fragen tiber die relative Postion von Unterriumen (zB: ein Unterraum enthilt einen
anderen, Schnitt von Unterrdumen, zwei Unterrdaume stehen senkrecht, etc) in Operato-
rensprache zu iibersetzen, wo sie oft effektiver bearbeitet werden kénnen. Wir werden zu
diesen Fragen zuriickkommen, wenn wir weitere Werkzeuge zur Diskussion von Hilber-
traumoperatoren zur Verfiigung haben.

b) Orthogonale Projektionen sind wesentliche elementare Operatoren, aus denen kompli-
ziertere Operatoren durch Linearkombination und Integration zusammengesetzt werden;
denken Sie zB an die Projektionen auf die Eigenrdume einer Matrix im endlichdimensio-
nalen Fall. Wir werden diese Betrachtungen im Kapitel zur Spektraltheorie weiterfithren.

c) Abgeschlossene Unterriume treten in Paaren (/C, K1) auf, was auf der Ebene der Projek-
tionen durch die Paare (Px, 1 — Pi) reflektiert ist (s.u.). In Anwendungen in der Quan-
tenphysik modellieren orthogonale Projektionen Ja/Nein-Aussagen, und 1 — P entspricht
der Negation der zu P gehorigen Aussage (Quantenlogik).

Korollar 2.17. Sei I C H ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums H. Dann
gilt

Plclzl—p](;

(mit 1 = idy). Ist U C H ein nicht notwendigerweise abgeschlossener Unterraum von H,
so gilt

T = (UYL,

Beweis. Da auch das orthogonale Komplement Kt ein abgeschlossener Unterraum von H
ist, ist die orthogonale Projektion Py definiert. Auf v = k + k™ gilt

Per(k+kY =kt =(k+kY) —k = (k+ k) — Pe(k+ k1),

also Pc1 = 1 — Py wie behauptet.
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Fiir beliebige Unterriume U wissen wir bereits aus Lemma 2.14 d) U+ = U Damit erhalten

wir

Pﬁzl—PUL :1—PUL :P(UL)L,
also P = Pyy1yr. Damit folgt U = PoH = Py H = (U O
Es gibt zwei spezielle (triviale) Projektionen, die den trivialen Unterrdumen K = H und

K = {0} entsprechen, nimlich

P’Hzl, P{O}:O

Beispiele zu Orthogonalzerlegungen finden sich in den Ubungen.

Wir kommen nun zu einer wichtigen Anwendung des Projektionssatzes, dem sogenannten
Lemma von Riesz, das den Dualraum eines Hilbertraums charakterisiert. Erinnern Sie sich,
dass der Dualraum eines Banachraums (insbesondere also eines Hilbertraums) als H' :=

B(H,K) definiert ist, dh alle stetigen linearen Funktionale  — K enthilt.

Satz 2.18 (Das Rieszsche Lemma). Sei H ein Hilbertraum. Fiir jeden Vektor y € H ist
das Funktional

vy =yl H->K  y(z):=(ym)

stetig, und fiir jedes stetige lineare Funktional p € H' gibt es einen eindeutigen Vektor
y € H, so dass o = y*. In diesem Fall gilt || ¢||3 = ||y

Kurz gesagt: Die Abbildung
O:H—H, O(y) =y"

ist eine antilineare bijektive Isometrie.

Die Notation (y| ist angesichts der Abbildungsvorschrift (y| : = +— (y,x) sehr suggestiv
— noch mehr, wenn die Vektoren © € H als |z) notiert werden. Sie geht auf Dirac zuriick
und wird ”Bra-Ket Notation”genannt, da die Klammer (bracket) des Skalarproduktes in den
linken "Bratind den rechten "Ket™Teil zerlegt wird. Beachten Sie, dass hier die Konvention,
das Skalarprodukt im rechten Eintrag linear zu wihlen, wesentlich ist.

Das Riesz-Lemma wird auch als Rieszscher Darstellungssatz bezeichnet, da es die abstrakten
stetigen linearen Funktionale konkret durch Vektoren darstellt.

Beweis. Firy € Histy* :  — (y,x) ein lineares Funktional, dass aufgrund der Cauchy-
Schwarz Ungleichung |y*(x)| < ||y||||=|| die Abschitzung ||y*||% < ||y||% erfiille. Einsetzen

von T = Y zeigt Ny 2 = [yl

Sei nun ¢ € H'. Um zu zeigen, dass ¢ = y* mit einem eindeutigen y € H gilt, betrachten
wir C := ker ¢, einen Unterraum von H. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ ist K abgeschlossen.

Falls £ = H, so ist ¢ = 0 eindeutig durch 0* gegeben. Sei also K # H und damit K+ # {0}.
Wihle 7o € K1\ {0}. Wir behaupten H = K & Cxg, dh K+ = Cuxy ist eindimensional.
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Um dies zu zeigen, schreiben wir einen beliebigen Vektor 2 € H als

z = (z — #(2) x0> + 92(:3)950 e K & Cuxy.

Also stehen K und Cx aufeinander senkrecht und spannen ganz H auf, dh ' H = K & Cu.

Wir definieren nun
y = @(xo)|lzol 7% - 2o

und behaupten ¢ = y*. Wegen der orthogonalen Zerlegung H = K & Cz geniigt es, diese
Gleichung auf K und x( separat zu priifen. Fiir x € K gilt p(2) = 0 per Definition von K
und y* () = @(x0)||z0l| (w0, ) = 0 wegen o € K. Falls x = 0, so gilt

y*(w0) = (o) [[zol| >0, 20) = p(w0) = ().
Damit ist ¢ = y* gezeigt.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Angenommen y; = ¢ = 5. Dann gilt

Hyl - y2H2 = <y1,y1 - Z/2> - (y27yl - 3/2>
=y —y2) —vs(y1 —y2) = ©(y1 — y2) — ©(y1 — y2) = 0.

]

Das Riesz'sche Lemma besagt, dass die stetigen Funktional auf einem Hilbertraum ganz ein-
fach aussehen: Sie sind einfach durch Skalarproduktnehmen mit einem Vektor gegeben, = —
(y, z). Dies steht in groflem Kontrast zu der viel komplizierteren Situation bei Banachriumen,
und wird sich in vielen Untersuchungen als sehr vorteilhaft erweisen.

Wir besprechen zwei Anwendungen des Riesz-Lemmas auf Hilbertraumoperatoren. Die erste
Anwendung betrifft eine Charakterisierung von Operatoren A : H — H durch ihre Matrix-
elemente’ (x, Ay).

Lemma 2.19. Sei H ein Hilbertraum und s : H — H eine Sesquilinearform. Dann gibt
es einen beschrinkten Operator A € B(H), so dass (Ax,y) = s(x,y), genau dann wenn
eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass

|s(z, )] < cllzllllyll

fiir alle x,y € H gilt. In diesem Fall bestimmen sich A und s gegenseitig eindeutig, und es
gilt
|s(v, w)| (v, Aw)|

|All = sup ——7 = sup
vwzo |VIllwll  wwzo l2]l|lw]]

3Fiir einen linearen Operator A : H — H heifen die Zahlen (z, Ay) Matrixelemente von A in Analogie
zum endlichdimensionalen Fall: Ist A eine (n x n)-Matrix und (ex)=1..n die Standardbasis von C™, so ist
(er, Ae;) = Ay der Eintrag von A in Zeile k und Spalte [.
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Beweis. Ist A € B(H), gegeben, gilt |(Az, A)| < ||Az||||y|l < |Allll=]l||ly]], dh die Abschit-
zung gilt mit ¢ = || A|| < 0o und offenbar ist s eindeutig durch A fixiert.

Ist s gegeben und erfiillt die Abschitzung, so ist bei festem = € #H die Abbildungy — s(x,y)
ein stetiges lineares Funktional auf 7. Nach dem Riesz Lemma gibt es also einen Vektor
Y, € H mit s(z,y) = (¥, y). Es ist klar, dass 1, linear von x abhingt, und wir definieren
Ax := 1),. Betrachten wir nun die Ungleichung |s(z,y)| = [(Az,y)| < c||z|||y|| fur
y := Awz, so erhalten wir ||Az||* < c||z|||| Az, und somit | Az|| < ¢||z]|, dh [|A|| < ¢ < oc.
Die Eindeutigkeit von A folgt aus der Eindeutigkeitsaussage des Riesz Lemmas.

Fiir die Normgleichung bemerken wir zunichst folgende Konsequenz der Cauchy-Schwarz
Ungleichung: Fiir £ € H gilt
€l

€]} = sup
nzo |l

Der Beweis von “>7” ist die Cauchy-Schwarz Ungleichung, und der Beweis von “<” erfolgt
durch Einsetzen von 1 = €.

Damit erhalten wir fiir die behauptete Normgleichung

[{v, Aw)| _ ({0, Aw)| _ [ Aw] _
sup = sup sup = =
vwzo [0l wzovzo 0llllwll w0 [l

Al
O

Wir bemerken nebenbei, dass als Konsequenz dieses Resultates zwei beschrinkte Operatoren
A, B genau dann gleich sind, wenn (v, Aw) = (v, Bw) fiir alle v,w € H gilt. Durch
Ausnutzen der Stetigkeit geniigt es auch, wenn (v, Aw) = (v, Bw) fiir alle v, w in einer in
‘H dichten Teilmenge gilt, was manchmal einfacher zu zeigen ist.

Beispiel 2.20.
a) Fiir a € R gibt es einen eindeutigen Operator T, € B(L*(R)) mit

(W, Top) = /Rl/J(x —a)p(z + a)d.

Um dies zu zeigen, geniigt die Abschitzung

[P aieta s < [ ot - allete + alds

< ([ 1wte - apar) " ([ 1ot o) o il

Es gile | 7,]] < 1 (tatsichlich ||, || = 1). In diesem Fall lisst sich der Operator
aber auch direkt ablesen, nimlich (7, f)(z) = f(z + 2a).

b) Fiir K € L*(R?) gibt es einen eindeutigen Operator I € B(L?(R)) mit

(6, Tig) = / ) / K (2, 9)o(y)dy de.
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I In diesem Fall erfolgt der Beweis in den Ubungen.

Eine weitere wichtige Anwendung des Riesz Lemmas ist die Konstruktion von adjungierten
Operatoren. Dazu erinnern wir uns zunichst an das Konzept der zu einer komplexen (n x n)-
Matrix A adjungierten Matrix A*, die als transponiert Konjugierte definiert ist, (A*) = Ay.
Formuliert durch das Standardskalarproduke auf C™ liest sich dies als (v, Aw) = (A*v, w).
Diese Gleichung erheben wir nun zur Definition des adjungierten Operators im allgemeinen

Fall.

Definition und Satz 2.21. Sei H ein Hilbertraum und A € B(H) ein beschrinkter
Operator. Der zu A adjungierte Operator ist der eindeutige Operator A* € B(H), der

(v, Aw) = (A*v,w), v,w € H,
erfiillt.

Beweis. Aufgrund der Beschrinktheit von A erfiillt die Sesquilinearform s(v, w) := (v, Aw)
die Abschitzung |s(v, w)| < ||Al|||v]|||w]]. Also existiert A* eindeutig mit den gewiinschten
Eigenschaften nach Lemma 2.19. O

Die Adjunktion ist die Abbildung B(H) — B(H), A — A*. Das folgende Lemma fasst ihre

wichtigsten Eigenschaften zusammen.

Lemma 2.22. Sei H ein Hilbertraum und A, B € B(H), A € K. Dann gilt
a) (A = A und (A+ \B)* = A* + \B*, db die Adjunktion ist eine antilineare

Involution.
b) (AB)* = B*A*,
o) ||A*|| = ||A|| und || A* Al| = || A||? (C*-Eigenschaf?).

Beweis. a) Fir v, w € H gilt

(A" v, w) = (v, A"w) = (A*w, v) = (w, Av) = (Av,w),
und damit (A*)* = A. Weiterhin gilt
(A+ AB)*v,w) = (v, (A+ AB)w) = (v, Aw) + v, Bw) = ((A* + A\B*)v, w),
und damit (A + AB)* = A* + AB*.
b) Fir v,w € H gilt
((AB)*v,w) = (v, ABw) = (A*v, Bu) = (B*A*v,w),
und damit (AB)* = B*A*.
c) Wir haben

j4*) = sup LAl Av]
S Rl — S, ol ’
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und fiir die C*-Eigenschaft

AT Al = e (v, A" Aw)|
v||=||wl||=1
= ap (v, Aw)
[oll=llwl=1
> sup [(Av, Av)
l[oll=1
= [|A]*
Die umgekehrte Abschitzung ||A*A| < [|A*||||A|| = || Al folgt sofort aus |AB|| <
IAI B und [A*[ = [IA]l. 0

Die Bedeutung der C*-Eigenschaft ist an dieser Stelle noch nicht offensichtlich, wird aber spiter
klar werden. Der Name “C*-Eigenschaft” rithrt daher, dass es eine Klasse von normierten Alge-
bren namens C*-Algebren gibt, fiir die diese Eigenschaft axiomatisch gefordert wird. B(H) ist
eine C*-Algebra — mehr dazu in Funktionalanalysis 2!

Wir illustrieren die Wirkung des adjungierten Operators in folgendem einfachen aber wich-
tigen Lemma.

Lemma 2.23. Sei H ein Hilbertraum und A € B(H). Dann gilt
ker(A*) = Ran(A)*.

Insbesondere hat A genau dann dichtes Bild wenn A* injektiv ist.

Beweis. “O”: Sei v € (Ran A)L, dh fiir alle w € H gilt 0 = (v, Aw) = (A*v, w). Also gilt
v € ker(A*) (setze w = A*v).

“C” Sei A*v = 0. Dann gilt 0 = (A*v, w) = (v, Aw), also v L Ran A.
Durch Bilden von orthogonalen Komplementen haben wir
ker(A*)* = Ran(A)** = Ran A.
Injektivitit von A* ist dquivalent zu ker(A*) = {0} < (ker A*)* = H, und damit dquiva-

lent zur Dichtheit von Ran A. O

Da es schwierig sein kann, iiber Dichtheit von Bildern zu entscheiden, ist die letzte Aussage
dieses Lemma oft hilfreich. Wir illustrieren dies an einem einfachen Beispiel.

Beispiel 2.24.

a) Sei g € L>°(RR) eine wesentlich beschrinkte Funktion und M, : f +— g¢f der
zugehérige beschrinkte Multiplikationsoperator auf L*(R). Wir berechnen M,*
wie folgt: Seien f, h € L*(R). Dann gilt

(f, Myhy = (f,gh) = / F@)g(e)h(z)dz
= <gf7 h) = <M§fa h),

/ 9(0)f (2)h(z)dz

R
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wovon wir M,* = Mj ablesen.

Wann hat M, dichtes Bild? Dazu miissen wir den Kern ker(M;) bestimmen. Eine

Funktion f € L?*(R) liegt in ker()Mj) genau dann, wenn g(z) f(x) = 0 fiir fast
alle z € R. Falls g nur auf einer Nullmenge verschwindet, so folgt f(z) = 0 fast
iiberall, dh f = 0 in L?(IR). Falls es eine Menge S C R von Maf} u(S) > 0 gib,
so dass g(z) = 0 firalle z € S, so liegt f := x5 # 0 in ker(Mj).

Zusammengefasst M, hat genau dann dichtes Bild, wenn die Nullstellenmenge
{r € R: g(z) = 0} von g eine Nullmenge ist.

b) Als ein weiteres Beispiel fiir adjungierte Operatoren betrachten wir fir v,w € H
den Operator

o) (w| : H — H, x = (w, z)v
und behaupten (|v)(w|)* = |w)(v|. In der Tat: Fiir 2,y € H gilt

(z, [o)(wly) = (z, (w,y)v) = (W, y)(x,v) = (v, 2)w,y) = (Jw){v|z,y).

Hier sehen wir ker(|v)(w|)* = ker |w){v] = {v}*+ = (Ran|v)(w|)* besonders
einfach.

Weitere Beispiele von adjungierten Operatoren erfolgen in den Ubungen.

Die Adjunktion definiert verschiedene wichtige Klassen von Operatoren:

Definition 2.25. Sei H ein Hilbertraum und A € B(H).
a) A heiflt selbstadjungiert falls A = A*.

b) A heifSt unitir falls A invertierbar ist und A* = A™! gilt. Dies ist dquivalent zu
AA*=A*A=1

) A heiflt orthogonale Projektion falls A> = A und A = A* gilt.
d) A heiflt normal, falls AA* = A* A gilt.

Der Name Selbstadjungiertheit ist selbsterklidrend. Die Identitit ist selbstadjungiert. Selbst-

adjungierte Operatoren spielen in der Spektraltheorie und den Anwendungen eine zentrale
Rolle.

Die Bezeichnung unitir muss gerechtfertigt werden, da wir sie bereits in Definition 2.11 ver-
geben haben. Spezialisieren wir Definition 2.11 auf einen einzelnen Hilbertraum, so besagt sie
(Av, Aw) = (v,w) und A bijektiv. Die Skalarproduktgleichung ist dquivalent zu A*A =1
(solche Operatoren sind genau die Isometrien). Ist eine Isometrie surjektiv (also bijektiv), so
ist ihr Inverses auch eine Isometrie, also gilt auch AA* = 1. Das zeigt, dass die neue Definition
mit der alten {ibereinstimmt.

Die Bezeichnung orthogonale Projektion muss auch gerechtfertigt werden, da wir sie bereits
im Zusammenhang von Projektionen auf abgeschlossene Unterrdume fixiert haben — dort

wurde ein Operator A orthogonale Projektion genannt, falls A> = A und Ran A = (ker A)*.
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Dann konnen wir H gemif§ H = Ran A @ ker A zerlegen und haben im Sinne dieser Zerle-
gung A = 100 = 1*®0* = A*, dh A ist selbstadjungiert im Sinne von Definition 2.25. Gilt
hingegen A2 = A und A = A*, so folgt mit Lemma 2.23 auch ker A = ker A* = (Ran A)=.
Also sind beide Definitionen dquivalent.

Der Begriff eines normalen Operators enthilt insbesondere die selbstadjungierten und uniti-
ren Operatoren. Wir werden normale Operatoren in der Spektraltheorie eingehender betrach-
ten.

Beispiel 2.26. Die Operatoren A = |v) (w| aus Beispiel 2.24 b) erfiillen || A|| = [|v]|||w||
und A* = |w)(v| - sie sind also genau dann orthogonale Projektionen, wenn v = w
Norm 1 hat. Dann ist |[v)(v| eine orthogonale Projektion mit Rang (= dim Ran A) 1.

2.3 Orthonormalbasen

Der aus der linearen Algebra bekannte Begriff einer Orthonormalbasis hat sich dort oft als
niitzlich erwiesen. Zuerst erinnern wir uns kurz, dass jede orthonormale Teilmenge B C H
eines Pra-Hilbertraums linear unabhingig ist: Fiir b, ...,b, € Bund \,..., A, € Kmit
A1b1 ... Apby, = 0 folgt durch Anwendung von bj sofort A\, = 0 fiir jedes k € {1,...,n}.
Liegt ein Vektor v € H ausgedriicke als Linearkombination von Vektoren in B vor, dh v =
A1b1 + ... Auby, so ergibt Anwendung von b sofort die Koefhzienten A, = (by, v).

Aufgrund dieser und weiterer niitzlicher Eigenschaften wollen wir nun den Begriff einer Or-
thonormalbasis (ONB) in einem allgemeinen Hilbertraum entwickeln. In der Linearen Al-
gebra definieren wir eine ONB eines endlichdimensionalen Hilbertraums als ein Orthonor-
malsystem (=orthonormale Menge) B, die ein Erzeugendensystem ist, dh H = spanB5. Im
unendlichdimensionalen Fall wollen wir schwicher H = spanB fordern, dh der Raum aller
Linearkombinationen von Vektoren aus B muss nur ein dichter Unterraum, aber nicht der
ganze Raum # sein. Dies wird im Endeffekt auf “unendliche Linearkombinationen” der Art
v =) ,cp(b,v)b hinauslaufen (die Details der Konvergenz dieser Reihen wird weiter unten
gekldrt). Wir betonen gleich zu Beginn dieses Abschnittes, dass eine so definierte Orthonor-
malbasis im unendlichdimensionalen Fall keine (Hamel-)Basis ist — nicht jeder Vektor v € H
wird eine (per Definition immer endliche) Linearkombination von Basisvektoren b € B sein.
Nichtdestotrotz wird sich der neue ONB Begriff als viel praktischer als der Begriff einer Ha-
melbasis erweisen.

Definition 2.27. Eine Orthonormalbasis eines Hilbertraums ist ein Orthonormalsystem
(=orthonormale Menge) B C ‘H mit spanB = H.

Der folgende Satz gibt verschiedene dquivalente Formulierungen dieses Begriffs und zeigt
insbesondere, dass jeder Vektor in ‘H in B entwickelt werden kann.

Satz 2.28. Sei H ein Hilbertraum und B C H ein Orthonormalsystem. Dann sind dqui-
valent:

a) B ist eine Orthonormalbasis.

b) B ist ein maximales Orthonormalsystem: Das einzige Orthonormalsystem B C H,

das B C B’ erfiillt, ist B' = B.
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¢) Erfiillt ein Vektor v € H die Gleichung (b,v) = 0 fiir alle b € B, so folgt v = 0.
d) Esgiltv = ), p(b,v)b, wobei die Summe unabhingig von der Anordnung der

Summanden in der Norm von H konvergiert (unbedingte Konvergenz). Hochstens

abzihlbar viele der Koeffizienten (b, v) sind von Null verschieden.
e) Fiir alle v, w € H gilt (v, w) = Y, p(v, b)(b,w).
f) Fiirallev € M gilt ||v]|* = > ,c 5 |(v, b)|* (Parseval-Gleichung).

Beweis. a)=b) Sei B’ D B ein Orthonormalsystem und¢) € B’\ B. Dann gilt) € (spanB)*+ =
(spanB)* = HL = {0}, also ¢ = 0 im Widerspruch zur Orthonormalitit von B’.

b)=>c) Angenommen, v erfiillt die Bedingung und v # 0. Dann ist B’ = B U {m} ein B
echt enthaltendes Orthonormalsystem, im Widerspruch zu b).

c)=-d) Wir verwenden die Besselsche Ungleichung; Fiir jede endliche Menge {b1,...,bx} C
B gilt ||[v]|? > ij:l |(br, v)|?. Also ist B,,, := {b € B: |[(bv)] > %} fir jedesn € N
endlich. Da nach ¢) fiir v # 0 die Gleichung (b,v) = 0 nicht fiir alle b € B gilt, ist
By :={be B: (bv) # 0} = J,cpx Bu,n als abzihlbare Vereinigung endlicher Mengen
abzihlbar.

Sei nun (b, )nen eine beliebige Abzihlung von B, (der Fall |B,| < oo ist trivial). Dann ist

chvzl |(bg, v)|? in N monoton wachsend und nach der Besselschen Ungleichung durch ||v||?

beschrinkt, also konvergent. Wir definieren vy = Sn_ (bg, v)by. Dies ist eine Cauchy-
Folge: Fir N > M gilt

N 2 N
low — vl = D (b = > [, 0)]> =0
k=M1 k=M+1

fiir N, M — oo, da Y oo [{b,v)|* < co. Wir behaupten, dass der Grenzwert w dieser
Folge v ist. Um dies zu zeigen, geniigt es nach ¢) zu zeigen, dass v — w auf allen b € B
senkrecht steht. Dies ist b € B, offensichtlich. Fiir b = b,, € B, gilt aufgrund der Stetigkeit
des Skalarprodukts

(v —w,b,) = lim <v - Z(bk,v>bk,bn> = lim (@,bn) . (bn,v)) ~0.

N—o0 N—o0
k=1

d)=-e) Wir setzen die Basisentwicklungen aus d) ein:

(v, w) = <U,Z<b, w)b> = (v,b) (b,w).

beB beB

e)="1) folgt direkt durch Spezialisieren auf w = v.
f)=-a) Nach Satz 2.4 gilt fiir jede endliche Teilmenge By C B

v— Z (b, v)b

beBN

2

oll* =D 10, v)* +

beBN
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Also existiert die Reihe Y, _ ;; [(b, v)|? wie im Beweisteil c)=-d). Wegen [|[v]|* = 3, 5 [(v, b)|?
gilt v = >, p(b,v)b im Sinne der Konvergenz von d). Da v € H beliebig war, folgt
spanB = H. [

Eine ONB B ist also eine “Basis” (zwar nicht im Sinne der Definition einer Hamelbasis, aber
wir werden die Elemente einer ONB trotzdem als “Basisvektoren” bezeichnen), dass jeder
Vektor v € H als “unendliche Linearkombination” geschrieben werden kann, und zwar auf
eindeutige Art und Weise. Dabei gilt stetsv = ), _ 5 (b, v)b (unbedingte Konvergenz) mit nur

abzihlbar vielen von Null verschiedenen Koeffizienten (b, v), und |[v|*> = 37, 5 |(b,v)[*.
Zwei Vektoren z, y stimmen genau dann iiberein, wenn (b, x) = (b, y) fiiralle b € B gilt.

Betrachten wir nur die (endlichen, also eigentlichen) Linearkombinationen von Vektoren ei-
ner ONB, so erhalten wir immerhin einen dichten Unterraum spanB C H.

Beispiel 2.29.

a) Sei H = (% und b, € (3 die Folge (b)) = Oni> kyn € N. Dann ist B :=
{b, : n € N} eine orthonormale Menge bzgl des Skalarproduktes von 3. Wir
behaupten, dass B sogar eine Orthonormalbasis ist und verwenden dafiir Cha-
rakterisierung ¢) aus dem vorhergehenden Satz.

Sei also z € (3 mit 0 = (b,,z) = Zzozl (by)kxr = x,, fiir alle n. Dann gilt
x = 0. Also ist B eine ONB.

b) Sei H = L3([0,27]) und f,(x) := (27)"'/2e", n € Z. Wir behaupten, dass
B := {f,: n € Z} eine ONB ist. Dazu priifen wir zuerst, dass B ein Ortho-
normalsystem ist: Fiir n # m gilt

1 o i(m—n)x 1 1 i(m—n)x] 27T
<fmfm>__/0 e )dx:_-—[e( )]0 =0,

C2r 21 i(m —n)

2 1 27 -
und || fo|]* = 5= f, 1dz = 1.

Um die Vollstindigkeit von B zu zeigen, verwenden wir den zweiten Weier-
straf$schen Approximationssatz (siche Buch von Werner Kor. IV.2.12), der be-
sagt, dass der Raum spanB der trigonometrischen Polynome ein dichter Unter-
raum des Banachraums der stetigen periodischen Funktion C,,, ([0, 27]) = {f €
C([0,2x]) : f(0) = f(2m)} bzgl. Supremumsnorm ist (dies ist ein Ergebnis
aus der Theorie der Fourierreihen). Weiterhin ist Cie, ([0, 27]) C L*([0, 27]) ein
dichter Unterraum bzgl L?-Norm: Dies folgt daraus, dass eine L?-Funktion belie-
big gut in L?-Norm durch stetige Funktionen angenihert werden kann, und die
Periodizitit kann auch durch einen beliebig kleinen Fehler in L?-Norm erreicht

werden (Details: Ubung).
Da der Abschluss von spanB in L?-Norm den Abschluss von spanB in Supre-

mumsnorm enthilt (eine Folge von Funktionen g,, : [0,27] — C, die gleich-
mifig konvergiert, konvergiert erst recht in L?-Norm), folgt die Behauptung
spanB = H.

Nachdem wir einige Beispiele von Orthonormalbasen gesehen haben, ist eine natiirliche Fra-
ge, wie man sich Orthonormalbasen verschafft bzw ob sie iberhaupt immer existieren.
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Bzgl der ersten Frage erinnern wir an das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren
aus der Linearen Algebra:

Lemma 2.30 (Gram-Schmidt-Verfahren). Sei H ein Hilbertraum und A := {v,, : n €
N} # {0} C H eine abzihlbare Teilmenge. Dann existiert ein Orthonormalsystem S C H
mit spanS = spanA.

Beweis. Als ersten Basisvektor definieren wir by := vy /||v1||. Der zweite Basisvektor soll aus
v9 durch Subtraktion des zu by parallelen Anteils und Normierung entstehen, 0, := vy —
(by,v2)by und by := b} /||b},||. Dies funktioniert genau dann, wenn b}, # 0. Falls &}, = 0, so
ist v9 linear abhingig von b;. In diesem Fall iiberspringen wir v2 und machen mit vs weiter,
etc. Nach eventuellen Uberspringungen gilt dann by L b; und ||bs|| = 1. Induktiv definieren
wir nun

n

et = Vst = Y Ok One)bes bagr = By /(10

k=1
falls 0, ; # 0; anderenfalls lassen wir vy, 41 aus.

Dannist S := {b,: n € N} bzw S := {b, : 1 < n < N} ein Orthonormalsystem mit
spanS C spanA. Andererseits sicht man auch leicht per Induktion, dass v,, € spanS' fiir
alle nicht ausgelassenen v,, gilt. Die ausgelassenen v,, sind aber linear abhingig von den nicht
ausgelassenen, so dass spanS = spanA gilt. O]

Das Gram-Schmidt Verfahren produziert also ausgehend von einer abzihlbaren Menge A C
"H eine orthonormale Menge S, die genau dann eine ONB ist, wenn spanA ein dichter Un-
terraum von H ist.

Diese Beobachtung bringt uns in die Nihe der Topologie-Vorlesung. Wir definieren einen
topologischen (oder auch nur: metrischen) Raum als separabel, wenn er eine abzihlbare dichte
Teilmenge besitzt?.

Satz 2.31. Ein Hilbertraum H ist genau dann separabel, wenn er eine abzihlbare ONB B
besitzt. Es gilt

g CIBl B < o
|\ Babzihlbar unendlich”

Beweis. Angenommen, H ist separabel und A C H eine abzihlbare dichte Teilmenge. Dann
liefert das Gram-Schmidt Verfahren angewendet auf A eine abzihlbare ONB.

Angenommen, H hat eine abzihlbare Basis B = {b, : n € N}. Wir definieren A als die
Menge aller (endlichen) Linearkombinationen ), 7, - by, der b,, mit Koeffizienten r,, € Q +
(QQ mit rationalen Real- und Imaginirteilen (bzw. r,, € Q im Falle eines reellen Hilbertraums).
Dann ist A abzihlbar. Um zu zeigen, dass A dicht ist, gentigt es zu zeigen, dass jede endliche
Linearkombination von Basisvektoren durch Vektoren in A approximiert werden kann. Sei

“Ein topologischer Raum, der dem 2. Abzihlbarkeitsaxiom geniigt, ist separabel. Ein metrischer Raum ist
genau dann separabel, wenn er dem 2. Abzihlbarkeitsaxiom gentigt.
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also v = Zgzl ¢n - by, und wihle Koeffizienten r,, € Q 4 iQ mit |r,, — ¢,| < €. Dann gilt
mita := " | 7,b, die Abschitzung ||z — al|?> = 32N [rn — ca|? < Ne? Alsoist A € H
dicht.

Wir zeigen die Isomorphieaussage fiir den Fall einer abzihlbar unendlichen Basis B = {b,, : n €
N}, der endliche Fall ist analog und einfacher. Dazu definieren wir einen Operator

U:H— (3, Uz := ((bn, ) )nen

Nach Satz 2.28 ist U wohldefiniert, surjektiv, und isometrisch, also unitir. ]

Die allermeisten praktisch auftretenden Hilbertraume sind separabel und damit im unend-
lichdimensionalen Fall isometrisch isomorph. Es gibt allerdings auch nicht separable Hilber-
triume, wie man sich leicht an Beispielen tiberlegt: Sei S eine beliebige Menge und % = {f:
S = C: Y cglf(s)]* < oo} (mit dem unbedingten Konvergenzbegriff aus Satz 2.28).
Dann bilden die Funktionen f; : s — 0, eine ONB mit der gleichen Kardinalitdt wie S.

Wir zeigen noch, dass auch nicht separable Hilbertriume ONBs besitzen.

I Satz 2.32. Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wir betrachten die Menge M aller orthonormaler Teilmengen unseres Hilbertraums
‘H. Die Menge M ist partiell durch Inklusion geordnet, dh S < 5" 1= S C S ist eine refle-
xive, transitive, antisymmetrische Relation (=partielle Ordnung) auf M. Dies unterscheidet
sich von einer totalen Ordnung, fiir die zusitzlich gelten wiirde, dass fiir zwei Elemente S, 5"
stets S < 5" oder S < S gilt (zB die Ordnung auf R). Eine Kezte in einem partiell geord-
neten Raum ist eine total geordnete Teilmenge. Betrachten wir eine Kette X' C M und dazu
o(K) := Ugeg ks dann ist o( K) eine obere Schranke von K in dem Sinne, dass S < o(K)
fiir alle S € K. Weiterhin ist o( K') € M eine orthonormale Menge: Denn fiir v, v’ € o(K)
existieren S,5” € K mitv € S, v € §'. Da K eine Kette ist, liegen beide Vektoren v und
v" in S oder S’, haben also Norm 1 und stehen senkrecht aufeinander falls v # ©'.

Nun konnen wir das Lemma von Zorn anwenden, das besagt, dass jede nichtleere partiell
geordnete Menge, in der jede Kette eine obere Schranke hat, ein maximales Element (bzgl der
partiellen Ordnung) besitzt.

In unserem Hilbertraumkontext erhalten wir also eine orthonormale Menge die maximal ist
in dem Sinne, dass sie in keiner anderen orthonormalen Menge aufer sich selbst enthalten
ist. Nach Satz 2.28 b) ist dies eine Orthonormalbasis von H. O

Dieser Beweis war sehr abstrakt und beruht mit dem Lemma von Zorn auf dem Auswahlaxi-
om. Eine Konstruktionsanleitung fiir Orthonormalbasen erhalten wir so sicherlich nicht, nur
eine Existenzaussage.

In Hilbertraumsituationen werden uns Orthonormalbasen noch hiufig begegnen. Wir fithren

hier noch zwei Bemerkungen an, die ONBs benutzen.

Beispiel 2.33. Die Einbeitskugel H, = {v € H: ||v|| < 1} ist abgeschlossen und
beschriinkt, aber fiir dim H = oo nicht kompakt.

Beweis: Die Beschrinktheit ist offensichtlich und die Abgeschlossenheit nicht schwer zu
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sehen (finde eine offene Kugel U um = ¢ H; mit U NH; = 0). Um zu zeigen, dass
H; fir dimH = oo nicht kompakt ist, miissen wir zeigen, dass #; eine Folge ohne
konvergente Teilfolge enthilt. Wir betrachten dazu ein abzihlbares Orthonormalsystem
(bn)nen C Hi. Dies existiert als ONB im separablen Fall und als Teilmenge einer ONB
im nicht separablen Fall. Aufgrund der Orthonormalitit gilt ||b,, — b,,|| = /2 fiir alle
n # m. Also ist keine Teilfolge von (b,,) Cauchy. g

Das zweite Beispiel besagt, dass im Gegensatz zum endlichdimensionalen Fall im unendlich-
dimensionalen Fall lineare Abbildungen nicht so einfach durch (unendliche) Matrizen be-
schrieben werden konnen.

Beispiel 2.34. Gegeben einen unendlichdimensionalen separablen Hilbertraum # mit
ONB (by,)nen, so definiert jedes A € B(H) eine “unendliche Matrix” A,,,,, := (b, Aby,,),
n,m € N. Aber nicht jede solche “Matrix” definiert einen beschrinkten Operator! Sei
2B A, = 1 fur alle n,m € N. Wiirden diese Koeflizienten von einem Operator

A € B(H) kommen, so hitten wir Ab,, = ) (bn, Ab,,)b, = >, by, was wegen
132, ball> =32, 1 = 00 kein Vektor in H ist.

Damit eine unendliche Matrix (A, )n.men einen beschrinkten Operator A darstellt,
ist es notwendig, dass Y, | Apm|? < oo fiirallem und >~ |Aym|? < oo fiir alle n gilt.
Denn wir haben fiir A € B(H)

| 4Dy |* = Z (b, Abyn) | = Z | Anml? < 00,
| A*b, || = Z| by, A*by, Z| Ab,,, by,) Z | A |? < 0.

Weiterhin ist ), |Apm|? < o0 hinreichend dafiir, dass (A,,,) einen beschrinkten
Operator A darstellt: Definiere eine Sesquilinarform durch

s(x,9) = (bn, ) (b, y) Aum

n,m

Dann gilt per Cauchy-Schwarz in (3
s y)P <Y 1w @) Pl bm )P - Y [Auml® = 2Pyl - D 1 Auml*

Also ist s wohldefiniert und es gibt nach Lemma 2.19 einen eindeutigen beschrinkten
Operator A € B(H) mit [|A[|* <37 |Anm|?, so dass (z, Ay) = s(x,y) und insbe-
sondere (b, Ab,,) = Ay, gilt. Diese Operatoren heiflen Hilbert-Schmidt Operatoren.

Sie bilden eine spezielle Klasse innerhalb der Menge aller beschriankter Operatoren. Zum
Beispiel ist die Identitit ein beschrinkter Operator, aber ihre Matrixelement 1,,,,, = 91,
erfilllen nicht Y, |1,m|* < 00, dh die Identitit (auf einem unendlichdimensionalen
Hilbertraum) ist nicht Hilbert-Schmidt.
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Hilbertraummethoden finden in vielen Gebieten Anwendungen, wie wir noch spiter in diesem

Kurs sehen werden. Hier einige Beispiele (siehe auch die Wikipedia-Seite)

a)

b)

Fourieranalysis. Die Theorie der Fourierreihen (siche Beispiel 0.1 und Beispiel 2.29 b))
und der Fourijertransformation (sieche Analysis 3, Kapitel 3) sind wichtige Anwendungs-
felder von Hilbertraummethoden. Gegeben eine periodische Funktion f : [0, 27] — C,
ist ihre Fourierreihe durch

T (27T)_1/2 Z fn - e2mine

ne”L

mit den Fourierkoeffizienten f,, := (2m)~1/? fo% e~ 2minT f(r)dx definiert, was einer
Zerlegung von f in harmonische Schwingungen entspricht (mit Anwendungen zB in der
Signalverarbeitung und Datenkompression (MP3, JPEG)).

Es ist eine schwierige und nicht im Detail geklirte Frage, fiir genau welche f die Fou-
rierreihe gleichmiflig gegen f konvergiert (hinreichende Bedingungen sind aber leicht
anzugeben). Aus der Perspektive des Hilbertraums L2([0, 27]) ist hingegen klar, dass fiir
jedes f € L?([0,27]) die Fourierreihe gegen f in der L2-Norm konvergiert, da es sich
um eine Entwicklung in eine ONB handelt.

Das kontinuierliche Analogon der Fourierreihen ist die Fouriertransformation, die zu-
nichst auf L!-Funktionen f € L!(R) durch

FNW) == [ e p@)is

definiert ist. Es zeigt sich, dass F auf dem Schwartzraum .7 (IR) eine lineare Bijektion ist,
die die Plancherelgleichung ((Ff), (Fg)) = (f, g) (mit dem L2-Skalarprodukt (-, -))
erfiillt (siche Analyis 3).

Auch hier ist eine Hilbertraumperspektive hilfreich: Da . (R) ein dichter Unterraum
des Hilbertraums L?(R) ist und F aufgrund der Plancherelgleichung in L?-Norm be-
schrinke ist, kénnen wir F zu einem beschrinkten Operator L?(R) — L?(R) ausdeh-
nen. Wiederum aufgrund der Plancherelgleichung folgt, dass diese Ausdehnung unitir
ist. Die Fouriertransformation wird oft dazu verwendet, zwischen einer Orts- und Im-
pulsraumbeschreibung von physikalischen System hin- und herzuwechseln.

Quantenmechanik. In der Quantenmechanik werden Observable (dh messbare Grofien
wie zB Energie, Impuls, Ort, Drehimpuls, Spin) eines Systems durch selbstadjungierte
Operatoren A = A* auf einem Hilbertraum H beschrieben. Diese Operatoren sind zwar
in vielen Fillen nicht beschrinkt, konnen aber stets durch beschrinkte Funktionen von
A beschrieben werden (mehr dazu in Funktionalanalysis 2). Zumeist interessiert man
sich fiir mehrere Observable, die zusammen eine Teilmenge (genauer: C*-Algebra) A C

B(H) bilden.

Die Zustiinde, in denen das System pripariert ist, werden durch bestimmte stetige lineare
Funktionalew : A — C beschrieben, dh Elemente des Dualraums A’. Die Eigenschaften
der Funktionale sind dabei so gewihlt, dass eine konsistente Wahrscheinlichkeitsinterpre-
tation moglich ist, wobei die Zahl w(A) als der Erwartungswert (statistischer Mittelwert)
der durch A beschriebenen Observable in dem durch w beschriebenen Zustand angesehen
wird.
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Ein einfaches Beispiel ist ein Vektorzustand: Dies ist das von einem Einheitsvektor ) € H,
||| = 1, gegebene Funktional wy(A) := (¢, Av). Dann ergibt sich die Unschirfe
(Standardabweichung) von A im Zustand wy, als

Ay(A) = fwy(A2) = wy(A)? = [|[(A - wy(A)¥] > 0.

Auf diese Weise bilden Hilbertraume und lineare Operatoren auf Hilbertriumen die na-
tiirliche Sprache der Quantenmechanik, in der zB Unschirferelationen bewiesen werden
konnen.

Eine detaillierte Beschreibung der Wahrscheinlichkeitsinterpretation erfordert Maf3- und
Spektraltheorie und wird spiter in dieser Vorlesung besprochen.
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3 Die Hauptsatze der Funktionalanalysis

In diesem Kapitel besprechen wir einige allgemeine Sitze zu Funktionalen und Operatoren,
die das Fundament fiir viele kommende Entwicklungen bilden. Unser Hauptinteresse liegt
zwar auf Hilbertriumen und Operatoren auf ihnen. Da B(#) fiir einen Hilbertraum # aber
nur ein Banachraum ist, arbeiten wir durchgehend mit den allgemeineren Banachriumen.

3.1 Der Satz von Hahn-Banach

Das Lemma von Riesz (Satz 2.18) gibt uns eine genaue Beschreibung des Dualraums eines
Hilbertraums, die uns im Falle eines Banachraums nicht zur Verfiigung steht. Gegeben ei-
nen Banachraum X und seinen Dualraum X' = B(X, K) (ebenfalls ein Banachraum, siche
Korollar 1.20), so wissen wir aktuell noch nicht einmal, ob es vom Nullfunktional verschie-
dene Elemente von X' gibt. Ein erster Versuch, Elemente in X’ zu finden, wire vermutlich,
eine Hamelbasis {e;};c; von X und die auf der Basis definierten Koordinatenfunktionale
©;j(e;) := 6;; zu betrachten. Aber wihrend diese Funktionale im Falle einer Orthonormalbasis
eines Hilbertraums stetig sind (es gilt dann ¢; = e7, dh [[p;]| = 1), sind sie im Falle eines
allgemeinen Banachraums typischerweise unstetig’.

Die Hahn-Banach Sitze werden insbesondere die Existenz vieler stetiger Funktionale auf all-
gemeinen Banachriumen implizieren.

Wir beginnen mit einer rein algebraischen Formulierung fiir reelle Vektorrdume (dh es wird
keine Norm vorausgesetzt).

Definition 3.1. Sei X ein Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R hei$t sublinear,
falls

a) p(Ax) = Ap(z) firalle A > 0, x € X,
b) p(z +y) < p(z) +p(y) firallex,y € X
gilt.
Die Definition der Sublinearitit ist so gewihlt, dass sie sowohl lineare Funktionale als auch
Halbnormen (insbesondere Normen) umfasst. Beachten Sie, dass eine sublineare Abbildung

im Gegensatz zu einer Halbnorm negative Werte annehmen kann. Ein komplizierteres Bei-
spiel einer sublinearen Abbildung ist

p: Ll =R p(x) := limsup z,,.

n

Theorem 3.2 (Satz von Hahn-Banach, reelle Version). Sei X ¢in reeller Vektorraum,
U C X ein Untervektorraum, p : X — R sublinear, und p : U — R ein lineares
Funktional mit

o(z) < p(x), xeU.

SBeispiel dazu: Betrachten Sie den Raum P aller reellen Polynome in einer Variable mit der Norm ||p|| :=
lpljo,17ll 1. Dann bilden die Monome {20 21,22, ...} eine Hamelbasis. Um zu sehen, dass zB das zu
dem konstanten Monom z° gehorige Koordinatenfunktional unstetig ist, werten Sie es auf den Polynomen
(x —1)",n €N, aus.
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Dann existiert eine lineare Fortsetzung von p auf X, dp ein lineares Funktionalt) : X — R
mit Y|y = @, das

erfiills.

Bevor wir den Beweis angehen, sollten Sie sich mittels des folgenden Beispiels vor Augen
fihren, wie der Satz von Hahn-Banach die Existenz von vielen stetigen Funktionalen auf
normierten Vektorrdumen impliziert.

Beispiel 3.3. Sei X ein normierter reeller Vektorraum und zy € X\{0} ein Vektor.
Dann existiert ein stetiges lineares Funktional ¢ € X’ mit(x¢) = ||zo|| und ||¢ || x =
1.

Beweis: Wir betrachten den Untervektorraum U := Rz = span{x,}, das Funktional
0 : U =R, p(Axg) := A||zo||, und die Norm p = || -||. Dann gilt M|z || = ¢(Azo) <
|Azo]| = p(Azg). Die Voraussetzungen des Satzes von Hahn-Banach sind also erfiillt
und wir erhalten ein lineares Funktional ¢ : X — R mit ¢)(zg) = ¢(z9) = ||2o|| und
$(z) < o] und —b(x) = () < || — 2] = o] firalle = € X, dh v = 1.0

Beachten Sie weiterhin, dass die Aussage des Satzes von Hahn-Banach eine Existenzaussage
ist. Im Allgemeinen wird die Fortsetzung des Funktionals hochgrading nicht eindeutig sein,
wie wir auch im Beweis sehen werden.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall, dass X eine Dimension mehr als U hat, dh es gibt
einen zu U linear unabhingigen Vektor 2y mit X = span{U, x¢}. Jeder Vektor x € X ist
also eindeutig in der Form x = u + Azp mitu € U und A € R darstellbar. Fine Fortsetzung
¥ von ¢ auf X ist dann von der Form ¢)(z) = ¢(u) 4+ Ar mit dem unbestimmten Parameter
r = 1(xo). Wir miissen 7 so wihlen, dass die behauptete Ungleichung ¢ < p gilt. Dazu
miissen wir

p(u) + Ar < p(u+ Azo)

furalleu € U und alle A € R sicherstellen. Fiir A = 0 gilt die Abschitzung per Voraussetzung
an . Fir A > 0 ist sie 4quivalent zu

r < inf % (p(u+ Axg) — (u)) = inf (p (; + xo) ¥ <E>>

uelU uelU

= inf (p(v+20) — ¢ (v)),

und fir A < 0 ist sie dquivalent zu

r > sup % (p(u + Azg) — ¢(u)) = sup (—p <_; N $0> —¥ <§>>

uelU uelU

= sup (—p (v — 20) + ¢ (v)).

velU
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Es existiert ein Parameter 7 € R, so dass diese beiden Ungleichungen erfiillt sind, genau dann,
wenn

(w+ z9) — p(w), Yo,we U

<
— e(v) + p(w) < p(v — o) + p(w + x0) Yo, w € U.

Die letzte Bedingung ist per Voraussetzung an ¢ erfillt:

p(v) +p(w) = o(v+w) <p(v+w) = p((v = x0) + (w + 20))
< p(v = o) + p(w + o).

Also existiert eine Fortsetzung ¢ von ¢ auf X im Falle X = span{U, z,}.

Fiir den allgemeinen Fall benutzen wir das Lemma von Zorn: Jede nichtleere partiell geord-
nete Menge, in der jede Kette (= total geordnete Teilmenge) eine obere Schranke besitzt, hat
maximale Elemente (siche Satz 2.32).

Wir betrachten die Menge aller Unterrdume U C V' C X, auf die ¢ linear zu einem 9y :
V' — R mit ¢ < p fortgesetzt werden kann,

V:={(V,¢y): UCV C X Unterraum, ¢y : V — R linear, ¥y |y = ¢, ¥y < p},

mit der Ordnungsrelation

(‘/1»1/)‘/1) < (‘/2’1/}‘/2) = W C VV27 77DV2|V1 - 77Z)V1‘

Wegen (U, p) € V ist V nicht leer. Es ist klar, dass < eine partielle Ordnung auf V ist, dh
dass (V) < (V, ¢y ) gilt (Reflexivitit), dass < transitiv ist, und dass < antisymmetrisch

ist (‘/17 %val) < (‘/27 %vaz) und (‘/Qa 77ZJV2) < (‘/1? 77ZJV1) impliziert (‘/17 ¢v1) = (‘/27 %vaz)-
Seialso K = {(V;,v¥v;) }ier C V eine Kette. Dann setzen wir

V= UVi, Yy (z) ==Yy (z) firx € V.

il

Da K total geordnet ist, sind V' und 1y wohldefiniert (insbesondere hingt die Definition
von ¢y nicht von einer Wahl von i ab). Offenbar gilt (V;, ¢y,) < (V, 4y ) firallei € I, dh
(V,1y) € V ist eine obere Schranke.

Nach dem Lemma von Zorn gibt es also ein bzgl der Relation < maximales Element (V, 9y) €
V. Angenommen, V' # X. Dann gibtes einen von V' linear unabhingigen Vektor z € X, und
nach dem ersten Beweisschritt eine Forsetzung von ¢y, (und damit von ) auf span{V, 2} 2
V, im Widerspruch zur Maximalitit von V. Also gilt V' = X, und der Beweis ist abgeschlos-
sen. L]

Diese Version des Satzes von Hahn-Banach gilt nur fir reelle Vektorriume, da die Unglei-
chungen ¢ < p fiir komplexe Zahlen nicht definiert sind. Andererseits haben wir es sehr
hiufig mit komplexen Vektorrdumen zu tun. Wir besprechen deshalb gleich eine komplexe
Version, die wir mit einem Lemma tiber reell- und komplex lineare Funktionale auf komple-
xen Vektorriumen vorbereiten.

53



Lemma 3.4. Sei X ein komplexer Vektorraum.

a) Ist p : X — R ein R-lineares Funktional, so ist

pc: X = C,  pc(@) = p(z) —ip(iz)
ein C-lineares Funktional, und es gilt p = Re .

b) Ity : X — C ein C-lineares Funktional, so ist p := Rey ein R-lineares Funktio-
nal und o = .

¢) Sei p eine Halbnorm und p ein C-lineares Funktional auf X. Dann gilt die Aqui-
valenz

lp| <p <= |Rey| < p.

Dabei sind beide Ungleichungen punktweise asugewertet auf beliebigen x € X zu
verstehen.

d) Ist X normiert und @ ein C-lineares stetiges Funktional auf X, so gilt ||¢|| =
Re o |].

Beweis. a) g ist offenbar R-linear. Wegen ¢ (iz) = p(iz)—ip(iix) = ip(z)+i(—i)p(iz) =
ipe () ist o auch C-linear. Die Gleichung ¢ = Re ¢ gilt per Konstruktion.

b) Die R-Linearitit von ¢ ist klar. Um v = ¢¢ zu zeigen, berechnen wir auf beliebigem

rzeX
Y(z) = Rey(x) +ilmy(z) = p(z) — iReiy(z) = p(z) — iRey(ir) = pc(r).

c) Die Implikation = folgt direkt aus |Re z| < |z|. Fiir die umgekehrte Implikation sei x € X
mit ¢(z) # 0. Dann gibt es eine komplexe Zahl z mit Betrag |2| = 1, so dass () = z|¢(z)|
(Polardarstellung). Damit gilt

(@) = 27 p(x) = p(27'z) = |Re (p(27"2))| < p(z™"2) = p(x).

d) ergibt sich aus c) durch Betrachtung von p(z) = [|¢||||=]|- O

Theorem 3.5 (Satz von Hahn-Banach, komplexe Version). Sei X ein komplexer Vekror-
raum, U C X ein Unterraum, p : X — R sublinear und o : U — C ein lineares Funk-

tional mit Re ¢ < p. Dann existiert ein lineares Funktional ) : X — C mit |y = ¢
und Re ) < p.

Beweis. Das reelle Funktional Re ¢ erfiillt die Voraussetzungen des reellen Hahn-Banach
Theorems, also gibt es ein reelles Funktional ¥ : X — R mit g < p. Nach Teil a)
des Lemmas gibt es ein komplexes Funktional ¢ mit g = Re). Nach Teil b) des Lemmas
stimmt 9|y mit ¢ {iberein, ist also eine Fortsetzung. O]

Die hiufigste Anwendung des Satzes von Hahn-Banach bezieht sich auf die Fortsetzung von

linearen Funktionalen, wie bereits in Beispiel 3.3 angedeutet. Die allgemeine Version halten
wir noch einmal als Satz fest.
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Satz 3.6 (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach). Sei X ein normierter Vektorraum (iiber
R oder C), U C X ein Untervektorraum, und p : U — K ein stetiges lineares Funktional
(dh o € U'). Dann existiert ein stetiges lineares Funktional ) € X' mit

Plo=¢, [Plx = llello

Beweis. Wir betrachten die Halbnorm p(x) = ||¢||||z|| und unterscheiden zwischen dem
reellen und komplexen Fall.

Im reellen Fall betrachten wir die Die reelle Version des Satzes von Hahn-Banach liefert uns
ein Funktional ¢ : X — R mit ¢|y = ¢ und ¥(x) < p(z) und —(z) = ¥(—z) < p(x),
also [¢(z)| < |l¢[l[lz| und damit [[4[| = ||¢]].

Im komplexen Fall gilt Re p(u) < |p(u)| < ||¢||||u|| = p(u) fir alle w € U. Der komplexe
Hahn-Banach Satz liefert uns also ein komplexes komplex lineares Funktional ¢ : X — C
mit Re ) < p. Nach Teil ) des Lemmas gilt dann auch || < p, also ||¥]| < ||¢|| und damit

[0 = llell- 0

Wir diskutieren nun einige Konsequenzen des Satzes von Hahn-Banach.

Korollar 3.7. Sei X ein normierter Raum.

a) Zujedemx € X, x # 0, existiert ein stetiges Funktional o € X' mit ||¢|| = 1 und
o(x) = ||z||. Insbesondere trennt X' die Punkte von X, db zwei Vektoren x,y € X
sind genau dann gleich, wenn sie p(x) = p(y) fiir alle p € X' erfiillen.

b) Fiir jeden Vektor x € X gilt ||z|| =  sup  |p(2)|.

peX [lpll=1

Beweis. a) Die erste Aussage haben wir bereits in Beispiel 3.3 gezeigt. Die zweite Aussage folgt
durch Betrachtung von = — y.

b) Per Definition der Norm in X’ gilt |p(x)| < ||¢]|||z|| und damit die Ungleichung > in
der behaupteten Gleichung. Fiir die umgekehrte Ungleichung betrachten wir x # 0 (der Fall

x = 0 ist trivial) und wihlen ein Funktional ¢ € X’ mit ||| = 1 und ¢(z) = ||z|| wie in
Teil a). Damit gilt ||z]| = p(z) < sup  |p(2)]- ]
peX’,[lpll=1

Folgendes Beispiel illustriert, wie der Satz von Hahn-Banach Information iiber Dualriume
geben kann. Es gibt auch einen guten Eindruck, was fiir Fortsetzungen von Funktionalen
moglich sind.

Beispiel 3.8. Die Abbildung 7" : (3 — (4%)', (Tx)(y) = > .07, Tnyy ist isometrisch
aber nicht surjektiv.

Fir o € fy und y € (Y gilt [(T2)(y)] < [[z]1]lylloc, also ||Tz]| < [|[|;. Nun
definieren wir zu = € (4 die Folge y,, := |z,,|/z,, falls z,, # 0 und y,, = 0 falls z,, = 0.
Dann gile (Tz)(y) = >, |zn| = ||z]j1 und ||y||lcc = 1, also ||Tz|| > ||z||;. Also gilt
|Tz|| = ||z||1, dh T ist isometrisch.

Fiir die Nicht-Surjektivitit fiihren wir einen Widerspruchsweis per Hahn-Banach. Dazu
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betrachten wir den Unterraum ¢ C { aller konvergenter Folgen und das Grenzwert-
funktional lim : ¢ — K, y + lim,, y,,. Wegen |lim,, y,| < ||y||oo ist dies ein stetiges
Funktional auf ¢, und nach dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach gibt es ein stetiges
Funktional LIM : £Y — K, dass lim fortsetzt. Falls 7" surjektiv wiire, so wire LIM = T'x
fiir ein x € ¢%. Damit wiirde auf e, (mit (e), = d,x)

n—oo

gelten, also © = 0. Aber dies steht im Widerspruch zu LIM|, = lim.

Die in diesem Beispiel betrachteten Ausdehnungen des lim-Funktionals heiflen Banach-Limes.
Man kann zeigen, dass LIM positiv (dh z > 0 = LIM(z) > 0) und shift-invariant gewihlt
werden kann.

In einer Ubungsaufgabe auf Blatt 7 werden Sie zeigen, dass der Dualraum des Banachraums
co aller Nullfolgen isometrisch isomorph zu £} ist, (cg)’ = /4. Dies geschieht mittels der
gleichen Idee wie in Beispiel 3.8. Diese Abbildung stiftet auch einen isometrischen Isomor-
phimus (/) = (4 fir 1 < p < oo und i + é = 1. Wir haben also insbesondere fiir
l<p<o

()=, (@)= = ((R)'=h 1<p<oo,
wobei ((4;)" den Bidualraum (=Dualraum des Dualraums) von ¢3; bezeichnet. Dies beinhaltet
insbesondere den Hilbertraumfall p = 2.

Das Ergebnis der oben angesprochenen Aufgabe und Beispiel 3.8 sagen hingegen, dass diese
Abbildungen keinen Isomorphimus ¢* = (£>°)', wegen (> = (') also auch keinen Isomor-
phismus ¢! = (¢')”. Man kann zeigen, dass es iiberhaupt keinen isometrischen Isomorphis-
mus zwischen ! und (£>°)’ gibt, da ¢! separabel ist, (¢>°)’ aber nicht (siche Buch von Werner
S.112).

Fiir einen allgemeinen normierten Raum X gibtes eine kanonische Abbildung von X nach X"
Dazu betrachten wir zu einem Vektor x € X die Auswertungsbbildung

I(z): X' - K, o p(x).

Offenbar ist I(z) linear, und wegen |p(z)| < ||¢||x/||z||x ist I(z) beschrinkt, also ein
Element des Bidualraums X”. Damit erhalten wir die kanonische Abbildung

I:X—X" I(z)(p) := @(x). (3.2)

eine Isometrie.

I Satz 3.9. Sei X ein normierter Raum. Dann ist die kanonische Abbildung I : X — X"

Beweis. Nach Korollar 3.7 b) gile || (x)|| x» = SUP e X7 o /=1 lo(x)| = ||z x- ]

Die Isometrie [ ist im Allgemeinen nicht surjektiv. Fiir nicht vollstindiges X ist sie nie sur-
g ) g

jektiv, denn sonst hitten wir einen Isomorphimus zwischen dem nicht vollstindigen Raum

X und dem vollstindigen Raum X" (als Dualraum des normierten Raumes X’ ist X" immer
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vollstindig), ein Widerspruch zu Lemma 1.25. Aber auch fiir vollstindiges X muss I nicht
surjektiv sein. Man nennt einen Banachraum X reflexiv, wenn I surjektiv ist. (Es gibt nicht
reflexive Banachriume, die isometrisch isomorph zu ihrem Bidualraum sind.)

Alle Hilbertriume sind reflexiv, wie man mit Hilfe des Lemmas von Riesz zeigen kann. Auch
ﬂ%, 1 < p < 00, sind reflexiv, und cg, £1, (> sind Beispiele nicht reflexiver Banachriume
(ohne Beweis).

Wir schliefSen unsere Diskussion des Satzes von Hahn-Banach dadurch, dass wir die Liicke
unseres Vervollstindigungssatzes Satz 1.33 a) schlieffen. Dazu miissen wir zeigen, dass jeder
normierte Raum X eine Vervollstindigung (Y, ®) besitzt, also einen Banachraum Y und eine

Isometrie ® : X — Y mit dichtem Bild. Die kanonische Abbildung I : X — X" liefert

. S T . . T x
schon eine Isometrie in einen Banachraum, nimlich X”. Definieren wir nun Y := I(X)

und @ : . — I(z) € Y, so sind wir fertig.

3.2 GleichmaRige Beschranktheit

Nach dem Satz von Hahn-Banach wenden wir uns einem weiteren Theorem zu, das meist als
Prinzip der gleichmifSigen Beschrinktheit bekannt ist.

Als Vorbereitung dazu besprechen wir mit dem Satz von Baire einen wichtigen Satz iiber
vollstindige metrische Rdume. Da es unterschiedliche Formulierungen gibt, erinnern wir zu-
nichst an einige Begriffe.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.

e Ein Punkt a € A heilst innerer Punkt von A, wenn ein Radius € > 0 existiert, so dass

Ucsa) ={r € X : d(x,a) <e} C A

* A heift offen, wenn jedes a € A ein innerer Punkt ist. Das Innere A° einer Menge ist
die Menge aller inneren Punkte von A.

e A heiflt dicht, wenn A = X, dh wenn es zu jedem x € X eine Folge (a,) C A mit
a, — x gibt.

* A heifSt nirgends dicht, wenn A keine inneren Punkte besitzt, also (Z)O = (). Dies ist
iquivalent dazu, dass das Komplement X'\ A dicht in X ist.

Zum Beispiel sind Q und R\Q dichte Teilmengen von R. Jede endliche Teilmenge von R ist
nirgends dicht, und auch zB Z. Die Menge A := (0,1) N Q C R ist nicht dicht (denn der
Abschluss ist A = [0, 1] # R, aber nicht nirgends dicht (denn der Abschluss enthlt innere
Punkte; sein Inneres ist (0, 1))).

Zeigen Sie, dass eine Menge A C X genau dann nirgends dicht ist, wenn ihr Abschluss nirgends
dichtjst. Folgern Sie: Ist A C X eine nirgends dichte Menge und B C X offen, so gilt stets
(X\A)N B # 0.

Satz 3.10 (Satz von Baire). Ein vollstindiger metrischer Raum X ist nie eine abzihlbare
Vereinigung von nirgends dichten Mengen.
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Anders formuliert: Falls (Ay,), eine Folge von Teilmengen von X ist, so dass X =, Ay,
so gibt es mindestens ein A,,, so dass A, innere Punkte enthiilt.

Beweis. Wir betrachten eine Folge nirgends dichter Teilmengen A,, C X und ihre Vereini-

gung A := |, Ay,. Wir werden eine Cauchyfolge (z,,,) konstruieren, deren Grenzwert x in

keinem der A, liegt. Da = aber in X liegt, folgt dann A # X und damit die Behauptung,.

Gemif der Ubung vor dem Satz diirfen wir annehmen, dass die A,, abgeschlossen sind.

Zur Konstruktion dieser Folge: Da A; nirgends dicht ist, gilt insbesondere A; # X. Also
finden wir einen Punket 21 ¢ A;. Da X'\ 4; offen ist, gibt es eine offene Kugel By := U, (1)
mit Mittelpunkt 21 und Radius 0 < &1 < 1, so dass By C X\ A3, also By N A; = 0.

Da Aj nirgends dicht ist, ist die offene Menge B;\ A; nicht leer (siche Ubung vor dem Satz),
und wir wihlen 27 € B;\ A zusammen mit einer Kugel By = U, (22) mit 0 < g9 < % und
EQ CBl,BgﬂAQ :w

Induktiv wihlen wir z,, € B,,—1\ A, und wihlen eine Kugel B,, = U.
2" und B,, C B,,_1, B, N A,, = 0.

(xn) mit 0 < g, <

n

Die so konstruierte Folge ist eine Cauchyfolge: Fiir n,m € N, n > m, gilt z,,, x,,, € Bj,—1,
also d(Zp, ) < 26,1 < 27" — 0 fiir n — oo. Sei x := lim,, x,, der Grenzwert dieser
Folge und N € N beliebig. Da z,, € By firallen > N, giltx € By C By_1, was nach
Konstruktion disjunkt zu Ay _; ist. ]

Wir werden diesen Satz zwar meistens nur via gleich formulierte Konsequenzen anwenden,
notieren hier aber zur Demonstration eine interessante direkte Anwendung.

Beispiel 3.11. Es gibt stetige Funktionen f : [0, 1] — R, die an keinem Punke diffe-
renzierbar sind.
An dieser Aussage sicht zwar zuerst nichts nach dem Satz von Baire aus, aber ein Beweis
mittels Baire ist trotzdem méoglich. Dazu betrachten wir den Banachraum C([0, 1]) mit
Supremumsnorm und die Mengen

< n} .

Wir werden zeigen, dass diese Mengen nirgends dicht in C([0, 1]) sind. Also gilt nach
dem Satz von Baire |, A,, # C([0,1]). Sei f eine Funktion, die in keinem A,, liegt.

Lﬁf) > n. Also ist der

r—

An = {fEC([O,l]): 3w Vo' # ‘M

x—a

Diese erfiillt dann: Fiir jedes z € [0, 1] gibt es 2" # z mit

Differenzenquotient bei festem z nicht stetig in @’ auf das ganze Intervall fortsetzbar,
denn sonst wire er beschrinke. Also ist f nirgends differenzierbar.

Es bleibt also zu zeigen, dass A,, nirgends dicht ist, dh dass A,, keine inneren Punkte
hat. Dazu zeigen wir zunichst, dass A,, abgeschlossen ist.

Sei also (fx)ren eine bzgl Supremumsnorm konvergente Folge in A,, mit Grenzwert
f € C([0,1]). Wir miissen f € A,, zeigen. Wegen f, € A, gibtes x, € [0, 1], so dass

| fi(er) = ()| < nlew —yl, 2 €[0,1].
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Die Folge (71 )ren ist beschrinkt, hat also eine konvergente Teilfolge. Nach Ubergang
zu einer Teilfolge (k;)en haben wir weiterhin f, — f, und x, — 2 fiireinz € [0, 1].
Wir diirfen also oBdA annehmen, dass die Folge (x))ren konvergiert. Dann erhalten
wir

[felan) = f(@)] < [falan) = Flar)] + 1 f(r) = F@)] <A fx = Flloo + [f(2x) = f(2)] =0

fiir k — 00 aufgrund der Konvergenz von ( f) in der Stetigkeit von f.

Also gilt fiir alle y € [0, 1]
(@) = f)l = lim [fi(wx) = fu(y)] < lim nlzy —y| = nlz —y|.
—00 k—o00

Also gilt f € A,,, dh A, ist abgeschlossen.

Wir miissen nun noch zeigen, dass A,, keine inneren Punkte hat. Dazu fithren wir einen
Widerspruchsweis und nehmen an, dass A,, einen inneren Punkt hat (fir irgendein n).
Nach dem ersten Weierstraflschen Approximationssatz (die Polynome liegen dicht in
C([0, 1])) kann der innere Punkt durch eine Folge von Polynomen in Supremumsnorm
angendhert werden, dh A7 enthilt ein Polynom p. Wir betrachten nun eine Funkti-
on mit kleiner Supremumsnorm aber grofSen Differenzenquotienten, um einen Wider-
spruch zu erzeugen. Sei dazu m € N, € > 0 und S, ,, eine “Sigezahnfunktion”, die
auf den Teilintervallen (ke/m, (k+1)e/m) eine Gerade mit Steigung £m ist und Bild
[0, €] hat (siehe Tafelbild). Dann gilt per Konstruktion a) ||S- ,n||c = £ und b) fiir jedes

z € [0, 1] gibtes 2’ € [0, 1], so dass Sem (@)= 5e,m(2')

z—x’

=m.

Aufgrund von a) gilt p+ S, ,,, € A, fiir € klein genug. Es gibt also ein z, so dass fir alle
' #x

(P + Sem) (@) = (P + Sem) (@)

r—a

n2> — 1Pl

r—x

> ‘ Sem () = Sem(2')

gilt, wobei wir die umgekehrte Dreiecksungleichung und den Mittelwertsatz verwendet
haben. Wihlen wir jetzt 2’ nach b) so, dass der erste Term = m ist, so erhalten wir
n > m — ||pl|eo, was fiir grof§ geniigendes m einen Widerspruch ergibt.

Die am hiufigsten verwendete Konsequenz des Satzes von Baire ist das Prinzip der gleichmi-
Bigen Beschrinktheit in seinen verschiedenen Formen.

Theorem 3.12 (Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit). Sei X ein Banachraum, Y
ein normierter Raum, und T C B(X,Y') eine Menge von beschrinkten Operatoren. Falls
T punktweise beschrinkt ist, db fiir jedes v € X ist die Menge {Tx: T € T} C Y
beschriinkt, so ist T gleichmiifSig beschriinkt, dh T C B(X,Y) ist beschriinkt.

Die Annahme dieses Satzes sagt also:
* Fiir jedes © € X gibtes ein ¢(x) > 0, so dass ||Tz||y < ¢(z) firalle T € T gilt, dh

Ve e X : sup ||[Tz|ly < oo,
TeT
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und die Aussage des Satzes sagt:

* Esgibtesein C' > 0,sodass ||T||px,y) < CfiralleT € T gile, dh | Tz ||y < Cljz||x
firallex € X undalle7 € T, dh

sup ”THB()CY) < Q.
TeT

Wihrend in der ersten Abschitzung die Schranken von « abhingen, sind sie in der zweiten
Abschitzung gleichmiflig in , was den Namen “Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit”
erklirt.

Beweis. Wir betrachten die Mengen B,, := {z : ||Tz|ly < nVT € T}, die aufgrund der
Stetigkeit der 7" abgeschlossen sind. Geri:iﬁ unserer Annahme gilt X = J,, B,,. Nach dem

Satz von Baire gibt es also ein n, so dass B,, = B,, innere Punkte hat.

Sei x € B, ein innerer Punkt und € > 0 so, dass U.(x) C B,,. Seinun T" € T beliebig und
y € X ein Vektor mit Norm ||y|| < €. Dann gilt 2 + y € B, also

ITyll < IT(x +y)ll + | T2] < 2n.

Fiir einen beliebigen Vektor z € X gilt ||mz|| < € und damit || Tz|| = 2”;” - 2n, also

T < 4n/e. =

Dieses praktische Resultat hat viele Anwendungen. Die erste bezieht sich auf einen schwi-
cheren Konvergenzbegriff fiir Folgen von Operatoren (punktweise Konvergenz), vergleiche
["Jbung H6.1 ¢),d). Wir sagen, eine Folge (A,,),en stetiger linearer Operatoren zwischen zwei
normierten Riumen X und Y konvergiere punktweise, falls die Folgen (A,,x),, firallex € X
konvergieren.

Satz 3.13. Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum und A,, € B(X,Y), n €
IN, eine Folge von beschriinkten Operatoren. Falls (A,,) punktweise konvergiert, so definiert
Ax = lim,, Ax,, einen beschrinkten Operator X — Y, und die Folge (A,,) istin B(X,Y)
beschrinks.

Beweis. Sei x € X. Da die Folge (A,,x),, nach Voraussetzung in Y konvergiert, ist sie be-
schrinkt. Nach dem Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit gibt es also eine Konstante
C' > 0 mit |4, | < C fiir alle n. Demnach gilt

|Az|| = || lim A,z| = lim ||Az|| < C||z||, reX,
also ||A]| < C. O]

Beachten Sie, dass nicht behauptet wird, dass die Folge A,, gegen A in Operatornorm konver-
giert - das ist im Allgemeinen falsch!

Beispiel 3.14. Nehmen Sie zB die Operatoren A4,, € B((%),
Ap(xy, 29,3, ...) = (0,...0, 2501, Ty, -0

Dann gilt A,z — 0 fiir alle € (. Wegen A, e,11 = €,y (mit (e,)r = ) gilt
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I aber ||A,,|| > 1 fiir alle n, und damit geht || A,, — 0] nicht gegen Null.

Die Aussage von Satz 3.13 ist vielmehr, dass der Banachraum B(X,Y") (fiir X,Y Banach)
nicht nur unter Limiten in der Operatornorm abgeschlossen (vollstindig) ist, sondern auch
unter den “schwicheren” punktweisen Limiten.

In Satz 3.13 haben wir nur X aber nicht Y als vollstindig vorausgesetzt. Wenn auch Y voll-
standig ist, gilt folgender Satz.

Satz 3.15 (Satz von Banach-Steinhaus). Seien X,Y Banachriume und (A,)nex C
B(X,Y) eine Folge beschrinkter linearer Operatoren. Die Folge (A,,) konvergiert punkt-
weise gegen einen beschrinkten Operator A € B(X,Y") genau dann, wenn sie a) beschrinkt
ist (in Operatornorm) und b) eine dichte Teilmenge D C X existiert, so dass (A, )nen fiir
alle x € D konvergiert.

Beweis. Die eine Implikation wurde bereits gezeigt.

Seiz € X unde > 0. Da D C X dichtist, gibtes # € D mit ||z — Z|| < e. Wir wissen,
dass (A, %), konvergiert. Also gibt es N € N, so dass |4, — A,,Z|| < € firn,m > N.
Weiterhin ist (A,,) beschrinkt, dh es gibt C' > 0, so dass || A, || < C fiiralle n. Damit erhalten

WIr

|Anz — An|| < [|Anz — An|| + | AnZ — An|| + | Amd — Apz]|
< Ollx— 7| +¢+Cllz — &]| < (2C + 1)e.

Also ist (A, ), eine Cauchyfolge, die aufgrund der Vollstindigkeit von Y konvergiert. [

Beispiel 3.16. Als ein Beispiel betrachten wir H = L*(R), eine beschrinkte Folge von
Funktionen (g, )nex € L™ (R) mit Triger supp(g,) C [0, 1], und die Operatoren

(Anf)(2) = gn(x — n) f(2).
Gemif fritherer Ubungen gilt || A, || < ||gnl|ze, dh die (A,) sind beschrinkte Opera-

toren und ihre Operatornormen sind uniform beschrinkt. Sei nun f eine stetige Funk-
tion mit kompaktem Triger. Dann gilt A, f = 0 fiir grof§ geniigendes n, denn wegen
supp gn (- —n) C [n,n+1] sind die Triger von f und g, (- —n) fiir grofles n disjunke.
Insbesondere konvergiert A, f fiir f € C.(R) in L?(R) gegen Null. Also konvergiert
A, f fiir beliebiges f € L*(R) gegen Null.

Dieses Ergebnis hitten Sie auch recht leicht durch direkte Abschitzung erhalten konnen,
das Beispiel dient also mehr der Illustration des Satzes von Banach-Steinhaus.

Diese punktweisen Limiten vertragen sich auch gut mit Operatorprodukten:

Lemma 3.17. Sei X ein Banachraum und (A,,), (By,) zwei Folgen in B(X), die punkt-
weise gegen A bzw B konvergieren. Dann konvergiert (A, By,),, punktweise gegen AB.
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Beweis. Wir wissen bereits, dass beide Folgen beschrinktsind, dh es gibt C' > 0 mit || 4, ||, || Bn|| <
C fiir alle n. Damit erhalten wir auf einem beliebigen Vektor z € X

|AnBnx — ABz|| = ||A.(Bpz — Bx) + (A, — A)Bz||
< ||An(Bpr — Bx)|| + [[(A, — A)Bz||
< C||Bnz — Bz|| + ||(A, — A)Bz|| — 0.

]

Als eine weitere Anwendung des Prinzips der gleichmifigen Beschrinktheit betrachten wir
auch noch schwache Folgenkonvergenz fiir Folgen von Vektoren in Banachriumen (nicht
Operatoren), siche Hausaufgabe H6.2.

Definition 3.18. Sei X ein normierter Vektorraum. Eine Folge (x,,) C X heifSt schwach
konvergent, falls fiir alle ¢ € X’ die Folge (¢(z,,)), C K konvergent ist.

Sie haben in H6.2 gezeigt: Konvergente Folgen sind auch schwach konvergent, aber es gibt
schwach konvergente Folgen, die nicht konvergent (in Norm) sind. Auf8erdem haben Sie ge-
zeigt, dass eine schwach konvergente Folge einen eindeutigen Limesvektor hat, dh ¢(x,,) —
@(x) fir alle ¢ € X" fiir ein eindeutiges © € X.

Wir zeigen hier zusitzlich:

Lemma 3.19. Eine Téilmenge M eines normierten Vektorraums X ist genau dann be-

schrinkt, wenn fiir jedes p € X' die Menge (M) C K beschrinkt ist.

Insbesondere ist in einem normierten Vektorraum jede schwach konvergente Folge beschrinket.

Beweis. Ist M C X beschrinkt, dh gibt es C' > 0 mit ||m| < C fiir alle m € M, so gilt
natiitlich [p(m)| < C||p|| fiir alle m € M.

Fiir die Umkehrung benutzen wir das Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit und die Aus-
wertungsfunktionale I (x) : X’ — K, ¢ — ¢(z). Nach Voraussetzung gilt

sup [p(m)| = sup |[I(m)(p)| < oo.

meM meM
Da X' ein Banachraum ist, kénnen wir Theorem 3.12 verwenden und erhalten sup,, ., [|1(m)| <

00. Aberda I : X — X" isometrisch ist, zeigt dies sup,, ., ||| < 00, also die Beschrinkt-
heit von M.

Die Aussage iiber Folgen ist klar, da fiir eine schwach konvergente Folge (z,) die Menge
©(xp,)n aufgrund der Konvergenz beschrinkt ist. ]

Natiirlich kénnen Sie noch einen Schritt weiter gehen und Folgen von Operatorn A,, €
B(X,Y) betrachten, fiir die p(A,x), firalle x € X und alle ¢ € Y’ konvergieren. Wir
werden diese “schwachen Konvergenzbegriffe” und die zugrundeliegenden schwachen Topo-
logien spiter systematisch betrachten.
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3.3 Der Satz von der offenen Abbildung

Erinnern Sie sich, dass eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen (oder topolo-
gischen) Riumen stetig ist genau dann, wenn Urbilder offener Mengen offen sind, dh wenn

fiir jedes offene O C Y auch f7!(O) C X offen ist. Bei einer offenen Abbildung geht es

stattdessen um die Bilder:

Definition 3.20. Seien X, Y metrische Riume. Eine Abbildung f : X — Y heiflt
offen, falls sie offene Mengen auf offene Mengen abbildet.

Als kleine Warnung vermerken wir, dass Sie hier nicht offene durch abgeschlossene Mengen
ersetzen diirfen: Zum Beispiel ist die Projektionsabbildung p : R* — R, p(z,y) := z, offen,
bildet aber die abgeschlossene Menge {(x,y) : © > 0,2y > 1} auf die nicht abgeschlossene
Menge (0, 00) ab.

Wieso sollten wir uns fiir offene Abbildungen interessieren? Nun, per Definition ist eine bijek-
tive Abbildung genau dann offen, wenn ihre Umkehrabbildung stetig ist. Offene Abbildungen
werden also zur Untersuchung der Stetigkeit von Umkehrabbildungen benutzt.

Im folgenden Lemma betrachten wir den fiir die Funktionalanalysis wichtigsten Fall von /-
nearen Abbildungen, in dem sich die Offenheit etwas vereinfachen lasst. Wir schreiben wie
iiblich U,.(z) = {z € X : ||z — z|| < r} fiir offene Kugeln mit Mittelpunkt = und Radius
7 in einem normierten Raum. Als Abkiirzung schreiben wir im Folgenden U, := U,.(0), und
manchmal UX (x) um anzudeuten, dass die Kugel U, () in dem Raum X gemeint ist.

Lemma 3.21. Seien X,Y normierte Riume und A : X —'Y linear. Dann sind dquiva-
lent:

a) A ist offen.
b) Es gibtr > 0, so dass A(UX) innere Punkte hat.
¢) Esgibte > 0, so dass UY C A(UT").

Weiterhin ist jede lineare offene Abbildung surjektiv.

Beweis. a) = b) ist trivial.

b) = c) Wenn A(U;) den inneren Punke y hat, so gibt es § > 0 mit y + UY C A(UX).
Da die Kugeln punktsymmetrisch (invariant unter z — —x) sind und A linear ist, haben wir
dann auch —y + UY C A(U;X). Fiir einen Vektor § € Y mit ||g]| < 2 gilt also

= (y+39) + (—y+39) C AO)) + A(O) C 2A(0;7),

also U} C A(O)). Skalierung mit 1 liefert nun Ug;r C A(UY), dh o) gilt mite = 2

¢) = a) Sei O C X offen und x € O. Wir miissen zeigen, dass Az ein innerer Punkt von
A(O) ist. Da O offen ist, gibt es 7 > 0 mit UTX(QT) C O, und nach Skalierung mit r1
entsprechend Uj¥ (r~'z) C r~'O. Anwendung von A und ¢) liefern nun & > 0 mit

r T Ar + UY CrtAx + A(UY) € rTA(O),
also Az + UY. C A(O). Also ist Az ein innerer Punkt von A(O), dh A(O) ist offen.
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Zur behaupteten Surjektivitit offener linearer Abbildungen: Sei A : X — Y offen und linear.
Dann enthilt das Bild von A eine offene Kugel UY fiir ein & > 0 (siehe ¢)). Ist y € Y\ {0}

beliebig, so liegt ﬁ in dieser Kugel und damit im Bild. Da A linear ist, liegt dann auch y
im Bild von A, dh A ist surjektiv. O

Beispiel 3.22.

a) Sei ‘H ein Hilbertraum und Py die orthogonale Projektion auf einen abgeschlos-
senen Unterraum /C C H. Dannist Qi : H — K, v — Pxv, offen.
Beweis: Wir miissen eine offene Kugel U*(0) in K mit Mittelpunke 0 finden, so
dass UX(0) C Pic(U{(0)). Gegeben einen Vektor k € K mit ||k|| < 1, so hat
der Vektor v := k@0 € KD+ ebenfalls Norm ||v]| = ||k|| < 1, und Pxv = k.
Also gilt U*(0) C Pc(U74(0)) mite = 1. 0

b) Die Abbildung A : (5 — co, (z,,) > (L 2,), ist nicht offen.
Beweis: Wir betrachten 7 = 1, also A(U1(0)) = {(2,) : |zn| < 2 Vn}. Fiirjedes
£ > O und jedesm € N enthilt die offene Kugel U (0) die Folge 2™ := 0k mé,
k € N. Fiir em > 1 liegt diese Folge nicht in A(U;(0)).

Im ersten Beispiel haben wir die auf K koeingeschrinkte Projektion und nicht die Projektion
selbst, also Pc : H — H betrachtet. Letztere ist nicht surjektiv (fiir L # {0}) und damit

nicht offen.

Der folgende Satz charakterisiert lineare offene Abbildungen auf erstaunlich einfache Art und
Weise.

Theorem 3.23 (Satz von der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachriume und A &
B(X,Y') eine surjektive stetige lineare Abbildung. Dann ist A offen.

Beweis. Die Idee ist, den Satz von Baire zu verwenden. Da A surjektiv ist, gilt

Y = JAWUY).

neN

Nach dem Satz von Baire gibt es also n € N, so dass A(U,X) innere Punkte hat. Wiissten wir
sogar, dass A(U-X) (ohne Abschluss) innere Punkte hat, so liefert Lemma 3.21 b) sofort, dass
A offen ist, wie behauptet.

Da A(U;Y) innere Punkte hat, hat auch A(U{¥) innere Punkte (Skalierung um 1). Wie im
Beweis von Lemma 3.21 folgt, dass es ¢ > 0 gibt mit UY C A(U{¥). Wir zeigen nun als

wesentlichen Beweisschritt A(U¥) C A(Us*). Das impliziert dann Existenz innerer Punkte
von A(UsY) und beendet den Beweis.

Sei also y € A(U{). Wir miissen € Us;* finden, so dass y = Az gilt. Der Vektor = wird
durch einen Grenzwert definiert werden.

Zuerst bemerken wir, dass y € A(U7*) Grenzwert einer Folge der Form (A&}, ), mit [|€x]] < 1
fiir alle k. Wir finden also einen Vektor z; € U;X (Auswahl eines der Folgeglieder &), so dass

|y — Azq|| < § mitdem e von UY C A(U7Y). Also y — 2 € U;§2 - A(Uﬁg).
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Nun wiederholen wir diese Konstruktion fiir y — Az anstelle von y und £/2 anstelle von ¢,
dh wir wihlen x5 € U1)§2 mity — Ary — Axo € U 5 4+ Wir gehen induktiv vor und wihlen

T, € U;f_n mit

y— Zn:ij c Ust...

j=1

Aufgrund von ||z, || < 2'7" existiert z := Y | x,, und hat Norm ||z < 7 27" =
2 (geometrische Reihe), also # € Us*. Da A stetig ist, konvergiert auch Y 2 | Az, =
A > x, = Aux. Der fragliche Punkt y erfiille per Konstruktion y = Az. Also gilt
y € A(US). O

Eine sehr wichtige Anwendung des Satzes von der offenen Abbildung ist das folgende Korollar.

Korollar 3.24 (Satz vom stetigen Inversen). Seien X, Y Banachriumeund A € B(X,Y)
bijektiv. Dann A~ € B(Y, X), dh A™' 1Y — X ist beschrinkt.

Beweis. Die Abbildung A : X — Y ist nach Voraussetzung surjektiv, stetig, und linear, nach
dem Satz von der offenen Abbildung also offen. Das ist dquivalent zur Stetigkeit von AL O

In Satz 1.22 hatten wir bereits gesehen, dass die Beschrinktheit der Umkehrabbildung eines
bijektiven beschrinkten Operators A € B(X,Y") dquivalent ist zur Existenz einer Konstante
¢ > 0, so dass ||Az|| > c||z|| fir alle x € X gilt. Diese Abschitzung gilt also automatisch,
wenn A bijektiv und beschrinke ist, dh wenn [|Az|| < C||z|| fiir ein geeignetes C' > 0 fiir
alle z € X gilt.

Anders formuliert: Wenn Sie eine Gleichung der Form Az = y mit beschrinktem bijektiven
A zwischen Banachriumen X, Y betrachten (dies konnte zB eine Integralgleichung sein), so
hingt die Lésung © = A1y stetig von den gegebenen Daten y ab.

Beachten Sie aber, dass es wichtig ist, dass X, Y Banachriume, also vollstindig sind. Wir
geben ein Beispiel, um diesen Punkt zu betonen.

Beispiel 3.25. Sei X =Y = L*(R), der Raum der L*°-Funktionen mit kompaktem
Triger, versechen mit der wesentlichen Supremumsnorm (keiz Banachraum), und A :

X — X die Abbildung

f (=)

(Af)(x)

f(z)
1422

< Nl

Dies ist eine lineare bijektive Abbildung. Wegen ||Af||1~ = sup,
also ||A]| < 1, ist A stetig. Die Umkehrabbildung ist offenbar

(A7 f)@) = (1 +2")f(z), =z€R

Dieser Operator ist nicht beschrinkt: Sei x,, die charakteristische Funktion von [n, n+1].
Dann gilt

IA™ Xl = esssup,eg|(1+ 2*)xn(2)] = (14 1%) = (14 n7)|Ixn] £,
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I also ||[A7Y|| > (1 + n?) firallen € N.

Wir fiigen noch zwei weitere Korollare hinzu, die den Satz von der offenen Abbildung illus-
trieren.

Korollar 3.26. Sei X ein K-Vektorraum und || - || und || - || zwei Normen auf' X, so dass
X bzgl jeder dieser zwei Normen ein Banachraum ist. Dann gilt

(3C>0: |z < Olz|' Ve e X) = (3C" >0: ||z|| < C'|z| Vz € X).

Das heif§t: Wenn || - || durch || - ||" abgeschitzt werden kann, dann kann auch automatisch
|- |I" durch || - || abgeschitzt werden. Beachten Sie aber die starke Voraussetzung, dass X bzgl
beider Normen vollstindig sein muss.

Beweis. Die Identititid : (X, ||-||") = (X, || - ) ist linear, bijektiv, und nach Voraussetzung
stetig. Also ist die Umkehrabbildung id : (X, || - ||) = (X, || - ||') auch stetig. O

Injektivitdt ist meist eine einfacher zu priifende Eigenschaft als Surjektivitdt, und wir haben
es oft mit Operatoren A : X — Y zu tun, die wir als injektiv aber nicht notwendigerweise
surjektiv erkennen. In diesem Fall konnen wir A auf sein Bild koeinschrinken und die bi-
jektive Abbildung A : X — Ran A betrachten. Das foldende Korollar sagt uns, wann diese
Abbildung ein stetiges Inverses hat.

Korollar 3.27. Seien X,Y Banachriume und A € B(X,Y') injektiv. Die koeingeschrink-
te Abbildung A : X — Ran A hat genau dann ein stetiges Inverses A7':RanA — X,

wenn Ran A abgeschlossen ist.

Beweis. Falls Ran A abgeschlossen ist, so ist es ein Banachraum und der Satz vom stetigen
Inversen sagt uns, dass A1:RanA—> X stetig ist.

Ist andererseits A~! : RanA — X stetig, so ist es als stetige bijektive Abbildung ein Iso-
morphismus zwischen den normierten Riumen Ran A und X. Da X vollstindig ist, ist dann
auch Ran A vollstindig (Lemma 1.25), also ist Ran A abgeschlossen (Lemma 1.16). O

Das folgende einfache Beispiel illustriert dieses Ergebnis.

Beispiel 3.28. Sei X =Y = L?(R) und A € B(L*(R)) der beschrinkte Multiplikati-
onsoperator (Af)(z) = (1 + x?)~! f(x). Dann ist A injektiv, denn f € ker A erfiillt
(1+2?)7' f(z) = 0 fiir fast alle 7 € R, also f = 0 in L*(R).

Wir behaupten, dass A kein abgeschlossenes Bild hat. Dazu bemerken wir, dass jede
L*-Funktion f mit kompaktem Triger in Ran A liegt, denn f(z) = (1 +2?)7! - (1 +
2?)f(x), und x — (1+ 2?)f(x) liegt in L? wegen dem kompakten Triger. Auf diesen

Funktionen ist A™' : Ran A — L*(R) offenbar durch (A7'f)(z) = (1 + 2?)f(x)
gegeben. Aber fiir f = X[n,n41] sehen wir

_ n+1
A X sy |? [y (L +2%)de
||X[n,n+1]||2 fnJrl dx

n

n+1
= / (14 2*)2dr — oo
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schlossen.

I fiir n — oo. Also ist A™' : Ran A — L? nicht beschrinkt, dh Ran A ist nicht abge-

3.4 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Das Konzept eines Graphen haben Sie bereits in der Analysis 1 kennengelernt: Sind N, M
Mengen und f : N — M eine Abbildung, so ist

L(f)={(z,f(z)): xe N} CNxM

der Graph von f. Es ldsst sich insbesondere auf lineare Abbildungen zwischen normierten
Riumen anwenden. Wir wihlen eine Formulierung, die fiir viele Anwendungen geeignet ist.

Definition 3.29. Seien X, Y Banachriume, D C X ein Untervektorraum, und A :
D — Y linear. Der Graph von A ist die Menge

I'(A) ={(z,Az) : z€e D} C X @Y.

Hierbei steht “D” fiir Definitionsbereich (von A), man schreibt oft auch D = dom A. Sehr
oft ist namlich ein Operator gegeben, der nur auf einem nicht vollstindigen Untervektorraum
eines Banachraums definiert ist, zB

P:ZR)C L*(R) —» L*R),  Pf:=—if

der in der Quantenmechanik wichtige Impulsoperator. Wir betrachten D aber stets als eine
Teilmenge eines Banachraums X, den wir insbesondere als Vervollstindigung von D wihlen

konnten. Auf diese Weise konnen wir den Graphen I'(A) als Teilmenge des Banachraums
X @Y (siehe Def. 1.26 fiir die Norm auf diesem Raum) auffassen.

Beachten Sie, dass I'(A) C X @ Y ein Untervektorraum ist. Wir untersuchen nun, unter
welchen Bedingungen dieser Unterraum abgeschlossen ist.

Lemma 3.30. Sei A : D C X — Y ¢in auf einem Unterraum D eines Banachraums
X definierter Operator in einen Banachraum'Y . Dann ist I'(A) genau dann abgeschlossen,
wenn gilt: Konvergiert eine Folge (x,,)n, € D gegen einen Punkt x € X und konvergiert
die Bildfolge (Axy,),, gegen einen Punkty € Y, so folgt x € D und Ax = y.

Beweis. AbgeschlossenheitvonI'(A) in X®Y bedeutet: Konvergiert eine Folge (x,,, Az,,),, €
I'(A) gegen einen Punkt (z,y) (das heif§t, konvergiert z,, — z und Az, — ), so gilt
(z,y) € I'(A) (das heit, z € D und y = Az). O

Definition 3.31. Eine lineare Abbildung A : D C X — Y von einem Unterraum D
eines Banachraums X in einen Banachraum Y heifSt abgeschlossen, wenn I'(A) C X @Y
abgeschlossen ist.

Um diesen Begriff niher zu erldutern, betrachten wir den Fall D = X und die drei Aussagen

a) T, — T,
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b) Az, — v,

c) Ax =y.

Falls A stetig ist, gilt: a) = 1), c). Falls A nur abgeschlossen ist, gilt a),b) = ¢). In diesem
Sinne sind abgeschlossene Operatoren also eine Verallgemeinerung von stetigen Operatoren.

Beispiel 3.32.

a)

b)

Wir betrachten den Hilbertraum ¢2;, den dichten Unterraum
D:={r e Zn2|xn|2 < o0},

und den Operator A : D — (%, (Azx),, := nx,. Wir behaupten, dass A abge-

schlossen ist.

Sei dazu (x(k))gen eine Folge in D und v, w € £3; mit

(k) — ol = le n = Unl”® =0,
| Az (k) — w|? = me Jn — wn)? = 0.

Das impliziert fiir alle n € N die Limiten |z(k), — v,|* — 0 und |nz(k), —
wy|? — 0 fiir k — oo, also w,, = limy, nx(k),, = nv,, und insbesondere v € D.
Also ist A abgeschlossen. Es ist auch klar, dass A nicht beschrinke ist.

Als eine kontinuierliche Variante betrachten wir D := .#(R) in H := L*(R)
und den Impulsoperator P : . (R) — L3(R), (P f)(z) = —if'(z).

Sei (fn) C -Z(R) eine Folge mit || f, — fllzz = 0 und ||Pf, — gllzz — 0
fir f,g € L?. Wir verwenden die Fouriertransformation f + f (ein unitdrer

Operator auf L?) und erhalten mittels der bekannten Bezichung P f (k) = kf (k)

/|fn k) 2k — 0,
/|kfn (k)[2dk — 0.

Diese L?-Konvergenzen implizieren punktweise Konvergenzen fast iiberall nach
Ubergang zu Tellfolgen (Analysis 3, Satz 2. .35). Nach Ubergang zu einer Tellfolge
giltalso f,(k) — f(k) fast iiberall und k f,, (k) — G(k) fast iiberall, dh k f (k) =

g(k) im Sinne von L.

In diesem Beispiel muss allerdings nicht f € .(R) = D gelten. Wir haben es al-
so nicht ganz mit einem abgeschlossenen Operator zu tun, sondern nur mit einem
abschlief$baren Operator - dies sind Begrifflichkeiten, die wir erst in Funktional-
analysis 2 beim Studium von unbeschrinkten Operatoren brauchen werden.
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Lemma 3.33. Seien X,Y Banachriume, D C X ein Unterraum, und A : D — Y ein
abgeschlossener Operator. Dann ist D ein Banachraum bzgl. der Norm

[2]la = [lell + | Azll, =€ D,

und A ist als Abbildung A - (D, || - ||a) = Y stetig.

Beweis. Sei (x,) C D eine || - || a-Cauchyfolge, dh ||z, — 2, || + ||Az,, — Ax,|| — O fiir
n,m — 0. Also sind (z,) C X und (Az,), C Y Cauchyfolgen. Da X, Y Banachriume
sind, konvergieren diese Folgen, x,, — 2 und Az,, — y. Aufgrund der Abgeschlossenheit von
Afolgt x € D und Az = y. Das bedeutet ||, — z||4 — 0, dh (D, || - ||4) ein Banachraum.

Die Stetigkeit ist klar wegen ||z|| < ||z|| + ||Az| = ||z]| a. ]

Theorem 3.34 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachriume und A :
X =Y linear. Dann ist A genau dann beschrinkt, wenn A abgeschlossen ist.

Beweis. Die Implikation stetig = abgeschlossen ist klar.

Fiir die andere Richtung erinnern wir uns, dass ['(A) € X @ Y ein Banachraum ist, und
betrachten die beiden kanonischen Projektionen

m (A — X, (z, Az) — x,
7o ['(A) = X, (x, Azx) — Ax.

7y ist bijektiv, also ist 71, ! stetig. Damit ist auch A = o7 * stetig. [

Eine interessante Konsequenz des Satzes vom abgeschlossenen Graphen bezieht sich auf Hil-
bertraumoperatoren.

Korollar 3.35 (Satz von Hellinger-Toplitz). Sei H ein Hilbertraum und A - H — H
linear mit der Eigenschaft (x, Ay) = (Ax,y) fiir alle v,y € H. Dann ist A beschriinkt.

Beweis. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen gentigt es, zu zeigen, dass A abge-
schlossen ist. Sei also (x,,) C H eine Folge und 2,y € H so, dass ,, — = und Az, — ¥.
Dann gilt fir alle 2 € H

(z,y) = lim (2, Az,) = lim (Az,z,) = (Az,z) = (z, Ax).

n—oo n—oo

Also gilt (z,y — Az) = 0 fiir alle z € ‘H und deshalb Az = y. Also ist A abgeschlossen. [

Natiirlich erfiillen selbstadjungierte Operatoren A = A* die in diesem Korollar gemachte
Symmetriebedingung (x, Ay) = (Ax,y). Aber der Punkt bei dem Korollar ist, dass A a
priori nicht als beschrinkt angenommen wird, und wir fiir unbeschrinkte Operatoren noch
keinen Begriff eines Adjungierten haben.
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In der Quantenmechanik werden physikalische Observable (Ort, Impuls, Energie, Drehimpuls,
...) durch Operatoren beschrieben, die (x, Ay) = (Axz,y) erfiillen (fiir 2,y in einem dichten
Unterraum), zumeist aber unbeschrinkt sind, was den unbeschrinkten Werten fiir Ort, Impuls,
etc entspricht. Der Satz von Hellinger-Toplitz besagt in diesem Zusammenhang, dass solche
Operatoren nicht auf dem ganzen Hilbertraum definiert sein kénnen. Wir werden deshalb spi-
ter (in Funktionalanalysis 2) Operatoren studieren, die nur auf dichten Unterdumen von Hil-
bertriumen definiert sind.
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4 Spektraltheorie beschrankter Operatoren

In diesem Kapitel werden wir die Eigenwerttheorie der Linearen Algebra auf Banach- und ins-
besondere Hilbertraumoperatoren verallgemeinern. Dies beinhaltet auch sogenannte Funk-
tionalkalkiile, dh das Bilden von Funktionen von Operatoren.

4.1 Das Spektrum

Die aus der Linearen Algebra bekannte Definition eines Eigenwerts/Eigenvektors tibertrigt sich
problemlos auf unendlichdimensionale Riume: Ist A : X — X eine lineare Abbildung auf
einem beliebigen K-Vektorraum X, so ist ein Eigenvektor ein Vektor z € X\{0}, so dass
Az = X\ -z fiir eine Zahl X € K, die dann Eigenwert genannt wird.

Im Endlichdimensionalen wissen Sie, dass jedes A : X — X Eigenwerte hat, wenn X
komplex ist. Im reellen Fall hingegen muss es keine Eigenwerte geben. Im Unendlichdimen-
sionalen kann es auch aber dann keine Eigenwerte geben, wenn wir tiber C arbeiten, wie das

folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.1. Wir betrachten auf dem komplexen Banachraum X := C/([0, 1]) die li-
neare Abbildung”

A:C([0,1]) = C([0,1]),
(Af)(@) =z f(z)

und bemerken, dass A keine Eigenwerte hat. Gilt nimlich Af = X\ - f firein f €
C([0,1]), f # 0, und A € €, dann folgt

xf(z) = Af(x) Vo € [0, 1]

und damit (x — \) f(z) = 0. Somit muss f(x) fiir alle z # X verschwinden. Da f stetig

ist, erhalten wir als einzige Losung f = 0, was per Definition kein Eigenvektor ist.

“In der Quantenmechanik heiflen dieser Operator und seine Varianten Orzsoperator.

Wir fithren nun das Spektrum als Verallgemeinerung von Eigenwerten ein. Wir werden spiter
zeigen, dass das Spektrum im komplexen Fall nie leer ist.

Die Idee ist die Folgende: Hat A : X — X im Endlichdimensionalen einen Eigenwert A,
so gilt ker(A — ) # {0} (hier und im Folgenden heifft A — X immer A — Aidx), denn
jeder Eigenvektor zu A liegt in ker(A — X). Also ist (A — A) in diesem Fall nicht invertier-
bar. Ist hingegen (A — \) nicht invertierbar, so ist A — A nicht bijektiv und aufgrund der
Dimensionsformel (im Endlichdimensionalen!) nicht injektiv, dh A ist ein Eigenwert.

Im Endlichdimensionalen kénnen Eigenwerte also durch Invertierbarkeitseigenschaften aus-
driicken, die wir im allgemeinen Fall zur Definition erheben werden.

Ist A: X — X ein beschrinkter Operator auf einem Banachraum X, so nennen wir A
invertierbar, wenn er bijektiv ist. Aus Korollar 3.24 wissen wir, dass die inverse Abbildung
(A — X\)~! dann auch automatisch beschrinkt ist.
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Definition 4.2. Sei X ein Banachraum und A € B(X). Die Resolventenmenge p(A)
von A ist

p(A) :={\ e C : (A— ))invertierbar}
und das Spektrum o(A) von A ist

o(A) := C\p(A).

Die Resolvente (oder Resolventenabbildung) ist

Ra:p(A) = B(X),  Ra(\):=(A—\"L

Diese Definition ist eigentlich ganz algebraisch und kann deshalb genauso fiir Elemente von
beliebigen unitalen Algebren getroffen werden.

Aufgrund der Definition ist klar:
* Alle Figenwerte von A liegen in o(A).
* Fiir dim(X) < oo ist 0(A) die Menge aller Eigenwerte von A.

Im Allgemeinen ist das Spektrum grofer als die Menge der Eigenwerte:

Beispiel 4.3. In diesem Beispiel betrachten wir noch einmal den eigenwertfreien Ope-
rator aus Beispiel 4.1 und zeigen, dass sein Spektrum keineswegs leer ist.

Sei also wieder X = C'([0,1]) und A : X — X, (Af)(x) = zf(z). Dann behaupten
wiro(A) = [0, 1].

Zum Beweis sei A € C\[0, 1]. Dann ist

By 0(0.1) > C0.1), (Brf)a) = 1

wohldefiniert und beschrinkt wegen sup,, ;) |2 — A7t =d(\ [0,1])7! < co. Offen-
bar gilt (A — A\) B\ = By(A — ) = id, dh C\[0, 1] C p(A).

Sei nun A € [0, 1]. Dann hat fiir jedes f € C([0,1]) die Funktion (A — A\)f :  —
(x — X) f(z) bei = X eine Nullstelle. Also ist A — A nicht surjektiv und somit nicht
invertierbar, d.h. [0, 1] C o(A).

Wir werden jetzt die grundlegenden Eigenschaften des Spektrums ableiten und zeigen, dass
o(A) (fir A € B(X)) immer eine abgeschlossene und beschrinkte (kompakte) und im kom-

plexen Fall nicht leere Teilmenge von C ist.

Zur Vorbereitung erinnern wir zunichst an Hausaufgabe H3.2. Dort wurde gezeigt: Hat ein

Operator A € B(X) Norm || A|| < 1, soist (1 — A) invertierbar, und es gilt

(1 - A)il = iAn7
n=0
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(mit A° := 1), wobei die Reihe in Operatornorm konvergiert. Diese geometrische Reihe von
Operatoren wird auch Neumann-Reihe genannt.

Im folgenden Beweis werden wir auch etwas Funktionentheorie bendtigen. Da diese Vorle-
sung nicht vorausgesetzt wird, hier einige Kommentare.

* Eine auf einer offenen Menge U C C definierte Funktion f : U — C heifSt holo-
morph, wenn sie lokal durch eine konvergente Potenzreihe dargestellt wird®. Das heif3t:
es gibt fiir jeden Punke 2y € U einen Radius 7 > 0 mit U,(29) C U und f hat auf der
Kreisscheibe U, (29) eine Potenzreihendarstellung hat, dh f(2) = >"77 jan(z — 2)"
mit Koefhizienten a,, € C und die Reihe konvergiert (absolut). Insbesondere sind ho-
lomorphe Funktionen stetig.

* Man zeigt dann: Ist f : U — C holomorph und f(z) = > 7 a,(z — 20)" die
Potenzreihendarstellung von f um 2y € U, so erfiillt der Konvergenzradius dieser
Potenzreihe r > d(zy, OU) (Abstand von 2y zum Rand von U).

* Der Satz von Liouville besagt: Jede auf ganz € holomorphe Funktion, die beschrinke
ist (dh es gibt C' > 0, so dass | f(2)| < C fiir alle z € C), ist konstant.

Anders formuliert: Ist ) a,,2" eine fiir alle z € C konvergente Potenzreihe, die auf
ganz C beschrinke ist, so gilt a,, = 0 fur alle n > 0.
Theorem 4.4. Sei X ein K-Banachraum und A € (X).
a) 0(A) C C ist kompakt, dh abgeschlossen und beschriinkt.
b) It K = C, so ist 0(A) nicht leer.

Beweis. a) Wir zeigen zuerst, dass 0(A) abgeschlossen ist, indem wir zeigen, dass die Resol-
ventenmenge offen ist. Sei also \g € p(A). Fiir A € C schreiben wir

A—A:ﬂA—A@+Q%—A%:M—%@(&{A—MMA—A@1)

Wir wihlen nun A so nah an \g, dass [Ag — A| < [|(A — Ao)7!|| 7! gilt. Dann hat B :=
(A= Xo) (A= Xo)"! Norm || B]| < 1. Also konvergiert die Neumannreihe >~/ B" =
(1 — B)7%, insbesondere ist 1 — B invertierbar. Da auch (A — )\) invertierbar ist, ist auch
A — X = (A—X)(1 — B) invertierbar, dh A € p(A). Fiir die Resolvente erhalten wir die
Gleichung

Ra(A) =Y (A= Ao)"Ra(ho)"™, Ao = Al < [I(A=Xo) M7

n=0

Fiir den Beweis der Beschrinktheit von o(A) wihlen wir A € C mit || > || A|| und behaup-
ten A € p(A). Um dies zu zeigen, benutzen wir noch einmal die Neumannreihe:

A
A-r=-)(1-2).
A )\( A)

®Dies ist, nebenbei bemerkt, dquivalent zur komplexen Differenzierbarkeit von f.
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Wegen || 4| = ” < list (1 — 4) invertierbar. Da A # 0, ist auch A — X invertierbar, dh
A € p(A).
b) Wir fithren einen Widerspruchsbeweis, nehmen also 0(A) = () an. Dann ist die Resol-

ventenabbildung R4(\) = (A — \)! fiir alle A € C definiert. Im Beweis von a) haben wir

gelernt, dass wir in einer kleinen Umgebung von )y die Potenzreihendarstellung

o0

Ra(A) =) (A= Ag)"Ra(Ao)""

n=0

haben. Sei ¢ € B(X) ein beliebiges stetiges Funktional auf dem Banachraum B(X). Dann
ist die Funktion f : C — C, f(\) := ¢(Ra())) holomorph, da sie lokal die Potenzreihen-
darstellung f(A) = D77 ( (A= Xo)"p(Ra(Xo)" ") hat. Weiterhin ist f beschrinke. Um dies
einzusehen, betrachten wir zunichst [A| > 2| Al|. Wegen (A — \)™t = —A"}(1 — 4)7 =

AT (AN gile '
(2 »)

Sy S AT N |
n=0 0

Auf G ;= {\ € C: |A| > 2||A||} ist [ also beschrinkt. Auf der kompakten Kreisscheibe
C\G ist f als holomorphe (insbesondere stetige) Funktion aber ohnehin beschrinkt. Also ist
f holomorph und beschrinkt, nach dem Satz von Liouville also konstant.

[FO = le((A= X)) < A

Dies fiihrt nun zu einem Widerspruch. Wir betrachten die Potenzreihenentwicklung von f
um 0, nimlich

= X'(Ra(0)").

Da diese Funktion konstant ist, verschwinden alle Terme mit n > 0. Fiir n = 1 besagt dies
insbesondere 0 = p(R4(0)?) = p(A™2). Da ¢ € B(X)' beliebig war, folgt mit Korol-
lar 3.7 A=2 = 0. Aber das Inverse von A? kann natiirlich nicht 0 sein. Also haben wir einen

Widerspruch erhalten, dh o(A) ist nicht leer. O

Zur genaueren Beschreibung des Spektrums definieren wir noch den Spektralradius als die
maximale radiale Ausdehnung des Spektrums.

Definition 4.5. Der Spektralradius 4 von A € B(X) ist

ra:= sup |A|.
A€o (A)

Im Laufe des Beweises von Satz 4.4 haben wir insbesondere gelernt, dass das Spektrum von
A in der abgeschlossenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt 0 und Radius || A|| enthalten ist, dh
dass

ra < [|Al
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gilt. Dies ist im Allgemeinen eine echte Ungleichung. Betrachten Sie zum Beispiel auf X =
C? den durch die Matrix
0 1
1= (o)

gegebenen Operator. Dann gilt 0(A) = {0} (die Menge der Eigenwerte von A), alsor4 = 0.
Aber ||A]| > 0,da A # 0.

Wir geben noch ein weiteres (unendlichdimensionales) Beispiel.

Beispiel 4.6. Auf dem Banachraum C'([0, 1]) betrachten wir den linearen Operator A :
¢([0,1]) = ([0, 1)),
- [ s
0

Mittels der Abschitzung |(Af)(z)| < |z|||fllo < ||f]loo sehen wir, dass A beschrinkt
ist mit Norm || A|| < 1. Betrachten wir die konstante Funktion f(t) = 1 (mit || f||cc =
1), so folgt (Af)(z) = z, also ||Af||cc = 1. Daraus folgt ||A|| = 1. Wir behaupten

o(A) = {0}.

Zuerst bemerken wir, dass (Af)(0) = 0 fur alle f € C([0,1]) gilt. Also ist A nicht
surjektiv und damit 0 € o(A).

Um zu zeigen, dass jedes A € C\{0} nicht im Spektrum von A liegt, zelgen wir zuerst,
dass A keine Eigenwerte hat. Die Eigenwertgleichung (Af)(z) = [} f(t)dt = Af(z)
impliziert fiir A # 0, dass f stetig differenzierbar ist, und leferentlatlon llefert flx) =
Af'(x) bzw. f(x) = 0 im Falle A = 0. Im letzteren Falle haben wir f = 0, also ist A\ = 0
kein Eigenwert. Im Falle A # 0 erhalten wir f(2) = ¢e®* mit einer Konstanten c. Aber
Af(0) = (Af)(0) = 0 impliziert dann ¢ = 0, also ist auch A\ # 0 kein Eigenwert.

Wir haben also gezeigt, dass A — X stets injektiv ist. Um zu zeigen, dass A # 0 nicht
im Spektrum von A liegt, zeigen wir nun auch noch, dass A — A surjektiv ist, dh dass
Af — Mf = g fiir beliebiges g € C([0,1]) eine Losung f € C(]0, 1]) besitzt. Dazu
betrachten wir die Gleichung

Af~M=g o / " F(t)dt — () = gla).

Wer sich mit Differentialgleichungen (Methode: Variation der Konstanten) auskennt,
kann diese Gleichung l6sen. Da wir dies hier nicht voraussetzen, geben wir die Losung
an:

F@) = =55 [ g0yt~ so(a)

75



Es lisst sich dann direkt nachpriifen, dass mit diesem f tatsichlich (A — \) f = g gilt.
Also ist A — X surjektiv und damit A # 0 nicht im Spektrum.

Auch hier gilt also eine echte Ungleichung 0 = 74 < ||A]| = 1.

Wir werden bald eine exakte Formel fiir den Spektralradius herleiten. Vorher betrachten wir
eine Zerlegung des Spektrums in unterschiedliche Teile.

Definition 4.7. Sei A € B(X). Dann definieren wir
a) 0,(A) :={\ € C: A— X nichtinjektiv} das Punktspektrum von A,
b) 0.(A) :={X € C: A— X injektiv, nicht surjektiv, mit dichtem Bild} das kon-

tinuierliche Spektrum von A,

o 0.(A) := {\ € C: A — X injektiv, nicht dichtes Bild} das Residualspektrum

von A.

Es ist klar, dass 0,(A), 0.(A), und 0, (A) disjunkte Teilmengen von o (A) sind, und dass
0(A)=0,(A)Uc.(A)Uo,.(A)

gilt. Das Punktspektrum besteht genau aus den Eigenwerten von A. Um die anderen Teile
des Spektrums besser zu verstehen, fithren wir verallgemeinerte Eigenwerte ein.

Definition 4.8. Ein verallgemeinerter Eigenwert von A € B(X) ist eine Zahl A € C, so
dass eine Folge (v, )nen von Vektoren in X\ {0} existiert, die

A= el

oo |fon|

0

erfiille. Die Menge aller verallgemeinerten Eigenwerte wird auch das approximative Punkt-
spektrum von A genannt und mit 0,,(A) bezeichnet.

Die Bezeichnung “verallgemeinerte Eigenwerte” ist dadurch motiviert, dass die Eigenwertglei-
chung Av = Av im Sinne obiger Definition immerhin “approximativ gilt”. Die Bezichung
zum Spektrum von A kliren wir in den folgenden Ergebnissen.

Lemma 4.9. Sei A € B(X).
a) N & 04p(A) <= (A — ) ist injektiv und Ran(A — \) ist abgeschlossen.
b) Jeder verallgemeinerte Eigenwert von A liegt im Spektrum von A.
¢) Jedes N € 0,(A) U o.(A) ist ein verallgemeinerter Eigenwert.
Zusammengefasst: 0,(A) U o.(A) C 04,(A) C a(A).

Beweis. a) Wir bemerken zunichst, dass fiir eine komplexe Zahl A die Aussage A & 0,(A)
dquivalent ist zu: Es gibt ein ¢ > 0, so dass

(A=Al =l VveX. (%)
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Nun zeigen wir die Aquivalenz von (%) und ((A— \) injektiv und Ran(A — \) abgeschlossen):
Gilt (%), so ist (A — \) sicherlich injektiv, da jeder Vektor v € ker(A — \) die Ungleichung
cllv]] < ||(A = XN)v|| = 0 erfiille, also v = 0 ist.

Wir miissen zeigen, dass (A — \) abgeschlossenes Bild hat. Sei dazu w € Ran(A — \) ein
Vektor im Abschluss des Bildes und (v,,) eine Folge in X, die (A — A)v,, — w erfiille. Dann

gilt wegen (x) auch
[vn = vl < ¢7HI(A = Nvn — (A = A)vm]-

Aber (A — \)v,, konvergiert, dh die rechte Seite geht gegen Null fiir n,m — o00. Also ist
(vy,) eine Cauchyfolge, die wegen der Vollstindigkeit von X einen Grenzwert v € X hat. Da
(A — X) beschrinkt ist, folgt

w = lim (A—Xv, = (A=) lim v, = (A — Nv.
n—00 n—oo
Damit haben wir gezeigt, dass w bereits im Bild von (A — \) liegt. Also ist Ran(A — \)

abgeschlossen.

Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass (A — \) injektiv und Ran(A — \) abgeschlossen
ist. Dann hat nach Korollar 3.27 die Abbildung X — Ran(A—\), v — (A—\)v eine stetige
Umkehrabbildung, was nach Satz 1.22 die Abschitzung (x) impliziert.

b) Angenommen, A € 0,,(A) liegt in der Resolventenmenge p(A). Dann ergibt

1A= )71 (A = A (A= Noul] nree

iyl
1= < [(A=X7 — 0
[[onl [[vn ]

einen Widerspruch. Also liegt jedes A € 0,,(A) insbesondere im Spektrum o (A) von A.

c) Wir zeigen: A & 0,,(A) = A & 0,(A) U o.(A). Nach a) impliziert A & 0,,(A), dass
(A — )) injektiv ist, also A & 0,(A). Angenommen, A € 0.(A). Dann wire Ran(A — \)
dicht, nach a) aber auch abgeschlossen. Also wire (A — \) bijektiv, was ein Widerspruch zu
A€ o(A) ist. O

Eine Folge (v,,) wie in obiger Definition wird auch Wey/folge genannt. Wir geben ein Beispiel,

dass die Methode illustriert.

Beispiel 4.10. Wir betrachten H = L*(R, dz) und den Multiplikationsoperator

(Mg f)(x) = g(x) ()

mit einer stetigen beschrinkten Funktion g. Gegeben xy € R, so erfiillt die Funktion
fuo(z) 1= 64, die Gleichung g - fo, = g(z0) - fu,» was wie die Eigenwertgleichung
fiir M, mit Eigenwert A = g(z0) aussicht. Allerdings hat f,, Triger nur in supp fy, =
{zo}, eine Lebesgue-Nullmenge. Also gilt f,, = 0 im Sinne von L?.

Wir verwenden jetzt eine Weylfolge, um zu zeigen, dass g(zo) im Spektrum von M,
liegt. Die Idee ist, f,, auf gewisse Art und Weise zu approximieren. Dazu betrachten
wir die Funktionen

Un(x) = Xzo—1/n,x0+1/n]
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und, mit A = g(x),

1A = glao)ull? Jori l9(@) = glao) Pda
TAE P

zo—1/n

Aufgrund der angenommenen Stetigkeit von g gibt es ein &, € [zg — £,z + 1], s0

dass [TV 1g(x) — g(mo)|2dx = [g(&,) — g(xo)|? [7H Y™ da gile. Fiir n — oo gilt

zo—1/n zo—1/n
l9(&.) — g(x0)] — 0, so dass wir W — 0 erhalten (hierbei haben wir die

Stetigkeit von g verwendet).

Also liegt g(x¢) im approximativen Punktspektrum und insbesondere im Spektrum
von M. Da o(M,) abgeschlossen ist, sehen wir

g(R) C o(M,),

dh der Abschluss des Bildes von g liegt im Spektrum von M,. Tatsichlich gilt hier
Gleichheit: Fiir A € C\g(R) ist x +— m eine beschrinkte Funktion auf R, und
Multiplikation mit dieser Funktion ist offenbar das Inverse zu M, — . Also A € p(M,)
in diesem Fall.

Diese Analyse zeigt noch nicht, in welchem Teil des Spektrums ein gegebener Bildwert
g(xo) liegt (also Punktspektrum, kontinuierliches Spektrum, oder Residualspektrum).
Dazu betrachten wir die Eigenwertgleichung

0= (M —g(20))f < (9(x) — g(x0))f(z) = 0.

Gibt es eine Menge I C R von Lebesguemaf$ (1) > 0, auf der g(x) = g(x¢) fir
alle z € I gilt, so ist f = x; ein Eigenvektor zu Eigenwert ¢(x¢). In diesem Fall
gilc also g(xg) € Up(Mg). Gibt es eine solche Menge hingegen nicht, so impliziert die
Eigenwertgleichung via f(z) = 0 fiir g(z) # g(w0), dass f = 0 in L? gilt. In diesem
Fall ist g(x) also kein Eigenwert.

Beachten Sie, dass die (normierte) Folge HZ_:H = \/?X[a:o—l /nzo41/n] N L? nicht konver-

giert. Dies ist typisch fiir eine Weylfolge: Wiirde v,,/||v,|| — v gegen einen Vektor v € H
konvergieren, so erhalten wir ||(A — A)v|| = 0, dh A ist ein Eigenwert.

Wir werden spiter eine zu g(R) = o(M,) dhnliche Formel fiir das Spektrum eines Multipli-

kationsoperators mit g € L>(€, 1) auf einem MafSraum {2 mit Maf§ 11 herleiten. Zunichst

kommen wir aber zu der versprochenen exakten Formel fiir den Spektralradius.

Satz 4.11 (Spektralradiusformel). Sei X ein Banachraum. Der Spektralradius eines Ope-
rators A € B(X) ist durch

ra= lim |A"|'/" = inf || A"||"/"
n—>00 neN

gegeben (Insbesondere existiert der Grenzwert).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass der angegebene Limes existiert und mit dem angegebenen
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Infimum iibereinstimmt Dazu setzen wir x,, := ||A"|| und z := mf{xn/ " n € N}, wir
. 1/n
behaupten also lim,, 00 /" = 2.

Wegen || A" ™| < ||A™||||A™|| gilt p+m < TpZp. Seie > 0. Dann finden wir N € N mit

x}vN < x + € und setzen y := max{z1,...,xy}. Beliebiges n € N schreiben wir nun in
der Formn = kN 4+ r micr € {1,..., N}. Mit diesem Trick finden wir

/" = iy, < (@ha) 'S () Wy = (o o) TRy

n

Fiir n — oo konvergiert die rechte Seite gegen (x + ¢), fiir n grofl genug haben wir also

x < /™ < + 2. Das zeigt limy,_yo0 || A™]|1/™ = inf,cy || A™]|V/".

Fiir die erste behauptete Identitit miissen wir 74 = x zeigen, was wir in zwei Schritten (z >
ra und z < 74) tun. Sei zunichst A € C mit |A| > x. Dann gilt

lim, o [| A7V @

Ry A

. =1 A\n|1/n _
Tim [[(124)"] <1

Wir erinnern uns nun an das Wurzelkriterium aus Analysis 1: Gibt es eine Folge ¢,, > 0 mit

lim,, o0 711/ "< 1,50 konvergiert die Reihe 2;020 th. Ubertragen auf Operatoren heif3t dies:

lim [[AT"A™[[V" <1 = =AY ATMA" = Ra())
n—oo

n=0
im Sinne von Operatornormkonvergenz (Details: Ubung). Insbesondere gilt dann A € p(A).

Da genau diese Situation vorliegt, sehen wir, dass jedes A mit |A| > 2 in der Resolventenmenge
liegt. Das heiflt r4 < x.

Fiir den Beweis der umgekehrten Ungleichung 2 < r(A) betrachten wir zwei offene Gebiete
Q,Q C p(A),

Q={NecC:[N>z}cQ:={NecC: |)\>r}

Wie oben erliutert, konvergiert die Rethe —A™1 >~>° /A" A" = R, () fiir A in dem poten-
tiell kleineren Gebiet €. Um Ergebnisse der Funktionentheorie nutzbar zu machen, wihlen
wir nun ein (beliebiges) stetiges lineares Funktional ¢ € B(H)’ und betrachten die zahlen-
wertige Funktion

fip(A) = C,  f(A):=p(Ra(N)),

die fir A € Q durch
FO) = =AY A4
n=0

gegeben ist. Dies ist eine holomorphe Funktion (sie hat lokal eine Potenzreihendarstellung,
siche Funktionentheorie). In der Funktionentheorie beweist man, dass in diesem Fall die Reihe
automatisch auf dem groften Kreisring konvergiert, in dem f holomorph ist. Dies ist nach

Definition des Spektralradius genau das grofere Gebiet €.
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Fiir A € Q konvergiert also die Reihe Y>> ; A™"(A™): Insbesondere muss demnach A™"¢(A™) —
0 fiir n — oo konvergieren. Da ¢ beliebig war, heifdt das, dass die Operatorfolge ™" A™
schwach gegen Null konvergiert. Nun kénnen wir das Prinzip der gleichmifSigen Beschrinkt-

heit in der Form von Lemma 3.19 anwenden und sehen, dass die Folge (A\™" A™),, in Opera-
tornorm beschrinkt ist. Es gibt also ¢ > 0 mit [|A""A"|| < ¢ fiirallen € N.

Aus dieser Umgleichung erhalten wir leicht
z < [JAM < PN = (A

wobei die Pfeile Konvergenz fiir n — 00 bedeuten. Also gilt x < || fiir jedes A € Q. Im
Grenzfall |\| — r4 (vgl. Definition von Q) ergibt das die gewiinschte Ungleichung = <
rA. O]

4.2 Normale Hilbertraumoperatoren

Nachdem wir bisher Spektren von (beschrinkten) Operatoren auf allgemeinen Banachriumen
betrachtet haben, wenden wir uns nun dem spezielleren Hilbertraumfall zu, dh betrachten
A € B(#) mit einem Hilbertraum . Da das Spektrum im Falle eines reellen Hilbertraums
leer sein kann, betrachten wir hier nur komplexes H.

Wir haben damit also die Adjunktion A +— A* (Def. 2.21) zur Verfiigung und kénnen tiber
selbstadjungierte, unitire, normale Operatoren und orthogonale Projektionen sprechen (siche
Kapitel 2). Insbesondere normale Operatoren —also die A € B(H ), die AA* = A* A etfiillten
— werden von Interesse sein. In diesem kurzen Abschnitt sammeln wir etwas Information zu
normalen Operatoren.

Lemma 4.12. Sei A € B(H) normal.
a) Fiir jedes & € H gilt || A*€|| = || AE].
b) ker(A*) = ker(A).

¢) Ist & ein Eigenvektor von A mit Eigenwert N, so ist & auch ein Eigenvektor von A*
mit Eigenwert \.

d) Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten stehen aufeinander senkrecht.

Beweis. a) [|A*E||* = (A", A*E) = (§, AA") = (§, ATAS) = (Ag, AG) = || AL,

b) folgt sofort aus a) (und ist ein Spezialfall von c)).

¢) Mit A ist auch (A — A) normal, da (A — A\)* = (A* — A) mit (A — \) kommutiert. Falls
A& = N sogile € € ker(A — \) = ker(A* — \), dh A*¢ = A&

d) Seien 51, 52 € H mit Agl = )\151, A£2 = /\262, /\1 7é )\2. Dann gllt

MalE1,62) = (€1, datia) = (61, AG) = (A"61,60) 2 (61, &) = Ml &),
also 0 = (A — A2) (&1, &2) und wegen Ay # g folgt (&1,&2) = 0. O

Allgemein bestehen folgende Zusammenhinge zwischen dem Spektrum eines (nicht notwen-
digerweise normalen) Operatores A und dem Spektrum seines Adjungierten A*.
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Satz 4.13. Sei A € B(H). Dann gilt:
a) o(A) ={\: A€ a(A)}.
b) Falls \ € 0,(A), sogilt A € 0,(A*) U, (A*).
¢) Falls \ € 0,(A), so gilt X € 0,(A*).

Beweis. a) Hausaufgabe H9.1 b).

b), ¢) Wir benutzen die Bezichung ker(B) = Ran(B*)" fiir B € B(H). Angewendet auf
B = A—\ergibtsich ker(A—)\) = Ran(A*—\)*. Falls A € 0,,(A), so giltker(A—\) # {0}

und deshalb ist Ran(A* — \) nicht dicht. Also A & 0.(A*). Da A € 0(A*) gemif a), muss
A entweder im Punkt- oder Residualspektrum von A* liegen.

Fiir ¢) setzen wir B* = A — A und betrachten \ € 0,.(A), also Ran(A — \) nicht dicht und
damit {0} # Ran(A — \)* = ker(A* — \). Also A € 7,(A4*). O

Satz 4.14. Sei A € B(H) normal. Dann besteht das Spektrum von A genau aus den

verallgemeinerten Eigenwerten von A und das Residualspektrum von A ist leer, d.h. 0(A) =
Oap(A) = 0,(A) U (A).

Beweis. Wir zeigen zuerst 0,.(A) = 0: Fir A\ € 0,(A) gilt A\ € 0,(A*) nach dem vorigen
Satz, und mit Lemma 4.12 ¢) auch A € 0,(A). Aber dies ist ein Widerspruch, da das Punkt-
und Residualspektrum disjunkt sind. Also gibt es A € ,.(A) nicht.

Nun folgt mit Lemma 4.9
ap(A) Co(A) Cop(A)Ua(A) Cog(A)
auch 0,,(A) = o(A). O

Fiir die wichtige Klasse der normalen Operatoren reduziert sich der Begriff des Spektralwerts
also auf den Begriff des verallgemeinerten Eigenwerts, und der Begriff des Spektrums auf das
Punktspektrum und das kontinuierliche Spektrum.

Auch die Formel fiir den Spektralradius vereinfacht sich fiir normale Operatoren stark.

2 und der

Satz 4.15. Sei A € B(H) ein normaler Operator. Dann gilt ||A?]] = ||A
Spektralradius von A ist 4 = ||A]|.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Spezialfall eines selbstadjungierten Operators A = A*.
Dann gilt wegen der C*-Eigenschaft ||A%|| = ||A*A|| = ||A||* die behauptete Normglei-

chung. Ist nun A nur normal, argumentieren wir wie folgt:
1A%1* = [1(A%)" A%
= [|(A*A)?|| (weil A normal ist)
= [|A*A|)? (weil A* A selbstadjungiert ist)
= ||A|* (wegen der C*-Eigenschaft).
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Dies ergibt ||A?|| = ||A||? auch fiir normale Operatoren. Iteriert man diese Gleichung, so

sieht man [|A?"|| = || A]|*" fiir alle n € N.
Aus der allgemeinen Grenzwertformel fiir den Spektralradius (Satz 4.11) erhalten wir nun

ra= lim ||[A"|Y" = lim ||A*"
n—o0 n—oo

T =Al.

]

Wichtige Spezialfille von normalen Operatoren sind unitire Operatoren (A invertierbar mit
A* = A7) und vor allem selbstadjungierte Operatoren (A = A*). In Hausaufgabe H9.1c¢)
haben Sie sich bereits davon tiberzeugt, dass das Spektrum eines unitiren Operators stets im
Einheitskreis {\ € C: |\| = 1} enthalten ist. Wir betrachten nun das Spektrum eines
selbstadjungierten Operators.

Satz 4.16. Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators A = A* € B(H) ist reell,
o(A) C R

Beweis. Sei A = a + 1b die Zerlegung eines Spektralwertes A € 0(A) in Real- und Imaginir-
teil, und = € R beliebig. Dann gilt a + i(b+ x) € o(A + ix), und

a? + b+ 2br + 2 = |a +i(b + ) ?

< ||A +ix|]? (Spektralradius)
= |[(A+ix)"(A+ i) (C*-Eigenschaft)
= [[(A —ix)(A +ix)|| (Selbstadjungiertheit)
= [|A* + 27|
< [ A]* + 2.
Das ergibt a? + b* + 2bx < || A||? fiir alle # € R, was nur fiir b = 0 richtig ist. N

Wir betrachten nun eingehend die spezielle aber wichtige Klasse von Multiplikationsoperato-
ren.

Beispiel 4.17. Sei (2, %, 1) ein Mafiraum mit einem o-endlichen Maf§ 1 (d.h. € ist
eine abzihlbare Vereinigung von messbaren Mengen A,,, n € N, mit u(4,,) < oo,
wie zB das Lebesguemafd auf RY), H := L2(€, dp), und g € L>(2, dp) eine messbare
wesentlich beschrinkte Funktion (siche Analysis 3). Wir betrachten den Multiplikati-
onsoperator

M, : L*(Q,du) — L*(Q,dp), M,f:=g-f.

* (Operatornorm) Da |g(z)| < ||g|z~ fiir u-fast alle z € €2 gilt, haben wir

lof[2: = / 19(0) £ () Pdulz) < llg]3- / (@) Pdp(e) = (g2 £

Also ist M, beschriankt mit || M| < ||g|| 1. Wir behaupten sogar

1Myl = gl e
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und miissen noch die Ungleichung “>”, also |g(x)| < || M, || fiir p-fastalle z € Q
zeigen. Dazu wihlen wir eine Konstante 0 < a < ||g||z>~ und betrachten die
messbare Menge E, := {|g| > a} (siche Analysis 3), die nach Konstruktion
w(E,) > 0 erfiillt. Da pu o-endlich ist, enthilt F, eine messbare Teilmenge F,
mit 0 < fi(E,) < 0o (Schneide E, mit einer der Mengen A,,). Wir betrachten
die charakteristische Funktion x5 € L*(€2, d) und erhalten

gl = [ o) < [ o) dute) = lox, I < 1IN

also a < ||My]]. Da0 < a < ||g||1e beliebig war, folgt im Limes a — ||g|| 1
die Behauptung.

(Adjungiertes und Normalitit) Wir behaupten

My =M

g.

Beweis: Fiir f,h € L*(Q, dp) gilt

(f, Myhy = / F@)g(a)h(z)du(z) = / 900 f(@)h(x)du(z) = (Myf, by,

und damit folgt die Behauptung.

Da alle Multiplikationsoperatoren untereinander kommutieren, folgt, dass M,
normal ist. M ist genau dann selbstadjungiert, wenn g fast tiberall reell ist, genau
dann unitir, wenn g fast iiberall Betrag 1 hat, und eine orthogonale Projektion,
wenn g(x) € {0, 1} fiir fast alle = € Q erfiillt.

(Spektrum) Das wesentliche Bild ess. im(g) (essential range) der messbaren Funk-
tion ¢ ist definiert als

ess.im(g) ={A € C : p({z : |g(x) — A| <e}) > 0Ve > 0}.

Wir behaupten, dass ess. im(g) eine abgeschlossene Teilmenge des Abschlusses
m(g) des Bildes von g ist.

Sei A € ess. im(g). Dann ist nach Voraussetzung die Menge {z : |g(z)—\| < e}
fur kein € > 0 leer (denn sonst hitte sie Mafd 0). In jeder e-Umgebung von A
finden sich also Punkte g(x) im Bild von g, dh A liegt im Abschluss vom Bild von

g.

Zur Abgeschlossenheit: Sei (\,,)nen eine Folge in ess. im(g), die gegen A € C
konvergiert, und sei € > 0 beliebig. Dann gibt es N. € N,sodass [An, —A| < 5.
Sei nun z € (2 so, dass [g(x) — An.| < § gilt. Dann gilt auch |g(z) — A[ < ¢
per Dreiecksungleichung. Also {x : |g(x ) Av < 5F CHz: fglz) = Al <
e}. Wegen Ay, € ess.im(g) hat die kleinere dieser Mengen positives Maf3, also
(Monotonie des Maf3es) hat auch die groflere Menge positives Maf3. Das bedeutet
aber A € ess. im(g). Also ist ess. im(g) abgeschlossen.
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Wir behaupten
o(M,) = ess.im(g).

Durch Komplementbildung der Definition des wesentlichen Bildes erhilt man
eine fiir den Bewetis hilfreiche Charakterisierung von ess. im(g):

C\ ess. im(g) = {/\E C:3c>0: < c firfastalle x € Q}

_
l9(x) = Al

Wir zeigen p(M,) = C\ ess.im(g). Angenommen, A ¢ ess.im(g). Dann ist
die Funktion (g — A\)™' : 2 — (g(x) — )~ fiir fast alle  wohldefiniert und
wesentlich beschrinkt, also (g — )™t € L>(Q, du). Der zugehdrige Multiplika-
tionsoperator M, )1 ist also beschrinkt. Aber offenbar gilt M/ g_fA = Mg_»-1.
Also A € p(M,).

Nehmen wir nun A € p(M,) an. Dann existiert M, gf_l/\ als beschrinkter Operator,
und wir haben

(9(@) = NM (@) = fz), € LXQ dp).

Da diese Gleichung fiiralle f € L*(Q, du) gilt, schen wir, dass x — g(x) — A nur
auf einer Nullmenge verschwinden kann. Wir kénnen also durch g(z) — A teilen
und sehen, dass Mg_f)\ = M,—y)-1 gilt. Also ist (¢ — A) ™" wesentlich beschrinkt

mit [[(g — A\) 7|z = HM(;_/\)H < 00. Wir haben also A ¢ ess. im(g).

Falls g stetig ist, stimmt ess. im(g) mit im(g) iiberein (Ubung).

Wir bemerken noch, dass das Supremum aller Werte im wesentlichen Bild das
wesentliche Supremum ist

lgllze = sup{|A| : A € ess.im(g)}.

Dies bestitigt die vereinfachte Spektralradiusformel 4 = || A|| fiir den normalen
Operator A = M,,.

Es hat einen guten Grund, dass wir uns die speziellen Multiplikationsoperatoren so genau
ansehen: Spiter werden wir zeigen, dass bis auf eine unitire Transformation jeder normale
Operator ein Multiplikationsoperator ist!

Die Multiplikationsoperatoren sind also ein Modell fiir beliebige normale Operatoren; auch
im endlichdimensionalen Fall. Dort ist ein normaler Operator durch eine normale Matrix A €
M,,(C) gegeben. Eine normale Matrix ist diagonalisierbar, dh es gibt eine Orthonormalbasis
(€x)k=1,. a unseres (fiir jetzt endlichdimensionalen) Hilbertraums H, so dass Aey, = A -
ex- Um dies als Multiplikationsoperator zu formulieren, wihlen wir Q = {1,...,d},  das
Zihlmafd auf 2, und g(k) := A\, k = 1, ..., d. Wir betrachten den unitiren Operator

U:H — L*Q,du), Uey, := 6,

wobei 0 (j) = 0k ;. Dann gile UAU ' = M, (Ubung), dh die normale Matrix A wird auf
dem Raum L?*(Q, dut) durch den Multiplikationsoperator M, dargestellt.
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Eine solche Darstellung auch im Unendlichdimensionalen zu finden, ist ein schwieriges Pro-
blem, das wir mit Hilfe einer detaillierten Spektralanalyse 16sen werden.

4.3 Der polynomielle und stetige Funktionalkalkul

Wir wenden uns nun dem Studium von sogenannten Funktionalkalkiilen zu. Darunter ist
im Wesentlichen die Frage zu verstehen, wie “Funktionen von Operatoren” gebildet/definiert
werden kdnnen, dh gegeben einen Operator A (mit gewissen Eigenschaften, zB normal) und
eine Funktion (mit gewissen Eigenschaften) f, was sollten wir unter “f(A)” verstehen? Was
ist zum Beispiel die Wurzel aus einer Matrix, oder der Logarithmus eines Integraloperators?
Je nachdem, welche Klassen von Operatoren und welche Klassen von Funktionen betrachtet
werden, gibt es eine Reihe von unterschiedlichen Funktionalkalkiilen.

Wir beginnen in diesem Abschnitt mit der elementarsten Klasse von Funktionen, nimlich
Polynomen. Gegeben einen Hilbertraumoperator A € B(#) und eine Polynomfunktion
C 3z f(2) = > p_gck 2" in einer Variable (mit beliebigen Koeffizienten ¢;, € C), so
mochten wir

f(A) = o AF
k=0

definieren, wobei A? := 1 und A* = Ao Ao ...o A die k-fache Komposition von A mit
sich selbst bezeichnet.

Diese Definition ist rein algebraisch und scheint keinerlei Schwierigkeiten zu machen. Wir
beobachten: Ist v ein Eigenvektor von A zu Eigenwert A, so ist v auch ein Eigenvektor von
f(A) zum Eigenwert f(\). Diese Beobachtung legt nahe, dass die Einschrinkung von f auf
das Spektrum o (A) eine wichtige Rolle spielen sollte.

Allerdings hingt f(A) im Allgemeinen nicht nur von f|,(4) ab. Betrachten Sie zum Beispiel

0 1
=00
als einen (nicht normalen) Operator auf C?, so gilt 0(A) = {0}. Die beiden Polynome
f1(z) = 0und fy(z) = z — 2% stimmen auf o(A) iiberein, aber

folA)=A—A*=A#0= f1(A).

Diese Beobachtung zeigt, dass wir einen gut mit Spektraltheorie zusammenspielenden poly-
nomiellen Funktionalkalkiil nur fiir normale Operatoren erreichen werden. Um zu zeigen,
dass fiir normales A keine Probleme auftreten, betrachten wir in der nichsten Proposition das
Zusammenspiel von Polynomen mit Spektrum und Norm. Dazu definieren wir fiir beliebige
Polynome (oder gleich stetige Funktionen f : 0(A) — C) die Norm

[Fllo@ ) = mad{|f(A)] = A e a(A)}.

Das Maximum existiert, da f eine stetige Funktion auf der kompakten Menge o(A) ist.
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Satz 4.18. Sei A € B(H) und [ eine Polynomfunktion.
a) Das spektrale Abbildungsprinzip gilt:

a(f(A)) = f(a(A) ={f(N) : Aea(A)}.

o) (AN = I flleway:-
¢) Wenn A normal ist, gilt

1A = 1 Flle@ay-

Beweis. a) Sei f ein Polynom. Falls f konstant ist, ist nichts zu zeigen. Falls f nicht konstant
ist, betrachten wir fiir zunichst beliebiges A € € das Polynom f(X) — A und zerlegen es in
Linearfaktoren, f(2) — A = ¢(z —wy) - - - (2 — wy,), mit ¢ # 0. Dann haben wir

flA) = A=c(A—wy) - (A—w,).

Die linke Seite f(A) — A ist genau dann invertierbar, wenn A € p(f(A)). Die rechte Seite ist
genau dann invertierbar, wenn alle Faktoren (A — wy,) invertierbar sind’, d.h. genau dann,
wenn wy, . .., w, € p(A).

Unter Beachtung von f(w;) = ... = f(wy) = X haben wir dann die Aquivalenzen

A€ o(f(A)) <= f(A) — X nicht invertierbar
<= dke{l,...,n} : (A— wg) nicht invertierbar
<~ dke{l,...,n} : w, € o(A4)
= A= f(wi) € f(o(4)).

b) Wir verwenden die Ungleichung 774y < || f(A)]| zwischen Spektralradius und Norm von
f(A). Nach Teil a) gilt

rra) = max{|A] : A € o(f(A))}
=max{|\| : A € f(o(A))}
= max{|f(p)| : p € o(A)}
= || flleway,

was [[f(A)| = rpay = 1 flloea) zeige.

¢) Wir bemerken, dass fiir normales A auch f(A) normal ist, also rpa)y = || f(A)]| gilt
(Prop. 4.15). Damit folgt ¢) genau analog zu b). ]

Teil ¢) besagt insbesondere, dass f(A) nur von der Einschrinkung von f auf das Spektrum
von A abhingt, falls A normal ist: Denn falls f(\) = 0 fiir alle A € o(A), so gilt || f(A4)| =

| fllcocay = 0, also f(A) = 0.

7Sind alle Faktoren invertierbar, so gilt (A — wy) -+ (A —wy,))™ = (A —w,) "t (A —wy) 7t Ist
ein Faktor (A — wy) nicht invertierbar, so ist (A — wy,) entweder nicht injektiv oder nicht surjektiv. Da
alle Faktoren kommutieren, folgt in beiden Fillen, dass ¢(A — wy) - - - (A — wy,) nicht invertierbar ist (falls
(A — wy,) nicht injektiv ist, sortiere diesen Faktor nach rechts, falls (A — wy,) nicht surjektiv ist, sortiere ihn

nach links).
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Es lohnt sich, an dieser Stelle kurz innezuhalten und die gerade entwickelte Struktur zu be-
trachten und in einen allgemeineren Kontext zu stellen. Wir betrachten eine Menge F von
Funktionen f : 0(A) — C (im aktuellen Fall sind dies Einschrinkungen von Polynomen auf
das Spektrum von A) und definieren zu jeder Funktion f € F einen Operator f(A), der der
Idee “Auswerten von f in A” entspricht. Dies gibt uns also eine Abbildung ¢4 : F — B(H),

Pa(f) = f(A).

Um die wesentlichen Eigenschaften dieser Abbildung zu betonen, machen wir die folgende
Definition.

Definition 4.19. Sei A € B(#) und F eine unitale *-Algebra von Funktionen f :
0(A) — C, dh eine Menge mit den Eigenschaften

a) f[geF=f+ge€Fundf -g€eF,
b) feF=feF,
c) Die Einsfunktion f(A\) = 1 liegt in F,
die weiterhin auch die Identititsfunktion id : 0(A) — C, A — A, enthilt.

Ein Funktionalkalkiil fur A und F ist ein Homomorphismus von unitalen *-Algebren
¢h : F — B(H),

das heifst
a) ¢7 ist linear,
b) ¢%(f9) = ¢4(f)h(9),
o) ¢4(f) = oa(f)".
d) ¢5(1) =1.
Weiterhin wird ¢”; (id) = A gefordert.

Beispiele fiir unitale *-Algebren von Funktionen f : 0(A) — C auf dem Spektrum eines
Operators sind C'(0(A)) (stetige Funktionen) oder messbare Funktionen (bzgl der Borel-o-
Algebra von o (A)). Unsere bisher betrachtete Menge P(c(A)) von Polynomfunktionen ist
abgeschlossen unter Linearkombinationen und Produkten und enthilt 1 und id. Allerdings
ist P(c(A)) im Allgemeinen nicht unter komplexer Konjugation abgeschlossen, weil z — Z
kein Polynom in z ist®.

Diese Schwierigkeit verschwindet allerdings, wenn wir selbstadjungiertes A betrachten, da dann
0(A) C R gilt und die Polynomfunktionen einer ree/len Variable unter komplexer Konjuga-
tion abgeschlossen sind. Wir beschrinken uns deshalb zunichst auf selbstadjungiertes A. In
diesem Fall bemerken wir:

8Sie konnen das zB so sehen: Fiir ein Polynom f : C — C existiert der Grenzwert lim,_,o w (Ablei-

tung nach z bei z = 0) und hingt nicht davon ab, auf welchem Weg z gegen Null konvergiert. Insbesondere
f(z)—f(0) f(iy) = £(0)
_ xr _ Yy

Konjuation Z = 1 fiir 2 € Rund £ = —1 fiir 2 € iR. Also ist 2 — Z kein Polynom.

giltlimg_, = lim, o , wobei x, y jeweils reell sind. Andererseits gilt fiir die komplexe
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Korollar 4.20. Sei A = A* € B(H) selbstadjungiert und F = P(0(A)) die Menge der
Polynomfunktionen auf o(A). Dann ist

¢y F = BH), [ f(4)

(mit f(A) wie vorher definiert) der eindeutige Funktionalkalkiil. Wird P(c(A)) mit der

Supremumsnorm || - || c(o()) ausgestattet, so ist ¢y isometrisch und insbesondere stetig. Wei-

terhin erfiillt ¢% das spektrale Abbildungsprinzip.

Beweis. Der Nachweis der Eigenschaften a)—d) eines Funktionalkalkiils ist durch direkte Rech-
nung zu fithren, zB zeigt fiir f(z) = Y, _, cxa”

OA(N) = f(A) =) @A =) @A) = (Z Cx Ak) = ¢4 (A)
k=0 k=0 k=0
Eigenschaft ¢), und ¢7 (id) = id(A) = A ist Teil der Definition des Kalkiils. Da jedes
Polynom aus 1 und id durch Linearkombinationen und Produktbildung hervorgeht, legt dies
%, bereits eindeutig fest.

Das spektrale Abbildungsprinzip und die Isometrieeigenschaft von ¢ wurden in Satz 4.18
gezeigt. [

Wir méchten diesen Funktionalkalkiil jetzt auf eine grofSere Algebra von Funktionen ausdeh-
nen, nimlich die stetigen Funktionen C(c(A)) D P(c(A)) (vorerst fiir A = A*). Die Idee
ist, stetige Funktionen durch Polynome zu approxmieren. Dazu verwenden wir den Satz von
Stone-Weierstrafl (siche Topologie-Vorlesung oder z.B. Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil
2, Satz 116.1) in der folgenden Form.

Satz 4.21 (Satz von Stone-Weierstral}). Sei X eine kompakte Teilmenge eines normierten
Raumes E und A eine unitale *-Unteralgebra der Algebra C(X ) aller stetigen Funktionen
f: X — C (@b insbesonderel € Aund (f € A= f € A)die punktetrennend ist
in dem Sinne, das fiir beliebige v,y € X, x # v, stets [ € A existiert mit f(x) # f(y).
Dann ist A C C(X) dicht in der Supremumsnorm || f||x = sup, .y | f(z)].

Wir bemerken, dass X := 0(A) C £ := Rund A := P(0(A)) die Voraussetzungen des
Satzes erfiillen: o(A) ist kompake (Satz 4.4) und P(0(A)) ist eine unitale *-Unteralgebra
von C(0(A)) (s.0.), die die Punkte trennt: Betrachte 2,y € 0(A), © # y. Dann erfiillt das
Identititspolynom p = id natiirlich p(x) # p(y).

Theorem 4.22 (Stetiger Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren).
Sei A € B(H) ein selbstadjungierter beschrinkter Operator. Dann gibt es einen eindeutigen
Funktionalkalkiil ¢\ : C(a(A)) — B(H.), der stetig ist, also

164N < el fllos

fiirein ¢ > 0 und alle f € C(0(A)) erfiillt. Die Abbildung "™ hat aufferdem folgende
Eigenschaften. Fiir alle f € C(0(A)) gilt:

o 85O = 1/l
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o a(¢FE(f)) = f(a(A)) (spektrales Abbildungsprinzip)

* Sei B € B(H) ein mir A kommutierender Operator, [A, B] = 0. Dann kommutiert
B auch mit §\"(f) fiir alle f € C(c(A)).

o WE(f) ist normal.

Beweis. Der polynomielle Funktionalkalkiil
¢t Po(4)) = B(H)

ist nach Proposition 4.18 ¢) eine lineare isometrische (insbesondere stetige) Abbildung, wenn
P(0(A)) mit der Supremumsnorm || - ||¢(s(4)) und B(#H) mit der Operatornorm betrachtet
wird. Nach dem Satz von Stone-Weierstraf§ ist P(c(A)) C C(o(A)) ein dichter Unterraum.
Also hat ¢ "eine eindeutige stetige lineare Fortsetzung auf C'(c(A)) (=die Vervollstindigung
von P(c(A))), siehe Satz 1.33 b). Wir nennen diese Fortsetzung

1 Co(A)) = B(H).

. . .. tetig . . . . .
Als stetige Fortsetzung einer Isometrie ist auch ¢’y eine Isometrie. Dies wird unser stetiger
Funktionalkalkiil sein.

Konkret bedeutet das: Fiir eine stetige Funktion f : 0(A) — C wihlen wir eine Folge von
Polynomfunktionen p,, : 0(A) — €, so dass sup, (4 [f(A) —pn(A)]| — 0 (diese Folge gibt
es nach Stone-Weierstrafl) und setzen dann f(A) := lim,, p,(A). Dieser Limes existiert in

Opertornorm und hingt nicht von der Wahl der approximierenden Polynomfolge (p,)nen
ab.

Wir haben bereits gezeigt, dass (b:etig isometrisch (und insbesondere stetig) ist. Jetzt betrach-
ten wir die anderen Eigenschaften von ¢, Um zu zeigen, dass ¢'y"® ein Funktionalkal-
kiil ist, betrachten wir die Eigenschaften a)—d) aus Definition 4.19. Davon sind a), d) und

“*(id) = A Klar, denn diese Eigenschaften liegen schon auf P(o(A)) fest. Fiir b) be-
trachten wir f, g € C(0(A)) mit approximierenden Polynomen (p,,) bzw (g, ). Dann gilt

Pn(N)@n(X) = f(A)g(N) gleichmiflig in A (siehe Analyis 1), und damit
A (fg) = lim 6 (pgn) = lim @' (pn) - lim 67 (ga) = S35 £)0%™(9)-

Fiir Eigenschaft ) eines Funktionalkalkiils bemerken wir, dass auch p,, — ? gleichmiflig gilt
(komplexe Konjugation dndert Betrag nicht), und damit aufgrund der Stetigkeit der Adjunk-
tion B — B*

;tlerig(f)* _ <li7rln ¢5401(pn)>* _ lifln ¢;01(pn)* — li:zn @;‘ol(p—n) _ itletig(f).

Damit haben wir gezeigt, dass ¢Z€tig ein Funktionalkalkiil ist. Er ist der eindeutige stetige
Funktionalkalkiil C'(c(A)) — B(H), da ein Funktionalkalkiil per Definition auf P(c(A))
eindeutig festgelegt ist, und die Stetigkeit auch die Eindeutigkeit der Ausdehnungauf C'(c(A))
festlegt.

stetig

Dies zeigt die Eindeutigkeit von ¢4 °. Als nichstes betrachten wir das spektrale Abbildungs-
prinzip, das wir fiir Polynomfunktionen bereits in Satz 4.18 a) gezeigt haben.
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Seidazupu ¢ f(0(A)). Dannistg := (f—p) ™" € C(0(A)),und g-(f—p) = (f—p)-g =
Also gilt

g(A)(f(A) =) = (g- (f —p))(A) = 1(4) =1,

und analog (f(A) — u)g(A) = 1. Also folgt g(A) = (f(A) — u)~" und insbesondere

¢ o(f(A)). Dies zeigt die Inklusion o(f(A)) C f(c(A)). Fiir die umgekehrte Inklusion
sei o = f(A) mit A € o(A). Wir wihlen ein Polynom p,, mit ||f — pullc(o(a)) < = und
| f(A) = pu(A)| < L. Da wir das spekerale Abbildungsprinzip fiir Polynome bereits kennen,
gilt p,(A) € pp(0(A)) = 0(pn(A)) = 0ap(pn(A)) (hier haben wir Satz 4.14 benutzt). Wir
finden also normierte Vektoren (v,,), so dass ||(pn(A) — pn(A))v,|| < E. Damit erhalten wir

) = il < 2 4 1pa(4) — a0l <

3

also p1 € 0,,(f(A)) = a(f(A)).

Die letzten beiden Aussagen sind leicht zu zeigen. Erfiille B € B(H) die Gleichung AB =
BA, so gilt natiirlich auch p(A)B = Bp(A) fiir jedes Polynom p. Per Approximation folgt
dann auch f(A)B = Bf(A) firalle f € C(c(A)).

Da die Funktionen f(A) = ¢’s(f) alle Operatornorm-Grenzwerte von Polynomen p(A)
sind, und die p(A) alle normal sind, kommutieren f(A) und g(A) fir beliebige f,g €
C(o(A)). Insbesondere kommutiert f(A) mit f(A)* = f(A), dh f(A) ist normal. O

Zeigen Sie, dass im Kontext von diesem Theorem auch f(0,(A)) C 0,(f(A)) gilt. Wieso gilt
im Allgemeinen nicht Gleichheit?

Der stetige Funktionalkalkiil hat viele Anwendungen. Wir werden im Folgenden meist die

Schreibweise f(A) anstelle von ¢’ () verwenden. Beachten Sie, dass Ausdriicke wie e,

sin(A), |A|, /| A|, etc jetzt eine wohldefinierte Bedeutung haben (fiir A = A* € B(H)).
Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel 4.23. Sei A = A* € B(H). Dann ist U = ¢* unitir.

Beweis. Wir betrachten die Funktion f()\) = e™, die auf ganz C und damit insbeson-
dere auf o(A) C [—||Al|, ||Al|] stetig ist. Fiir reelles A gilt offenbar f()\) = ™ =

(f(\) "% also ff =1 = ff. Damit folgt
UU* = f(A)F(A)" = (F])(A) = 1(4) = 1,
und U*U = 1 in vollig analoger Art und Weise. Also ist U unitir. ]
Als nichstes Beispiel betrachten wir eine Funktion f : 0(A) — €, die durch eine konvergente
Potenzreihe gegeben ist. In diesem Fall konvergiert auch die Operatorreihe (bei geeignetem

Konvergenzradius, genau wie bei unserer Diskussion der Neumann-Reihe). Wir zeigen, dass
die Operatorreihe in diesem Fall mit dem stetigen Kalkiil iibereinstimmt.
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Beispiel 4.24. Sei A = A* € B(H) ein selbstadjungierter Operator und f(z) =
Y o 5 Cn 2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius > 74 (dh insbesondere konver-
giert die Reihe fiiralle z € o(A) absolut). Dann konvergiertauch >~ ¢, A" in B(H),
und es gilt

o0
FA) =D e, A",
n=0
Zum Beweis bemerken wir zunichst, dass wir aufgrund von 7 > 74 = || A||
M
> o
n=N

haben. Also ist (ZQLO an”> ist eine Cauchyfolge, deren Grenzwert in B(H) wir

N NeN
mit )" ¢, A" bezeichnen.

— 0, N, M — oo

Um die Ubereinstimmung dieses Operators mit f(A) zu zeigen, betrachten wir die Po-
lynome py(2) := qu‘LV:O ¢, 2", die auf 0(A) gleichmiflig gegen f konvergieren (siche
Analysis 1). Per Definition des stetigen Funktionalkalkiils gilt f(A) = limy py(A) =
D neo CnA™

Eine interessante Anwendung des stetigen Funktionalkalkiils, die tiber Potenzreihen hinaus-
geht, werden wir im nichsten Abschnitt bei der Betrachtung der Betragsfunktion f(z) = |z]
kennenlernen. In dem Zusammenhang werden wir auch folgendes Resultat iiber Komposition
von stetigen Funktionen benétigen:

Lemma 4.25. Sei A = A* € B(H) und g € C(0(A)) reell, sowie f € C(o(g(A))).
Dann gilt

f(g(A)) = (fog)(A).

Der Beweis dieses Lemmas erfolgt in den Ubungen.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wenden wir uns jetzt der Frage zu, wie der stetige Funktio-
nalkalkiil von selbstadjungierten Operatoren auf allgemeine normale Operatoren A ausgedehnt
werden kann. Im Unterschied zu selbstadjungierten Operatoren haben normale Operatoren
im Allgemeinen komplexes Spektrum (d.h. 0(A) ¢ R). Wenn wir eine kompakte Teilmenge
X C C betrachten, erfiillt die Polynomalgebra A = P(X) aber nicht die Voraussetzungen

des Satzes von Stone-Weierstraf3, da sie nicht unter komplexer Konjuation abgeschlossen ist.

Wir miissen unsere Approximationsidee also modifizieren und verwenden statt P(c(A)) die
Algebra Pgr2(0(A)), definiert als die Menge aller Polynome in Real- und Imaginirteil von
z € 0(A), mit komplexen Koefhizienten. D.h. Elemente von Pg2(c(A)) sind von der Form

p(z) =D > camRe(z)"Im(2)",  z € o(A).

n=0 m=0
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Die Funktionenalgebra A = Pg2(0(A)) und die Menge X = o(A) erfiillen die Vorausset-
zungen des Satzes von Stone-WeierstrafS. Also lisst sich jede stetige Funktion f € C(0(A))
gleichmiflig durch Polynome in Pgz(c(A)) approximieren.

Die Idee, einen normalen Operator A in einem solchen Polynom auszuwerten, basiert auf ei-
ner Operatorversion von Real- und Imaginirteil. Zunichst bemerken wir, dass jeder Operator
A € B(H) in selbstadjungierte “Real- und Imaginirteile” zerlegt werden kann, nimlich

A=A, +iA_, A+:%(A+A*), A =—(A—A"), A=A,

22(

Fiir normales A gilt AA* = A*A, so dass A, und A_ kommutieren. Wir definieren einen
polynomiellen Funktionalkalkiil fiir normale Operatoren also gemif3

pol normal i i n Am i n m
Cnm AL AT fir p(z Z Z Cn.mRe(2)"Im (2)™.

n=0 m=0 n=0 m=0

Aufgrund der Normalitit von A kommutieren A, und A_. Das hat zur Folge, dass %" (f)
mit (bil( f) tibereinstimmy, falls f ein Polynom ist; denn die Faktoren A’ und A™ kénnen
genau wie (Re z)” und (Im 2)™ beliebig vertauscht werden.

Um nun in Analogie zum selbstadjungierten Fall vorzugehen, benétigen wir wieder ein spek-

trales Abbildungsprinzip:

Satz 4.26. Sei A € B(H) normal, f : 0(A) — C ein Polynom in zwei Variablen, und
G F) = f(A) wie oben definiert. Dann gilt das spektrale Abbildungsprinzip,

Im Gegensatz zum Fall von Polynomen in einer Variablen ist der Beweis dieses Satzes deutlich
komplizierter. Er kann entweder mit Hilfe der Theorie kommutativer C*-Algebren gegeben
werden (siche z.B. [Rud91]) oder mit Hilfe des Kalkiils fiir selbstadjungierte Operatoren (siche
z.B. [Hal13, Thm. 10.23]). Wir werden den Beweis von dieser Version des spektralen Abbil-
dungsprinzips spiter aus einem Spektralsatz erhalten und vorerst ohne Beweis akzeptieren.

Dann ist die weitere Entwicklung des stetigen Kalkiils fiir normale Operatoren einfach. Da
wir bereits wissen, dass fiir normale Operatoren Spektralradius und Norm tibereinstimmen,
erhalten wir wieder

1A = [[fllew@ay

fiir normales A und f(z) = p(Re z,Im z) ein Polynom in Re 2, Im z. Damit erhalten wir
eine eindeutige Isometrie

PP Pos(0(A)) — B(H).

Es ist klar, dass gprl onormal 0y Algebrenhomomorphismus ist. Fiir das Verhalten unter Adjunk-
tion gehen wir wie folgt vor. Sei f(2) = p(Rez,Im2) = 3.0 "M ¢, .. (Re 2)"(Im 2)™,
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Mit Anwendung des Satzes von Stone-Weierstraf§ erhalten wir dann eine eindeutige stetige
Fortsetzung zu einem (isometrischen, insbesondere also stetigen) Funktionalkalkiil

;tletig,normal : C(U(A)) - B(H)

Dies ist unser bisher allgemeinster Funktionalkalkiil. Er enthilt den polynomiellen Kalkiil fiir
normale Operatoren und den stetigen (und insbesondere polynomiellen) Kalkiil fiir selbstad-
jungierte Operatoren als Spezialfille.

Wir fassen zusammen:

Theorem 4.27. Sei A € B(H) normal. Dann existiert ein eindeutiger stetiger Funktional-
kalkiil

thig,normﬂ/ : C(O'(A)) — B(H)

Dieser Kalkiil ist isometrisch und erfiillt das spektrale Abbildungsprinzip. Die Operatoren
sl — F(A) sind fiir alle f € C(o(A)) normal.

Da der Beweis sehr dhnlich zum selbstadjungierten Fall ist, verzichten wir auf eine detaillierte
Diskussion.

4.4 Positive Operatoren und Polarzerlegung

Als Anwendung des stetigen Kalkiils besprechen wir die Polarzerlegung von Operatoren, dies
wird eine Zerlegung von Operatoren analog zur Zerlegung z = |z|e?*8(*) einer komplexen
Zahl 2 in Betrag |2| und Phase ¢'*8(*) sein. Als Vorbereitung dafiir diskutieren wir positive
Operatoren.

Satz 4.28. Sei A € B(H). Dann sind die folgenden drei Aussagen iquivalent:
a) A= A*undo(A) C [0, 00).
b) Esgibt B € B(H) mit A= B*B.
¢) (v, Av) > 0 fiir allev € H.

Beweis. a) = b) Wegen 0(A) C [0,00) ist /- : 0(A) — R eine wohldefinierte steti-
ge Funktion. Mit Hilfe des stetigen Kalkiils definieren wir B := VA. Da /- reell ist, gilt
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B* = (V/A)* = VA = B. Weiterhin gilt (v/A)2 = A fiir alle A > 0. Da der stetige Funktio-
nalkalkiil Kompositionen respektiert (dh (f o g)(A) = f(g(A)) fir f € C(o(g(A))), siche
Lemma 4.25), gilt B? = (V/A)? = A, also A = B*B.

b) = c) folgt sofort aus (v, B* Bv) = ||Bvl||* > 0.
¢) = a): Wir betrachten die Sesquilinarform
s:HxH—=C, s(v,w) == (v, Aw),
die nach Voraussetzung c) positiv semidefinit ist. Also ist sie hermitesch, das heifdt
(v, Aw) = s(v,w) = s(w,v) = (w, Av) = (Av,w) = (v, A*w)

fir alle v,w € H. Also gilt A = A*, was 0(A) C R impliziert. Sei A € R, A < 0. Wir
miissen A € p(A) zeigen. Dazu schitzen wir fiir beliebiges v € H ab:

(v, (A= M) = (v, Av) = A[ol]* = [Al]jo]|*.
Andererseits gilt 0 < (v, (A — A)v) < [[(A — Nv||||v]], so dass wir [A|||v]] < [|[(A — X)v||

erhalten. Da |A| > 0, sehen wir, dass A nicht im approximativen Punktspektrum liegen kann.
Aber fiir selbstadjungiertes A ist das approximative Punkespektrum das ganze Spektrum. Also

A€ p(A). ]

Definition 4.29. Ein Operator A € B(H) heif3t positiv, falls er die Bedingungen in der
vorherigen Proposition erfiillt. Wir schreiben dann auch A > 0.

Bemerkung: Die positiven Operatoren definieren eine partielle Ordnung auf der Menge der
selbstadjungierten Operatoren durch A > B : < A — B > 0.

Definition und Satz 4.30. Sei A € B(?). Dann ist der Betrag von A definiert als
|A| .=V A*A.

| A| ist der eindeutige positive Operator X > 0, der X? = A* A erfiillt.

Beweis. Beachten Sie, dass A hier nicht als normal vorausgesetzt ist. Trotzdem ist A* A selbst-
adjungiert und sogar positiv, so dass /- wohldefiniert und stetig auf o(A*A) C [0, 00) ist.
Damit ist |A| definiert im Sinne des stetigen Funktionalkalkiils von A* A.

| A ist normal per Funktionalkalkiil und erfiille o(|A|) = {VA*A: A € 0(A)} C [0, 00).
Damit ist | A| selbstadjungiert (vgl Hausaufgaben) und angesichts unserer Charakterisierun-
A| > 0. Wie bereits oben argumentiert, gilt auch |A|? = A*A.

gen von Positivitit positiv,

Sei nun X > 0 ein positiver Operator mit X* = A*A > 0. Dann gilt wegen Lemma 4.25
|A| = VA*A = vV X? = X. Dies zeigt die Eindeutigkeit. O]

Nachdem wir den Betrag eines Operators verstanden haben, wenden wir uns der Phase zu.
Die Phase ¢ : z > ¢'¥8(2) = 2 /|z| ist unstetig bei z = 0, so dass wir ¢(A) nicht mit Hilfe
des stetigen Kalkiils definieren kénnen”. Wir gehen deshalb etwas anders vor und erinnern
zunichst an den Begriff der partiellen Isometrie (Hausaufgabe H5.3).

Falls A invertierbar ist, kdnnen wir den Funktionalkalkiil verwenden.
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Definition 4.31. Eine partielle Isometrie ist ein Operator V' € B(H) mit der Eigen-
schaft, dass V*V eine orthogonale Projektion ist.

In der Hausaufgabe haben Sie bereits gezeigt, dass mit V auch V* eine partielle Isometrie ist,

dh auch V'V* ist eine orthogonale Projektion, und dass V*VV* = V* gilt.

Es ist allerdings noch nicht klar, inwiefern der Name “partielle Isometrie” gerechtfertigt ist,
der ja eine Nihe zu dem Begriff einer Isometrie U (dh. |Uz|| = ||z|| fiiralle z € H) andeutet.
Um dies zu verstehen, betrachten wir das folgende Lemma.

Lemma 4.32. Sei V' € B(H) eine partielle Isometrie.

a) Ran'V ist abgeschlossen.

b) V*V ist die orthogonale Projektion auf (ker V)t = Ran(V*), und VV* ist die
orthogonale Projektion aufRan(V') = (ker V*)=.

¢) Die eingeschrinkte Abbildung V' : (ker V) — RanV ist eine Lometrie mit Inver-
sem V* : RanV — (ker V')*.

Ein' V' € B(H) ist genau dann eine partielle Isometrie, wenn V| vy1 eine Isometrie ist.

Man nennt V*V die initiale und V'V* die finale Projektion von V, da V' als Isometrie von
Ran V* = Ran(V*V') nach Ran V' = Ran(V'V'*) angesehen werden kann.

Beweis. a) Wir haben Ran(VV*) C Ran(V) und wegen V' = VV*V auch Ran(V) =
Ran(VV*V) C Ran(V'V*). Also Ran(V') = Ran(V'V*), und letzterer Raum ist als Bild

einer orthogonalen Projektion abgeschlossen.

b) folgt sofort aus a), der allgemeinen Beziehung Ran V' = (ker V*)* (da Ran V' abgeschlos-

sen), und der Tatsache, dass mit V' auch V* eine partielle Isometrie ist.
¢) Sei v € (ker V)1 = Ran V*, also z = V*y. Dann gilt
VVAy||? = (V*y, V V) = (VFy, Vi) = V7%

Alsoist V' : (ker V)L — Ran V isometrisch. Die Aussage tiber das Inverse folgt aus der bereits
bekannten Gleichung V*VV*x = V*z, x € H.

Bzgl. der letzten Behauptung haben wir bereits gezeigt, dass jede partielle Isometrie V' die
Eigenschaft hat, dass V|11 eine Isometrie ist. Nehmen wir nun V' € B(H) mit V| e vy2
Isometrie. Dann miissen wir zeigen, dass P := V*V eine orthogonale Projektion ist. P* = P
ist klar. Um auch P? = P einzusehen, zerlegen wir den Hilbertraum als # = kerV &
(ker V)*. Fiir € (ker V))* gilt dann nach Voraussetzung

(x,Pz) = (Va,Vz) = ||[Vz|?* = (z, ),

also Pr = x + y mity L x. Aber die obige Rechnung impliziert || P|| < 1, was aufy = 0
fithre. Also gilt Px =  und insbesondere P2z = Pu fiir 7 € (ker V)L. Aber fiir € ker V
gilt sowieso Pxr = V*Vx = 0 und somit P?x = PO = 0 = Px. Also gilt P? = P. ]

Eine partielle Isometrie muss also weder injektiv noch surjektiv sein, bildet aber den abge-

schlossenen Unterraum (ker V) isometrisch und bijektiv auf den abgeschlossenen Unter-
raum Ran V" ab.
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Beispiel 4.33. Sei H = L*(Ry) und (Vf)(z) := f(x + 1), z > 0, der Linksshift.
Dann gilt ker V- = L2([0,1]) = {f € L*(R,): suppf C [0,1]}, dh V ist nicht
injektiv und sicher keine Isometrie. Aber V' ist eine partielle Isometrie: Eingeschrinke auf
(ker V)t = L2([1,00)) = {f € L3(R,) : supp(f) C [1,00)} wird V isometrisch,

denn

IV F|2 = / e+ 1)de = / ()P PP / (@) P = | ]2

0

In diesem Fall ist die Initialprojektion die orthogonale Projektion auf L?([1, 00) = Hiy,
und die finale Projektion die orthogonale Projektion auf L*(R, ) = Hs,, dh VV* =1
(weil V' surjektiv ist).

Wir zeigen jetzt, wie partielle Isometrien bei der Polarzerlegung auftreten.

Satz 4.34. (Polarzerlegung) Sei A € B(H). Dann gibt es eine partielle Isometrie V' €
B(H), so dass

A=VIA|

gilt. Die partielle Isometrie V' ist eindeutig durch ker V. = ker A festgelegr. Weiterhin gilt
Ran V' = Ran A.

Beweis. Per Definition des Betrags |A| von A gilt fiir beliebiges v € H
1A[o]]> = (|Alv, |Alv) = (v, A" Av) = (Av, Av) = || Av].
Wir kénnen also eine lineare Abbildung V' : Ran|A| — Ran A definieren via
V]Alv = Awv, vEH,

dies ist wohldefiniert und isometrisch nach obiger Bemerkung. Also gibt es eine isometrische
Ausdehnung Ran |A| — Ran A, die wir weiterhin mit V' bezeichnen.

Auf dem orthogonalen Komplement Ran \A[L = ker |A|* = ker | A| definieren wir V" als 0,
d.h. ker V' = ker |A| = ker A. Damit ist V' eine partielle Isometrie, und es gilt die Polarzer-
legung A = V| A

Sei V' eine weitere partielle Isometrie, die A = V'|A| und ker V' = ker A erfiillt. Dann gilt
V'|A| = V]A|, also V'z = Vz fiir alle z € Ran|A| = (ker |A])* = (ker A)t. Wegen
ker(V') = ker(A) = ker(V) giltauch V'z =0 = Vz fir & € ker A, also V' = V. O]

Ist A invertierbar, so ist die partielle Isometrie V' aus seiner Polarzerlegung sogar unitir: Denn

dann giltker V' =ker A = {0} und RanV = Ran A = H.

Beispiel 4.35. Sei H = C™ und A € GL(n) eine invertierbare (n X n)-Matrix. Dann
ist A*A eine positiv definite Matrix, die wir diagonalisieren kénnen. Es gibt also eine
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unitire Matrix U, so dass

A
UA*AU* = ,
An

wobei die A\, > 0 die Eigenwerte von A*A sind. Wir behaupten

o
UIAIU* = =:D.
Vi

Tatsichlich gilt D > 0 und damit U*DU > 0, sowie (U*DU)? = U*D*U = A*A
(s.0.). Gemif3t Satz 4.30 folgt U* DU = | A| wie behauptet.

Jetzt sehen wir leicht, wie die Polarzerlegung von A aussieht: Wir suchen V' (in diesem

Fall unitir) mit V|A| = A, also

V = AJA|"' = AU*D'U.

Beispiele von Polarzerlegungen auf unendlichdimensionalen Riumen werden in den Ubungen
besprochen.

Hier einige weitere Bemerkungen zu Betrigen und positiven Operatoren:
a) Fir A > 0istauch BAB* > 0 fiir alle B € B(H) (leichte Ubung).

b) Im Allgemeinen sind die folgenden Gleichungen allesamt falsch: i) |[AB| = |A||B|, ii)
|A*| = |A], i) |A + B| < |A] + | B].

Es ist eine interessante Frage, welche Funktionen f operatormonoton sind in dem Sinne, dass
sie A < B = f(A) < f(B) erfiillen (mit f stetige Funktion auf den Spektren von A und
B). Offenbar miissen operatormonotone Funktionen monoton sein, denn wir kénnen A, B als
Vielfache der Identitdt wihlen. Aber lingst nicht jede monotone Funktion ist auch operatormo-
noton! Zum Beispiel ist # +— 2 nicht operatormonoton, aber x + —x 1
Charakterisierung ist als Léwner’s Theorem bekannt.

ist es. Eine volle

4.5 Spektralmafe und der messbare Kalkul

Ziel dieses Abschnittes ist es, den stetigen Funktionalkalkiil noch einmal entscheidend zu er-
weitern, also die Algebra der betrachteten Funktionen C'(c(A)) zu vergoflern. Als Motivation,
wieso eine solche Erweiterung wiinschenswert ist, beweisen wir den Spektralsatz der Linearen

Algebra.

Satz 4.36 (Spektralsatz fiir normale Operatoren auf endlichdimensionalen Hilbertriu-
men). Sei H ein endlichdimensionaler Hilbertraum und A € B(H) normal. Dann gibt es
eine eindeutige Familie von Operatoren { Py : \ € o (A)} mit den Eigenschaften

a) Jedes Py ist eine orthogonale Projektion,
b) P)\PM = ()fur)\ 7é j73
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C) Z)\EO’(A) Py =1,
D) A=Y com APr

Beweis. Zu jedem Eigenwert A € 0(A) betrachten wir die charakteristische Funktion
xpg i o(A) = C, [ Oy

Da o (A) aus endlich vielen Punkten besteht, ist dies eine stetige Funktion, ja sogar Einschrin-
kung eines Polynoms auf o(A), nimlich

=V
X (p) = H )\_yth,u-

vEo(A)
[ZDN

Wir kénnen also den polynomiellen Funktionalkalkiil verwenden, um die Operatoren P :=
X{x}(A) zu studieren: Wegen X%)\} = xp = X gilt PY = Py = Py, dh P, ist eine
orthogonale Projektion. Analog folgen die behaupteten Eigenschaften b),c),d) aus x (a1 X1} =
0 fur A\ # p sowie

L= > xos ey = D Axpy-
)

A€o (A) Aeo(A

Eindeutigkeit: Wir behaupten, dass die Bilder der Projektionen Py die Eigenrdume sind, dh
Ran Py = ker(A — \), was die Eindeutigkeit dann zeigt. Dazu bemerken wir, dass ein Vektor
Y € H genau dann in ker(A — \) (fiir ein A € 0(A)) liegt, wenn

(A=A =0
S P(A-Nb=0  Vuco(A)
o (u-NPU=0  Vpeold)
& PY=0 Vpea(A)\{)\}
< =P,

also ker(A — A\) = Ran(P)). O

Die Darstellung
A= )" AP,
A€o (A)

wird Spektraldarstellung von A genannt und ist in Theorie und Anwendungen von zentraler
Bedeutung. Sie ist die basisunabhingige Formulierung der Aussage, dass sich normale Endo-
morphismen auf komplexen Hilbertriumen diagonalisieren lassen. Auf Grundlage der Spek-
traldarstellung sicht man sofort

A =3 JP

A€o (A)

fur jedes Polynom f, was das spektrale Abbildungsprinzip besonders deutlich hervortreten
lasst.
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Wir hitten deshalb auch gerne Spektraldarstellungen im unendlichdimensionalen Fall (ei-
nige Modifikationen gegeniiber der endlichdimensionalen Situation werden wir dabei aller-
dings in Kauf nehmen miissen). Die wesentliche Idee des Beweises des Spektralsatzes war, die
Spektralprojektionen P als charakeristische Funktionen Py = x13}(A) zu erkennen. Fiir die
Verallgemeinerung auf unendlichdimensionale Hilbertriume werden wir auch einen Funk-
tionalkalkiil brauchen, der charakeristische Funktionen auf o(A) beinhaltet. Diese sind im
Allgemeinen nicht stetig, so dass es einer Erweiterung des stetigen Kalkiils bedarf.

Um den Uberblick iiber die kommenden Entwicklungen zu behalten, erldutern wir kurz die

grobe Idee der Erweiterung des Funktionalkalkiils: Wir betrachten selbstadjungiertes A €
B(H), zwei beliebige Vektoren v, w € H, und die Abbildung

Co(A)) 3 f > (v, 64" (f)w) € C.

Dies ist ein stetiges lineares Funktional, also ein Element von C'(0(A))’". Wir werden gleich
einen Satz besprechen, der besagt, dass der Dualraum von C'(c(A)) isometrisch isomorph
zu einem Banachraum von (komplexen) Maflen ist. Das bedeutet, dass es ein eindeutiges

(komplexes) Borelmaf 1.}, auf C'(o(A)) gibt, so dass

(0, f(Ayw) = / FO) ()

a(A))

fir alle f € C(0(A)) gilt. Die rechte Seite macht aber nicht nur fiir stetige, sondern auch
fiir beschrinkte messbare Funktionen f Sinn, fiir die wir dann die linke Seite (mit messba-
rem f) als die rechte Seite definieren werden. Dies wird einen Operator f(A) festlegen (siche
Lemma 2.19) und den messbaren Kalkiil definieren.

Soweit der Uberblick, nun zu den Details. Wir werden einige mafitheoretische Hintergrund-

resultate aus Zeitgriinden nicht beweisen.

Definition 4.37. Sei ) eine Menge und ¥ eine o-Algebra auf ). Ein signiertes (bzw
komplexes) Maff ist eine o-additive Abbildung v : ¥ — R (bzw p : ¥ — C), dh fir
jede Folge paarweise disjunkter Mengen A,, € ¥, n € N, gilt

p <|_| An) = gu(z‘ln)-

neN

Die Menge aller komplexen MafSe auf 2 wird mit M (€2, ) bezeichnet.

Im Unterschied zur Definition eines Maffes muss ein signiertes bzw komplexes Maf$ nicht
nur nicht-negative Werte annehmen. Andererseits nimmt ein signiertes/komplexes Mafd nur
endliche Werte an, nicht +00. Deshalb gilt, wie fiir Mafle, p()) = 0. Weiterhin gilt, da
¥ unter abzihlbaren Vereinigungen abgeschlossen ist, die Konvergenz von ) | f1(A,,) als
Bestandteil der Definition.

Beispiel 4.38. Beispiele von komplexen Maflen sind:

Q) 4 = €104 + ... + ¢y, mitcy,...,c, € Cund 2q,...,2, € Q (Hier
bezeichnet 9, das Dirac-Maf} bei x)
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b) Fiir @ = R mit der Borel-o-Algebra und f € L'(R) ist u(A) == [, f(x)dx
(Lebesgue-Integral) ein komplexes MafS.

Da reelle (komplexe) Linearkombinationen von signierten (komplexen) Maflen wieder si-
gnierte (komplexe) Maf3e sind, bilden signierte (komplexe) Mafle einen Vektorraum. Jedem
solchen “Maf$” y lisst sich ein echtes, dh positives, Mafl || zuordnen via

|1l (A) = sup > lu(®)],

EeZ

wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen von A in endlich viele paarweise disjunkte mess-
bare Mengen liuft. |u] ist ein endliches MafS (ohne Beweis). In den oben angefiihrten Bei-
spielen erhilt man |u| = |¢1|0q, + ... 4 [n| 0p, bzw [p|(A) = [, | f(z)|d.

Wir definieren nun die Variationsnorm

[l = | (€2).

Satz 4.39. Die Variationsnorm ist eine Norm, und M (S), %) mit der Variationsnorm ist
ein Banachraum.

Fiir einen Beweis siche zB Rudin: Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, 1986.

Fiir die Verbindung zu Riumen von stetigen Funktionen betrachten wir einen metrischen
Raum (2, die Borel-o-Algebra ¥ auf €2, und setzen M (2) := M (2, Xp). Real- und Ima-
ginirteil eines komplexes Mafles 1 € M (€2) sind signierte Mafle, und ein signiertes Maf3 v
kann auf eindeutige Art und Weise als Differenz v = v — v_ mit zwei positiven Maflen ge-
schrieben werden. Es gilt dann |v| = v4 +v_, und eine messbare Funktion f : 2 — R heifSt
v-integrierbar, wenn sie |v|-integrierbar ist. Man setzt dann [ fdv := [ fdv, — [ fdv_ und
entsprechend fiir ein komplexes Maf3.

Satz 4.40 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei ) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist

T ME©) > CEQ)Y, (T = / il

ein isometrischer Isomorphismus von Banachriumen. Ist o € C(S2)" ein positives Funktio-
nal in dem Sinne, dass o(f) > 0 fiir alle f > 0, so gibt es ein eindeutiges endliches positives

BorelmafS 1 auf ), so dass p(f) = fQ fdu gilz.

Dieser Satz existiert in vielen Varianten, die sich in den betrachteten Funktionenriumen
(C(Q), Cp(Q2), Ce(2), Cy(R2), ..) und Anforderungen an 2 (kompakt, lokal kompake, to-
pologischer Hausdorfl-Raum, ...) unterscheiden. Oft werden diese Sdtze auch als Satz von
Riesz-Markov oder Riesz-Markov-Kakutani bezeichnet.

Auch diesen Satz werden wir nicht beweisen (der Beweis ist lang und schwierig, siche wieder

Rudin), aber zumindest etwas erliutern. Dazu bemerken wir, dass fiir positives © € M(£2)
(also ein endliches Mafd im Sinne der Analysis 3) und f € C(Q)

\ / fdu‘ < Moot = [l
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gilt. In diesem Fall sehen wir also 7' € C(Q)" und ||Tu|| < ||p]|. Diese Abschitzungen
tibertragen sich auf allgemeine Elemente p1 € M (€2); dies zeigt dann, dass 7" stetig ist mit

|T|| < 1. Fiir den Beweis der Bijektivitit und Isometrie verweisen wir auf das Buch von
Rudin.

Als letztes Element aus der Maf$theorie bendtigen wir eine Charakterisierung eines Raumes
von beschrinkten messbaren Funktionen. Fiir eine kompakte Menge 2 C C (wir denken
an {2 = 0(A) das Spektrum eines beschrinkten Operators) betrachten wir die Menge #((2)
aller beschrinkten messbaren (bzgl der Borel-o-Algebra) Funktionen f : 2 — C. Es ist klar,
dass Z(£2) ein Banachraum mit Supremumsnorm || - || ist. Weiterhin ist Z(€2) der kleinste
Funktionenraum 2 — C ist, der die stetigen Funktionen enthilt und unter punktweisen
Limiten von gleichmif3ig beschrinkten Folgen abgeschlossen ist:

Lemma 4.41. Sei Q) C C kompakt undU C B(Q) eine Teilmenge mit den zwei Eigen-
schaften:

a) C(Q)cU
b) Falls f,, € U, sup, || fullco < 00 undnlgrolo fa(X) =t f(X) fiir alle X € ) existiert,
dann f € U.
DannU = B(N).

Ein Beweis findet sich z.B. in [Wer95, Lemma VII.1.5].

Nach den maf$theoretischen Wiederholungen kénnen wir den messbaren Kalkiil fiir selbst-
adjungierte Operatoren konstruieren.

Theorem 4.42. Sei A = A* € B(H). Dann existiert ein eindeutiger stetiger Funktional-
kalkiil

W Bo(A)) — B(H),

so dass gilt:

(%) Falls eine Folge f,, € B(0(A)), sup,, || fulle < 00, fir alle X € o(A) punktweise
konvergiert, d.h. f,(\) — f(N), dann gilt fiir alle v € H

Tim (|63 (fa)o — 3" (£)o]l =0.

Wie bei den bisher besprochenen Funktionalkalkiilen gilt auch hier, dass f(A) := ¢4%(f)
firalle f € #(0(A)) normal ist, dass fiir reellwertige f der Operator f(A) selbstadjungiert
ist, und dass f(A) und g(A) fiir alle f,g € #(0(A)) kommutieren — dies folgt ja einfach
aus den definierenden Eigenschaften eines Funktionalkalkiils.

o . tetig . :
Weiterhin ist klar, dass ¢'j" eine Fortsetzung von ¢ “" ist, da ¢"*| (5 (a)) als stetiger Funk-

etig

tionalkalkiil eindeutig ist, also mit gbilt {ibereinstimmt (Satz 4.22).

Beweis. Existenz: Die Idee ist, den Rieszschen Darstellungssatz zu verwenden. Dazu betrach-

ten wir fiir f € C(0(A)) und v € H die Abbildung
C(o(A)) > fr— (v, f(A)v) € C.
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Dies ist offenbar ein lineares Funktional. Da der stetige Kalkiil isometrisch ist, gilt weiterhin

(v, F(A)0)] < (0[] floo-

Also ist das Funktional stetig, mit Norm héchstens ||v]|?, und nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz existiert ein eindeutiges endliches Maf3 117! auf der Borel-o-Algebra von o(A), so

dass fiir alle f c C(J(A))
v, A = A d U“ A). *

Das Maf3 pi2! ist endlich, mit zi#}(0(A)) < ||v]|?. Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass
die rechte Seite von () auch fiir f € Z(c(A)) sinnvoll ist. In der Tat gilt

/ f
o(A)

Wir definieren nun einen Operator f(A), indem wir seine Matrixelemente (v, f(A)w) defi-
nieren. Wir setzen (v, f(A)v) := fU(A) f du, und fiir v # w per Polarisation

< (1 F ootz (@(A)) < (1 fllocllv]l?,

(o £y i= 3 ({0 w0 FA) 0+ ) = 0= A0 - )

+i(v —iw, f(A)(v —iw)) — i{v 4w, f(A)(v + Zu;)))

Da diese Sesquilinarform durch [(v, f(A)w)| < || f]loo||v]|||w|| beschrinkt ist, definiert dies
einen beschrinkten Operator mit || f(A)|| < ||f||c (siche Lemma 2.19). Dies ist die De-
finition des messbaren Kalkiils ¢"{*(f) = f(A). Beachten Sie, dass f(A) offensichtlich li-
near von f abhingt und || f(A)|| < ||f|l erfillle, d.h. ¢'{* ist stetig. Die Matrixelemente
(v, f(Aw) = fg( a (A)dpis,(A) kdnnen auch direke durch komplexe Mafle 117}, ausge-

driickt werden.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢'y> ein Funktionalkalkiil ist und die Eigenschaft (*) hat. Dazu
bemerken wir zuerst, dass ¢"3* (1) = 1 und ¢'}*(id) = A automatisch folgt, da 3% auf
C(0(A)) ja mit dem stetigen Kalkiil iibereinstimmt.

Um zu demonstrieren, dass ¢t (fg) = &7 (f)o% (g) gilt, zeigen wir zuerst eine abge-
schwichte Form von (*): Wir behaupten, dass fiir eine Folge f,, € Z(c(A)), sup, || fulloo <
00, so dass fiir alle A € (A) punktweise konvergiert, fiir alle v, w € H gilc:

Tim (0, 67 (f)w) = (v, 95" w).

(Konvergenz ¢ (f,) — ¢+ (f) in der schwachen Operatortopologie.) Diese Aussage be-

deutet also

i [ fodiidy = [ £,

n—oo

und folgt sofort mit Polarisation und majorisierter Konvergenz.
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Nun méchten wir zeigen, dass ¢ ein Algebren-Homomorphismus ist. Um dies zu zeigen,
withlen wir zunichst ¢ € C'(0(A)) und betrachten die Menge

U:={fcBo(A): ¢5"(gf) = o2 (9)dh (f)}.

Natiirlich gilt C'(0(A)) C U. Fiir eine gleichmifig beschrinkte punktweise konvergente
FolgeU > f,, — f gilt weiterhin (v, w € H beliebig):

(0, 0% (9fa)w) = (v, G2 (9)4" (fa)w) — (v, 5" (9)P4" (flw).

Andererseits ist aber auch ¢ f,, eine gleichmifSig beschrinkte Folge, die punktweise gegen g f
konvergiert. Also gilt auch (v, 7% (g fn)w) — (v, 7 (gf)w). Dav, w beliebig waren, folgt
o (gf) = oW (9) > (f), d.h. f € U und mit Lemma 4.41 U = B(a(A)).

In einem zweiten Schritt wollen wir nun die anfangs gewihlte stetige Referenzfunktion g
eliminieren. Sei nun also f € #(c(A)), und definiere

Vi={g€ B(o(A) : 64" (gf) = d5"(9)oa" ()}

Nach dem obigen Beweisschritt gile C(c(A)) C V. Sei wieder g,, eine gleichmifig beschrink-
te Folge in V), die punktweise gegen g konvergiert. Dann folgt wie oben g € V, und mit
Lemma 4.41 YV = %(c(A)), was die Homomorphismus-Eigenschaft von ¢'{" beweist.

Der Beweis von ¢'7% (f)* = ¢"3% () verliuft sehr hnlich (und einfacher) und wird deshalb
zur Ubung iiberlassen.

Als letzten Schritt miissen wir zeigen, dass statt der gezeigten schwachen Konvergenz (das heif3t
limy, 00 (v, 70 (fr)w) = (v, @3> w).) sogar die starke Konvergenz () gilt. Dazu betrachten
wir eine gleichmiflig beschrinkte Folge f,, € Z(0(A)), die punktweise gegen f konvergiert,
und berechnen zunichst auf beliebigem v € H

£ (A)0]* = (fa(A)v, fu(A)v) = (v, fu(A)" fu(A)v)
= (v, [/l (A)v) = (v, [[(A)v) = [ F(A)v]]*.
Wir haben also gezeigt, dass die Folge ( f,,(A)v),, schwach gegen f(A)v konvergiert, und die

Normen von || f,,(A)v|| gegen die Norm || f(A)v|| konvergiert. Damit folgt die Behauptung
(gezeigt in den Ubungen).

Eindeutigkeit: Zuerst bemerken wir, dass jeder stetige Funktionalkalkiil ¢ : Z(c(A)) —
B(H) auf der Unteralgebra C'(0(A)) eindeutig festgelegt ist: Auf Polynomen ist ¢ durch
#(1) = 1 und ¢(id) = A und die Homorphismus-Eigenschaft fixiert, und wegen dem
Satz von Stone-Weierstraf3 ist jeder stetige Kalkiil auf C'(o(A)) notwendigerweise gleich dem
stetigen Kalkiil (bifetig .

Seien nun ¢, ¢’ zwei stetige Funktionalkalkiile mit der angegebenen Zusatzeigenschaft ().
Wir miissen ¢ = ¢ auf ganz A (0 (A)) zeigen. Dazu definieren wir

U:={feBo(A): o(f) =9}

nach den obigen Bemerkungen gilt also C'(c(A)) C U. Sei nun f,, eine beschrinkte Folge in
U, so dass f,, — [ punktweise. Dann gilt fiir alle v € H

¢(fo)v = o(flv,  F(fa)v— ¢ (fv

in der Normtopologie von H nach (x). Da aber f,, € U, gilt auch ¢(f,) = ¢'(fn). Es folgt
o(f) = &' (f), d.h. f € U. Nach Lemma 4.41 folgt U = B(c(A)), also ¢ = ¢'. O]
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Bemerkungen:

a)

b)

c)

In diesem Satz wird kein spektrales Abbildungsprinzipg fiir den messbaren Kalkiil be-
hauptet, und tatsichlich gilt im Allgemeinen o(f(A)) # f(0(A)). In Hausaufgabe
H12.2 sollen Sie dies per Beispiel zeigen und auflerdem herausfinden, welche Variante
des spektralen Abbildungsprinzips gilt.

Unabhingig davon betrachten wir hier das Punkespektrum: Fiir A € 0,(A) mit zuge-
hérigem Eigenvektor v € H gilt fiir alle stetigen Funktionen f € C'(0(A)) die Glei-
chung f(A)v = f(\) - v (offensichtlich fiir Polynome, und fiir allgemeines f durch
Approximation). In diesem Fall ist das durch den Satz von Riesz-Markov gegebene Maf
[y also ein Dirac-Maf$

FI[I* = (v, f(A)) = o (@)dpo(2) = po = [lv]|*0x,

und wir sehen f(A)v = f(A)v fiiralle f € B(o(A)).

Der messbare Kalkiil erfiillt |¢5°(f)|| < ||f]lo> ist aber im Allgemeinen nicht isome-
trisch. Sei als Beispiel H = L?([0, 1]) und (Av)(z) = z-v(x). Danngilt (f(A)v)(x) =
f(x)v(z) (siche Aufgabe H12.3). Fiir die Funktion f = x{oy gilt dann || f||oc = 1 aber
1F(A)] = 0.

Fir A, B € B(H) mit A = A* und AB = BA giltauch f(A)B = Bf(A) fiir alle
f € B(c(A)). Dawir dies fiir stetiges [ bereits wissen, gilt fiir v, w € H

(B, 54} = [ FO0dan) = (0, S(A)Bu) = / )

o(A

und damit jtg+y 4 = [y Bw> Was die Behauptung impliziert.

Die wichtigsten Funktionen f, die wir durch die Ausdehnung des stetigen auf den messbaren
Kalkiil hinzugewonnen haben, sind charakteristische Funktionen x g von Borelmengen S' C
o(A). Wir bemerken, dass xs(A) orthogonale Projektionen sind (da x% = xs = Xs). Da
wir im Folgenden viel tiber (stets orthogonale) Projektionen sprechen werden, fithren wir die

Bezeichnung P(H) fiir die Menge aller Projektionen in B(#) ein.

Motiviert vom Spektralsatz in endlicher Dimension (A = 7, 4 AP, wobei P{t die
Projektion auf den Eigenraum ker(A — A) ist, méchten wir jetzt die Summe >y 4) zu

einem geeigneten Integral erweitern, dass auch fir kontinuierliches Spektrum sinnvoll ist.

Dazu fiihren wir zuerst projektorwertige Maf3e ein.

Definition 4.43. Ein projektorwertiges Maf¢ E' auf der Borel-o-Algebra ¥ von R ist eine
Abbildung

E:¥ —P(H),

so dass gilt:

a) By =0, Bg =1,

b) Sind S,, € ¥ abzihlbar viele paarweise disjunkte Borelmengen, so gilt fiir alle
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vEH

Z Egnl} = EUn S, U.

Im Falle von unendlich vielen S, ist die linke Seite als Konvergenz in der Normto-
pologie von H zu verstehen (d.h. starke Konvergenz von Zilvzl Eg, fir N — 00).

Der Triger von E, geschrieben supp E, ist die kleinste abgeschlossene Menge K C R

mit EK = I,

Ein Beispiel eines projektorwertigen Mafles wird in Aufgabe P12.2 besprochen. Hier noch
ein weiteres Beispiel:

Beispiel 4.44. Sei H ein separabler Hilbertraum, (v,),, eine Orthonormalbasis, und
(An)nen eine Folge von paarweise verschiedenen reellen Zahlen. Sei P, die orthogonale
Projektion auf den eindimensionalen Unterraum Cuv,,. Dann ist

ES£ = Z Png - Z <U7L7§>U7L

neN nelN
An€S An€S

ein projektorwertiges Maf3.

Diese Reihe konvergiert (siche Abschnitt 2.3). Da die P, paarweise orthogonal sind,
sind die Eg orthogonale Projektionen. Offenbar gilt £y = 0 und Ex = 1 wegen der
Basisentwicklungsformel & = )" (v, §)v,, & € H. Die o-Additivitit b) folgt auch
einfach: Sind S,,,, m € N, messbare paarweise disunkte Teilmengen von R, und S :=

L, Sm>» so gilt fiir £ € H

Eq¢ = Z (Un, &)y, = Z Z (Un, &)y, = ZESWS.

nelN neN
An€S An€Sm

Dieses Mafd hat kompakten Triger genau dann, wenn die Folge (\,,)nen beschrinke ist.

Das folgende Lemma zeigt, dass sich die Projektionen analog zu charakeristischen Funktionen
verhalten.

Lemma 4.45. Sei E ein projekrorwertiges MafS und S, T € ¥ Borelmengen.
a) Falls S C T, so gilt Eg < Er (siehe auch Aufgabe P12.1)
b) EsEr = Esnr = ErEs.
¢) Fiirv € H ist p,(S) := ||Esv||? ein endliches Borelmaf§ mit j1,(R) = ||v]|>.
d) Fiir S Nsupp E = 0 gilt Eg = 0.
Beweis. a) Es gilt B = Egym\s) = Es + Epng > Es, da Epg > 0 (Projektionen sind
positiv).

b) Wie in Aufgabe P12.1 gezeigt wird, gilt fiir Projektionen P, @) die Aquivalenz P < @ <
QP = P = PQ. Damit erhalten wir fir disjunkte S,T" aus Egur = Eg + E7p sofort
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Eg¢ = Eg + EsEr, also EgEr = 0. Fiir allgemeine Mengen S, T haben wir

Esur = Es\r + Esnr + Er\s
= ES = ES\T + ESﬂT (Mult. mit ES)
= FEsEr = FEsar (Mult. mit ET)

C) iy ist eine Abbildung ¥ — [0, 00), die fiir paarweise disjunkte Borelmengen S,,

|| g ( |_|S N2 = Z Es, v, Eg, v) = Z Es,v,v) Z'MU

erfiillt, also o-additiv ist. Offenbar gilt 1,(0)) = 0 und p,(R) = [Jv||*.

d) Wir haben Eqp, s = Eapp e + Es = 1 + Eg. Da dies eine orthogonale Projektion ist,
folgt Es = 0. O

Projektorwertige Maf3e lassen sich unabhingig von Spektraltheorie definieren, sind aber eng
mit dem messbaren Kalkiil verbunden. Wir zeigen nun, dass jeder selbstadjungierte Operator
A ein projektorwertiges Maf§ definiert.

Lemma 4.46. Sei A = A* € B(H). Dann ist das Spektralmafd von A
EA Y= P(H), S — XSﬂo-(A)(.A)

ein projektorwertiges Maf§ mit kompaktem Triger supp E4 C o (A).

Beweis. Fiir S € ¥ mit SN o(A) = 0 gilt Xsno(4) = 0, also E4 = 0 und insbesondere
E@ = 0.Fur S € ¥ mit S D 0(A) gilt Xsno(4) = Xo(a), also E4 = 1 und insbesondere
Ed =1.

Fiir den Beweis der o-Additivitit betrachten wir abzihlbar viele paarweise disjunkte S,, € £,
und v € H. Die Partialsummen ¢y = 25:1 Xs, konvergieren punktweise gegen ¢ =
D o1 XSn = XU, S, fiir N — 00, und erfiillen sup y, | o ||oc < 1 < 00. Nach der starken
Stetigkeit des messbaren Kalkiils gilt also (v € H beliebig)

EUoo s,V = hm sznmo— A) )U = ZXSan—(A)<A)U = ZEﬁnv
n=1 n=1
E* hat kompakten Triger, da 0(A) C R kompake ist und EUA(A) =1 ]
Wir méchten nun ein Integral der Form [ fdE € B(H) definieren, wobei f € ZA(R)
eine beschrinkte messbare zahlenwertige Funktion und E ein projektorwertiges Maf$ sein

soll. Wir gehen dhnlich wie bei der Konstruktion des Lebesgue-Integrals vor und definieren
[ f dE zunichst fiir einfache Funktionen.

Falls f = xg mit S' € ¥, setzen wir

/XS dE = Es.
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Ist f etwas allgemeiner eine Treppenfunktion, f = > ;_, ay Xs,, so setzen wir

/ZakXSk dE = Zak Egk.
k=1 k=1

Um einzusehen, dass das wohldefiniert ist, muss man zeigen, dass diese Definition nicht von
der Wahl der Zerlegung einer Treppenfunktion in charakteristische Funktionen abhingt (siche
Analysis 3).

Fiir allgemeines f € Z(R) approximieren wir durch Treppenfunktionen. Dazu erinnern wir
uns (Analysis 3), dass es zu f € Z(R) stets eine Folge ¢,, von Treppenfunktionen gibt, die
gleichmiflig gegen f konvergiert.

Lemma 4.47. Sei E ein projektorwertiges Mafs.
a) Fiir jede Treppenfunktion  gilt

H / stEH < ¢l

b) Sei [ € B(R) und o, eine Folge von Treppenfunktionen mit ||f — @nllcoc — 0.

Dann existiert der Limes
/de = lim /(pndE
n—oo

und hingt nicht von der Wahl der approximierenden Folge ab.

Beweis. a) Wir kdnnen annehmen, dass ¢ = ), oy xs, mit paarweise disjunkten Sy, gilt
(falls nicht, zerlege die Sy, feiner). In der folgenden Rechnung benutzen wir EgEr = Egnr
und £y = 0 zusammen mit dem Satz von Pythagoras. Fiir beliebiges v € H erhalten wir so

H (/godE) v gakEskv

< sup lox|* } [ Esol* = lellSll By, s,oll” < llellsloll*.
k
l

2 2 n n
= = 3" @mon(Esv, Es,v) = Y | Bs, o)
k=1

k=1

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass eine Projektion Norm héchstens 1 hat. Die
Behauptung folgt nun.

b) Da die Folge (¢,) konvergiert, ist sie Cauchy bzgl Supremumsnorm. Also zeigt a) via
| [ ondE — [ omdE|| < ||¢n — ¢mllec — 0, dass ([ ©,dE), eine Cauchyfolge in B(H)
ist, die wegen der Vollstindigkeit von B(H) einen Grenzwert hat.

Ist (p,,) eine weitere Folge von Treppenfunktionen, die gleichmifig gegen f konvergiert, so
haben wir || [ ¢n,dE — [ ¢,dE|| < ||¢n— @nl| — 0, dass der Limes nicht von der Wahl der
approximerenden Folge abhingt. O]
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Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun also fiir f € Z(R) das Integral [ f dE definieren
als

/de = lim [ ¢,dE,

n—o0

wobei ¢,, Treppenfunktionen sind, die gleichmiflig gegen f konvergieren, und der obige
Limes in der Normtopologie von B(#) gilt. Diese Konstruktion verlief genau analog zur
Konstruktion des Integrals bzgl eines MafSes. Betrachten wir das zahlenwertige Maf§ 1, (5) :=
|Esv||* = (v, Esv) (mit v € H), so haben wir fiir Treppenfunktionen ¢ = >, auxs,

[ edBv) = 3 anfo Eso) = 3 annn(S) = [ o ().

Durch gleichmiflige Approximation einer allgemeinen Funktion f € #(R) durch Treppen-

funktionen erhalten wir deshalb per majorisierter Konvergenz

., [ 1B = [ FO)dm ).

Weitere gebriuchliche Notationen sind [ f(A)dE(\) = [ fdFE sowie (v, [ fdEv) =
[ fd{v, Ev) und fs fdE := [ fxsdE fiir messbares S.

Da Eg = 0 fiir S N supp £ = 0, gilt weiterhin

[ £dE = [ flappedE

Fiir reelle Treppenfunktion ¢, ist [ ¢, dE per Definition selbstadjungiert. Eine reelle Funkti-
on f € B(R) konnen wir durch reelle Treppenfunktionen approximieren. Also ist fiir reelles
f der Operator [ f dE selbstadjungiert. Insbesondere erhalten wir zu jedem projektorwerti-
gen Maf$ mit kompaktem Triger einen selbstadjungierten Operator

B = //\dE(A),

da die Identitatsfunktion A — A\ auf kompaktem supp E beschrinkt ist.

Theorem 4.48. (Spektralsatz) Sei A = A* € B(H). Dann existiert ein eindeutiges pro-
Jektorwertiges Maf§ E = EA mit kompaktem Triger, das SpektralmafS von A, so dass

A= /)\dEA()\)

gilt. Der messbare Funktionalkalkiil von A ist durch
o) = [ £ae!

gegeben.
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Beweis. Wir wissen, dass E* ein projektorwertiges Maf§ mit kompaktem Triger ist. Also ist
B := [ AdE*()) ein wohldefinierter selbstadjungierter Operator. Allgemeiner ist klar, dass
Y : B(o(B)) = B(H), ¥(f) := [ fdE*, eine wohldefinierte lineare stetige Abbildung

mit ||| < 1ist. Weiterhin gile 1(fg) = ¥(f)¥(g) und ¥(f)* = ¥(f): Die erste Gleichung
folgt fiir Treppenfunktionen f = ), arxs,, 9 = >, bixr aus fg = Zk,l arbixs,nn, und
E?mTz = Eﬁk E% und fiir allgemeines f, g per Approximation, und die zweite Gleichung
folgt fiir eine Treppenfunktion direkt und fiir allgemeines f wieder per Approximation.

Es geniigt, die schwache Version der Stetigkeitseigenschaft (x) aus Theorem 4.42 zu zeigen,
also (v, ¥(fn)w) — (v, ¥ (f)w) fiir beschrinkte punkeweise konvergente Folgen # > f,, —

f. Fir w = v ist dies eine Konsequenz des Satzes iiber majorisierte Konvergenz:

. blha)e) = [ fudto.Bo) > [ flw. o) = . o(1)0)

Fiir v # w haben wir ein komplexes Maf§ (v, Fw). Da sich dies in eine Linearkombination
von positiven MafSen zerlegen ldsst, folgt die Behauptung auch in diesem Fall.

Wir behaupten auflerdem /(1) = 1. Dies folgt aus Ef( 5 = 1 und ldsst sich durch ein
etwas technisches Argument zeigen (keine Details hier, siche Werner S. 357/358). Dann folgt
Y(id) = [AdEA(\) = B. Aufgrund der Eindeutigkeit des messbaren Kalkiils zeigt dies

V= ¢p’.
Damit folgt fiir messbares S C R

EB(S) = xs(B) = ¢2(xs) = / vsdBA = BA(S),

also EP = E4. Dies zeigt auch die Eindeutigkeitsaussage.

Wir wollen jetzt noch A = B zeigen. Sei dazu € > 0 und (,0 J(A — R eine Treppenfunk-
tion mit || — id||oo < &. Wegen E4(S) = EB(9) gilt (A) = [ p(N)dEA()\) und

4= B < 4= (] + | [ enapr () - [rasi]

Der erste Term ist < & nach Satz 4.42, und der zweite Term ist gleich || ¢7°(p) — @0 (id)|| <
| — id||oc = €. Damit folgt A = B. O

Die Formel
A= / NAE()

wird Spektraldarstellung von A genannt. Dies ist die gesuchte Verallgemeinerung von der end-
lichdimensionalen Diagonalisierungsformel A =3, 4 AP

Beispiel 4.49. Sei dimH < 0o und A = A*. Dann ist das Spektralmaf$ von A

E$ =) P,

AeS

wobei Py die orthogonale Projektion auf den Eigenraum ker(A — \) ist.
Beweis: Wir sehen, dass Eg := >, _¢ Py ein projektorwertiges Maf§ ist: Die Werte sind
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orthogonale Projektionen, weil die P{! paarweise orthogonal sind, E'é“ =0und B4 =1
sind klar, und o-Additivitit {iber der endlichen Menge o(A) ist trivial.

Auf der endlichen Menge o(A) ist jede Funkdion f = 37\ 4 f(A)x{ eine Trep-

penfunktion. Das durch E definierte Integral ist also

JESEOE Zf BN = Zf

A€o (A A€o (A

Wegen Z)\EU(A) AP = A (Satz 4.36) folgt nun E = E* aus Satz 4.48. Il

Beispiel 4.50. Sei # = L?([0,1]) und A der selbstadjungierte Multiplikationsoperator
(Af)(z) = x - f(x). Dann ist das Spektralmafd von A

EA(S) = M, M f=xs"f

Dies wird in Hausaufgabe H12.3 bewiesen.

Diese beiden grundlegenden Beispiele zeigen, wie Sie iiber die Spektralmafle £ nachden-
ken sollten. Im ersten, “diskreten”, Beispiel projiziert Eg‘ auf die direkte Summe von allen
Eigenriumen von A zugehorig zu Eigenwerten A € S. Im zweiten, “kontinuierlichen”, Bei-
spiel sollten Sie sich Ran E4 = {f € L2([0,1]) : supp f C S} als einen zu Spektralwerten
A €S C 0(A) gehdrigen Raum von verallgemeinerten Eigenvektoren.

Als eine erste Illustration zeigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.51. Sei A = A* € B(H) und X\ € R.
a) \ € p(A) & es existiert eine offene Umgebung A € O C R mit B4 = 0.
b) ) € 0,(A) & Ef, #0.
¢) supp B4 = o (A).
Beweis. a) = Falls A\ € p(A), so kénnen wir die offene Umgebung O = p(A) wihlen, die
EﬁA) = Xp(a)neo(a)(A) = 0 erfiille.

< Sei A € O C Roffen mit E5 = 0. Betrachte die messbare beschrinkte Funktion f : R —
R, f(z) := xm\o(2)/(A—x). Es gilt per Funktionalkalkiil mit der Funktion g(z) := (z—\)

FA) - (A= X) = (f9)(A) = xz0(4) = B(R\O) =1,
und analog (A — \) f(A) = 1. Also ist (A — \) invertierbar, dh A € p(A).
b) Zunichst sehen wir fiir A € o(A)

(A= NEY = [ @ = Vol dB () =0,

Falls v € Ran Eé\}, so gilt also Av = AEﬁ\}U = )\Eé\}v = M, dh v € ker(A — \). Dies
zeigt die Implikation Eé\} #0= X\ €oy(A).
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Ist umgekehrt A € 0,(A) und Av = Av, v # 0, so wissen wir f(A)v = f(A)v fiir alle
f e B(o(A)). Also gilt fur f = x ()

v=xpMv = xpy (A = By,
d.h. v € Ran Eé\} und damit Eé\} # 0.

) Sei K C R kompakt und E4# = 1. Dann gilt Eﬁg\K = 0. Also gilt nach Teil a) A\ €
p(A) fiiralle A ¢ K, dh 0(A) C K. Zusammen mit supp E4 C o(A) impliziert dies die
Behauptung. O

Als weitere Anwendung betrachten wir Zerlegungen des Hilbertraums H mit Hilfe von Spek-
tralprojektionen in spektrale Unterrdume. Dazu betrachten wir Borelmengen S C R, wo-
bei wir vor allem an Teilmengen des Spektrums, dh S C ¢(A), denken, und setzen Hg :=
Ran E4. Im endlichdimensionalen Fall ist z.B. o(A4) = {\;, ..., A\, und S = { )\, ..., A}
mit k& < n. Dann ist Hg die direkte Summe der Eigenriume mit Eigenwerten Aq, ..., .
Im Allgemeinen erhilt man:

Zeigen Sie, dass die spektralen Unterriume H g eines selbstadjungierten Operators A € B(H)
die folgenden Eigenschaften haben:

a) Hg ist invariant unter A, dh AHg C Hg.

b) Fir SNT = 0 gile Hg C (Hr)*.

o) o(Alug) CS.

Der Spektralsatz hat verschiedene Formulierungen. Wir haben bisher die Formulierung durch
projektorwertige Mafle und den im wesentlichen dquivalenten messbaren Kalkiil kennenge-
lernt. Nun gehen wir auch noch kurz auf die sogenannte Multiplikationsoperator-Version
ein.

Definition 4.52. Ein Vektor v € ‘H heifit zyklisch fiir einen selbstadjungierten Operator
A € B(H), falls der Unterraum span{A™v : n € Ny} ein dichter Unterraum von H

1St.

Beispiel 4.53.

a) Sei A = My der Multiplikationsoperator mit der Identititsfunktion id € C,(R)
auf L?([0, 1]). Dann ist die Funktion f(z) = 1 ein zyklischer Vektor fiir A. Denn
span{ A"v : n € Ny} enthiltalle Polynome auf [0, 1], die nach Stone-Weierstraf3
in C([0,1]) dicht liegen, was wiederum in L?([0, 1]) dicht liegt.

b) SeiH beliebig mitdim H > 1. Dann hat A = 1 keine zyklischen Vektoren (klar).

Weitere Beispiele werden in den Ubungen besprochen.

Wir betrachten nun den speziellen Fall, dass A einen zyklischen Vektor hat und zeigen, dass
A in diesem Fall “ein Multiplikationsoperator ist”.
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Satz 4.54. Sei A = A* € B(H) und seiv ein zyklischer Vektor fiir A. Sei ji, := (v, E*v).
Dann gibt es einen unitiren Operator U : H — L*(R, du,), so dass

(UAU™ f)(z) = 2f()
[yfast iiberall gilt.

Beweis. Sei g € C'(0(A)). Dann gilt
[l a3 = (o, |19 4B ) = (0,94 (A)0) = (Aol
o(A) a(A)

Also ist die Abbildung V : C(0(A)) — H, Vg := g(A)v, wohldefiniert und isometrisch,
wenn wir C'(c(A)) als (dichten) Unterraum von L*(R, dy, ) auffassen. Es gibt also eine iso-
metrische Ausdehnung V' : L?(R, dy,,) — H. Wegen der Zyklizitit von v fiir A ist das Bild
von V dicht, denn es enthilt alle Vektoren A™v. Aber ein isometrischer linearer Operator mit
dichtem Bild ist unitir'

Damit erhalten wir, g € L*(R, du,)
AVg=Ag(A)v=V(d-g) = V 'AVg=id-g.
]

Dieser Satz besagt, dass jeder selbstadjungierte Operator mit zyklischem Vektor ein Multipli-
kationsoperator ist. Man kann dieses Ergebnis auch auf beliebige selbstadjungierte Operatoren
ausdehnen, da H stets in eine direkte Summe von Unterrdumen H, zerlegt werden kann, die
jeweils unter A invariant sind und zyklische Vektoren fiir A|y, enthalten (siche z.B. [RS72,
Theorem VII.3]).

Zum Abschluss unserer Diskussion des messbaren Kalkiils skizzieren wir die Ausdehnung auf
normale Operatoren (ohne Details).

Sei A € B(H) normal, und

A=A, +iA, A, = %(A+A*), A = %(A — A%

die Zerlegung in selbstadjungierte “Real- und Imaginirteile” Ay = (A4+)*. Da A normal ist,
kommutieren A, und A_. Mit Ubung 5, Blatt 8, folgt, dass die Spektralmaf3e E?* und E;} -
fur beliebige Borelmengen S, 7" C R kommutieren.

Wir definieren nun eine Abbildung auf Produktmengen S x T' C R? durch

Esur = B4 B}

Erinnerung: Ist U : H — H isometrisch mit dichtem Bild und # € H mit x,, = Uy,, — x, dann ist wegen
der Isometrie von U auch (yy,) eine Cauchyfolge, konvergiert also gegen ein y € H. Das zeigt « = Uy, also
ist U surjektiv und damit unitir.
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Man sieht leicht, dass dies orthogonale Projektionen sind. Mit etwas mehr Arbeit kann man
zeigen, dass F sich zu einem projektorwertigen Maf§ auf der Borel-o-Algebra von R? fortset-
zen lisst. Unter der Identifizierung R? = C erhilt man dann ein projektorwertiges Maf§ auf
C mit kompaktem Triger, das wiederum A = fg( ayAAE (A) erfiillt. Dies fithrt im Endeffeke

auf den Spektralsatz fiir normale Operatoren:

Theorem 4.55. Sei A € B(H) normal. Dann gibt es ein eindeutiges projektorwertiges Maf§
EA auf der Borel-o-Algebra von C mit kompaktem Triger, das

A= / NAEA(N)
o(A)
erfiillt. Die Abbildung

B(o(A) > frs fdEA
o(A)

ist der eindeutige messbare Funktionalkalkiil fiir A.

Als Ausblick skizzieren wir, wie Spektraltheorie in der Quantenmechanik Anwendung findet.
Historisch gesehen waren diese Anwendungen eine der Hauptmotivationen fiir die Entwicklung

der Spektraltheorie.

In der Quantenmechanik werden observable Groflen (kurz: Observable) wie zB Energie, Impuls,
Ort, Drehimpuls durch selbstadjungierte Operatoren auf einem Hilbertraum #H beschrieben.
Diese Operatoren sind oft nicht beschrinkt und damit noch etwas auferhalb der Reichweite un-
serer Methoden. Nichtdestotrotz lassen sich die Hauptideen auch mit beschrinkten Operatoren
beschreiben.

Zustinde, also Beschreibungen des Zustandes, in dem ein physikalisches System vorliegt, werden
(im einfachsten Fall) durch Einheitsvektoren ¢ € H beschrieben.

In der klassischen Physik hat eine Observable wie zB “x-Koordinate des Ortes” in einem gegebe-
nen Zustand zu jedem Zeitpunkt einen festen Wert. In der Quantenphysik ist dies tiberraschen-
derweise nicht der Fall! Mathematisch formuliert ordnet die Quantenmechanik einem Paar aus
einer Observablen und einem Zustand nicht eine Zahl (=Messwert), sondern eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung zu. Es werden prinzipiell nur statistische Aussagen iiber die Verteilung der
Messergebnisse bei hiufiger Wiederholung der Messung gemacht.

Diese Situation kann gut mit Spektraltheorie beschrieben werden. Ist A = A* € B(#H) unsere
Observable und ¢ € H, ||1|| = 1, unser Zustand, so ist das Spektrum o (A) die Menge der még-
lichen Messergebnisse von A, und das gesuchte Wahrscheinlichkeitsmafd ist M;Zl = (v, E4).

Das heifSt insbesondere, dass der Erwartungswerr (Mittelwert von Messergebnissen) von A im

Zustand 1) durch
A _
[ vt = (. a0)
o(A)

gegeben ist.

Eine andere interessante Grofie ist die Standardabweichung der Messergebnisse vom Mittelwert,
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die in der Physik Unschirfe genannt wird, nimlich

Ap(A) = /{0, (A= (%, Ap))29) = ¢ / A A P

Man sieht leicht

Ay(A) = [I(A = (@, Ap))¢| = 0,

d.h. Zustinde mit verschwindender Unschirfe fiir A sind genau durch die Eigenvektoren von A
gegeben (Punktspektrum).

Eine berithmte Beziehung zwischen den Unschirfen zweier selbstadjungierter Operatoren A, B

ist die Unschirferelation

Ay(A)Ay(B) = [, [A, Bly),

(NN

die sich elementar beweisen lisst.

Auch in der Beschreibung der Dynamik (Zeitentwicklung) spielt die Spekeraltheorie eine grof3e
Rolle. In der Quantenmechanik wird die Zeitentwicklung durch die Festlegung eines selbstad-
jungierten Energieoperators H (Hamilton-Operator) fixiert, zB (H) (z) = —¢" (2)+V (2)¢(x)
fiir ¢ in einem (dichten Unterraum von) L?(R) und V einer Potentialfunktion, um die Bewe-
gung eines Teilches unter dem Kraftfeld F' = —V” zu modellieren.

Die Zeitentwicklung eines Zustandsvektors 1) € H ist dann durch
wt = eitH1/}’ te Ra

beschrieben, wobei die Exponentialfunktion per Funktionalkalkiil definiert ist. Da H selbstad-
itH

jungiert ist, ist €' unitir (isometrisch), so dass ||¢¢|| = 1 fiir alle Zeiten ¢ (Erhaltung der

Wahrscheinlichkeitsinterpretation).

In typischen Systemen lisst sich zeigen, dass die Dynamik im wesentlichen in zwei Klassen zer-
tillt: Gebundene Zustinde, fiir die 1 fiir alle Zeiten im Wesentlichen in einem endlichen Bereich
lokalisiert ist, und Streuzustinde, fur die 1)y nach £00 lduft. Diese beiden Klassen entsprechen
genau dem Punktspektrum von H (gebundene Zustinde) und dem kontinuierlichen Spektrum
von H (Streuzustinde).
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5 Kompakte Operatoren

Fiir lineare Abbildungen A : X — Y zwischen normierten Riumen X, Y sind die Begriffe
von Stetigkeit und Beschrinktheit dquivalent (Satz 1.12).

In diesem Abschnitt wenden wir uns einer Klasse von Operatoren zu, die stirkere Eigenschaf-
ten als Stetigkeit/Beschrinktheit haben und kompakt genannt werden. Wir werden sehen,
dass kompakte Operatoren dadurch charakterisitiert sind, dass sie in einem gewissen Sin-
ne “fast endlich-dimensionales Bild” haben. Aufgrund dieser Nihe zu endlichdimensionalen
Situationen sind kompakte Operatoren eine der am einfachsten handhabbaren Klassen von
Operatoren, was sich auch in ihrer Spektralzerlegung zeigen wird.

5.1 Kompakte Mengen und kompakte Operatoren

Wir erinnern zunichst an einige bereits bekannte Tatsachen zu kompakten Mengen:

* Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt, wenn jede Folge

in M eine in M konvergente Teilfolge hat.

* Eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Teilmenge eines metrischen Raums
ist auch kompaket.

* Jede kompakte Teilmenge M eines metrischen Raumes ist abgeschlossen und beschrinkt.

* Fiir Teilmengen von endlichdimensionalen Banachriumen gilt auch die Umkehrung:
Die kompakten Mengen sind genau die abgeschlossenen beschrinkten Mengen.

* Fine Teilmenge M eines vollstindigen metrischen Raumes heifSt pri-kompakt, wenn

ihr Abschluss M kompakt ist.

In Beispiel 2.33 haben wir bereits geschen, dass die abgeschlossene Einheitskugel in einem
unendlichdimensionalen Hilbertraum nicht kompake ist. Wir verallgemeinern diese Aussage
nun.

Satz 5.1. Sei X ein normierter Raum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B := {x €
X ¢ ||z|| < 1} genau dann kompakt, wenn dim X < oc.

Beweis. Wir zeigen zuerst folgende Aussage: Ist X # U C X ein abgeschlossener Unterraum
und 0 < 6 < 1, so existiert x € X mit ||z|| = 1 und

|z —ul| = 1-4, uel.

Seiy € X\U. Aufgrund der Abgeschlossenheit von U giltd := d(y,U) = inf{||y—ul| : v €
U} > 0. Also gibt es ug € U mit ||y — u|| < 1%5. Wir setzen

|y — uol|
Dann gilt ||z|| = 1, und fiir beliebiges u € U

X

H Yy B Ug _
ly —uoll  [ly — uol
1-—0.

1
o = ull = o = i ol = ol
Iy — ol

> >
ly — uol|
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Dies beendet den Beweis der Hilfsaussage.

Sei nun dim X = oo. Wir miissen zeigen, dass B nicht kompakt ist. Da B abgeschlossen ist,
miissen wir eine Folge in B konstruieren, die keine konvergente Teilfolge hat. Dazu wihlen
wir 1 € X mit ||z || = 1 beliebig und wenden die Hilfsaussauge auf den eindimensionalen
Raum U; := span{z} an. Damit finden wir z, € X mit ||25|| = 1 und ||z; — 25| > 3.
Nun betrachten wir den abgeschlossenen Unterraum Uy := span{z, 2 } und wenden wieder
die Hilfaussage an, was einen Vektor x5 mit ||z3|| = 1 und ||z — 23] > %, |xe — 3] > %
ergibt.

Induktiv erhalten wir so eine Folge von normierten Vektoren (z,,) mit ||z, — z,,| > 3 fiir
n # m. Diese Folge hat offensichtlich keine Cauchy-Teilfolge und deshalb erst recht keine
konvergente Teilfolge. N

Definition 5.2. Seien X, Y Banachriume und A : X — Y linear. Dann heifst A
kompakt, falls das Bild A(X;) des abgeschlossenen Einheitsballs in X prikompaktin Y

ist, dh falls A(X;7) C Y kompake ist.

Die Menge aller kompakten Abbildungen zwischen X und Y wird mit (X, Y") be-
zeichnet, und wie iiblich setzen wir I(X) := K(X, X).

Bemerkungen:

* Ein Operator A : X — Y ist genau dann kompakt, wenn fiir jede beschrinkte Menge
M C X das Bild A(M) C Y prikompake ist.
Beweis: Diese Aussage impliziert sicherlich unsere Definition, da X; C X beschrinke
ist. Fiir die andere Implikation sei M C X beschrinkt. Per Skalierung diirfen wir

M C Xj annehmen. Also ist A(M) eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten

Menge A(X}), also kompakt. O

* Kompakte Operatoren sind beschrinkt, dh I(X,Y) C B(X,Y),da A € £(X,Y)
den Einheitsball X; = {x € X : ||z]|x < 1} aufeine beschrinkte Menge abbildet, es
alsoC' > 0mit A(Xy) C{y €Y : |lylly < C} gibt. Das impliziert ||A]| < C' < 0.

* Beschrinkte Operatoren sind im Allgemeinen nicht kompake, zB ist die Identitit id :
X — X auf einem unendlichdimensionalen Banachraum nicht kompake: Wire id
kompake, so wire auch id(X) = X; kompakt, was nach Satz 5.1 nicht der Fall ist.

Fiir die niachste Definition erinnern wir uns daran, dass der Rang einer linearen Abbildung
A : X — Y zwischen zwei Vektorriumen X, Y als

rank A := dimRan A
definiert ist. Wir definieren dann
F(X,)Y)={AeB(X,Y): rank A < o0}
als den Vektorraum aller Operatoren mit endlichem Rang.

Operatoren mit endlichem Rang sind kompakt, dh F(X,Y) C K£(X,Y). Denn in diesem

Fall ist A(X) eine beschrinkte abgeschlossene Teilmenge des endlichdimensionalen abge-
schlossenen normierten Raums Ran X, also kompakt.
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Beispiel 5.3.

a) Sei X ein Banachraum A € B(X) und A € K\{0} so, dass dim ker(A—\) = oc.
Dann ist A nicht kompake.
Beweis: Sei (xp)nen € ker(A — \) eine beschrinkte Folge ohne konvergente
Teilfolge. Eine solche Folge existiert wegen dimker(A — A\) = oo (Satz 5.1).
Dann hat die Folge Ax,, = Az, auch keine konvergente Teilfolge. Also ist A
nicht kompakt. U

b) Ist X oder Y endlichdimensional, so gilt B(X,Y) = K(X,Y) (alle beschrinkten
Operatoren sind kompake).
Beweis: In diesem Fall hat jeder Operator endlichen Rang. O

Der folgende Satz thematisiert zwei zentrale Eigenschaften von (X, Y').

Satz 5.4. Seien X, Y, Z Banachriume.
a) K(X,Y) C B(X,Y) ist ein abgeschlossener Unterraum in Operatornorm und da-

mit ein Banachraum.

b) Fir A€ B(Y,Z)und B € B(X,Y) ist AB kompakt, falls A oder B kompakt ist.

Beweis. a) Wir zeigen zuerst, dass (X, Y') ein Vektorraum ist. Es ist klar, dass mit A €
K(X,Y)auch cA € K(X,Y) (mit ¢ € C beliebig). Seien nun A, B € K(X,Y) und (z,,)
eine beschrinkte Folge in X. Aufgrund der Kompaktheit von A gibt es eine Teilfolge (2., )k,
so dass (A, )r konvergiert, und aufgrund der Kompaktheit von B gibt es eine Teilfolge
(Tny, 1> s0 dass (Bn, )i konvergiert. Da auch (A, )i konvergiert, schen wir, dass A + B
kompaket ist. Also ist (X, Y") ein Vektorraum.

Wir zeigen nun, dass C(X,Y") in Operatornorm abgeschlossen ist. Sei dazu (A,,)nen C
K(X,Y) eine gegen A € B(X,Y') konvergente Folge. Wir miissen A € (X, Y') zeigen.

Sei (z1)ren C X eine beschrinkte Folge mit ||zx|| < 1 fiir alle & € N. Da A; kompakt ist,

)= Tk, so dass (Alef))n konvergiert. Da Ay kompakt ist, gibt es

eine Teilfolge xl(2) = :1:5111), so dass (Agxl@))l konvergiert. Beachten Sie, dass auch (Alxl(Z))l

gibt es eine Teilfolge !

als Teilfolge der konvergenten Folge (A; xg))n konvergiert.

Induktiv erhalten wir so Folgen (x,(cn))k@N, so dass (ijggn))k@N fir alle j € {1,...,n}

konvergieren. Sei nun &, := x,(ck) die “Diagonalfolge”. Per Konstruktion ist die Folge (&)
eine Teilfolge von z®) ab Folgeglied k. Also konvergiert (A, &k )ren fiir alle n € N.

Um den Beweis abzuschlieflen, miissen wir die Konvergenz von (A&, ),en zeigen. Sei dazu
e > 0. Da A, — A in Operatornorm, gibt esn € N mit ||A, — A|| < €. Da (4,&)
konvergiert, finden wir kg mit ||A4,,§ — An&;|| < € fiiri,j > k. Fiir diese Indexwerte gilt
dann

[A& — A&l < [[AG — An&ill + [[An&i — Angll + [[Ang; — A& < 32,

wobei wir ||€,,]| < 1 benutzt haben.
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b) Sei A € K(Y, Z) kompakt und B € B(X,Y) beschrinkt. Dann ist fiir jede beschrinkte
Folge (x,,) C X auch (Bxy,),, C Y eine beschrinkte Folge. Wegen der Kompaktheit von A
gibt es eine Teilfolge, so dass (ABxy, )i konvergent ist. Also ist AB € K(X, Z) kompakt.

Das Argument fiir den Fall, dass A beschrinkt und B kompake ist, verlduft analog. O]

Die letzte Eigenschaft besagt insbesondere, dass K(X') C B(X) ein beidseitiges abgeschlos-
senes Ideal ist''.

5.2 Kompakte Operatoren auf Hilbertraumen

Wir betrachten nun speziell kompakte Operatoren auf Hilbertriumen, also die Menge IC(H) C
B(H) mit H einem komplexen Hilbertraum. Zuerst zeigen wir, dass selbstadjungierte kom-
pakte Operatoren ein vergleichsweise einfaches Spektrum haben. Um die Sprechweise zu ver-
einfachen, schlieflen wir den trivialen endlichdimensionalen Fall dim H < oo aus.

Satz 5.5. Sei A € K(H) selbstadjungiert und kompakt auf einem unendlichdimensionalen
Hilbertraum H. Dann gibt es eine Folge (\,)nen C H mitlim, A, = 0, so dass

o(A) ={\,: ne N}U{0}.
Die Zablen \,, n € N, liegen im Punktspektrum o, (A), und es gilt
dimker(A — \,) < o0

Siir allen € N.

Beweis. Sei A € o(A). Dann verschwinden die Projektionen E,, := Eéfl Jnat1/n) fr kein
n € N (Lemma 4.51 a)). Wir wihlen zu jedem n € N einen normierten Vektor v,, € E,, H.
Dann gilt einerseits per Spektralkalkiil

A+1/n 1
A=l = [ e AP B0 < 2

also (A — A\)v, — 0. Andererseits konvergiert aufgrund der Kompaktheit von A die Folge
(Av,,),, (moglicherweise nach Ubergang zu einer Teilfolge). Also muss auch (Av,),, konver-
gieren. Falls A # 0 impliziert dies die Konvergenz der Folge (v,,), dh v;, = v, und wir sehen

Av = M. Dav # 0 (die Vektoren v, sind normiert), folgt A € 0,(A). Wir haben also
gezeigt:

a(A)\{0} = a,(A)\{0}.

Bis auf 0 (diese Zahl kann im Punktspektrum oder im kontinuierlichen Spektrum liegen)
besteht 0(A) also nur aus Figenwerten.

Wir zeigen als nichstes, dass 0(A) aufler 0 keine Haufungspunkte hat, dh dass (\,,) eine Null-
folge ist. Sei dazu A ein Hiufungspunkt der Folge (\,,), dh A, — A fiir & — oo. Aufgrund
der Abgeschlossenheit von o(A) folgt A € 0(A) = 0,(A). Wiederholen wir nun das obige

UFine Teilmenge I C A einer Algebra A heifSt beidseitiges Ideal, falls I ein Vektorraum ist und falls gilt:
Ael, Be A= ABeI,BA€1.
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Argument, so erhalten wir eine Folge von normierten Eigenvektoren v, € ker(A — A, ) mit
v — v € ker(A — \). Aber das ist unméglich, da Eigenvektoren zu unterschiedlichen Ei-
genwerten aufeinander senkrecht stehen. Also ist O der einzige mogliche Haufungspunkt des
Spektrums.

Wir wissen bereits aus Lemma 5.3 a), dass die Multiplizititen dim ker(A — \,,) aufgrund der
Kompaktheit von A endlich sind. Wire 0(A) endlich, miisste also dim  endlich sein, im
Widerspruch zu unserer Annahme. Also ist 0(A) unendlich und muss deshalb eine Nullfolge
sein. ]

Korollar 5.6. Ein selbstadjungierter Operator A = A* € B(H) ist kompakt genau dann,

wenn es eine Folge (Py,)nen C H von aufeinander senkrecht stehenden orthogonalen Pro-
jektionen P, von endlichem Rang mit P, = 1 und eine Nullfolge (\,)nen C R gibt,

so dass

n=1

Insbesondere besitzt H eine aus Eigenvektoren von A bestehende Orthonormalbasis. Es gilt
|Al| = max{|\,| : n € N}

Beweis. Sei A selbstadjungiert und kompakt. Dann gibt es eine Nullfolge (A,,) mit 0(A) =
{A\n : n € N}U{0}, und jedes A, ist ein Eigenwert von A.
Da das Spektralmaf$ E4 von A o-additiv ist, gilt

L=Bq =) Ej.+ By,

Entweder gilt 0 € 0,(A) (und dann Eﬁ)} # 0), oder 0 € 0.(A) (und dann Eﬁ)} = 0). In
jedem Fall ergibt der Spektralsatz

A= /)\dEA()\) => MER-

Die P, := E?An} haben nach Satz 5.5 endlichen Rang.

Wihlen wir in jedem Eigenraum eine Orthonormalbasis, so ergibt deren Vereinigung eine
Orthonormalbasis von H, die aus Eigenvektoren von A besteht. Die Behauptung tiber die
Norm folgt aus, v € H,

140* =~ APl Pavll? < max{|Aaf* : € N} - |||,

n

Um zu zeigen, dass jeder Operator der angegebenen Form auch kompakeist, sei A = >\, P,.
Wir sortieren die \,, in dem Betrage nach absteigender Reihenfolge, |A1| > |A2| > ... und
definieren Ay = Zi\;l AnP,. Dann hat Ay endlichen Rang, und es gilt ||[A — Ay|| =
1> s APull = [Ans1], was fiir N — 0o gegen Null konvergiert. Also ist A ein Normli-
mes von Operatoren mit endlichem Rang und damit kompakt. [
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Wir verallgemeinern diese Normalform nun auf allgemeine, nicht notwendigerweise selbst-
adjungierte, kompakte Operatoren.

Satz 5.7 (Normalform von kompakten Operatoren).

a) Sei A € B(H) kompakt. Dann gibt es zwei orthonormale Folgen (e,,) und ( f,,) und
eine Nullfolge von nicht-negativen reellen Zahlen (\,), so dass

Av = Z)\n(en,v)fn, v e H.

Weiterhin sind alle Operatoren dieser Form kompakt.

b) Falls A kompakt und normal ist, gibt es eine orthonormale Folge (e,,) und eine Null-
Jfolge von komplexen Zablen ((,,), so dass

Av = Zgn(en, V)en, vEH.
Weiterhin sind alle Operatoren dieser Form kompakt und normal.

Beweis. a) Wir betrachten die Polarzerlegung A = V| A| von A. Wegen Satz 5.4 b) ist mit
A auch A*A kompake, hat nach Satz 5.5 also die Form A*A = >, P, mit p, > 0.

Demnach ist [A| = VA*A =) \/iin P, auch kompakt.

Die partielle Isometrie V' erfiillt ker V' = ker A und bildet (ker A)* isometrisch auf den
abgeschlossenen Unterraum Ran V' ab. Nach Satz 5.5 gibt es eine Orthonormalbasis (e,,)
von H mit |Ale, = A\,e, (hier sind die \,, entsprechend Multiplizitit wiederholt). Da V/
auf (ker A)* eine Isometrie ist, bilden die Vektoren {f,, := Ve, : n € N, \, # 0}, eine
Orthonormalbasis von Ran V.

Damit folgt Ae,, = V|Ale,, = A\ fu, also

Av = Z An€n, ) fs

wie behauptet.

Um die Kompaktheit der angegebenen Operatoren einzusehen, argumentieren wir wie in
Satz 5.5. Es gilt || A|| = max{\,}, und Ay := ij:l An{€n,v) fr, (mit absteigend sortierten
An) ist eine Folge von Operatoren von endlichem Rang, die fiir N — oo gegen A konvergie-
ren.

b) Zuerst bemerken wir, dass der Operator in a) Aey, = A - fr und

Ao = Z M fn,v)e

erfiille. Das ergibt fiir jedes £ € N

)\2 = <€k,A*A€k> <€k,AA ek

Z)\ fnaek Z)\’fnaek . )
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Wir wihlen die Ay, in absteigender Sortierung, Ay > Ao > ... > 0, und betrachten k& = 1.
Dann ergibt Abschitzung per Dreiecksungleichung A7 = Y~ A2|(f,,, e1)|? < A}, da die Ba-
sisentwicklungskoeffizienten Y [(f,,, €1)|? = 1 etfiillen. Also 0 = >" (A3 = A\2)|(fn, €1)|%
was (fn,e1) = 0 fir n > 1 und damit (Cauchy-Schwarz-Gleichung) f; = @je; mit einem
ag € C, |az]| = 1, bedeutet.

Betrachten wir nun Ay und wenden A* auf e, an, so kénnen wir dieses Argument iterieren —
der Term n = 1 in (%) trigt wegen fi L e nicht bei. Dies zeigt, dass es fiir jedes £ € N ein
ai € C, |ag| = 1, gibt, so dass fr = ajeg. Dies zeigt die Behauptung mit (,, = a, \,,. O

Die Zahlen ), in obigem Satz sind die Eigenwerte von | A|. Sie werden Singulirwerte von A
genannt.

Korollar 5.8. Sei H ein Hilbertraum.
a) Es gilt K(H) = F(H), db jeder kompakte Operator ist ein Normlimes von Opera-

toren von endlichem Rang.

b) A € B(H) ist genau dann kompakt, wenn A* kompakt ist.

Der Beweis ergibt sich direkt aus dem vorigen Satz. Fiir allgemeine Banachriume ist die erste
Aussage falsch! Die zweite Aussage hat eine Verallgemeinerung auf Banachriume, wenn A*
durch ein Banachraum-Adjungiertes ersetzt wird.

5.3 Die Fredholmsche Alternative

Kompakte Operatoren haben viele Gemeinsamkeiten mit Operatoren auf endlichdimensiona-
len Riumen. Zum Beispiel stimmt fiir A € B(X) mit einem endlichdimensionalen Raum X
die folgende Aussage (mit fixiertem A € C): Entweder gibt es ein x € X\ {0} mit Az = Az,

oder das Inverse (A — \) ™! existiert.

Wir werden nun zeigen, dass fiir kompaktes A auf einem Banachraum diese Aussage fiir A # 0
richtig bleibt. Fiir allgemeine Operatoren ist die Aussage sicher nicht richtig (betrachte kon-
tinuierliches Spektrum) und fiir kompakte normale Operatoren auf einem Hilbertraum ist sie
sicher richtig, da wir bereits wissen, dass diese Operatoren auflerhalb von {0} nur Punktspek-
trum haben.

Im Folgenden wollen wir aber allgemeine nicht notwendigerweise normale kompakte Opera-
toren betrachten, so dass wir anders argumentieren miissen.

Satz 5.9 (Die Fredholmsche Alternative). Sei X ein Banachraum, A € C\{0}, und
A € K(X) kompakt. Dann ist genau eine der folgenden beiden Aussagen wabr:
a) Esgibt v € X\{0} mit Ax = \x.
b) A — )\ ist invertierbar.
Beweis. Wir missen zeigen: Falls A # 0 kein Eigenwert von A ist (dh wenn A — X injektiv

ist ), so ist (A — \) invertierbar (also bijektiv). Wir nehmen also A # 0 als Nicht-Eigenwert
an, und nehmen auch Ran(A — \) # X an (Widerspruchsbeweis).
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Als ersten Schritt behaupten wir: Es gibt ¢ > 0, so dass
(A= Nzl > ellz], zeX.

Es geniigt, ||| = 1 zu betrachten. Angenommen, die Behauptung wire falsch: Dann gibe
es normierte Vektoren z,, mit [|[(A — \)z,|| < L. Da A kompakt ist, konvergiert die Folge
(Az,), (eventuell nach Ubergang zu einer Teilfolge). Das impliziert (wegen A # 0), dass die
Folge (x,,) konvergiert. Sei « := lim,, z,,. Dann ist x # 0 (da ||z,,|| = 1) und Az = Az, ein
Widerspruch. Wir haben bereits in Lemma 4.9 gezeigt, dass diese untere Schranke impliziert,
dass Ran(A — \) abgeschlossen ist.

Insbesondere ist A — A : X — Ran(A — \) ein Isomorphismus von Banachriumen. Wir
betrachten nun die Riume R,, := Ran((A — \)"), die offenbar R,,;1 C R, fiirallen € N
erfiillen. R, ist abgeschlossen, und mit demselben Argument wie oben sehen wir, dass alle 17,
abgeschlossen sind. Wir behaupten R,,.1 # R, fiir alle n. Dazu wihlen wir 2 € Ran(A — \)
(méglich nach Annahme). Dann gilt (A — )"z € R,,. Falls (A — \)"z = (A — \)" Ty fiir
ein y € X, fiihre die Injektivitit von (A — A) auf x = (A — \)y, ein Widerspruch.

Wir benutzen nun die Hilfaussage aus dem Beweis von Satz 5.1 (Rieszsches Lemma), ange-
wandt auf die abgeschlossenen nichtrivialen Unterrdume R,,; C R,, C ... C X. Dies gibt
uns Vektoren z,, € R,, mit d(z,,, Rpy1) > L und ||2,| = 1.

Dies gibt eine beschrinkte Folge (), so dass, evtl nach Ubergang zu einer Teilfolge, (Ax,,),
konvergiert. Fiir n > m gilt per Konstruktion, dass z,,, (A — )z, (A — A2y, alle in Ry, 44
liegen, und deshalb Az, — Az, € \z,,, + R,,+1. Da ,;, mindestens Abstand % von R,,11
hat, folgt

Al

|Az, — Az, || > 5 0, n>m.

Aber dies ist ein Widerspruch zur Konvergenz von (Axy, ). ]

Korollar 5.10. Sei X ein Banachraum und A € K(X) kompakt. Dann ist jedes \ €
0 (A)\{0} ein Eigenwert von A mit endlicher Multiplizitit.

Beispiel 5.11. Viele Integraloperatoren sind kompakt. Zum Beispiel gilt fiir K € L?(R?),
dass der Operator

A PR) 5 IAR),  (Af)x) = / K (2, 9) (y)dy.

kompakt ist (sogar Hilbert-Schmidt). Ein weiteres Beispiel sind Integraloperatoren von

Volterra-Typ, dh L € C([0, 1])?

A:0(01) = C(0.1]),  (Af)(x) = / " Lix.y)f()dy.

Auch dieser Operator ist kompakt (hier ohne Beweis).
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Die Fredholmsche Alternative besagt in diesem Kontext: Falls die Gleichung (mit A # 0)

Af = \f

nur die triviale Losung f = 0 hat (also A kein Eigenwert von A ist), dann hat die
inhomogene Gleichung

Af=Af=g

fur alle g € X eine ecindeutige Losung. Falls die homogene Gleichung Af — Af =0
hingegen von Null verschiedene Losungen hat, so ist die inhomogene Gleichung A f —
Af = g nicht eindeutig l6sbar.

Aus der Eindeutigkeit der Losung des homogenen Problems folgt also die Existenz einer
eindeutigen Losung des inhomogenen Problems. Mit Hilfe von Neumannreihen lisst
sich diese Losung oft als Grenzwert einer Reihe angeben.
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