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In diesem Skript bezeichnet das Wort Ring einen kommutativen Ring mit Eins. Wenn
wir allgemeine Ringe zulassen, sprechen wir von nichtkommutativen Ringen (evtl. ohne Eins).
Unterringe von Ringen A enthalten immer die Eins von A. Ringhomomorphismen bilden die
Eins auf die Eins ab.

SeiK ein Körper. EineK-Algebra ist ein Ring A zusammen mit einem Ringhomomorphismus
K → A. Außer für den Nullring A = 0 ist dies eine Inklusion. Damit wird A zu einem
K-Vektorraum, so dass die Multiplikation A × A → A bilinear ist. Standardbeispiel einer
K-Algebra ist der Polynomring Pn = K[x1, . . . , xn]. Ein K-Algebrahomomorphismus φ :

A → B ist ein Ringhomomorphismus mit φ(c) = c für alle c ∈ K. Wieder bedeutet dies
nichts anderes, als dass φ zusätzlich K-linear ist.

Eigentlich muss K kein Körper sein. Sei A ein Ring. Eine A-Algebra ist ein Ring B zusam-
men mit einem Homomorphismus φ : A → B. Dieser Strukturhomomorphismus muss nicht
injektiv sein selbst, wenn B nicht der Nullring ist. Zum Beispiel ist für jedes Ideal a ⊆ A der
Ring B = A/a eine A-Algebra.

Trotzdem macht man in der Praxis keinen großen Unterschied zwischen einem Element von
A und seinem Bild in B, wenn aus dem Kontext klar ist, wo das Element liegt. Sind zum
Beispiel a ⊆ A und b ⊆ B Ideale, so bedeutet a = b ∩ B eigentlich, dass a = φ−1(b) ist.
Umgekehrt bedeutet b = Ba, dass b das von φ(a) erzeugte Ideal ist.

Eine A-Algebra B, bei der A→ B injektiv ist, nennt man eine Ringerweiterung von A.

1. Algebraische Geometrie

Die Algebraische Geometrie hat ihren Anfang im Lösen polynomialer Gleichungen. Dies
ist analog dazu, dass die Lineare Algebra sich mit dem Lösen (affin) linearer Gleichungen
beschäftigt.

Wie man schon von der Mitternachtsformel weiß, ist das Lösen reeller Gleichungen kom-
plizierter als das von Gleichungen über C. Deshalb werden wir in diesem Abschnitt durchweg
annehmen, dass der Grundkörper K algebraisch abgeschlossen ist.

Wir schauen uns zuerst diejenigen Teilmengen des Kn an, die überhaupt Lösungsmengen
von polynomialen Gleichungen sind. Dies sind bei weitem nicht alle! Zum Beispiel ist Z ⊂ C

nicht durch Polynome definierbar (warum?).

Im Folgenden bezeichnen wir den Kn mit An und nennen diesen einen affinen Raum. Dies
soll nur daran erinnern, dass die grundlegenden Funktionen Polynome sind. Sei Pn :=

K[x1, . . . , xn] der Polynomring in n Variablen.

Definition 1.1. Für eine Teilmenge E ⊆ Pn sei

V(E) = VAn(E) := {x ∈ An | f(x) = 0 für alle f ∈ E} (1.1)
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die Verschwindungsmenge oder Lösungsmenge von E. Sei umgekehrt X ⊆ An eine Teilmenge.
Dann heißt

I(X) = IPn(X) := {f ∈ Pn | f |X ≡ 0} (1.2)

das Verschwindungsideal von X. Eine Teilmenge des An von der Form VAn(E) heißt (Zariski-)
abgeschlossen.

Ist E = {f1, . . . , fm}, so schreibt man oft kürzer V(E) = V(f1, . . . , fm).

Übung 1.2. Eine Teilmenge X ⊆ A1 ist genau dann Zariski-abgeschlossen, wenn X gleich
A1 oder endlich ist.

Die Operatoren I und V haben folgende Eigenschaften:

• I(X) ⊆ Pn ist ein Ideal.
• Sei a ⊆ Pn das von E ⊆ Pn erzeugte Ideal. Dann ist V(E) = V(a).
• Sei X ⊆ An eine Teilmenge und a ⊆ Pn ein Ideal. Dann gilt

X ⊆ V(a)⇔ I(X) ⊇ a. (1.3)

• V und I sind inklusionsumkehrend.
• Für jede Teilmenge X ⊆ An gilt X ⊆ V(I(X)) mit Gleichheit genau dann, wenn X

abgeschlossen ist.
• Für jedes Ideal a ⊆ Pn gilt a ⊆ I(V(a)). Die Gleichheit werden wir weiter unten

diskutieren.
• V(0) = An und V(1) = V(Pn) = ∅.
• Seien a, b ⊆ Pn zwei Ideale. Dann gilt

V(ab) = V(a ∩ b) = V(a) ∪ V(b) (1.4)

(oder allgemeiner V(E) ∪ V(F ) = V(EF ) für Teilmengen E,F ).
• Seien aι ⊆ Pn, ι ∈ I eine Familie von Idealen. Dann gilt

V(
∑
ι

aι) =
⋂
ι

V(aι). (1.5)

Übung 1.3. (a) Verifizieren Sie die Eigenschaften von V und I. Der einzige etwas schwierigere
Punkt ist V(ab) ⊆ V(a) ∪ V(b) oder äquivalent: aus x ̸∈ V(a) und x ̸∈ V(b) folgt x ̸∈ V(ab).

(b) Seien E,F ⊆ Pn Teilmengen. Gilt dann auch V(E) ∪ V(F ) = V(E ∩ F )?

Aus den letzten drei Punkten folgt, dass die Zariski-abgeschlossenen Mengen die abgeschlosse-
nen Mengen einer Topologie auf dem An bilden. Diese heißt Zariski-Topologie. Die Zariski-
offenen Mengen sind definitionsgemäß die Komplemente abgeschlossener Mengen.
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Bemerkung 1.4. Die Zariski-Topologie ist für n ≥ 1 ganz anders als die Topologien, die
man sonst aus der Analysis kennt. Zum Beispiel hat sie nicht die Hausdorffeigenschaft. Im
Gegenteil. Wir werden sehen, dass sich im An je zwei nichtleere offene Teilmengen schneiden.
Man mache sich das am Beispiel des A1 (siehe obige Übung) klar.

Die Operatoren V und I bilden eine Korrespondenz zwischen abgeschlossenen Teilmengen
des affinen Raums und gewissen Idealen des Polynomrings. Welche sind dies? Sicher nicht
alle, denn es ist ja zum Beispiel V(x2) = V(x) = {0}, d.h. die Hauptideale (x2) und (x)

in K[x] haben dieselbe Verschwindungsmenge. Allgemein gilt, dass für f ∈ I(X) auch alle
Potenzen fN mit N ≥ 1 in I(X) liegen. Hilbert hat bewiesen, dass dies schon das Schlimmste
ist, was passieren kann. Es gilt nämlich:

Satz 1.5 (Hilbertscher Nullstellensatz). Für ein Ideal a ⊆ Pn sei X = V(a) die zugehörige
Verschwindungsmenge. Dann ist

I(X) = {f ∈ Pn | fN ∈ a für ein N ≥ 1}. (1.6)

Der Beweis ist relativ kompliziert und wird in einem späteren Abschnitt geführt. Zunächst
formulieren wir die Aussage etwas um. Dazu definieren wir für ein beliebiges Ideal a in einem
beliebigen Ring A das Radikal von a als

√
a := {a ∈ A | aN ∈ a für ein N ≥ 1}. (1.7)

Dann gilt

Lemma 1.6. Sei A ein Ring und a ⊆ A ein Ideal. Dann ist
√
a auch ein Ideal und es gilt√√

a =
√
a.

Beweis. Seien a, b ∈
√
a. Dann gibt es M,N ≥ 1 mit aM , bN ∈ a und es folgt

(a+ b)M+N =
∑

i+j=M+N

(
M +N

i

)
aibj ∈ a, (1.8)

denn aus i + j = M + N folgt i ≥ M oder j ≥ N und damit ai ∈ a oder bj ∈ a. Also ist
a + b ∈

√
a. Sei weiterhin bN ∈ a. Dann ist (ab)N = aNbN ∈ a und damit ab ∈

√
a. Dies

zeigt, dass
√
a ein Ideal ist

Zur zweiten Aussage sei a ∈
√√

a. Dann gibt es M ≥ 1 mit aM ∈
√
a. Somit gibt es N ≥ 1

mit aMN = (aM)N ∈ a. Also ist a ∈
√
a. □

Das Radikal b =
√
a hat die Eigenschaft, dass

√
b = b. Solche Ideale heißen Radikalideale.

Wir haben schon oben festgestellt, dass I(X) für jede Teilmenge X ⊆ An ein Radikalideal
ist.
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Übung 1.7. Man zeige:

(a) Ein Ideal a in einem Ring R ist genau dann ein Radikalideal, wenn der Faktorring
R/a kein nilpotentes Element enthält (d.h. aus aN = 0 folgt a = 0).

(b) Jedes Primideal ist ein Radikalideal.
(c) Beliebige Durchschnitte von Radikalidealen sind Radikalideale.
(d) Radikalideale sind genau die Durchschnitte von Primidealen. [ Hinweis: Verwenden

Sie das Zornsche Lemma.]
(e) Es gibt Radikalideale a und b, so dass a+ b kein Radikalideal ist.

Die angekündigte Umformulierung des Nullstellensatzes ist:

Satz 1.8 (Hilbertscher Nullstellensatz, Version 2). Für ein Ideal a ⊆ Pn ist I(V(a)) =
√
a.

Daraus folgt

Korollar 1.9. Die Operatoren V und I induzieren eine bijektive Korrespondenz zwischen
abgeschlossenen Teilmengen des An und Radikalidealen von Pn.

Beweis. Für abgeschlossene Mengen X ⊆ An gilt definitionsgemäß V(I(X)) = X. Sei umge-
kehrt a ein Radikalideal. Dann ist I(V(a)) =

√
a = a. □

Insbesondere folgt daraus:

Korollar 1.10. Die Ideale der Form I(X), X ⊆ An, sind genau die Radikalideale.

Übung 1.11. Seien S und T partiell geordnete Mengen und seien f : S → T und g : T → S

zwei Abbildungen mit

s ≤ g(t)⇔ f(s) ≤ t für alle s ∈ S und t ∈ T (1.9)

(ein sogenannter Galoiszusammenhang). Ein Element s ∈ S bzw. t ∈ T heiße abgeschlossen,
wenn s = gf(s) bzw. t = fg(t). Zeigen Sie:

(a) s := gf(s) ist der Abschluss von s, d.h. unter allen abgeschlossenen Elementen s′ ∈ S
mit s ≤ s′ ist s minimal. Insbesondere ist s = s. Entsprechendes gilt für t.

(b) f und g sind inklusionserhaltend.
(c) f und g induzieren zueinander inverse Bijektionen zwischen den Mengen der abgeschlosse-

nen Elemente.

Übung 1.12. Es ist im Allgemeinen ziemlich schwer, das Radikal eines Ideals zu berechnen
oder zu entscheiden, ob ein gegebenes Ideal ein Radikalideal ist. Im Spezialfall eines Haup-
tideals in Pn geht dies jedoch ziemlich leicht. Dazu verwendet man, dass Pn ein faktorieller
Ring ist. Zeigen Sie:
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(a) Das Polynom 0 ̸= f ∈ Pn habe die Primfaktorzerlegung f =
∏s

i=1 f
mi
i mit irreduziblen

und paarweise verschiedenen fi und mi ≥ 1. Dann ist
√
(f) = (f̃) mit f̃ :=

∏s
i=1 fi.

Insbesondere ist (f) genau dann ein Radikalideal, wenn f quadratfrei ist, d.h., wenn mi = 1

für alle i.

(b) Sei f ∈ Pn irreduzibel und g ∈ Pn mit f(x) = 0⇒ g(x) = 0 für alle x ∈ An. Dann ist f
ein Teiler von g.

c) Seien q1, q2 ∈ Pn zwei quadratische Polynome, welche die Quadriken Q1 = V(q1) und
Q2 = V(q2) definieren. Dann ist Q1 = Q2 genau dann, wenn q1 ein skalares Vielfaches von
q2 ist.

Auch jede abgeschlossene TeilmengeX ⊆ An besitzt eine Zariski-Topologie: Die abgeschlosse-
nen Teilmengen sind genau die abgeschlossenen Teilmengen Y ⊆ An, welche in X liegen (die
sogenannte Spurtopologie). Zum Beispiel sind im Koordinatenkreuz V(xy) die Koordinate-
nachsen V(x) und V(y) abgeschlossen.

Nun brauchen wir noch einen vernünftigen Isomorphiebegriff für Lösungsmengen. Eine Ger-
ade im A2 soll zum Beispiel isomorph zu einer Geraden im A3 sein. Oder die Gerade VA2(x1)

ist isomorph zur Parabel VA2(x2 − x21) vermöge der Abbildung φ : (x1, x2) 7→ (x2, x
2
2). Die

Umkehrung ist gegeben durch ψ(x1, x2) = (0, x1).

Definition 1.13. (a) Eine affine Varietät ist eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge eines
affinen Raumes beliebiger Dimension.

(b) Seien X ⊆ An und Y ⊆ Am zwei affine Varietäten. Eine Abbildung φ : X → Y heißt
Morphismus, wenn es eine Abbildung Φ : Am → An der Form

Φ(x1, . . . , xn) = (g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)) (1.10)

mit g1, . . . , gm ∈ K[x1, . . . , xn], Φ(X) ⊆ Y und Φ|X = φ gibt.

X
φ
//

� _

��

Y � _

��

An
Φ
// Am

(1.11)

Es ist klar, dass die Identität sowie die Verkettung von Morphismen wieder Morphismen
sind. Affine Varietäten bilden somit eine Kategorie.

Ein Morphismus An → A1 ist offenbar nichts weiter als ein Polynom. Allgemeiner ist ein Mor-
phismus X → A1 die Einschränkung eines Polynoms auf X. Solche Funktionen nennt man
regulär. Sei O(X) die Menge aller regulären Funktionen. Dann ist die Einschränkungsabbil-
dung

Pn → O(X) : f 7→ f |X (1.12)
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ein surjektiver K-Algebrahomomorphismus. Sein Kern ist I(X). Also können wir O(X) mit
dem Faktorring Pn/I(X) identifizieren. Es gilt zum Beispiel

O(∅) = Pn/Pn = 0 (Nullring), O(An) = Pn/0 = Pn. (1.13)

Man beachte, dass O(X) als Quotient des Pn nicht nur ein Ring, sondern sogar eine K-
Algebra ist.

Sei nun φ : X → Y ein Morphismus und f ∈ O(Y ). Dann ist f gleichzeitig ein Morphismus
Y → A1, so dass die Verkettung φ∗(f) := f ◦ φ : X → A1 wiederum als Element von O(X)

aufgefasst werden kann. Wir erhalten somit eine Abbildung φ∗ : O(Y ) → O(X), welche
offenbar sogar ein K-Algebrahomomorphismus ist.

Ist ψ : Y → Z ein weiterer Morphismus und g ∈ O(Z), so ist

(ψ ◦ φ)∗(g) = g ◦ ψ ◦ φ = φ∗(ψ∗(g)). (1.14)

Somit ist O ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der affinen Varietäten in die
Kategorie der K-Algebren. Der springende Punkt ist nun folgender

Satz 1.14. Der Funktor O ist volltreu, d.h. für je zwei affine Varietäten X ⊆ An und Y ⊆ Am

ist φ 7→ φ∗ eine Bijektion

Mor(X, Y )→ AlgHomK(O(Y ),O(X)). (1.15)

Insbesondere sind X und Y genau dann isomorph, wenn O(X) und O(Y ) als K-Algebren
isomorph sind.

Beweis. Wie gesagt, gilt
Mor(X,A1) = Pn/I(X) = O(X). (1.16)

Also ist wegen der universellen Eigenschaft des Polynomrings

Mor(X,Am) = O(X)m = AlgHomK(Pm,O(X)). (1.17)

Schließlich hat φ : X → Am genau dann sein Bild in Y , wenn g ◦φ = 0 ist für alle g ∈ I(Y ).
Somit gilt

Mor(X, Y ) = {φ∗ ∈ AlgHomK(Pm,O(X)) | φ∗(I(Y )) = 0} =

= AlgHomK(Pm/I(Y ),O(X)) = AlgHomK(O(Y ),O(X)). □ (1.18)

Affine Varietäten X entsprechen somit gewissen K-Algebren A = O(X). Welche sind das?
Erstens ist A als Quotient eines Polynomrings eine endlich erzeugte K-Algebra. Zweitens ist
I(X) ein Radikalideal. Dies ist äquivalent dazu, dass A keine nilpotenten Elemente enthält.
Solche Ringe nennt man reduziert. Mehr Einschränkungen gibt es nicht, wie folgender Satz
zeigt:
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Satz 1.15. Für eine K-Algebra A gibt es genau dann eine affine Varietät X mit A ∼= O(X),
wenn A reduziert und endlich erzeugt ist.

Beweis. Dass A = O(X) die angegebenen Eigenschaften hat, haben wir schon gesehen. Sei
also umgekehrt A eine reduzierte, endlich erzeugteK-Algebra. Seien a1, . . . , an ∈ A Erzeuger.
Dies bedeutet, dass Pn → A : f(x1, . . . , xn) 7→ f(a1, . . . , an) surjektiv ist. Sei a ⊆ Pn der
Kern und X = V(a). Da A reduziert ist, ist a ein Radikalideal. Nach dem Nullstellensatz
(Satz 1.5) gilt dann I(X) =

√
a = a. Also ist A ∼= Pn/I(X) = O(X). □

Zusammenfassend:

Korollar 1.16. Die Kategorie der affinen Varietäten ist kontravariant äquivalent zur Kat-
egorie der endlich erzeugten, reduzierten K-Algebren.

Da affine Varietäten X und reduzierte endlich erzeugte K-Algebren A im Prinzip ein und
dasselbe sind, müssen sich auch Eigenschaften übersetzen lassen.

Der affine Raum An entspricht offensichtlich dem Polynomring Pn = K[x1, . . . , xn]. Dem
Punkt A0 entspricht daher A = K. Der leeren Menge entspricht A = 0. Die Punkte von X

entsprechen den maximalen Idealen:

Einem Punkt x ∈ X entspricht das Ideal mx = IO(X)({x}) = {f ∈ O(X) | f(x) = 0}.
Wegen O(X)/mx = O({x}) ist mx ⊂ O(X) ein maximales Ideal. Ist umgekehrt m ⊂ O(X)

ein maximales Ideal, so gibt es eine affine Varietät Y mit O(X)/m ∼= O(Y ). Da dann O(X)

ein Körper ist, kann Y nur aus einem Punkt x ∈ X bestehen. Zusammenfassend erhalten
wir eine Bijektion zwischen X und den maximalen Idealen von O(X). Insbesondere gilt

Korollar 1.17. Die maximalen Ideale des Polynomrings K[x1, . . . , xn] sind genau die Ideale
von der Form m(ξ1,...,ξn) = (x1 − ξ1, . . . , xn − ξn).

Bemerkung 1.18. Diese Aussage ist überhaupt nicht trivial. Sie ist sogar äquivalent zum
Nullstellensatz.

Übung 1.19. Für einen Ring A sei MaxA die Menge seiner maximalen Ideale.

(a) Konstruieren Sie für alle affinen Varietäten eine natürliche Bijektion X
∼→ MaxO(X).

(b) Für eine K-Algebra A sei AK(A) die Menge aller K-Algebrahomomorphismen A→ K.
Konstruieren Sie eine natürliche Abbildung AK(A)→ MaxA und zeigen Sie, dass diese für
endlich erzeugte K-Algebren bijektiv ist.

Man kann also sagen, dass in gewissem Sinne (welchem?) Max und AK invers zu O sind.
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Bis jetzt haben wir Eigenschaften von X in Eigenschaften von O(X) übersetzt. Das geht
auch umgekehrt. Bekanntlich ist ein Nullteiler eines Ringes A ein Element a ∈ A, so dass
es b ∈ A mit b ̸= 0 und ab = 0 gibt. Ein Ring A heißt nullteilerfrei, wenn 0 ∈ A der einzige
Nullteiler ist.

Bemerkung 1.20. Beachten Sie folgende Subtilität: Im Nullring A = 0 ist 0 kein Nullteiler.
Insbesondere ist der Nullring nicht nullteilerfrei.

Die Frage ist nun, wann ist der Ring O(X) nullteilerfrei? Angenommen, er ist es nicht.
Dann gibt es zwei Funktionen f, g ∈ O(X) mit f, g ̸= 0 und fg = 0. Sei nun Y := VX(f)
und Z := VX(g). Dann sind Y und Z echte abgeschlossene Teilmengen von X mit X =

VX(fg) = Y ∪ Z. Wenn umgekehrt solche Teilmengen existieren, so gibt es 0 ̸= f ∈ IX(Y )

(wegen Y ̸= X) und 0 ̸= g ∈ IX(Z) (wegen Z ̸= X) mit VX(fg) = Y ∪Z = X, also fg = 0.
Somit wäre O(X) nicht nullteilerfrei.

Wir definieren nun

Definition 1.21. Ein topologischer Raum X heißt irreduzibel, wenn X ̸= ∅ und X nicht
die Vereinigung zweier echter abgeschlossener Teilmengen ist.

Übung 1.22. Zeigen Sie, dass für einen nicht leeren topologischen Raum X folgende Eigen-
schaften äquivalent sind:

• X ist irreduzibel.
• Aus X = Y ∪ Z mit Y, Z ⊆ X abgeschlossen folgt Y = X oder Z = X.
• Aus Y, Z ⊊ X abgeschlossen folgt Y ∪ Z ⊊ X.
• Aus U ∩ V = ∅ mit U, V ⊆ X offen folgt U = ∅ oder V = ∅.
• Aus U, V ⊆ X offen und nicht leer folgt U ∩ V ̸= ∅.

Übung 1.23. Zeigen Sie, dass ein Hausdorffraum genau dann irreduzibel ist, wenn er aus
nur einem Punkt besteht.

Also haben wir bewiesen:

Satz 1.24. Eine affine Varietät X ist genau dann irreduzibel, wenn O(X) nullteilerfrei ist.

Bemerkung 1.25. Also ist der affine Raum An mit der Zariskitopologie irreduzibel. Typis-
ches Beispiel einer reduziblen Varietät ist das Koordinatenkreuz X = VA2(x1x2) = VA2(x1)∪
VA2(x2) ⊂ A2.

Für eine abgeschlossene Teilmenge Y ⊆ X gilt O(Y ) = O(X)/IX(Y ). Da ein Faktorring
A/a genau dann nullteilerfrei ist, wenn a ein Primideal ist, erhalten wir:
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Satz 1.26. Sei X eine affine Varietät. Dann ist eine abgeschlossene Teilmenge Y ⊆ X

genau dann irreduzibel, wenn IX(Y ) ⊆ O(X) ein Primideal ist.

Da Primideale automatisch Radikalideale sind, erhalten wir

Korollar 1.27. Die Operatoren V und I bilden eine bijektive Korrespondenz

{Y ⊆ X irreduzibel und abgeschlossen} ↔ {p ⊆ O(X) Primideal} (1.19)

Zusammenfassend haben wir folgende Korrespondenz aufgestellt:

Geometrie Algebra
affine Varietät reduzierte, end. erz. K-Algebra
leere Menge Nullring
einpunktiger Raum A0 K

affiner Raum An Polynomring K[x1, . . . , xn]

irreduzible Varietät nullteilerfreie Algebra
Morphismus K-Algebrahomomorphismus
abgeschlossene Einbettung surjektiver Homomorphismus
Einbettung in einen affinen Raum Erzeugendensystem
Untervarietät Radikalideal
einpunktige Teilmenge maximales Ideal
irreduzible Untervarietät Primideal
Durchschnitt von Untervarietäten (Radikale von) Summe von Idealen
Vereinigung von Untervarietäten Durchschnitt von Idealen

2. Beweis des Nullstellensatzes

Als Erstes führen wir den Beweis des Nullstellensatzes auf den Spezialfall V (a) = ∅ und
f = 1 zurück (warum?):

Lemma 2.1. Sei a ⊂ Pn ein echtes Ideal. Dann ist V(a) ̸= ∅.

Beweis des Nullstellensatzes 1.5 unter Annahme des Lemmas. Seien f und a wie im Null-
stellensatz. Dann betrachten wir den Polynomring mit einer zusätzlichen Variablen Pn[t] =
Pn+1. Sei b ⊆ Pn[t] das Ideal, das von a und dem Polynom s(x, t) := tf(x)− 1 erzeugt wird.
Angenommen, es gibt (x0, t0) ∈ V (b). Dann ist x0 ∈ V (a) und damit nach Voraussetzung
f(x0) = 0. Andererseits ist dann 0 = s(x0, t0) = t0f(x0) − 1 = −1. Aus diesem Wider-
spruch erhalten wir V (b) = ∅. Lemma 2.1 impliziert daher b = Pn[t] und damit 1 ∈ b. Dies
bedeutet, dass es g(x, t), g1(x, t), . . . , gm(x, t) ∈ Pn[t] und a1(x), . . . , an(x) ∈ a gibt mit

1 = g(x, t)(tf(x)− 1) +
m∑
i=1

gi(x, t)ai(x). (2.1)
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Da ohne Beschränkung der Allgemeinheit f ̸= 0 ist, können wir t = 1/f(x) setzen. Der erste
Summand verschwindet dann und wir erhalten

1 =
m∑
i=1

gi(x,
1

f(x)
)ai(x). (2.2)

Sei N := max{degt gi(x, t) | i = 1, . . . ,m}, sodass g̃i(x) := f(x)Ngi(x,
1

f(x)
) ∈ Pn. Dann

liefert Multiplikation mit fN

f(x)N =
n∑
i=1

g̃i(x)ai(x) ∈ a. (2.3)

Formal gilt dies eigentlich nur im Quotientenkörper F von Pn+1, aber in der Algebravorlesung
wurde bewiesen, dass Pn+1 → F injektiv ist. Damit gilt (2.3) auch in Pn+1 und wir sind
fertig. □

Bemerkung 2.2. Diesen Beweis nennt man den Trick von Rabinowitsch. Dabei war Rabi-
nowitsch der Name des Mathematikers George Yuri Rainich, bevor er in die USA emigrierte.

Wir beginnen nun mit dem Beweis von Lemma 2.1. Sei dazu a ⊊ Pn ein echtes Ideal. Aus der
Algebravorlesung wissen wir, dass a in einem maximalen Ideal m ⊂ Pn enthalten ist. Somit
ist L := Pn/m ein Körper, welcher als K-Algebra endlich erzeugt ist. In dieser Situation gilt:

Lemma 2.3 (Zariskis Lemma, schwacher Nullstellensatz). Sei K ein Körper (nicht unbe-
dingt algebraisch abgeschlossen) und L|K eine Körpererweiterung. Angenommen L ist als
K-Algebra endlich erzeugt. Dann ist L|K eine endliche Körpererweiterung.

Beweis von Lemma 2.1 aus Lemma 2.3. Da L|K algebraisch undK algebraisch abgeschlossen
ist, gilt L = K. Dies liefert den Algebrahomomorphismus

ε : Pn ↠ Pn/a↠ Pn/m = L = K. (2.4)

Sei ξi := ε(xi) ∈ K und ξ := (ξ1, . . . , ξn). Dann ist ε nichts weiter als die Evaluation in ξ.
Wegen ε(a) = 0 folgt ξ ∈ V (a) und damit V(a) ̸= ∅. □

Übung 2.4. Leiten Sie umgekehrt Zariskis Lemma aus dem Nullstellensatz her.

Zum Beweis von Lemma 2.3 brauchen wir folgendes Hilfsmittel:

Definition 2.5. Sei A ein Ring und B eine A-Algebra. Ein Element b ∈ B heißt ganz über
A, wenn b eine Gleichung der Form

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0 (2.5)

mit an−1, . . . , a0 ∈ A erfüllt. Sind alle Elemente von B ganz über A, so heißt B ganz über A.
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Beispiel 2.6. Die Gaußschen Zahlen b = a1 + ia2 mit a1, a2 ∈ Z sind ganz über Z, denn sie
erfüllen die Gleichung b2− 2a1b+(a21+a

2
2) = 0. Wir werden später sehen, dass dies alle über

Z ganzen Zahlen aus Q(i) sind.

Lemma 2.7. Wird B als A-Algebra von Elementen erzeugt, welche über A ganz sind, so ist
B ganz über A.

Beweis. Wir müssen zeigen: Sind b, c ∈ B ganz, so ist p(b, c) für jedes Polynom p ∈ A[x, y]
ganz über A (insbesondere also b + c, bc und ab für a ∈ A). Nach Voraussetzung gibt es
Gleichungen

bd + ad−1b
d−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0 und ce + a′e−1c

e−1 + . . .+ a′1c+ a′0 = 0 (2.6)

mit ai, a′i ∈ A. Also kann man die Monome bd bzw. cd durch Monome kleineren Grades
ausdrücken. Bezeichnet man also die Monome bicj mit 0 ≤ i ≤ d − 1 und 0 ≤ j ≤ e − 1

in irgendeiner Reihenfolge mit f1, . . . , fde ∈ B, so sind offenbar alle Produkte bfi und cfi

Linearkombinationen der fj d.h. es gibt Matrizen S = (sij) und T = (tij) mit Koeffizienten
in A, sodass

bfi =
∑
j

sijfj und cfi =
∑
j

tijfj. (2.7)

Die Multiplikation mit u := p(b, c) wird durch die Matrix U = (Uij) := p(S, T ) beschrieben,
d.h. ufi =

∑
j Uijfj. Sei nun χU(x) = det(x1− U) ∈ A[x] das (normierte) charakteristische

Polynom von U . Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt χU(U) = 0. Also ist χU(u)fi = 0

für alle fi und damit χU(u) = 0. Also ist u = p(b, c) ganz über A. □

Nun kommt in gewissem Sinne der Kern des Arguments, welches besagt, dass man mit
Addition, Multiplikation und ganzen Körpererweiterungen niemals alle möglichen Nenner
produzieren kann.

Lemma 2.8. Sei K ein Körper (nicht unbedingt algebraisch abgeschlossen). Dann ist die
transzendente Körpererweiterung K(x)|K nicht ganz über irgendeiner endlich erzeugten K-
Unteralgebra.

Beweis. Angenommen K(x) wäre ganz über A = K[f1, . . . , fn]. Sei f(x) ∈ K[x] ein Haupt-
nenner der fi. Dann gilt A ⊆ K[x, 1

f(x)
]. Der Polynomring K[x] enthält unendlich viele

verschiedene normierte irreduzible Polynome (Euklids Argument). Es gibt also ein irreduzi-
bles Polynom g(x) ∈ K[x], das f(x) nicht teilt. Angenommen 1

g(x)
wäre ganz über A. Dann

würde dieses Element eine Gleichung der Form(
1

g(x)

)n
+ hn−1(x)

f(x)N

(
1

g(x)

)n−1

+ . . .+ h0(x)
f(x)N

= 0 (2.8)



12

mit hi(x) ∈ K[x] erfüllen. Multiplikation mit f(x)Ng(x)n liefert

f(x)N + hn−1(x)g(x) + . . .+ h0(x)g(x)
n = 0 (2.9)

Es folgt, dass g(x) ein Teiler von f(x)N und damit von f(x) ist. Widerspruch! Also ist zum
Beispiel 1

g(x)
nicht ganz über A. □

K[b1, . . . , bn]

ganz

endlich

K(b1)

⊇

ganz

K[E]

⊇

endl. erz.

K

⊇

Beweis von Lemma 2.3: Nach Voraussetzung ist L =

K[b1, . . . , bn]. Wir führen den Beweis durch Induktion nach n,
wobei für n = 0 nichts zu beweisen ist. Sei also n ≥ 1 und be-
trachte K ⊆ K(b1) ⊆ L. Wegen L = K(b1)[b2, . . . , bn] ist nach
Induktionsvoraussetzung L|K(b1) endlich. Somit haben alle bi
ein (normiertes) Minimalpolynom über K(b1). Sei E ⊆ K(b1)

die (endliche) Menge aller ihrer Koeffizienten und A := K[E] ⊆
K(b1) die davon erzeugte Unteralgebra. Dann sind nach Kon-
struktion b1, . . . , bn ganz über A. Aus Lemma 2.7 folgt, dass
jedes Element aus L, insbesondere also jedes Element aus K(b1) ganz über A ist. Nach Lem-
ma 2.8 kann b1 nicht transzendent über K sein. Also ist K(b1)|K und damit L|K algebraisch
(und endlich erzeugt) und damit endlich. □

Bemerkung 2.9. Es gibt zahlreiche andere Beweise des Nullstellensatzes. Man kann ihn
zum Beispiel aus dem Noetherschen Normalisierungssatz (Korollar 16.3), aus der Generischen
Flachheit (Satz 10.6) oder Chevalleys Konstruierbarkeitssatz (Satz 10.12) herleiten. Für K =

C gibt es auch einen sehr kurzen Beweis, welcher die Überabzählbarkeit von C ausnutzt:

Übung 2.10. Sei L|C eine Körpererweiterung, welche endlich erzeugt als C-Algebra ist.
Beweisen Sie L = C, indem Sie Folgendes zeigen:

(a) dimC L ≤ ℵ0.
(b) Sei x ∈ L transzendent über C. Dann ist dimC C(x) > ℵ0. [Hinweis: Betrachten Sie
{(x− z)−1 | z ∈ C} ⊆ C(x).]

3. Ringe

Sei A ein Ring. Ein maximales Ideal ist eigentlich ein maximales echtes Ideal. Ein Ideal
m ⊂ A ist genau dann maximal, wenn A/m ein Körper ist. Die Menge aller maximalen
Ideale wird mit Max(A) (das Maximalspektrum von A) bezeichnet.

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas beweist man, dass jedes echte Ideal (d.h. ̸= A) in einem
maximalen Ideal enthalten ist. Ein Hauptideal (a) = Aa ist genau dann ein echtes Ideal,
wenn a nicht invertierbar ist. Es gilt also,

A \ A× =
⋃

m∈Max(A)

m. (3.1)
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Übung 3.1. Das Jacobsonradikal ist der Durchschnitt aller maximalen Ideale

Rad(A) =
⋂

m∈Max(A)

m. (3.2)

(a) Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:
(i) a ∈ Rad(A).
(ii) 1 + (a) ⊆ A×.
(iii) Die Invertierbarkeit eines Elements hängt nur von seiner Restklasse modulo a

ab.
(b) Für ein Ideal a ⊆ A sei A = A/a und π : A → A die Projektion. Zeigen Sie, dass

Rad(A) das größte Ideal mit A× = π−1(A
×
) ist.

(c) Sei A eine endlich erzeugte Algebra über einem algebraisch abgeschlossenen Körper
K. Zeigen Sie Rad(A) = Nil(A). Berechnen Sie auch Rad(Z/nZ) für alle n ≥ 0.

Jeder Ring A ̸= 0 besitzt ein maximales Ideal. Eine besonders wichtige Klasse von Ringen
sind solche, wo es nur ein einziges gibt.

Definition 3.2. Ein Ring A heißt lokal, wenn A genau ein maximales Ideal besitzt.

Der Nullring ist nicht lokal, aber jeder Körper ist lokal. Ist A ein Hauptidealring und p ∈ A
prim, so ist der Ring A/(pn), n ≥ 1 lokal. Typischer ist der Ring

K[x](x) :=

{
p(x)

q(x)
∈ K(x)

∣∣∣∣∣ q(0) ̸= 0

}
. (3.3)

Dies sind alle rationalen Funktionen, die an der Stelle x = 0 definiert sind.

Übung 3.3. Zeigen Sie, dass K[x](x) ein lokaler Ring ist und bestimmen Sie das maximale
Ideal.

Die Redewendung „Sei (A,m) ein lokaler Ring“ bedeutet, dass A ein Ring mit einzigem
maximalen Ideal m sein soll. In diesem Fall ist k = A/m ein Körper, der sogenannte Rest-
klassenkörper von A.

Lemma 3.4. Ein Ring A ist genau dann lokal, wenn die Nichteinheiten ein Ideal bilden.

Beweis. Ist A lokal mit maximalem Ideal m, so ist A× = A\m nach (3.1). Also ist A\A× = m

ein Ideal. Sei umgekehrt m := A \ A× ein Ideal. Da echte Ideale keine Einheiten enthalten,
ist jedes echte Ideal von A in m enthalten. Es folgt, dass m das einzige echte Ideal ist. □

Nach den maximalen Idealen wenden wir uns nun den Primidealen zu. Wie bekannt, ist
a ∈ A ein Nullteiler, wenn die Multiplikationsabbildung A a·→ A nicht injektiv ist, d.h., wenn
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es ein b ̸= 0 mit ab = 0 gibt. Insbesondere ist a = 0 außer für A = 0 ein Nullteiler. Ein Ring
A heißt nullteilerfrei, wenn a = 0 der einzige Nullteiler ist. Somit ist der Nullring A = 0

nicht nullteilerfrei.

Ein Ideal p ⊆ A heißt Primideal, wenn A/p nullteilerfrei ist. Dies bedeutet p ̸= A und

a, b ̸∈ p⇒ ab ̸∈ p. (3.4)

Die Menge aller Primideale wird mit Spec(A) (das Spektrum von A) bezeichnet.

Sei nun φ : A → B ein Ringhomomorphismus und q ∈ Spec(B) ein Primideal. Dann ist
p := φ−1(q) auch ein Primideal von A. Dies liegt daran, dass A/p isomorph zum Bild von
A in B/q ist und dass Unterringe nullteilerfreier Ringe nullteilerfrei sind. Auf diese Weise
erhalten wir eine Abbildung

φ∗ : Spec(B)→ Spec(A), (3.5)

womit Spec zu einem Funktor wird.

Bemerkung 3.5. Dies steht in starkem Gegensatz zum Maximalspektrum Max(A), welches
nicht funktoriell ist, da Unterringe von Körpern im Allgemeinen keine Körper sind. Aus
diesem Grunde spielen Primideale eine größere Rolle als maximale Ideale.

Übung 3.6. Finden Sie einen Ringhomomorphismus φ : A → B und ein maximales Ideal
m ⊂ B, sodass φ−1(m) ⊂ A kein maximales Ideal ist.

Übung 3.7. Sei K ein Körper. Zeigen Sie, dass Max ein Funktor auf der Kategorie der
endlich erzeugten K-Algebren ist.

Auch das Spektrum Spec(A) trägt eine Topologie, welche ebenfalls Zariskitopologie genannt
wird. Dazu definiert man eine Teilmenge von Spec(A) als abgeschlossen, wenn sie von der
Form

V(a) := {p ∈ Spec(A) | a ⊆ p} (3.6)

für ein Ideal (oder einfach nur Teilmenge) a ⊆ A ist. Dann gelten die Relationen (1.4) und
(1.5). Hier ist wieder nur der ⊆-Teil der zweiten Gleichung nicht trivial. Wir müssen also
zeigen: Seien a, b ⊆ A Ideale und p ⊂ A ein Primideal. Dann gilt

p ∈ V(ab)⇔ ab ⊆ p⇒ a ⊆ p oder b ⊆ p⇔ p ∈ V(a) ∪ V(b). (3.7)

Denn angenommen a, b ̸⊆ p. Dann wähle a ∈ a, b ∈ b mit a, b ̸∈ p. Aber dann ist ab ∈ ab

mit ab ̸∈ p, da p prim ist.

Die Zariskitopologie von Spec(A) ist noch merkwürdiger als die einer affinen Varietät. Zum
Beispiel sind einpunktige Mengen nicht mehr abgeschlossen. Genauer gesagt gilt, dass {p}
genau dann abgeschlossen ist, wenn p ein maximales Ideal ist. Auf der anderen Seite ist das
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Nullideal (0) für einen nullteilerfreien Ring in jeder offenen Menge enthalten. Man nennt dies
den generischen Punkt von Spec(A).

Man kann auch umgekehrt die offenen Mengen von Spec(A) charakterisieren. Dafür definieren
wir für jedes a ∈ A die Teilmenge

D(a) := {p ∈ Spec(A) | a ̸∈ p}. (3.8)

Als Komplement von V(a) ist D(a) ⊆ Spec(A) offen. Weiterhin ist wegen V(a) =
⋂
a∈a V(a)

jede offene Menge die Vereinigung von Mengen der Form D(a). Diese bilden also eine Basis
für die offenen Mengen der Zariskitopologie.

Übung 3.8. Zeigen Sie, dass die Zariskitopologie von Spec(A) quasikompakt ist, d.h., dass
jede offene Überdeckung eine endliche Teilüberdeckung besitzt. Bemerkung: Die Zariskitopolo-
gie ist nicht kompakt, weil sie nicht Hausdorff ist.

Für eine beliebige Teilmenge X ⊆ Spec(A) definiert man das Ideal

I(X) := {a ∈ A | a ∈ p für alle p ∈ X} =
⋂
p∈X

p. (3.9)

Mit anderen Worten ist I(X) das größte Ideal a mit X ⊆ V(a). Daher ist X genau dann
abgeschlossen, wenn X = V(I(X)) ist. Es gilt nun folgender Nullstellensatz, welcher im
Gegensatz zu Hilberts Nullstellensatz relativ einfach zu beweisen ist und in völliger Allge-
meinheit für alle Ringe gilt. Es folgt, dass die abgeschlossenen Teilmengen von Spec(A) genau
die Radikalideale von A entsprechen.

Satz 3.9. Sei A ein Ring und a ⊆ A ein Ideal. Dann gilt

I(V(a)) =
⋂
a⊆p

p =
√
a. (3.10)

Beweis. Die erste Gleichung folgt aus den Definitionen von V und I. Für die zweite Gleichung
betrachte den Faktorring π : A → A = A/a. Dann ist die linke Seite einfach π−1(

⋂
p⊂A p)

und die rechte π−1(
√

(0)). Es genügt also, den Spezialfall a = 0 zu beweisen. Dieser ist
Gegenstand des folgenden Satzes 3.10. □

Das Ideal
Nil(A) :=

√
(0) = {a ∈ A | an = 0 für ein n > 0} (3.11)

heißt Nilradikal von A. Dann gilt

Satz 3.10. Sei A ein Ring. Dann ist

Nil(A) =
⋂

p∈Spec(A)

p. (3.12)
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Beweis. Sei a ∈ A nilpotent und p ∈ Spec(A) beliebig. Da A/p nullteilerfrei ist, gilt
Nil(A/p) = 0. Also ist a ∈ p.

Sei umgekehrt a ∈ A nicht nilpotent, d.h. an ̸= 0 für alle n ≥ 0. Aufgrund des Zornschen
Lemmas gibt es ein maximales Ideal p ⊂ A mit an ̸∈ p für alle n ≥ 0. Wir zeigen, dass p ein
Primideal ist, das a nicht enthält. Seien dazu b, c ̸∈ p. Dann sind (b)+p und (c)+p echt größer
als p und enthalten deshalb eine Potenz am bzw. an. Es gilt dann am+n = aman ∈ (bc) + p.
Wegen am+n ̸∈ p gilt auch bc ̸∈ p. □

Wie im geometrischen Fall sagen wir, dass Spec(A) irreduzibel ist, wenn es nicht echte Vere-
inigung von zwei abgeschlossenen Teilmengen ist.

Satz 3.11. Der Raum X := Spec(A) ist genau dann irreduzibel, wenn Nil(A) ein Primideal
ist.

Beweis. Wegen Spec(A) = Spec(A/Nil(A)) können wir Nil(A) = 0 annehmen. In dem Fall
ist V(a) = Spec(A) äquivalent zu a = 0 (Satz 3.10). Nun ist (0) genau dann ein Primideal,
wenn A nullteilerfrei ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es keine Ideale a1, a2 ̸= 0 mit
a1a2 = 0 gibt. Wegen V(a1a2) = V(a1) ∪ V(a2) ist dies zur Irreduzibilität von Spec(A)

äquivalent. □

Die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen korrespondieren genau zu den Primidealen von
A, sind also von der Form {p}. Eine irreduzible Komponente ist eine maximale irreduzible
Teilmenge. Diese entsprechen den minimalen Primidealen. Der folgende Satz besagt, dass
jede abgeschlossene Teilmenge von Spec(A) Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten ist.

Satz 3.12. Sei A ein Ring, p ⊂ A ein Primideal und a ⊆ p ein Ideal von A. Dann gibt es
unter allen Primidealen q ein minimales mit a ⊆ q ⊆ p.

Beweis. Die Primideale zwischen a und p entsprechen genau den Primidealen von A/a, die
in p/a enthalten sind. Indem wir A durch A/a ersetzen, können wir a = 0 annehmen. Wir
ordnen nun die Menge S aller q ∈ Spec(A), die in p enthalten sind, inklusionsumkehrend an:
q1 ≤ q2 genau dann, wenn q1 ⊇ q2. Wir zeigen, dass das Zornsche Lemma auf S anwendbar
ist. Sei dazu K ⊆ S eine Kette von Primidealen, d.h. eine Teilmenge mit q1 ⊆ q2 oder
q1 ⊇ q2 für je zwei Elemente q1, q2 ∈ K. Der Durchschnitt r :=

⋂
K ist ein Ideal. Es ist

sogar ein Primideal, denn für alle a, b ̸∈ r gibt es ein q ∈ K mit a, b ̸∈ q. Da q prim ist, liegt
ab nicht in q und somit erst recht nicht in r. Das Zornsche Lemma liefert nun das gesuchte
minimale Primideal. □

Bemerkung 3.13. 1. Sprachgebrauch: Wenn q den Bedingungen des Satzes genügt, so sagt
man, dass q ein minimales Primideal über a ist oder dass q ein minimales Primideal ist, das
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über a liegt. Das Wort „minimal“ bezieht sich also auf „Primideal über a “ und nicht nur auf
„Primideal“. Es ist also nicht so, dass q ein minimales Primideal von A ist, welches zusätzlich
a enthält.

2. Logisch gesehen ist das Ideal a im Satz ziemlich überflüssig, da das minimale Primideal
über a nichts weiter als das Urbild eines echten minimalen Primideals im Ring A/a ist.
Trotzdem ist es üblich, die Aussage mit a zu formulieren, da diese Situation in der Praxis
oft vorkommt und man nicht immer zum Quotienten A/a übergehen will.

Satz 3.10 lässt sich nun dahingehend verschärfen, dass Nil(A) der Durchschnitt der minimalen
Primideale ist. Später werden wir mit Satz 6.16 sehen, dass noethersche Ringe sogar nur
endlich viele minimale Primideale besitzen.

Die folgende technische Eigenschaft von Primidealen wird nützlich sein.

Satz 3.14 (Prime Avoidance). Seien p1, . . . , pn ⊂ A Primideale und a ⊆ A ein Ideal mit
a ⊆ p1 ∪ . . . ∪ pn. Dann gilt a ⊆ pi für ein i.

Beweis. Induktion nach n. Da die Fälle n = 0 und n = 1 trivial sind, sei n ≥ 2. Angenommen
a ̸⊆ pi für alle i. Dann müssen wir zeigen, dass es ein a ∈ a mit a ̸∈ pi für alle i gibt1.

Für jedes feste j = 1, . . . , n wenden wir nun die Induktionshypothese auf p1, . . . , p̂j, . . . , pn
an. Damit erhalten wir Elemente a1, . . . , an ∈ a mit aj ̸∈ pi für alle i ̸= j. Ist aj ̸∈ pj für ein
j, so sind wir fertig. Es bleibt der Fall aj ∈ pj für alle j. Betrachte dann das Element

a := a1 + a2 . . . an ∈ a. (3.13)

Einerseits gilt a ̸∈ p1 wegen a1 ∈ p1 und a2 . . . an ̸∈ p1 (da p1 prim ist!). Für jedes j ≥ 2 gilt
andererseits a1 ̸∈ pj und a2 . . . an ∈ pj und somit a ̸∈ pj. □

Bemerkung 3.15. Geometrisch ist der Satz ziemlich trivial: Seien Y, Z1, . . . , Zn ⊆ X

abgeschlossene Teilmengen mit Zi ̸⊆ Y für alle i. Dann gibt es eine Funktion f ∈ O(X)

mit f |Y = 0 und f |Zi
̸= 0 für alle i.

Übung 3.16. Zeigen Sie, dass Prime Avoidance gültig bleibt, wenn:

(a) die Ideale pi beliebig sind, aber A einen unendlichen Körper enthält oder
(b) die Ideale pi lediglich Radikalideale statt Primideale sind oder
(c) maximal zwei der pi keine Radikalideale sind.

Zeigen Sie schließlich mit einem Gegenbeispiel, dass Prime Avoidance für drei beliebige Ideale
p1, p2, p3 nicht gültig ist.

1Diese kontrapositive Formulierung erklärt den Namen „Prime Avoidance“.
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4. Moduln

Man kann Teile der linearen Algebra verallgemeinern, indem man den Körper K durch einen
beliebigen Ring A ersetzt. Dabei erhält man den Begriff des A-Moduls2

Ein Modul hat dieselben Axiome, außer dass K durch A ersetzt wird. In der kompaktesten
Form ist ein A-Modul eine abelsche Gruppe M zusammen mit einem (unitären) Ringhomo-
morphismus

µ : A→ End(M). (4.1)

Man hat also auf M eine Addition. Die Abbildung µ kann man auch in Form einer Multip-
likation A ×M → M : (a,m) 7→ am := µ(a)(m) kodieren. Wir erhalten dann zusätzlich zu
den vier Axiomen einer abelschen Gruppe folgende vier weitere Axiome:

µ(a) ist ein Endomorphismus: a(m+ n) = am+ an

µ ist additiv: (a+ b)m = am+ bm

µ ist multiplikativ: (ab)m = a(bm)

µ ist unitär: 1m = m

Beispiel 4.1. (a) Jeder Ring A ist über sich selbst mit Hilfe der Ringmultiplikation ein
A-Modul.

(b) Sei K ein Körper. Dann ist wie erwähnt ein K-Modul nichts weiter als ein K-
Vektorraum.

(c) Jede abelsche Gruppe trägt gratis eine Modulstruktur, denn man kann immer mit
einem Element aus Z multiplizieren. In der Tat sind Z-Moduln dasselbe wie abelsche
Gruppen.

(d) Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum und φ ein K-Endomorphismus von V . Dann
kann man V zu einem Modul über dem Polynomring K[x] machen, indem man (wie
üblich) definiert

f(x) · v := f(φ)(v). (4.2)

Umgekehrt ist ein K[x]-Modul M äquivalent zu einem Paar (V, φ): Man nimmt V =

M als abelsche Gruppe. Wegen K ⊆ K[x] kann man insbesondere mit Elementen
aus K multiplizieren, d.h. V ist ein K-Vektorraum. Schließlich liefert Multiplikation
mit x einen K-Endomorphismus von V .

(e) Man kann die letzten beiden Beispiele zusammenfassen, denn sowohl Z als auch
K[x] sind Hauptidealringe. Auf diese Weise sind die Klassifikation endlicher abelscher
Gruppen und die Theorie der Jordannormalform nur Spezialfälle ein und desselben
Satzes, nämlich der Klassifikation (endlich erzeugter) Moduln über Hauptidealringen.
Das ist ziemlich spektakulär, denn abelsche Gruppen und Konjugationsklassen haben
auf den ersten Blick nichts miteinander zu tun.

2Betonung Módul statt Modúl. Der Plural ist Móduln statt Modúle.



19

Wir spulen nun den üblichen Begriffskanon der linearen Algebra für Moduln ab.

Ein A-Untermodul ist eine Untergruppe N ⊆M mit an ∈ N für a ∈ A und n ∈ N . Beachte,
dass die Untermoduln von M = A genau die Ideale von A sind.

Ein A-Homomorphismus zwischen zwei A-Moduln ist eine Abbildung φ :M → N mit

φ(rm) = rφ(m). (4.3)

Die Verkettung von A-Homomorphismen ist wieder ein A-Homomorphismus. Bild und Kern
eines A-Homomorphismus sind A-Untermoduln. Der Quotient M/N zweier Moduln ist auch
ein Modul. Summe und Durchschnitt einer beliebigen Familie von Untermoduln ist ein Unter-
modul. Es gelten die noetherschen Isomorphiesätze:

Satz 4.2. Sei A ein Ring. Dann gibt es folgende Isomorphismen von A-Moduln.

(a) Für jeden Homomorphismus φ :M → N ist M/ kerφ
∼→ Bildφ.

(b) Seien L,N ⊆M Untermoduln. Dann ist N/(L ∩N)
∼→ (L+N)/L.

(c) Seien L ⊆ N ⊆M Untermoduln. Dann ist (M/L)/(N/L)
∼→M/N .

Es gilt auch das Korrespondenzprinzip: Sei N ⊆M ein Untermodul. So korrespondieren die
Untermoduln von M/N genau den Untermoduln von M , die N enthalten.

Übung 4.3. Beweisen Sie Satz 4.2. Man beachte, dass die Isomorphismen für abelsche
Gruppen schon existieren. Man muss nur noch die Kompatibilität mit der A-Multiplikation
überprüfen.

Die Isomorphiesätze können durch eine elegante Notation handhabbarer gemacht werden.
Sei dazu φ :M → N ein Homomorphismus. Dann ist

φ injektiv ⇔ kerφ = 0 ⇔ kerφ = Bild(0→M)

φ surjektiv ⇔ Bildφ =M ⇔ Bildφ = ker(N → 0)
(4.4)

Strukturell lässt sich das zusammenfassen. Seien

M1
φ1−→M2

φ2−→M3 (4.5)

zwei verkettbare Homomorphismen. Dann sagt man, diese Sequenz ist exakt in M2, wenn

Bildφ1 = kerφ2. (4.6)

Eine längere Sequenz
M1

φ1−→M2
φ2−→ . . .

φn−2−→ Mn−1
φn−1−→ Mn (4.7)

heißt exakt, wenn sie in M2, . . . ,Mn−1 exakt ist. Für φ :M → N erhält man also

φ ist injektiv ⇔ 0→M → N ist exakt,
φ ist surjektiv ⇔ M → N → 0 ist exakt.

(4.8)
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Von besonderer Bedeutung sind exakte Sequenzen der Form

0 −→M1
φ1−→M2

φ2−→M3 −→ 0, (4.9)

welche kurze exakte Sequenzen heißen. Sie bedeuten, dass M2/φ1(M1) isomorph zu M3 ist.
Der noethersche Homomorphiesatz für φ : M → N ist somit äquivalent zur kurzen exakten
Sequenz

0→ kerφ→M → Bildφ→ 0. (4.10)

Der zweite Isomorphiesatz lässt sich auch als kurze exakte Sequenz ausdrücken:

0 −→ N/L −→M/L −→M/N −→ 0. (4.11)

Zu je zwei Moduln M1 und M3 gibt es immer einen Modul M2, der in eine kurze exakte
Sequenz passt, nämlich M2 =M1 ⊕M3:

0 −→M1
φ1−→M1 ⊕M3

φ2−→M3 −→ 0 (4.12)

mit φ1(m1) = (m1, 0) und φ2(m1,m3) = m3. Eine Sequenz von dieser Form heißt spaltbar
(engl. split). Spaltbare Sequenzen sind die schönsten und kommen wegen des folgenden
Kriteriums relativ oft vor:

Lemma 4.4. Für eine kurze exakte Sequenz

0 // M1

φ1
// M2

φ2
//

ϱ

ff
M3

//

σ

ff
0 (4.13)

sind äquivalent:

(a) Die Sequenz ist spaltbar.
(b) φ1 besitzt eine Retraktion, d.h. einen Homomorphismus ϱ : M2 → M1 mit ϱ ◦ φ1 =

idM1.
(c) φ2 besitzt einen Schnitt, d.h. einen Homomorphismus σ :M3 →M2 mit φ2◦σ = idM3.

Beweis. Es gilt
M2
∼= ker ϱ⊕ kerφ2

∼= Bildφ1 ⊕ Bildσ. (4.14)
□

Übung 4.5. Zeigen Sie, dass folgende Sequenz nicht spaltbar ist:

0 −→ Z/pZ
p·−→ Z/p2Z

mod p−→ Z/pZ −→ 0 (4.15)

Ein Modul M heißt frei, wenn er isomorph zu einer (möglicherweise unendlichen) direkten
Summe

A⊕E := {(ae)e∈E | ae ∈ A und ae = 0 für fast alle e} (4.16)
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von A mit sich selbst ist. Ist M ∼= An frei mit n <∞, so heißt n der Rang rkM von M . Für
A ̸= 0 ist er tatsächlich wohldefiniert, denn ist m ⊂ A ein maximales Ideal, so ist K = A/m

ein Körper und wir haben rkM = dimKM/mM = n.

Freie Moduln sind genau die, die eine Basis besitzen: Es gibt Elemente m1, . . . ,mn, sodass
sich jedes m ∈ M eindeutig als Linearkombination m =

∑
i aimi schreiben lässt. Genau

wie in der linearen Algebra gilt für freie Moduln das Prinzip der linearen Fortsetzung : Sei
B ⊂ M eine Basis von M und N ein beliebiger Modul. Dann lässt sich jede Abbildung
B → N eindeutig zu einem Homomorphismus M → N fortsetzen3:

B � � //

  

M

∃! Hom.
��

N

(4.17)

Insbesondere haben wir

HomA(A
n, N) = Abb({1, . . . , n}, N) = Nn und (4.18)

HomA(A
n, Am) = Mat(m× n,A). (4.19)

Von besonderem Interesse sind Automorphismen des An. Diese werden durch n×n-Matrizen
und zwar durch

GL(n,A) := {A ∈ Mat(n×n,A) | es gibt B ∈ Mat(n× n,A) mit AB = BA = 1n}. (4.20)

Für invertierbare Matrizen gilt das Determinantenkriterium:

Lemma 4.6.
GL(n,A) = {A ∈ Mat(n× n,A) | det(A) ∈ A×}. (4.21)

Beweis. Ist B invers zu A, so gilt det(A) det(B) = det(AB) = 1. Somit ist det(A) ∈ A×. Sei
umgekehrt det(A) ∈ A× und A# die Adjunkte von A. Dann ist B = det(A)−1A# invers zu
A. □

Jeder Modul N ist Quotient eines freien Moduls. Sei dafür E ⊆ N eine erzeugende Menge.
Dann ist (per definitionem) die induzierte Abbildung

M := A⊕E ↠ N (4.22)

surjektiv. Ein A-Modul heißt endlich erzeugt, wenn es endlich viele Elemente m1, . . . ,mn ∈
M mit M =

∑
iAmi gibt. Endlich erzeugte Moduln sind also genau die Quotienten freier

Moduln endlichen Ranges. Der Kern besteht aus den Relationen zwischen den Elementen
von E . Wählen wir eine Menge von Erzeugern R, so erhalten wir eine exakte Sequenz

A⊕R φ→ A⊕E → N → 0. (4.23)

3d.h. Abb(E,N) = HomA(A
⊕E , N)
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Diese nennt man eine Präsentation von M . Wegen N = coker(φ) ist N eindeutig durch φ

bestimmt. Kann man sowohl E als auch R endlich wählen, so heißt N endlich präsentiert.
Diese sind somit durch die endliche E ×R-Matrix φ bestimmt.

Satz 4.7. Sei M ein endlich präsentierter Modul und sei φ ein surjektiver Homomorphismus
von einem endlich erzeugten Modul N auf M . Dann ist kerφ ebenfalls endlich erzeugt.

Beweis. Sei K = kerφ. Dann kann man folgendes kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen und exakter Spalte konstruieren:

Am

��

0 // P //

��

Al //

��

An //

��

0

0 // K // N // M //

��

0

0

(4.24)

Die zweite Zeile ist gegeben. Die dritte Spalte drückt aus, dass M endlich präsentierbar ist.
Da N und An endlich erzeugt sind, kann man Al so einfügen, dass die davon ausgehenden
Abbildungen surjektiv sind. Der Kern P ist endlich erzeugt, da die erste Zeile offenbar
spaltbar ist. Das Schlangenlemma 29.2 (oder ein direktes Argument) liefert einen surjektiven
Homomorphismus An → coker(P → K). Daraus folgt, dass auch K endlich erzeugt ist. □

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem klassischen Satz.

Satz 4.8 (Chinesischer Restsatz). Seien a1, . . . , an Ideale eines Rings A mit ai+ aj = A für
alle i ̸= j. Dann gilt

a := a1 ∩ . . . ∩ an = a1 · . . . · an (4.25)

und für jeden A-Modul M ist die kanonische Abbildung

ε :M/aM
∼−→M/a1M ⊕ . . .⊕M/anM : m+ aM 7→ (m+ a1M, . . . ,m+ anM) (4.26)

ein Isomorphismus.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall n = 2. Wegen a1 + a2 = A gibt es e1 ∈ a1, e2 ∈ a2

mit e1 + e2 = 1. Ist also a ∈ a1 ∩ a2, so ist a = (e1 + e2)a = e1a + e2a ∈ a1a2. Dies zeigt
a1 ∩ a2 = a1a2. Definiere nun die Abbildung in umgekehrter Richtung

η :M/a1M ⊕M/a2M →M/aM : (m1 + a1M,m2 + a2M) 7→ e2m1 + e1m2 + aM. (4.27)

Wegen e2a1, e1a2 ⊆ a1a2 = a ist η wohldefiniert. Weiterhin gilt

ηε(m+ aM) = e2m+ e1m+ aM = m+ aM (4.28)
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sowie

εη(m1 + a1M,m2 + a2M) = (e2m1 + e1m2 + a1M, e2m1 + e1m2 + a2M) =

= (e2m1 + a1M, e2m1 + a2M) =

= ((1− e1)m1 + a1M, (1− e2)m2 + a2M) =

= (m1 + a1M,m2 + a2M).

(4.29)

Also ist ε ein Isomorphismus.

Wir zeigen nun den allgemeinen Fall durch Induktion nach n. Für n = 1 ist nichts zu zeigen.
Sei also n ≥ 2. Sei b := a2 . . . an. Nach Voraussetzung gibt es ei ∈ a1 und e′i ∈ ai mit
ei + e′i = 1 für i ≥ 2. Wegen 1 =

∏n
i=2(ei + e′i) ∈ a1 + b ist die Voraussetzung auch für a1, b

erfüllt. Nach Induktion und dem Fall n = 2 gilt nun

a1 ∩ (a2 ∩ . . . ∩ an) = a1 ∩ b = a1b = a1 . . . an (4.30)

sowie

M/aM
∼→M/a1M ⊕M/bM

∼→M/a1M ⊕ (M/a2M ⊕ . . .⊕M/anM). (4.31)
□

Bemerkung 4.9. Der chinesische Restsatz wird meist für den Fall, dass alle ai maximal
sind, angewendet. In dem Fall läuft nämlich ai + aj = A einfach auf ai ̸= aj hinaus.

5. Projektive und injektive Moduln

Das Prinzip der linearen Fortsetzung hat auch folgende Konsequenz. Sei F ∼= AE ein freier
Modul mit Basis E und sei M ↠ N ein surjektiver Homomorphismus. Jeder Homomorphis-
mus F → N ist gegeben durch ihre Einschränkung E → N . Da man diese zu einer Abbildung
E →M liften kann, erhält man auch eine Fortsetzung F →M .

F

��}}

M // // N

(5.1)

Somit ist jeder freie Modul projektiv im folgenden Sinne:

Definition 5.1. Ein A-Modul P heißt projektiv, wenn es zu jedem surjektiven Homomor-
phismus π : M ↠ N und jedem Homomorphismus φ : P → N einen Homomorphismus
ψ : P →M mit φ = πψ gibt.

P
φ
��

ψ

}}

M
π
// // N

(5.2)

Mit anderen Worten: Für jeden surjektiven Homomorphismus M ↠ N ist

π◦ : HomA(P,M)→ HomA(P,N) (5.3)
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surjektiv.

Übung 5.2. Zeigen Sie: Ein Modul P ist genau dann projektiv, wenn der Funktor

M 7→ HomA(P,M) (5.4)

exakt ist, d.h. für jede exakte Sequenz L→M → N ist

HomA(P,L)→ HomA(P,M)→ HomA(P,N) (5.5)

exakt.

Projektive Moduln unterscheiden sich nicht sehr von freien:

Satz 5.3. Ein A-Modul P ist genau dann projektiv, wenn er isomorph zu einem direkten
Summand eines freien Moduls ist, d.h. es gibt einen Modul Q, sodass P ⊕Q frei ist.

Beweis. Sei F = P ⊕ Q frei. Der Homomorphismus φ : P → N induziert einen Homomor-
phismus F ↠ P → N . Dieser lässt sich zu F → M anheben. Die Einschränkung auf P ist
dann ψ.

Ist umgekehrt P frei. Dann gibt es eine Surjektion π : F ↠ P mit F frei. Die Identität P → P

liftet zu einem Homomorphismus ψ : P → F mit πψ = idP . Es folgt F = ψ(P )⊕ kerπ mit
P ∼= ψ(P ). □

Übung 5.4. Zeigen Sie, dass endlich erzeugte projektive Moduln endlich präsentiert sind.

Beispiel 5.5. Für nullteilerfreie kommutative Ringe ist es gar nicht so einfach, projektive
Moduln zu konstruieren, welche nicht frei sind. Seien dazu K ein Körper mit charK ̸= 2,
q := x21 + . . . + x2n ∈ Pn = K[x1, . . . , xn], B := Pn[1q ], A := {f ∈ B | f(−x) = f(x)} und
P := {f ∈ B | f(−x) = −f(x)}. Dann ist P als A-Modul projektiv aber nicht frei.

Zunächst einmal sind je zwei Elemente f1, f2 ∈ P linear abhängig. In der Tat gilt zum Beispiel
g1f1 + g2f2 = 0 mit g1 = x1f2, g2 = −x1f1 ∈ A. Wenn also P frei wäre, müsste P = Af mit
f ∈ P sein. Wegen q ∈ A× kann man f ∈ Pn annehmen. Es gibt dann gi ∈ A ∩ Pn und
N ≥ 0 mit xi = gi

qN
f für alle i. Somit ist f ein Teiler von qNxi. Da q für n ≥ 3 irreduzibel ist

(warum?), folgt daraus f = aiq
Nixi mit ai ∈ K∗ für alle i. Das widerspricht der Faktorialität

von Pn.

Nun zeigen wir, dass P ein direkter Summand von An und damit projektiv ist. Sei x der
Zeilenvektor (x1, . . . , xn) ∈ P n und fasse die Elemente von An als Spaltenvektoren auf. Dann
definieren wir die Homomorphismen π : An → P und σ : P → An durch die Matrizen x

beziehungsweise 1
q
xt. Wegen π(σ(f)) = f

q
xxt = f ist σ ein Schnitt von π. Nach Lemma 4.4

ist P isomorph zu einem direkten Summanden von An.
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Bemerkung 5.6. Schon projektive Moduln über dem Polynomring Pn haben sich als schwierig
erwiesen. Im Jahr 1955 hat J.-P. Serre das Problem aufgeworfen 4, ob alle endlich erzeugten
projektiven Pn frei sind. Dies wurde erst 1976 unabhängig von D. Quillen und A. Suslin
bewiesen. Beide Beweise sind elementar aber trickreich.

Der duale Begriff zu projektiv ist injektiv, d.h. ein A-Modul E heißt injektiv, wenn er folgende
Eigenschaft hat: Für jeden injektiven Homomorphismus φ : N ↪→ M von A-Moduln und
jeden Homomorphismus ψ : N → E gibt es einen Homomorphismus ψ : M → E mit
ψ = ψ ◦ φ.

N �
� φ
//

ψ !!

M

ψ
��

E

(5.6)

Mit anderen Worten: Für jeden injektiven Homomorphismus N ↪→M ist

HomA(M,E)→ HomA(N,E) (5.7)

surjektiv.

Offenbar reicht es, fürN einen Untermodul vonM zu nehmen. Dann lässt sich die Eigenschaft
so umformulieren: Jeder Homomorphismus eines Untermoduls von M nach E lässt sich auf
ganz M fortsetzen.

Bemerkung 5.7. 1. Ist A ein Körper, so sind alle Moduln injektiv (und projektiv).

2. Außer dem trivialen Modul 0 gibt es leider im Allgemeinen keine offensichtlichen injektiven
Moduln. Zum Beispiel ist der freie Z-Modul N = Z nicht injektiv, da sich der injektive
Homomorphismus 2Z→ Z : n 7→ 1

2
n nicht auf ganz Z fortsetzen lässt.

Übung 5.8. Zeigen Sie: Ein Modul E ist genau dann injektiv, wenn der Funktor

M 7→ HomA(M,E) (5.8)

exakt ist, d.h. für jede exakte Sequenz L→M → N ist

HomA(N,E)→ HomA(M,E)→ HomA(L,E) (5.9)

exakt.

Der nächste Satz besagt, dass man bei weitem nicht alle Paare N ↪→ M untersuchen muss.
Es reicht, sich auf M = A zu beschränken:

4Serre legt Wert darauf, dies nicht vermutet zu haben. Tatsächlich schrieb er 1955: “Signalons que, lorsque
V = Kr (auquel cas A = K[x1, . . . , xr]), on ignore s’il existe des A-modules projectifs de type fini qui ne
sont pas libres.” Trotzdem wurde dies später als Serre-Vermutung bekannt.
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Satz 5.9. Ein A-Modul E ist genau dann injektiv, wenn er die Fortsetzungseigenschaft für
alle Ideale N = a ⊆M = A hat, d.h. für alle Homomorphismen φ : a→ E gibt es ein e ∈ E
mit φ(a) = ae für alle a ∈ a.

Beweis. Wir nehmen an, dass sich jeder Homomorphismus a→ E zu einem Homomorphis-
mus A → E fortsetzen lässt. Sei nun M ein beliebiger Modul, N ⊆ M ein Untermodul
und φ : N → E ein Homomorphismus, den wir zu einem Homomorphismus φ : M → E

fortsetzen wollen.

Sei dazu M die Menge aller Paare (N ′, φ′), wobei N ′ ⊆ M ein Untermodul mit N ⊆ N ′

und φ′ : N ′ → M ein Homomorphismus mit φ′|N = φ ist. Wir definieren eine partielle
Ordnung auf M durch (N1, φ1) ≤ (N2, φ2), wenn N1 ⊆ N2 und φ1 = φ2|N1 ist. Man überlegt
sich leicht, dass alle Ketten in M eine obere Schranke, nämlich die Vereinigung haben. Das
Zornsche Lemma liefert also ein maximales Paar (Ñ , φ̃). Durch Ersetzen von (Ñ , φ̃) durch
(N,φ) können wir annehmen, dass (N,φ) selbst schon maximal ist.

Im Fall N ̸=M gibt ein m ∈M mit m ̸∈ N . Falls es uns gelingt, φ auf N+Am fortzusetzen,
hätten wir einen Widerspruch. Es folgt daraus N =M und wir wären fertig.

Betrachte nun den Kern K der Abbildung N ⊕ Am ↠ N + Am. Dieser besteht aus allen
Paaren (n, a) mit n + am = 0. Also ist K ∼= {a ∈ a | am ∈ N} und man erhält folgende
exakte Sequenz:

0 // a
(−am,a)

// N ⊕ Am n+am
// N + Am // 0 (5.10)

Der Homomorphismus φ lässt sich ganz einfach auf N ⊕ Am fortsetzen, indem man (n, a)

auf φ(n)+ψ(a) abbildet, wobei ψ : A→ E ein beliebiger Homomorphismus ist. Damit diese
Fortsetzung aber durch N + Am faktorisiert, muss sie auf dem Bild von a verschwinden.
Also muss ψ der Bedingung φ(−am) + ψ(a) = 0 für alle a ∈ a genügen. Dies bedeutet,
dass ψ : A → E eine Fortsetzung von a → E : a 7→ φ(am) sein muss, welche ja nach
Voraussetzung existiert. Damit ist nachgewiesen, dass (N,φ) nicht maximal ist und der Satz
ist bewiesen. □

Definition 5.10. Ein A-Modul E heißt divisibel, wenn die Multiplikation a : E → E mit
jedem Nichtnullteiler a ∈ A surjektiv ist.

Korollar 5.11. Injektive Moduln sind divisibel. Für Hauptidealringe gilt die Umkehrung.

Beweis. Für Nichtnullteiler a ist die Multiplikation a : A → A injektiv. Sei nun e ∈ E.
Dann ist ψ : A → E : a 7→ ae ein Homomorphismus. Die Fortsetzung ψ : A → E hätte die
Eigenschaft e = ψ(1) = ψ(a) = aψ(1). Also ist e durch a teilbar. Allgemeiner zeigt dieses
Argument, dass Divisibilität äquivalent zur Fortsetzungseigenschaft für das Hauptideal I =

Aa ist. Da in Hauptidealringen jedes Ideal von dieser Form ist, gilt dort die Umkehrung. □
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Korollar 5.12. Sei A ein Hauptidealring. Dann sind Quotienten injektiver Moduln injektiv.

Korollar 5.13. Sei A ein Hauptidealring mit Quotientenkörper K und p ∈ A ein Primele-
ment. Dann sind die A-Moduln K, K/A und A[1

p
]/A ⊆ K/A injektiv.

Insbesondere sind Q, Q/Z und Z[1
p
]/Z (mit p ∈ Z prim) injektiv als Z-Moduln.

Übung 5.14. Sei K ein Körper der Charakteristik Null und sei A = K[x] der Polynomring
in einer Variablen. Zeigen Sie, dass E = A mit der Modulstruktur f ·g := f( ∂

∂x
)(g) zu einem

injektiven A-Modul wird.

Beweis. Nur die Divisibilität von E := A[1
p
]/A ⊆ K/A muss noch begründet werden. Es

ist klar, dass es zu zeigen reicht, dass E durch ein beliebiges Primelement q ∈ A divisibel
ist. Sei dazu m = a

pn
+ A ein beliebiges Element aus E. Für q = p ist dann m = qm′ mit

m′ = a
pn+1 +A. Sei nun q ̸= p. Dann gibt es nach Bezout p, q ∈ A mit ppn+ qq = 1. Dann ist

m = q(qm) + pa+ A = q(qm). □

Als Anwendung untersuchen wir nun Moduln über einem lokalen Hauptidealring A. Dies
ist ein Hauptidealring mit (bis auf eine Einheit) genau einem Primelement p. Solche Ringe
heißen auch diskrete Bewertungsringe und werden im Abschnitt 21 eingehend untersucht.

Sei also p ∈ A ein Primelement und sei K = Q(A) der Quotientenkörper von A. Wir nehmen
noch an, dass A kein Körper und damit p ̸= 0 ist. Der nach Korollar 5.11 injektive A-Modul
D := K/A hat folgende Eigenschaft:

Lemma 5.15. Für n ≥ 0 gilt Dn := {x ∈ D | pnx = 0} ∼= A/(pn).

Beweis. Multiplikation mit pn liefert einen Isomorphismus p−nA/A ∼→ A/pnA. Sei nun x ∈
K. Die Behauptung folgt nun aus

x+ A ∈ Dn ⇔ pnx ∈ A⇔ x ∈ p−nA⇔ x+ A ∈ p−nA/A. (5.11)
□

Satz 5.16. Sei A ein lokaler Bewertungsring und 0 ̸= p ∈ A ein Primelement. Dann gibt es
für jeden A-Modul M endlicher Länge eindeutig bestimmte Zahlen n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ ns > 0

mit
M ∼= A/(pn1)⊕ . . .⊕ A/(pns). (5.12)

Beweis. Wir beweisen zuerst die Existenz einer solchen Zerlegung durch Induktion nach der
Länge von M . Für M = 0 ist nichts zu beweisen. Da A/(p) der einzige einfache A-Modul
ist, gilt pnM = 0 für ein n ≥ 0. Wähle n minimal mit dieser Eigenschaft. Es gibt dann ein
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x ∈ M mit pn−1x ̸= 0. Für dieses gilt dann Ax ∼= A/(pn) ∼= Dn (Lemma 5.15). Wegen der
Injektivität von D, lässt sich der Homomorphismus

φ0 : Ax
∼→ Dn ⊂ D (5.13)

zu einem Homomorphismus φ : M → D fortsetzen. Aus pnM = 0 folgt φ(M) ⊆ Dn

(Lemma 5.15). Daher ist φ−1
0 : Dn → M ein Schnitt von φ : M → Dn und damit gilt

M ∼= Dn ⊕ kerφ. Die Behauptung folgt nun durch Induktion.

Da k = A/(p) ein Körper ist, folgt die Eindeutigkeit der ni per Induktion aus

M/pM ∼= ks und pM ∼= A/(pn1−1)⊕ . . .⊕ A/(pns−1). (5.14)
□

6. Noethersche Ringe

Endlich erzeugte Moduln haben folgende subtile, aber fundamentale Eigenschaft:

Lemma 6.1 (Nakayamalemma). Sei A ein Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Sei
a ⊆ A ein Ideal mit M = aM (oder äquivalent: M/aM = 0). Dann gibt es ein a ∈ a mit
(1 + a)M = 0.

Beweis. Wähle Erzeuger m1, . . . ,mn von M . Wegen M = aM gibt es Elemente aij ∈ a

mit mi =
∑

j aijmj oder in Matrixform Am = 0 mit der Matrix A = (δij − aij) und
dem Spaltenvektor m ∈ Mn mit Komponenten mi. Sei A♯ die Adjunkte von A. Sie hat die
Eigenschaft A♯A = det(A)1n. Es folgt det(A)m = 0 und damit det(A)M = 0. Aus der
Leibnizregel folgt det(A) = 1 + a mit a ∈ a und damit die Behauptung. □

Am wirkungsvollsten ist das Nakayamalemma für lokale Ringe (A,m), denn da folgt aus
a ∈ m, dass 1 + a ∈ A× und damit M = 0 ist.

Korollar 6.2. Sei A ein lokaler Ring und a ⊂ A ein echtes Ideal. Sei M ein endlich erzeugter
A-Modul und N ⊆ M ein Untermodul mit M = aM + N . Dann gilt M = N . Speziell ist
M = 0 genau dann, wenn M/aM = 0.

Beweis. Man kann das Nakayamalemma auf M/N anwenden, denn es gilt

a(M/N) = (aM +N)/N =M/N. (6.1)

Es folgt M/N = 0 und damit M = N . □

Man beachte, dass nur M endlich erzeugt sein muss. Weiter gilt:

Korollar 6.3. Sei A ein lokaler Ring, a ⊂ A ein echtes Ideal und φ : N → M ein Homo-
morphismus von A-Moduln. Sei M endlich erzeugt. Dann ist φ genau dann surjektiv, wenn
φ/a : N/aN →M/aM surjektiv ist.
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Beweis. Surjektivität von φ/a bedeutet M = aM + φ(N). Die Behauptung folgt nun aus
dem vorigen Korollar. □

Korollar 6.2 ist tatsächlich der Spezialfall, bei dem φ die Inklusion N ↪→M ist. Ein weiterer
Spezialfall ist:

Korollar 6.4. Sei A ein lokaler Ring, a ⊂ A ein echtes Ideal und M ein endlich erzeugter
A-Modul. Sei I ⊆M eine Teilmenge, welche M/aM erzeugt. Dann wird M von I erzeugt.

Beweis. Wende Korollar 6.2 auf N = AI →M an. □

Man beachte, dass I auch unendlich sein kann.

Soviel zum Nakayamalemma, welches für alle endlich erzeugten Moduln gültig ist. In vielen
Fällen braucht man aber eine viel stärkere Endlichkeitsbedingung.

Satz 6.5. Für einen A-Modul M sind äquivalent:

(a) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.
(b) M erfüllt die aufsteigende Kettenbedingung, d.h. es gibt keine unendliche echt auf-

steigende Kette von Untermoduln

M0 ⊊M1 ⊊M2 ⊊ . . . (6.2)

(c) Jede Familie von Untermoduln besitzt ein maximales Element.

Beweis. (a)⇒(b) Der Untermodul N :=
⋃
iMi ist endlich erzeugt. Es gibt somit ein i ≥ 1,

sodass alle Erzeuger in Mi liegen. Daraus folgt aber Mi =Mi+1.

(b)⇒(c) Hätte die Familie kein Maximum, könnte man offenbar eine unendliche echt auf-
steigende Kette von Untermoduln konstruieren.

(c)⇒(a) Für einen Untermodul N betrachte man die Familie aller endlich erzeugten Unter-
moduln. Sei L ⊆ N maximal. Für jedes n ∈ N ist An+L ein endlich erzeugter Untermodul
von N . Aus der Maximalität von L folgt somit An + L = L, d.h. n ∈ L. Da dies für jedes
n ∈ N gilt, folgt L = N . □

Definition 6.6. Ein Modul, der die äquivalenten Bedingungen des Satzes erfüllt, heißt noe-
thersch. Ein Ring A heißt noethersch, wenn A als Modul über sich selbst noethersch ist, d.h.,
wenn alle Ideale endlich erzeugt sind.

Übung 6.7. Sei K ein Körper. Zeigen Sie, dass der unendlichdimensionale Polynomring
K[x1, x2, . . .] faktoriell, aber nicht noethersch ist.

Folgende Aussage gilt nicht für die Klasse der endlich erzeugten Moduln.
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Lemma 6.8. Sei
0→M ′ →M →M ′′ → 0 (6.3)

exakt. Dann ist M genau dann noethersch, wenn M ′ und M ′′ noethersch sind. Insbesondere
sind Quotienten noetherscher Ringe wieder noethersch.

Beweis. Sei zunächst M noethersch. Da Untermoduln von M ′ auch Untermoduln von M

sind, ist auch M ′ noethersch. Auf der anderen Seite ist das Urbild eines Untermoduls von
M ′′ in M endlich erzeugt und damit selbst endlich erzeugt. Es folgt, dass M ′′ noethersch ist.

Seien nun umgekehrt M ′ und M ′′ noethersch. Sei N ⊆M ein Untermodul. Dann erhält man
die kurze exakte Sequenz

0→ N ′ → N → N ′′ → 0 (6.4)

mit N ′ = N ∩M ′ ⊆ M ′ und N ′′ = N/N ′ ∼= (N +M ′)/M ′ ↪→ M ′′. Da damit N ′ und N ′′

endlich erzeugt sind, ist auch N endlich erzeugt. □

Für noethersche Ringe sind noethersche Moduln dasselbe wie endlich erzeugte Moduln:

Korollar 6.9. Ein Ring A ist genau dann noethersch, wenn alle endlich erzeugten A-Moduln
noethersch sind.

Beweis. Sei A noethersch. Dann ist nach Lemma 6.8 (und Induktion nach n) auch der endlich
erzeugte freie Modul An noethersch. Damit ist, wieder nach Lemma 6.8, auch jeder endlich
erzeugte Modul, als Quotient eines An, noethersch. □

Der folgende Satz stellt die hauptsächliche Quelle von noetherschen Ringen dar. Er begrün-
dete den Ruhm Hilberts.

Satz 6.10 (Hilbertscher Basissatz). Sei A noethersch. Dann ist A[x] auch noethersch.

Beweis. Angenommen, es gibt ein nicht endlich erzeugtes Ideal a ⊂ A[x]. Dann können wir
rekursiv eine Folge f1, f2, . . . ∈ a konstruieren, sodass jeweils fi ∈ a minimalen Grad in
a \ (f1, . . . , fi−1) hat. Sei di := deg fi. Wegen fi+1 ∈ a \ (f1, . . . , fi) ⊆ a \ (f1, . . . , fi−1) gilt
di+1 ≥ di. Sei nun fi := aix

di + gi mit ai ∈ A und deg gi < di. Da A noethersch ist, gibt es
ein i ≥ 1 mit

(a1, . . . , ai−1) = (a1, . . . , ai−1, ai). (6.5)

Es gibt also b1, . . . , bi−1 ∈ A mit ai =
∑i−1

j=1 bjaj. Definiere nun das Element f := fi −∑i−1
j=1 bjfjx

di−dj (möglich, da die dj monoton steigen). Dann haben alle Summanden von f

den Grad di und der Koeffizient von xdi in f ist ai −
∑i−1

j=1 bjaj = 0. Also ist deg f < di.
Wegen fi ∈ a \ (f1, . . . , fi−1) gilt dasselbe für f . Dies widerspricht aber der Minimalität von
deg fi. Also kann ein nicht endlich erzeugtes Ideal a nicht existieren. □
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Da jede endlich erzeugte Algebra Quotient eines Polynomrings ist, erhalten wir:

Korollar 6.11. Sei B eine endlich erzeugte A-Algebra und sei A noethersch. Dann ist auch
B noethersch.

Insbesondere sind alle endlich erzeugten K-Algebren noethersch.

Übung 6.12. Zeigen Sie, dass die Umkehrung des Hilbertschen Basissatzes gilt.

Übung 6.13. Sei K ein Körper, α ∈ R>0 und Aα :=
⊕

m,n∈N
m≤αn

Kxmyn ⊂ K[x, y]. Zeigen Sie:

(a) Für α ∈ Q ist Aα eine endlich erzeugte K-Algebra und damit noethersch.
(b) Für α ̸∈ Q ist m = {f ∈ Aα | f(0, 0) = 0} ein nicht endlich erzeugtes Ideal von Aα.

Insbesondere ist Aα dann nicht noethersch. [Hinweis: Verwenden Sie den wohlbekan-
nten Satz von Dirichlet, dass es unendlich viele (p, q) ∈ N2 mit 0 < α − p

q
< 1

q2
gibt

(siehe zum Beispiel Satz 3.5.6 im Algebraskript).]

Aus der noetherschen Endlichkeitsbedingung folgen viele weitere Endlichkeitssätze. Da das
Nakayamalemma Korollar 6.4 dann auch auf Ideale angewendet werden kann, haben wir:

Satz 6.14. Sei (A,m) ein lokaler, noetherscher Ring mit Restklassenkörper k = A/m und
sei S ⊆ m eine Teilmenge. Dann ist m = (S) genau dann, wenn die Bilder der ai den
k-Vektorraum m/m2 aufspannen. Insbesondere ist n = dimkm/m

2 endlich und n ist die
minimale Anzahl von Erzeugern des Ideals m.

Übung 6.15. Sei A :=
⋃
n≥0 C[[x2

−n
]]. Zeigen Sie, dass A ein lokaler Ring ist. Sei m ⊂ A

das eindeutige maximale Ideal und S ⊂ m eine beliebige endliche Teilmenge. Zeigen Sie, dass
m/m2, nicht aber m selbst, von S erzeugt wird.

Der folgende Satz stammt von Noether selbst:

Satz 6.16. Ein noetherscher Ring besitzt nur endlich viele minimale Primideale.

Beweis. Angenommen es gibt einen noetherschen Ring A für den der Satz falsch ist. Be-
trachte nun die Familie aller Ideale a, sodass der Satz für A/a ebenfalls falsch ist. Da A

noethersch ist, hat diese Familie ein Maximum a. Der Ring A = A/a hat dann folgende
Eigenschaft: A hat unendlich viele minimale Primideale, aber jeder echte Quotient A/b,
b ̸= 0, hat nur endlich viele.

Da das Nullideal 0 ⊆ A nicht prim sein kann (denn sonst wäre es das einzige minimale
Primideal), gibt es a, b ̸= 0 mit ab = 0. Jedes Primideal von A enthält a oder b. Insbesondere
ist jedes minimale Primideal von A ein solches über (a) oder (b). Nach Konstruktion gibt es
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von letzteren nur endlich viele. Also besitzt auch A nur endlich viele minimale Primideale.
Widerspruch! □

Geometrisch bedeutet dies:

Korollar 6.17. Jede affine Varietät ist Vereinigung von endlich vielen maximalen irreduzi-
blen abgeschlossenen Teilmengen, den sogenannten irreduziblen Komponenten.

Übung 6.18. Sei A der Ring aller Funktionen f : N → C und mn ⊂ A, n ∈ N, die Menge
aller f mit f(n) = 0. Zeigen Sie, dass mn sowohl ein maximales als auch ein minimales
Primideal ist. Insbesondere hat A unendlich viele minimale Primideale.

7. Tensorprodukte

Seien M , N und L drei A-Moduln. Eine Abbildung β : M ×N → L heißt A-bilinear, wenn
für jedes m0 ∈ M und jedes n0 ∈ N die Abbildungen m → β(m,n0) und n 7→ β(m0, n)

A-Homomorphismen sind. Das Tensorprodukt M ⊗A N hat diesbezüglich eine universelle
Eigenschaft. Es ist ausgestattet mit einer A-bilinearen Abbildung

M ×N →M ⊗A N : (m,n) 7→ m⊗ n, (7.1)

sodass es für jede A-bilineare Abbildung β : M ×N → L genau einen A-Homomorphismus
B :M ⊗A N → L mit β(m,n) = B(m⊗ n) gibt:

M ×N //

A−bilin ''

M ⊗A N
∃! A−Hom
��

L

(7.2)

Konstruiert wird M ⊗A N wie in der linearen Algebra durch Erzeuger und Relationen.
Erzeuger sind die Produkte m⊗ n mit m ∈M , n ∈ N . Die Relationen sind

(a1m1 + a2m2)⊗ n = a1(m1 ⊗ n) + a2(m2 ⊗ n) (7.3)

m⊗ (a1n1 + a2n2) = a1(m⊗ n1) + a2(m⊗ n2) (7.4)

für alle a1, a2 ∈ A, m1,m2,m ∈M und n1, n2, n ∈ N .

Beispiel 7.1. Ist einer der Faktoren 0, dann ist das Tensorprodukt wegen m ⊗ 0 = 0(m ⊗
0) = 0 gleich 0. Im Gegensatz zur linearen Algebra kann das Tensorprodukt aber auch Null
sein, ohne dass einer der Faktoren Null ist. Seien zum Beispiel p, q ∈ Z zwei verschiedene
Primzahlen. Dann ist Multiplikation mit p auf M = Z/pZ die Nullabbildung, während sie
auf N = Z/qZ invertierbar ist. Also gilt

M ⊗Z N =M ⊗Z (pN) = p(M ⊗Z N) = (pM)⊗Z N = 0⊗Z N = 0. (7.5)
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Eine bilineare Abbildung β : A × M → L wird eindeutig durch die lineare Abbildung
β(1, ∗) :M → L bestimmt. Es folgt, dass

A⊗AM =M =M ⊗A A. (7.6)

Insbesondere ist A⊗A A = A.

Tensorprodukte kommutieren mit beliebigen direkten Summen: Sei N =
⊕

iNi. Dann ist
eine bilineare Abbildung M × N → L äquivalent zu einer Familie (M × Ni → L)i von
bilinearen Abbildungen. Dies ist äquivalent zu einer Familie (M ⊗ANi → L)i von A-linearen
Abbildungen und damit zu einer A-linearen Abbildung auf

⊕
i(M ⊗A Ni). Dies beweist

M ⊗A
⊕
i

Ni =
⊕
i

(M ⊗A Ni) (7.7)

Sind insbesondere M und N freie Moduln (z.B. wenn A ein Körper ist) mit Basen (mi) bzw.
(nj), so gilt wegen (7.6) und (7.7), dass M ⊗A N frei mit Basis (mi ⊗ nj) ist.

Eine der wichtigsten Eigenschaften des Tensorprodukts ist ihre Rechtsexaktheit:

Satz 7.2. Seien M,N ′, N,N ′′ Moduln über A und

N ′ α−→ N
β−→ N ′′ −→ 0 (7.8)

eine exakte Sequenz. Dann ist auch folgende Sequenz exakt:

M ⊗A N ′ 1⊗α−→M ⊗A N
1⊗β−→M ⊗A N ′′ −→ 0. (7.9)

Beweis. Die Exaktheit von (7.8) bedeutet genau, dass N ′′ der Kokern von α ist. Dies ist
wiederum äquivalent zu folgender universeller Eigenschaft: Für jeden Homomorphismus γ :

N → L mit γα = 0 gibt es genau ein δ : N ′′ → L mit γ = δβ. Wir zeigen nun, dass (7.9) die
analoge universelle Eigenschaft besitzt.

Sei dazu γ : M ⊗A N → L ein Homomorphismus. Dieser korrespondiert zu einer bilinearen
Abbildung γ :M×N → L. Für jedes feste m ∈M erhalten wir somit durch γm(n) = γ(m,n)

eine lineare Abbildung γm : N → L. Sei nun γ(1⊗ α) = 0. Dann ist

γm(α(n
′)) = γ(m,α(n′)) = γ(m⊗ α(n′)) = γ(1⊗ α)(m⊗ n′) = 0. (7.10)

Also gibt es eine lineare Abbildung δm : N ′′ → L mit γm = δmβ. Daraus erhalten wir
die Abbildung δ : M × N ′′ → L durch δ(m,n′′) := δm(n

′′), welche γ = δ(1 × β) erfüllt.
Weiterhin ist diese Abbildung linear in n′′. Wegen der Eindeutigkeit von δm ist sie auch
linear in m (warum?). Also ist δ bilinear und induziert eine eindeutige lineare Abbildung
δ :M ⊗AN ′′ → L mit γ = δ(1⊗ β). Damit ist die universelle Eigenschaft nachgewiesen. □

Ist a ⊆ A ein Ideal, dann erhält man durch Tensorieren der kurzen exakten Sequenz

0→ a→ A→ A/a→ 0 (7.11)
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mit dem Modul M , dass
A/a⊗AM =M/aM. (7.12)

Zum Beispiel ist das Tensorprodukt zweier zyklischer Moduln:

A/a⊗A A/b = (A/b)/((a+ b)/b) = A/(a+ b). (7.13)

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn einer der Moduln eine A-Algebra B ist. In dem Fall ist
nämlich B ⊗AM nicht nur ein A-Modul sondern sogar ein B-Modul vermöge der Formel

s · (t⊗m) := (st)⊗m (7.14)

Der Übergang M 7→ B ⊗A M nennt sich Erweiterung der Skalare. Für den freien Modul
M ∼= An ist zum Beispiel die Erweiterung wieder frei, denn

B ⊗A An = (B ⊗A A)n = Bn. (7.15)

Ist a ⊆ A ein Ideal und B = A/a, so ist M/aM die Erweiterung von A nach B (siehe (7.12)).

Ist umgekehrt N ein B-Modul, so ist N auch ein A-Modul, indem man als Modulstruktur
die Verkettung A→ B → End(N) nimmt. Dieser Prozess heißt Einschränkung der Skalare.
Die Erweiterung hat nun folgende universelle Eigenschaft: Für jeden B-Modul N und jeden
A-Homomorphismus φ :M → N gibt es genau einen B-Homomorphismus Φ : B⊗AM → N

mit φ(m) = Φ(1⊗m):
M

A−Hom %%

// B ⊗AM
∃! B−Hom
��

N

(7.16)

HomB(B ⊗AM,N) = HomA(M,N). (7.17)

Die Erweiterung von Skalaren ist transitiv in folgendem Sinne: Seien A → B → C Ringho-
momorphismen und M ein A-Modul, so gilt

C ⊗B (B ⊗AM) = C ⊗AM. (7.18)

Beide Seiten klassifizieren nämlich A-Homomorphismen von M in einen C-Modul.

Übung 7.3. Sei K ein Körper der Charakteristik Null und sei A = K[x] der Polynomring
in einer Variablen. Zeigen Sie, dass E = A mit der Modulstruktur f ·g := f( ∂

∂x
)(g) zu einem

injektiven A-Modul wird.

Der letzte Spezialfall ist, wenn beide Faktoren B und C Algebren über einem Ring A sind.
In dem Fall ist B ⊗A C vermöge

(b1 ⊗ c1) · (b2 ⊗ c2) := (b1b2)⊗ (c1c2) (7.19)
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auch wieder ein Ring, der sowohl eine B- als auch eine C-Algebra ist, wobei die beiden
induzierten A-Algebrastrukturen übereinstimmen:

A //

��

B

��

C // B ⊗A C
(7.20)

Diese Algebra hat folgende universelle Eigenschaft: SeiD ein Ring mit Ringhomomorphismen
wie unten, sodass das Viereck ABCD kommutiert. Dann gibt es genau einen Ringhomomor-
phismus B ⊗A C → D, sodass der Rest des Diagramms kommutiert.

A //

��

B

��

��

C //

**

B ⊗A C

$$

D

(7.21)

Zum Beispiel gilt
K[x]⊗K K[x] = K[x1, x2]. (7.22)

Ist a ⊆ A ein Ideal und B = A/a, so erhalten wir

(A/a)⊗A C = C/aC. (7.23)

Geometrisch bedeutet dieser Prozess folgendes:

Satz 7.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und X ⊆ Am, Y ⊆ An affine Vari-
etäten. Dann ist auch das Produkt X × Y ⊆ Am+n eine affine Varietät mit

O(X × Y ) = O(X)⊗K O(Y ). (7.24)

Beweis. Mit Pm ⊗K Pn = Pm+n (siehe (7.22)) gilt offenbar

X × Y = V(a) mit a := I(X)⊗K Pn + Pm ⊗K I(Y ) ⊆ Pm+n. (7.25)

Also ist X × Y eine affine Varietät. Nun gilt

A := O(X)⊗K O(Y ) = Pm/I(X)⊗K Pn/I(Y ) = Pm+n/a. (7.26)

(siehe (7.13)). Nach dem Nullstellensatz ist I(X×Y ) =
√
a. Wir haben also einen surjektiven

Homomorphismus A → O(X × Y ) mit nilpotentem Kern. Der Punkt ist nun zu beweisen,
dass A keine nilpotenten Elemente ̸= 0 enthält.

Sei dazu F :=
∑l

i=1 fi(x) ⊗ gi(y) ∈ A nilpotent. Dabei wählen wir eine Darstellung, sodass
die Anzahl l der Summanden so klein wie möglich ist. Dies hat zur Folge, dass die fi(x)
K-linear unabhängig sind. Wähle nun ein y0 ∈ Y fest. Dann ist

∑l
i=1 fi(x)gi(y0) ∈ O(X)

nilpotent und damit identisch 0. Wegen linearer Unabhängigkeit ist gi(y0) = 0 für alle i. Da
dies für alle y0 ∈ Y gilt, folgt gi(y) ≡ 0 und damit F = 0. □
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Bemerkung 7.5. 1. Die Gleichung (7.24) zeigt, dass X × Y auf kanonische Weise, also
unabhängig von den Einbettungen, eine affine Varietät ist.

2. In der Regel ist B ⊗A C nicht reduziert, selbst wenn A, B und C es sind. Dies gilt selbst
für Körper (siehe Übung unten).

3. Die Zariskitopologie von X × Y ist in der Regel nicht die Produkttopologie. Für A2 =

A1 × A1 sind zum Beispiel in der Produkttopologie unter den 1-dimensionalen Teilmengen
nur endliche Vereinigungen von horizontalen und vertikalen Geraden abgeschlossen.

4. Für B = O(X) und C = O(Y ) ist Max(B⊗K C) einfach das Produkt Max(B)×Max(C).
Dies gilt nicht für Spec(B ⊗K C)! Dieses kann man nicht aus den einzelnen Spektren rekon-
struieren. Dies hat mit Bemerkung 3 zu tun.

Übung 7.6. Zeigen Sie nun: Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und A, B zwei
reduzierte K-Algebren. Dann ist auch A⊗K B reduziert. Bonusaufgabe: Dasselbe mit „null-
teilerfrei“ statt „reduziert“.

Übung 7.7. Zeigen Sie, dass C ⊗R C nicht nullteilerfrei ist. Sei weiter K ein nicht vol-
lkommener Körper der Charakteristik p > 0 und a ∈ K \Kp. Sei E := K( p

√
a). Zeigen Sie,

dass E ⊗K E nicht reduziert ist.

8. Flache Moduln

Sei α : N → N ′ ein Homomorphismus und M ein Modul. Wie wir gesehen haben, ist dann
α⊗ idM : N ⊗AM → N ′⊗AM surjektiv, sobald α surjektiv. Dies stimmt nicht für injektive
α. Betrachte zum Beispiel die injektive Abbildung Z/(p)

17→p−→ Z/(p2). Wenn wir diese mit
Z/(p) tensorieren, so erhalten wir die Nullabbildung Z/(p)

0→ Z/(p). Es gibt aber Moduln
M , die beim Tensorieren die Injektivität erhalten, zum Beispiel freie Moduln. Allgemeiner
definieren wir:

Definition 8.1. Ein A-Modul M heißt flach, wenn Tensorieren mit M injektive Homomor-
phismen erhält.

Jeder freie, oder allgemeiner jeder projektive Modul (als direkter Summand eines freien
Moduls) ist flach.

Eine typische Anwendung flacher Moduln ist folgende: Sei a ∈ A und betrachte die Mul-
tiplikationsabbildung a : A → A. Wenn a ein Nichtnullteiler ist, ist diese definitionsgemäß
injektiv. Tensorieren mit M liefert die Multiplikationsabbildung a :M →M auf M . Also:

Satz 8.2. Sei M ein flacher A-Modul und a ∈ A ein Nichtnullteiler. Dann ist a auch ein
Nichtnullteiler auf M .
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Wie für injektive Moduln muss man auch für Flachheit nur sehr wenige Injektionen testen:

Satz 8.3. Ein A-Modul M ist genau dann flach, wenn für jedes endlich erzeugte Ideal a ⊆ A

der Homomorphismus a⊗AM →M injektiv ist.

Beweis. Sei N ′ ↪→ N injektiv. Wir müssen zeigen, dass N ′ ⊗A M → N ⊗A M injektiv ist.
Wir nennen dies die Aussage I(N ′, N). Die Annahme bedeutet, dass I(a, A) mit a endlich
erzeugt richtig ist.

• I(a, A) ist für alle Ideale richtig: Angenommen x ∈ a⊗AM liegt im Kern. Da x eine endliche
Summe von reinen Tensoren ist, gibt es ein endlich erzeugtes Ideal a0 und x0 ∈ a0⊗AM , das
auf x abgebildet wird. Dann liegt x0 im Kern von a0 ⊗AM → A⊗AM = M und ist damit
gleich 0 nach Annahme. Es folgt x = 0.

• I(N ′, An) ist richtig: Induktion nach n. Der Fall n ≤ 1 ist schon bewiesen. Sei also n ≥ 2.
Wir schreiben An = An−1 ⊕ A. Sei N ′′ := N ′ ∩ An−1 und a ⊆ A das Bild von N ′. Wegen
An ⊗AM =Mn haben wir folgendes Diagramm mit exakten Zeilen:

N ′′ ⊗AM //
� _

��

N ′ ⊗AM //

��

a⊗AM //
� _

��

0

0 // Mn−1 // Mn // M // 0

(8.1)

Die äußeren senkrechten Pfeile sind nach Induktionsvoraussetzung Injektionen. Es folgt leicht
(Fünferlemma 29.1 oder Schlangenlemma 29.2), dass der gestrichelte Pfeil ebenfalls eine
Injektion darstellt.

• I(N ′, N) ist für endlich erzeugtesN richtig: Sei An → N surjektiv mit Kern L undN ′
0 ⊆ An

das Urbild von N ′. Dann haben wir folgendes Diagramm mit exakten Zeilen:

L⊗AM // N ′
0 ⊗AM //
� _

��

N ′ ⊗AM //

��

0

L⊗AM // An ⊗AM // N ⊗AM // 0

(8.2)

Der mittlere senkrechte Pfeil ist eine Injektion. Ein einfaches Argument (Fünferlemma 29.1)
zeigt, dass dies auch für den rechten Pfeil gilt.

• I(N ′, N) ist für alle N richtig: Angenommen x ∈ N ′⊗AM ist 0 in N ⊗AM . Dann ist x in
N ⊗AM Linearkombination von endlich vielen Relationen. Somit ist x schon 0 in N0 ⊗AM
mit N0 endlich erzeugt und x ∈ N0. Da I(N ′ ∩N0, N0) richtig ist, folgt x = 0. □

Für Hauptidealringe gilt die Umkehrung von Satz 8.2:

Korollar 8.4. Sei A ein Hauptidealring. Dann ist ein A-Modul M genau dann flach, wenn
er torsionsfrei ist, d.h. für alle a ∈ A∗ ist M a→M injektiv.
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Beispiel 8.5. Der Quotientenkörper K eines Hauptidealrings A ist ein flacher A-Modul.

Als Spezialfall erhalten wir:

Korollar 8.6. Sei A ein Hauptidealring und φ : A → B ein Homomorphismus in einen
nullteilerfreien Ring B. Dann ist B genau dann flach über A, wenn φ injektiv ist.

Satz 8.7. Sei A ein Ring und M ein flacher A-Modul. Sei φ : N0 → N1 ein A-Homomorphismus
und φM := φ⊗ idM : N0 ⊗AM → N1 ⊗AM . Dann gilt

koker(φM) = koker(φ)⊗AM,Bild(φM) = Bild(φ)⊗AM und ker(φM) = ker(φ)⊗AM. (8.3)

Insbesondere ist φM injektiv/surjektiv/bijektiv, wenn φ diese Eigenschaft hat.

Satz 8.8. Ist der A-Modul M flach, so folgt aus der Exaktheit von

N0 → N1 → . . .→ Nm (8.4)

die Exaktheit von
M ⊗A N0 →M ⊗A N1 → . . .→M ⊗A Nm. (8.5)

Ist M überdies treuflach, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Offenbar muss nur der Fall m = 2 betrachtet werden. Die Sequenz (8.4) ist dann
Teil des Diagramms

0

!!

0

L1

==

!!

0 // L0
// N0

φ0
//

==

N1

φ1
//

!!

N2
// L3

// 0,

L2

==

!!

0

==

0

(8.6)

wobei L0 = kerφ0, L1 = Bildφ0 = kerφ1, L2 = Bildφ1 und L3 = cokerφ1. Dabei sind
die lange Zeile sowie die drei kurzen Sequenzen, welche nach Entfernen von φ0 und φ1

übrigbleiben, exakt. Letztere bleiben somit nach Tensorieren mit dem flachen Modul M
exakt. Es folgt leicht, dass dann auch die lange Zeile exakt bleibt. Dies beweist den ersten
Teil der Behauptung. Es folgt weiter, dass

ker(idM ⊗φ0) =M ⊗A L0 =M ⊗A (kerφ0) (8.7)

Bild(idM ⊗φ0) =M ⊗A L1 =M ⊗A (Bildφ0) (8.8)

coker(idM ⊗φ1) =M ⊗A L3 =M ⊗A (cokerφ1) (8.9)
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Da zu φ0 (bzw. φ1) immer ein φ1 (bzw. φ0) gefunden werden kann, sodass (8.4) exakt ist,
gelten (8.7), (8.8) für alle Morphismen φ0 und (8.9) für alle φ1. Ist also M treuflach, so folgt,
dass ein Homomorphismus φ genau dann injektiv, surjektiv, bijektiv oder gleich 0 ist, wenn
dies für idM ⊗φ gilt.

Sei nun (8.5) exakt und M treuflach. Dann folgt zunächst φ1 ◦φ0 = 0. Weiter folgt, dass der
sich daraus ergebende Homomorphismus Bildφ0 → kerφ1 ein Isomorphismus ist. □

Satz 8.9. Sei (A,m) ein lokaler Ring. Dann ist ein endlich präsentierter A-Modul M genau
dann flach, wenn er frei ist.

Beweis. Seien m1, . . . ,mn ∈ M Elemente, die modulo m eine Basis des A/m-Vektorraums
M/mM bilden, und sei φ : An → M die zugehörige lineare Fortsetzung. Es folgt dann aus
dem Nakayamalemma 6.1, dass φ surjektiv ist. Wir zeigen, dass φ auch injektiv ist. Sei dazu
K der Kern. Dann haben wir folgendes kommutative Diagramm:

0

��

m⊗A K //

α
��

m⊗A An //

��

m⊗AM //

��

0

0 // K // An //

��

M //

��

0

(A/m)n
φ

∼
//

��

M/mM

��

0 0

(8.10)

Beide Zeilen und beide Spalten sind exakt. Bei der rechten Spalte muss man die Flachheit von
M verwenden. Weiterhin ist der Homomorphismus φ nach Konstruktion ein Isomorphismus.
Man überzeugt sich leicht, dass dann α surjektiv ist (zum Beispiel mit dem Schlangen-
lemma 29.2). Somit ist K = mK. Da K endlich erzeugt ist (siehe Satz 4.7), ist K = 0

(Nakayamalemma 6.1). □

Bemerkung 8.10. Die Bedingung an M ist insbesondere dann erfüllt, wenn A noethersch
und M endlich erzeugt ist. In dem Fall wird der Beweis deutlich einfacher, da man sich
Satz 4.7 sparen kann.

Seien K und A wie in Beispiel 8.5. Dann werden alle Torsionsmodule durch Tensorieren mit
K zu 0. Flache Moduln, für die so etwas nicht geschehen kann, sind besonders wichtig.

Definition 8.11. Ein flacher A-Modul M heißt treuflach, wenn für jeden A-Modul N aus
N ⊗AM = 0 folgt, dass N = 0.
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Satz 8.12. Sei M ein (treu)flacher A-Modul und B eine A-Algebra. Dann ist M ⊗A B ein
(treu)flacher B-Modul.

Beweis. Sei N ein B-Modul. Die Behauptung folgt aus (M ⊗A B)⊗B N =M ⊗A N . □

Satz 8.13. Sei B eine (treu-)flache A-Algebra und M ein (treu-)flacher B-Modul. Dann ist
M ein (treu-)flacher A-Modul.

Beweis. Folgt aus N ⊗A B ⊗B M = N ⊗AM . □

Satz 8.14. Für einen flachen A-Modul M sind äquivalent:

(a) M ist treuflach über A.
(b) Für jedes echte Ideal a ⊂ A ist M/aM ̸= 0.
(c) Für jedes maximale Ideal m ⊂ A ist M/mM ̸= 0.

Beweis. (a)⇒(b): Es gilt M/aM = A/a ⊗A M . Also ist M/aM = 0 genau dann, wenn
A/a = 0.

(b)⇒(a): Sei N ein A-Modul mit M ⊗A N = 0. Sei N0
∼= A/a ein zyklischer Untermodul

von N . Da dann M/aM ∼= M ⊗A N0 → M ⊗A N = 0 injektiv ist, gilt nach Voraussetzung
a = A und damit N0 = 0. Also ist auch N = 0.

(b)⇒(c): Klar.

(c)⇒(b): Gilt, weil a in einem maximalen Ideal m enthalten ist. □

Übung 8.15. Für einen A-Modul M und a ∈ A definiert man AnnM(a) := {m ∈M | am =

0}. Sei nun M flach. Zeigen Sie

AnnM(a) = AnnA(a)M. (8.11)

Übung 8.16. Ein A-Modul M ist genau dann flach, wenn er folgende Eigenschaft hat: Für
jede Relation

∑
i aimi = 0 mit ai ∈ A und mi ∈ M gibt es sij ∈ A und m′

j ∈ M mit∑
i sijm

′
j = mi und

∑
i aisij = 0. [Hinweis: Tensorieren Sie die exakte Sequenz 0 → K →

An
at→ A mit M .]

9. Lokalisierung

In der Algebravorlesung wurde bewiesen, dass jeder nullteilerfreie Ring in einen Körper
eingebettet werden kann. Dazu wurden alle Elemente ̸= 0 invertiert. Diese Konstruktion
wird nun verallgemeinert: 1. Die Menge aller Nenner braucht nicht aus allen Ringelementen
̸= 0 zu bestehen. 2. Im Nenner dürfen auch Nullteiler auftreten. 3. Der Zähler kann Element
eines festen Moduls M statt nur von A sein.
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Sei also A ein Ring, M ein A-Modul und S ⊆ A eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge,
d.h. 1 ∈ S und s, s′ ∈ S ⇒ ss′ ∈ S.

Wir führen auf M × S folgende Relation ein:

(m, s) ∼ (m′, s′)⇔ ∃t ∈ S : ms′t = m′st (9.1)

Übung 9.1. Zeigen Sie, dass (9.1) eine Äquivalenzrelation ist.

Die Äquivalenzklasse von (m, s) bezeichnen wir mit m
s
. Die Menge aller Äquivalenzklassen

wird mit MS bezeichnet. Insbesondere definiert dies auch die Menge AS.

Auf MS kann man durch
m

s
+
m′

s′
=
ms′ +m′s

ss′
(9.2)

eine wohldefinierte Addition und durch
a

s
· m
s′

=
am

ss′
(9.3)

eine Multiplikation mit AS einführen

Übung 9.2. Zeigen Sie, dass die Multiplikation mit AS wohldefiniert ist.

Insbesondere liefert dies Addition und Multiplikation auf AS.

Übung 9.3. Zeigen Sie: AS ist ein Ring und MS ist ein AS-Modul. Weiterhin ist die Abbil-
dung A→ AS : a 7→ a

1
ein Ringhomomorphismus und M →MS : m 7→ m

1
ist A-linear.

Übung 9.4. Berechnen Sie die Lokalisierung AS mit A = C[x, y]/(xy) und S = {yn | n ≥ 0}
(die Menge S enthält somit einen Nullteiler).

Die Abbildung M →MS ist in der Regel nicht mehr injektiv. Stattdessen haben wir

ker(M →MS) = {m ∈M | ∃s ∈ S : sm = 0}. (9.4)

Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Schließlich haben AS und MS folgende universelle Eigenschaften:

Satz 9.5. Sei A ein Ring, M ein A-Modul und S ⊆ A multiplikativ abgeschlossen. Dann
gilt:

(a) Jeder Ringhomomorphismus φ : A→ E in einen (möglicherweise nichtkommutativen
Ring) E mit φ(S) ⊆ E× lässt sich eindeutig zu einem Ringhomomorphismus AS → E

fortsetzen.
(b) Sei N ein A-Modul, sodass N s·→ N für jedes s ∈ S invertierbar ist. Dann lässt sich

die A-Modulstruktur von N eindeutig zu einer AS-Modulstruktur fortsetzen.
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(c) Sei N wie in (b). Dann lässt sich jeder A-Homomorphismus ψ : M → N eindeutig
zu einem AS-Homomorphismus MS → N fortsetzen.

Übung 9.6. Beweisen Sie Satz 9.5. Hier sei nur so viel verraten: Die Fortsetzung in (a)
bzw. (c) ist natürlich φ(a

s
) = φ(s)−1φ(a) bzw. ψ(m

s
) = s−1ψ(m). Beachten Sie dabei, dass

xt = tx ⇒ xt−1 = t−1x für alle x ∈ E, t ∈ E×. Teil (b) ist ein Spezialfall von (a) mit
E = EndA(N).

Beispiel 9.7. 1. Sei f ∈ A und S := {fn | n ≥ 0}. Dann wird AS bzw. MS einfach als Af
bzw. Mf bezeichnet. Man invertiert dabei nur das Element f . Wegen

Af = A[t]/(tf − 1). (9.5)

ist Af immer noch eine endlich erzeugte Algebra, wenn A eine ist. Mehr Erzeuger geben
nichts Neues, denn ist S = {fd11 . . . fdnn | d1, . . . , dn ≥ 0}, so ist MS =Mf mit f = f1 . . . fn.

2. Allgemein gilt MS1 = MS2 , wenn jedes Element aus S2 ein Element aus S1 teilt und
umgekehrt.

3. Ist p ein Primideal, dann ist S = A \ p multiplikativ abgeschlossen. In dem Fall setzt man
Ap := AS.

Jeder A-Homomorphismus φ : M → N induziert durch m
s
7→ φ(m)

s
einen AS-Homomorphis-

mus φS :MS → NS.

Satz 9.8. Sei
M ′ φ−→M

ψ−→M ′′ (9.6)

eine exakte Sequenz. Dann ist auch die Sequenz

M ′
S

φS−→MS
ψS−→M ′′

S (9.7)

exakt.

Beweis. Sei ψS(ms ) = 0. Dann gibt es ein t ∈ S mit ψ(tm) = tψ(m) = 0. Also gibt es ein
m′ ∈M ′ mit tm = φ(m′). Aber dann ist φS(m

′

st
) = φ(m′)

st
= tm

st
= m

s
. □

Satz 9.9. Die kanonische Abbildung

AS ⊗AM →MS :
a

s
⊗m 7→ am

s
(9.8)

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Multiplikation mit s ∈ S ist in AS ⊗A M invertierbar. Nach Satz 9.5 lässt sich der
Homomorphismus M → AS ⊗A M : m 7→ 1 ⊗m auf MS fortsetzen. Man überprüft leicht,
dass dieser invers zur gegebenen Abbildung ist. □
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Die Kombination der letzten beiden Sätze liefert:

Korollar 9.10. Sei A ein Ring und S ⊆ A multiplikativ abgeschlossen. Dann ist AS flach
über A.

Wir vergleichen nun Untermoduln von M mit denen von MS. Ein Untermodul N eines
A-Moduls M heißt S-saturiert, wenn

s ∈ S,m ∈M, sm ∈ N ⇒ m ∈ N. (9.9)

Satz 9.11. Sei A ein Ring, M ein A-Modul und S ⊆ A multiplikativ abgeschlossen. Sei
ι : M → MS : m 7→ m

1
. Dann induziert ι−1 eine Bijektion zwischen der Menge der AS-

Untermoduln von MS und den S-saturierten Untermoduln von M . Die Umkehrung ist N 7→
NS.

Beweis. Für einen Untermodul Ñ ⊆MS ist

N := ι−1(Ñ) = {m ∈M | m
1
∈ Ñ}. (9.10)

Wegen sm ∈ N ⇒ sm
1
∈ Ñ ⇒ m

1
∈ Ñ ⇒ m ∈ N ist N tatsächlich S-saturiert. Wegen

m
s
∈ NS ⇔ ∃t : tm ∈ N ⇔ tm

1
∈ Ñ ⇔ m

s
∈ Ñ gilt NS = Ñ . Sei umgekehrt ein S-saturierter

Modul N gegeben. Dann ist m ∈ ι−1(NS)⇔ m
1
∈ NS ⇔ ∃t : tm ∈ N ⇔ m ∈ N und deshalb

ι−1(NS) = N . □

Korollar 9.12. Ist A bzw. M noethersch, so ist auch AS bzw. MS noethersch.

Übung 9.13. Sei A ein Ring, M ein A-Modul und S ⊆ A multiplikativ abgeschlossen. Seien
N,N ′ ⊆M Untermoduln und a ⊆ A ein Ideal. Dann gilt

(N ∩N ′)S = NS ∩N ′
S, (N +N ′)S = NS +N ′

S und (aN)S = aSNS. (9.11)

Bonusfrage: Wie steht es mit unendlichen Durchschnitten und unendlichen Summen?

Übung 9.14. Seien M und N Moduln über dem Ring A und S ⊆ A multiplikativ abgeschlossen.
Zeigen Sie

(M ⊗A N)S
∼→MS ⊗AS

NS. (9.12)

Ist M endlich präsentiert (siehe (4.23)), so gilt auch

HomA(M,N)S
∼→ HomAS

(MS, NS). (9.13)

[Hinweis: Betrachten Sie
Am → An →M → 0 (9.14)
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und
0 // HomA(M,N)S //

��

HomA(A
n, N)S //

��

HomA(A
m, N)S

��

0 // HomAS
(MS, NS) // HomAS

(AnS, NS) // HomAS
(AmS , NS)

(9.15)

Für Primideale kann man etwas genauer sagen:

Satz 9.15. Sei A ein Ring und S ⊆ A multiplikativ abgeschlossen. Dann ist

Spec(AS)→ Spec(A) : q 7→ ι−1(q) = {a ∈ A | a
1
∈ q} (9.16)

eine bijektive Abbildung auf die Menge der Primideale p mit p ∩ S = ∅.

Übung 9.16. Für Primideale p ist S-Saturiertheit äquivalent zu S ∩ p = ∅.

Wir werden deshalb Spec(AS) manchmal mit {p ∈ Spec(A) | p ∩ S = ∅} identifizieren.

Sei nun p ∈ Spec(A). Dann ist per definitionem S := A \ p multiplikativ abgeschlossen. Die
Lokalisierung AS wird dann allgemein mit Ap bezeichnet, obwohl dies mit der Bezeichnung
AS mit S = p kollidiert. Dies führt aber nie zu Verwechslungen, da Lokalisierung in S = p

wegen 0 ∈ p keinen Sinn hat. Aus Satz 9.15 folgt nun unmittelbar:

Korollar 9.17. Sei p ⊂ A ein Primideal. Dann ist Ap ein lokaler Ring mit maximalem Ideal
pp = pAp. Weiter gilt

Spec(Ap) ∼= {q ∈ Spec(A) | q ⊆ p}. (9.17)

Der Ring A ist genau dann nullteilerfrei, wenn das Nullideal (0) prim ist. In diesem Fall ist
A(0) dann einfach der aus der Algebravorlesung bekannte Quotientenkörper vonA. Allgemein-
er ist für p ∈ Spec(A) der Restklassenkörper κ(p) := Ap/pp gleichzeitig der Quotientenkörper
(A/p)(0) von A/p.

Man beachte, dass Ap die Eigenschaften noethersch oder nullteilerfrei von A erbt, nicht aber,
eine endlich erzeugte K-Algebra zu sein.

Satz 9.18. Sei A ein Ring.

(a) Ein Element m eines A-Moduls M ist genau dann gleich Null, wenn für jedes m ∈
Max(A) sein Bild in Mm gleich Null ist.

(b) Ein Modul M ist genau dann gleich Null, wenn für jedes m ∈ Max(A) seine Lokali-
sierung Mm gleich Null ist.

(c) Ein A-Homomorphismus φ : M → N ist genau dann injektiv/surjektiv/bijektiv,
wenn für jedes m ∈ Max(A) die lokalisierte Abbildung φm : Mm → Nm injek-
tiv/surjektiv/bijektiv ist.
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Beweis. Sei a := AnnA(m) := {a ∈ A | am = 0}. Für m ̸= 0 ist a ̸= A und es gibt
m ∈ Max(A) mit a ⊆ m. Es gilt daher am ̸= 0 für alle a ∈ A \ m und damit 0 ̸= m

1
∈ Mm.

Der Rest folgt daraus. □

Übung 9.19. Sei P ein endlich präsentierter A-Modul. Zeigen Sie, dass P genau dann
projektiv ist, wenn er lokal frei ist, d.h., wenn alle Lokalisierungen Pm mit m ∈ Max(A) freie
Moduln sind. [Hinweis: Verwenden Sie Übung 9.14 und Satz 8.9.]

Für einen Modul M definieren wir den Annullator AnnA(M) als {a ∈ A | aM = 0}. Der
Träger von M ist

Supp(M) := {p ∈ Spec(A) |Mp ̸= 0}. (9.18)

Endlich erzeugte Moduln haben einen abgeschlossenen Träger:

Satz 9.20. Für einen A-Modul M gilt Supp(M) ⊆ V(AnnA(M)) mit Gleichheit, wenn M

endlich erzeugt ist.

Beweis. Ist p ̸∈ V(AnnA(M)), d.h. AnnA(M) ̸⊆ p, so gibt es a ∈ A \ p mit aM = 0. Aber
dann ist Mp = 0 nach Konstruktion. Sei nun M = ⟨m1, . . . ,ml⟩A endlich erzeugt und Mp = 0.
Dann gibt es ai ∈ A \ p mit aimi =. Für a = a1 . . . al ∈ A \ p gilt dann aM = 0. Also ist
AnnA(M) ̸⊆ p. □

Übung 9.21. Für einen Modul M definiert man die Faser von M in p ∈ Spec(A) als
M(p) := Mp/pMp. Sie ist Vektorraum über dem Restklassenkörper κ(p) = Ap/pp. Zeigen
Sie:

Für endlich erzeugte Moduln M ist die Funktion p 7→ dimκ(p)M(p) halbstetig nach oben, d.h.
für jedes n ≥ 0 ist die Menge {p ∈ Spec(A) | dimκ(p)M(p) ≤ n} offen in Spec(A). [Hinweis:
Nakayama]

Übung 9.22. Sei m ∈ Max(A). Zeigen Sie, dass für jedes k ≥ 0 die natürliche Abbildung
A/mk → Am/m

k
m ein Isomorphismus ist.

10. Flache Algebren

In diesem Abschnitt studieren wir A-Algebren B welche als A-Modul flach sind. Wir starten
mit einer geometrischen Charakterisierung von treuflachen Algebren.

Satz 10.1. Sei B eine flache A-Algebra und π : SpecB → SpecA die induzierte Abbildung.
Dann sind äquivalent.

(a) B ist treuflach über A.
(b) Max(A) liegt im Bild von π.
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(c) π ist surjektiv.

In diesem Fall ist A→ B injektiv.

Beweis. (c)⇒(b) ist trivial.

(b)⇒(a) Zu m ∈ Max(A) gibt es q ∈ Spec(B) mit m = q ∩A. Wegen B/mB ↠ B/q ̸= 0 ist
B/mB ̸= 0. Also ist B treuflach über A nach Satz 8.14.

(a)⇒(c) Für p ∈ Spec(A) sei K der Quotientenkörper von A/p. Wegen K ̸= 0 ist auch
(B/p)A\p = B ⊗A K ̸= 0. Nun folgt die Behauptung aus

Spec((B/p)A\p) = {q ∈ Spec(B) | q ∩ A = p}. (10.1)

Sei schließlich ϱ : A→ B der Strukturhomomorphismus. Der tensorierte Homomorphismus

ϱ⊗A B : B = A⊗A B → B ⊗A B : b 7→ 1⊗ b (10.2)

ist injektiv, denn b1 ⊗ b2 7→ b1b2 ist eine Retraktion. Wegen Flachheit gilt

(ker ϱ)⊗A B = ker(ϱ⊗A B) = 0. (10.3)

Also ist ker ϱ = 0 wegen treuer Flachheit. □

Eine kleine Anwendung davon ist:

Satz 10.2. Sei B eine flache A-Algebra, q ∈ Spec(B) und p := q ∩ A ∈ Spec(A). Dann
ist Ap → Bq ein treuflacher Ringhomomorphismus. Insbesondere ist Spec(Bq) → Spec(Ap)

surjektiv (Going-Down-Eigenschaft).

Beweis. Sei S := ϱ(A \ p) ⊆ B \ q. Nach Satz 8.12 ist dann Ap → B ⊗A Ap = BS flach.
Weiter ist Bq flach über BS. Also ist Bq flach über Ap nach Satz 8.13. Die treue Flachheit
folgt nun aus Satz 10.1. □

Bemerkung 10.3. Wegen (9.17) kann man die Surjektivität von Spec(Bq) → Spec(Ap)

auch folgendermaßen formulieren: Sei p ein Primideal von A und q ein Primideal von B mit
p = A ∩ q. Dann gibt es zu jedem Primideal p′ ⊆ p von A ein Primideal q′ ⊆ q von B mit
p′ = q′ ∩ A (siehe Diagramm (15.5)). Daher der Name Going-Down.

Weitere Anwendungen treuflacher Ringerweiterungen finden Sie in Abschnitt 31. Zunächst
soll aber gezeigt werden, dass die Flachheit von Algebren kein so seltenes Phänomen ist. Ein
Beispiel haben wir schon in Korollar 9.10 gesehen, welches besagt, dass alle Lokalisierungen
flach sind. Nun zeigen wir, dass endlich erzeugte Algebren zumindest generisch flach sind.

Sei dazu N = {0, 1, 2, . . .} die Menge der nicht negativen ganzen Zahlen. Die Menge Nn hat
dann unter komponentenweiser Addition die Struktur eines kommutativen Monoids. Eine
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Teilmenge I ⊆ Nn heißt Monoidideal, wenn Nn+I = I. Zum Beispiel bilden die Nebenklassen
α + Nn für alle α ∈ Nn ein Monoidideal. Allgemeiner ist für jedes E ⊆ Nn die Teilmenge

I = E + Nn := {α + β | α ∈ E, β ∈ Nn} (10.4)

ein Ideal. Kann man E endlich wählen, so heißt I endlich erzeugt. Dies sind schon alle:

Lemma 10.4. Jedes Monoidideal ist endlich erzeugt.

Beweis. Wir führen die Aussage auf den Hilbertschen Basissatz zurück. Dazu wählen wir
irgendeinen festen Körper K und definieren für jede Teilmenge E ⊆ Nn den K-Unterraum
des Polynomrings

K[E] := ⟨xα | α ∈ E⟩K ⊆ Pn := K[x1, . . . , xn]. (10.5)

Dabei ist xα := xα1
1 . . . xαn

n für α = (αi). Dann ist offenbar K[Nn] = Pn und für jedes
Monoidideal I ist K[I] ein (Ring-)Ideal von Pn. Nach dem Basissatz 6.10 ist dann K[I]

endlich erzeugt. Es folgt, dass es eine endliche Teilmenge E ⊆ I gibt, sodass K[I] von K[E]

erzeugt wird. Wegen (K[E]) = K[E + Nn] wird dann I durch E erzeugt. □

Jedes α = (αi) hat einen Grad α0 := degα :=
∑n

i=1 αi. Damit definieren wir die lineare
Ordnung dlex auf Nn folgendermaßen: Für α, β ∈ Nn sei α <dlex β, wenn es ein k ∈ {0, . . . , n}
gibt mit

α0 = β0, α1 = β1, . . . , αk−1 = βk−1, αk < βk. (10.6)

Lemma 10.5. Es gilt:

(a) (Nn, <dlex) ist ordnungsisomorph zu (N, <).
(b) Aus α < β folgt α + γ < β + γ für alle α, β, γ ∈ Nn.

Beweis. Übung. □

Der nächste Satz ist eine zentrale Strukturaussage endlich erzeugter Algebren.

Satz 10.6 (Generische Flachheit). Sei A ein nullteilerfreier Ring und B eine endlich erzeugte
A-Algebra. Dann gibt es ein 0 ̸= s ∈ A, sodass Bs ein freier As-Modul ist. Ist A → B

injektiv5, so kann 1 ∈ Bs als Element einer A-Basis gewählt werden.

Beweis. Sei B = A[b1, . . . , bn]. Für alle β ∈ Nn definieren wir dann das Monom bβ =
∏

i b
βi
i .

Sei
B<β :=

∑
α<β

Abα sowie B≤β :=
∑
α≤β

Abα = B<β + Abβ. (10.7)

5Ansonsten liegt s im Kern und Bs ist der Nullring.
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Diese bilden eine aufsteigende Kette von A-Untermoduln von B mit B≤β/B<β
∼= A/a(β),

wobei
a(β) := {a ∈ A | abβ ∈ B<β}. (10.8)

Der springende Punkt ist nun

a(β) ⊆ a(α + β) für alle α, β ∈ Nn. (10.9)

In der Tat sei a ∈ a(β). Dann ist abα+β = bα(abβ) ∈ bαB<β ⊆ B<α+β (Lemma 10.5(b)) und
damit a ∈ a(α + β). Es folgt, dass

I := {β ∈ Nn | a(β) ̸= 0} (10.10)

ein Monoidideal ist. Nach Lemma 10.4 gibt es E = {β(1), . . . , β(l)} mit I = E + Nn. Wähle
nun für jedes i ein Element 0 ̸= ai ∈ a(β(i)). Dann ist s := a1 . . . al ̸= 0, da A nullteilerfrei
ist. Weiterhin gilt s ∈ a(β) für alle β ∈ E. Aus (10.9) folgt dann s ∈ a(β) für alle β ∈ I.
Wegen as(β) = a(β)s (zeigen Sie dies) gilt dann

as(β) =

As, für β ∈ I,

0, sonst.
(10.11)

und damit

(Bs)≤β =

(Bs)<β, für β ∈ I,

(Bs)<β ⊕ Asbβ, sonst.
(10.12)

Es folgt mit Hilfe von Lemma 10.5(a) durch Induktion, dass B := {bβ | β ∈ Nn \ I} eine
As-Basis von Bs bildet.

Falls A→ B injektiv ist, gilt a(0) = 0 und damit 1 ∈ B. □

Übung 10.7. Beweisen Sie folgende Verallgemeinerung der generischen Flachheit: Sei A ein
nullteilerfreier Ring und B eine endlich erzeugte A-Algebra. Sei außerdem M ein endlich
erzeugter B-Modul. Dann gibt es ein 0 ̸= s ∈ A, sodass Ms ein freier As-Modul ist.

Übung 10.8. Zeigen Sie anhand A = Z/4Z, dass man auf die Nullteilerfreiheit von A nicht
verzichten kann, wenn man will, dass As nicht der Nullring ist.

Als erste Folgerung erhalten wir:

Korollar 10.9. Sei A ein nullteilerfreier Ring und A ⊆ B eine endlich erzeugte Ringer-
weiterung. Dann enthält das Bild von Spec(B)→ Spec(A) eine nicht leere, offene Teilmenge.

Beweis. In der Tat ist der Homomorphismus As → Bs treuflach. Somit enthält das Bild von
π die offene Teilmenge Spec(As) = Spec(A) \ V(s). □

Für noethersche Ringe kann man präziser sein.
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Definition 10.10. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heißt lokal abgeschlossen,
wenn sie der Durchschnitt einer offenen und einer abgeschlossenen Menge ist. Eine endliche
Vereinigung von lokal abgeschlossenen Teilmengen heißt konstruierbar.

Bemerkung 10.11. 1. Man kann sich überlegen, dass die konstruierbaren Mengen die kle-
inste Klasse von Teilmengen sind, die alle offenen Teilmengen enthält und abgeschlossen
bezüglich Komplementen, endlichen Vereinigungen und endlichen Durchschnitten ist.

2. Eine Teilmenge ist genau dann lokal abgeschlossen, wenn sie offen in ihrem Abschluss ist.

Satz 10.12 (Chevalley). Sei A ein noetherscher Ring und B eine endlich erzeugte A-Algebra.
Dann ist das Bild von π : Spec(B)→ Spec(A) konstruierbar.

Beweis. Angenommen die Aussage ist falsch. Da A noethersch ist, gibt es dann eine minimale
abgeschlossene Teilmenge Z ⊆ Spec(A), sodass das Bild von Z ′ := π(π−1(Z)) in Z nicht
konstruierbar ist. Wäre Z = Z1 ∪ Z2 reduzibel, dann wären Z ′

i := π(π−1(Zi)) konstruierbar
und damit Z ′ = Z ′

1 ∪ Z ′
2 auch. Also ist Z irreduzibel und p := I(Z) ist ein Primideal.

Sei A := A/p und B := B/pB. Wähle s ∈ A
∗, sodass Bs frei über As ist. Für Bs = 0

ist Z ′ ⊆ VZ(s) und Z wäre nicht minimal. Andernfalls ist Bs ̸= 0 und Z ′ würde die offene
Teilmenge U := Z\VZ(s) = Spec(As) enthalten. Wegen Minimalität ist Z ′′ := π(π−1(VZ(s)))
konstruierbar. Aber dann ist Z ′ = Z ′′ ∪ U auch konstruierbar. □

Übung 10.13. Leiten Sie den Nullstellensatz aus Chevalleys Satz her.

Das Spektrum Spec(A) ist nicht nur ein topologischer Raum sondern auch eine durch Inklu-
sion partiell geordnete Menge. Dadurch trägt sie eine zweite Topologie.

Definition 10.14. Eine Teilmenge Z von X = Spec(A) heiße schwach abgeschlossen, wenn
für alle p, p′ ∈ X gilt

p ∈ Z und p ⊆ p′ ⇒ p′ ∈ Z. (10.13)

Entsprechend heiße U ⊆ X schwach offen, wenn für alle p, p′ ∈ X gilt

p ∈ U und p′ ⊆ p⇒ p′ ∈ U. (10.14)

Übung 10.15. Zeigen Sie, dass die schwach offenen Teilmengen sogar eine Alexandroff-
Topologie bilden.

Es gilt:

Satz 10.16. Die schwache Topologie ist feiner als die Zariskitopologie, d.h. für eine Teil-
menge Z ⊆ X = Spec(A) gilt

Z abgeschlossen =⇒ Z schwach abgeschlossen . (10.15)
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Ist A noethersch und Z konstruierbar, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus den Definitionen. Für die zweite sei Z ⊆ X

konstruierbar und schwach abgeschlossen. Zunächst einmal kann man X durch den Zariski-
abschluss Z von Z ersetzen. Damit ist Z Zariskidicht in X und wir müssen Z = X zeigen.
Da A noethersch ist, hat X eine Zerlegung in endlich viele irreduzible Komponenten Xi.
Jeder der Durchschnitte Z ∩Xi ist konstruierbar, schwach abgeschlossen und dicht in Xi. Es
reicht also Z ∩Xi = Xi zu zeigen. Durch Ersetzen von X mit Xi können wir annehmen, dass
X irreduzibel ist. Nach Voraussetzung ist Z Vereinigung endlich vieler lokal abgeschlossener
Teilmengen Zi. Da Z = X irreduzibel ist, ist Zi für mindestens ein i dicht in X. Für dieses i
ist Zi = U ∩Y mit U Zariskioffen und Y Zariskiabgeschlossen. Wegen X = Zi ⊆ Y ⊆ X gilt
dann Y = X. Damit ist Zi = U nicht leer und Zariskioffen in X. Also enthält Zi und damit
Z das einzige minimale Primideal Nil(A) von A. Aus (10.13) mit p = Nil(A) folgt, dass Z
alle Primideale von A enthält, d.h. Z = X. □

Zusammen mit Satz 10.2 erhält man:

Korollar 10.17. Sei A ein noetherscher Ring und B eine flache endlich erzeugte A-Algebra.
Dann ist π : Spec(B)→ Spec(A) eine offene Abbildung, d.h. Bilder offener Teilmengen sind
offen.

Übung 10.18. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Bestimmen Sie das Bild des
Morphismus φ : A2 → A2 : (x, y) 7→ (x, xy) und zeigen Sie, dass es konstruierbar, aber weder
offen noch abgeschlossen ist. Folgern Sie, dass K[x, y] nicht flach über K[x, xy] ist.

Übung 10.19. Man beweise den schwachen Nullstellensatz (Lemma 2.3) mit Hilfe des Satzes
über die generische Flachheit (Satz 10.6).

11. Assoziierte Primideale

In den nächsten zwei Abschnitten entwickeln wir eine allgemeine Strukturtheorie für Ideale in
noetherschen Ringen. Im Prinzip handelt es sich um eine Verallgemeinerung der Primzahlz-
erlegung. Die Zerlegung n = ±pm1

1 . . . pms
s ∈ Z kann nämlich idealtheoretisch auch als

(n) = (pm1
1 ) ∩ . . . ∩ (pms

s ). (11.1)

geschrieben werden. Der Satz von Lasker-Noether besagt, dass dies auch für beliebige noether-
sche Ringe funktioniert. Man muss dazu die Primzahlen pi durch Primideale pi und die
Primzahlpotenzen pni

i durch sogenannte primäre Ideale qi ersetzen. Die Theorie lässt sich
sogar für Untermoduln statt Idealen durchführen. In diesem Abschnitt studieren wir zuerst
die Primideale, die bei einer solchen Zerlegung auftreten.
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Sei M ein Modul über einem Ring A. Der Annullator eines Elements m ist das Ideal
AnnA(m) := {a ∈ A | am = 0}. Ein Element a ∈ A heißt Nullteiler von M , wenn die
Multiplikationsabbildung a : M → M nicht injektiv ist. Die Menge der Nullteiler ist somit
die Vereinigung aller AnnA(m) mit m ̸= 0.

Definition 11.1. Ein Primideal p ∈ Spec(A) heißt assoziiert zum Modul M , wenn es einen
injektiven Homomorphismus A/p ↪→M gibt. Mit anderen Worten: Es gibt ein m ∈M (das
Bild der 1) mit AnnA(m) = p. Die Menge der zu M assoziierten Primideale wird mit Ass(M)

bezeichnet.

Lemma 11.2. Sei p = AnnA(m) ⊂ A maximal unter allen Annullatoren von Elementen
m ∈M , m ̸= 0. Dann ist p ein Primideal und somit assoziiert zu M .

Beweis. Seien a, b ∈ A mit ab ∈ p und b ̸∈ p. Dann ist abm = 0 und bm ̸= 0. Aus der
Maximalität von p folgt dann a ∈ AnnA(bm) = AnnA(m) = p. □

In einem noetherschen Ring ist jeder Annullator in einem maximalen Annullator enthalten.
Dies impliziert

Korollar 11.3. Sei A noethersch und M ein A-Modul.

(a) Es gilt M = 0 genau dann, wenn Ass(M) = ∅.
(b) Die Menge der Nullteiler von M ist die Vereinigung der assoziierten Ideale von M .

Beweis. Wenn M ̸= 0 und A noethersch ist, hat A ein Ideal wie in Lemma 11.2. Somit
ist Ass(M) ̸= ∅. Jedes assoziierte Ideal besteht per definitionem aus Nullteilern von M . Sei
umgekehrt a ∈ A ein Nullteiler von M . Dann ist a in einem Annullator und (da A noethersch
ist) in einem maximalen Annullator enthalten. □

Übung 11.4. Sei K ein Körper und P := K[x1, x2, x3, . . .] der Polynomring in unendlich
vielen Variablen. Sei a := (x21, x

2
2, x

2
3, . . .) und A := P/a. Zeigen Sie A ̸= 0 und Ass(A) = ∅.

Lemma 11.5. Sei A ein Ring und

0→M ′ →M →M ′′ → 0 (11.2)

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Dann gilt

Ass(M ′) ⊆ Ass(M) ⊆ Ass(M ′) ∪ Ass(M ′′). (11.3)

Beweis. Die linke Inklusion ist klar. Sei nun p ∈ Ass(M) mit p ̸∈ Ass(M ′). Wir zeigen
p ∈ Ass(M ′′). Wähle dazu m ∈ M mit Am ∼= A/p. Da p prim ist, sind alle Annullatoren in
Am \ {0} gleich p. Es folgt M ′ ∩ Am = (0) und damit, dass M ′′ einen zu A/p isomorphen
Untermodul besitzt. □
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Moduln haben in der Regel unendliche Länge. Somit besitzen sie auch keine Kompositions-
reihe mit irreduziblen Faktoren. Das Nächstbeste ist:

Satz 11.6. Sei A ein noetherscher Ring. Dann hat jeder endlich erzeugte A-Modul M eine
Filtrierung

0 =M0 ⊂M1 ⊂ . . . ⊂Mn =M, (11.4)

wobei jeder Faktor Mi/Mi−1 isomorph zu A/pi mit einem Primideal pi ∈ Spec(A) ist.

Beweis. Wir konstruieren die Kette rekursiv. Seien also M0 = 0,M1, . . . ,Mi−1 schon kon-
struiert. Im Fall Mi−1 = M sind wir fertig. Andernfalls besitzt der Quotient M/Mi−1 nach
Korollar 11.3 ein assoziiertes Ideal pi und damit einen zu A/pi isomorphen Untermodul N .
Definiere nun Mi als das Urbild von N in M . Da M noethersch ist, muss dieses Verfahren
irgendwann abbrechen. □

Bemerkung 11.7. Weder die Länge n noch die auftretenden Primideale pi sind eindeutig
bestimmt.

Lemma 11.5 und Satz 11.6 implizieren:

Korollar 11.8. Sei A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann
ist Ass(M) endlich.

Assoziierte Ideale verhalten sich gut unter Lokalisierung:

Satz 11.9. Sei A ein noetherscher Ring, S ⊆ A eine multiplikative Teilmenge und M ein
A-Modul. Dann ist

AssAS
(MS) = AssA(M) ∩ Spec(AS). (11.5)

Beweis. Sei p = AnnA(m) ∈ AssA(M) ∩ Spec(AS). Dann ist a
s
∈ AnnAS

(m
1
) genau dann,

wenn es t ∈ S mit tam = 0, also ta ∈ p gibt. Wegen p ∩ S = ∅ ist t /∈ p und damit a ∈ p.
Also ist pS = AnnAS

(m
1
) ∈ AssAS

(MS).

Sei umgekehrt pS = AnnAS
(m
s
). Dann gibt es für jedes a ∈ p ein t ∈ S mit tam = 0. Da A

noethersch ist, ist p endlich erzeugt und man kann t unabhängig von a wählen. Es gilt dann
p ⊆ AnnA(tm). Ist umgekehrt a ∈ AnnA(tm), dann ist a

1
= at

t
∈ AnnAS

(m
1
) = pS und damit

a ∈ p. Es folgt p = AnnA(tm) ∈ AssA(M). □

Mit diesem Satz kann man manche Probleme auf assoziierte Primideale reduzieren.

Korollar 11.10. Sei A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann
sind die minimalen Elemente von Ass(M) genau die über AnnA(M) liegenden minimalen
Primideale. Insbesondere enthält Ass(A) alle minimalen Primideale von A.
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Beweis. Alle assoziierten Primideale enthalten konstruktionsgemäß den Annullator AnnA(M).
Es genügt daher zu zeigen, dass ein über AnnA(M) minimales Primideal p assoziiert zu M

ist. Da M endlich erzeugt ist, gilt Mp ̸= 0 nach Satz 9.20. Da Ap noethersch ist, besitzt
Mp ein assoziiertes Primideal. Wegen Minimalität kommt dafür nur pp in Frage. Also ist
p ∈ AssA(M) (Satz 11.9). □

Bemerkung 11.11. Korollare 11.8 und 11.10 liefern einen neuen Beweis für die Endlichkeit
der Anzahl minimaler Primideale in noetherschen Ringen (vgl. Satz 6.16).

Korollar 11.12. Sei A ein noetherscher Ring, sei M ein endlich erzeugter A-Modul und
sei a ⊆ A ein Ideal. Dann gibt es genau dann ein k ≥ 0 mit akM = 0, wenn a in allen
(minimalen) assoziierten Primidealen von M liegt.

Beweis. Ersetze ohne Einschränkung A durch A/Ann(M). Dann ist akM = 0 genau dann,
wenn ak ⊆ Ann(M) = 0. Da a endlich erzeugt ist, gibt es ein solches k genau dann, wenn alle
Elemente von a nilpotent sind. Nach Satz 3.10 und Satz 3.12 bedeutet dies, dass a in allen
minimalen Primidealen von A enthalten ist. Die Behauptung folgt nun aus Korollar 11.10.

□

In eine ähnliche Richtung geht folgendes Lemma:

Korollar 11.13. Sei A ein noetherscher Ring, S ⊆ A multiplikativ abgeschlossen und M

ein A-Modul. Dann ist M →MS genau dann injektiv, wenn p∩S = ∅ für alle p ∈ Ass(M).
Insbesondere ist M → Mp mit p ∈ Spec(A) genau dann injektiv, wenn p alle assoziierten
Primideale von M enthält.

Beweis. Die assoziierten Primideale des Kerns N sind genau diejenigen p ∈ AssA(M) mit
(A/p)S = 0, d.h. mit p ∩ S ̸= ∅. Also ist N = 0 äquivalent zu p ∩ S = ∅ für alle p ∈
AssA(M). □

Übung 11.14. Zeigen Sie: Sei A ein noetherscher Ring und M ein (nicht unbedingt endlich
erzeugter) A-Modul. Dann ist

Supp(M) =
⋃

p∈AssM

V(p). (11.6)

Definition 11.15. Die nicht minimalen assoziierten Primideale heißen eingebettet. Somit ist
jedes assoziierte Primideal entweder minimal über AnnA(M) oder eingebettet.

Beispiel 11.16. Das Standardbeispiel für eingebettete Primideale ist A = K[x, y]/a mit
a = (x2, xy). Dann ist (0) ⊂ (x) ⊂ A eine Filtrierung mit A/(x) ∼= K[y] und (x) ∼=
A/(x, y) ∼= K nullteilerfrei. Also ist p1 = Ann(y) = (x) das minimale Primideal von A und
p2 = Ann(x) = (x, y) ist eingebettet.
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Eine weitere Anwendung assoziierter Ideale ist folgende Verallgemeinerung von Korollar 8.6:

Satz 11.17. Eine noethersche Algebra B ist genau dann flach über einem Hauptidealring A,
wenn q ∩ A = 0 für alle q ∈ Ass(B).

Beweis. Nach Korollar 8.6 müssen wir nachweisen, dass kein 0 ̸= a ∈ A Nullteiler von B ist.
Dies folgt aus der Tatsache, dass die Menge der Nullteiler von B genau die Vereinigung aller
assoziierten Primideale ist (Korollar 11.3(b)). □

Korollar 12.22 unten ist eine geometrische Interpretation dieses Satzes.

Ist B eine flache A-Algebra, so besteht ein enger Zusammenhang zwischen ihren assoziierten
Idealen.

Satz 11.18. Sei B eine flache A-Algebra mit A und B noethersch und sei π : Spec(B) →
Spec(A) die assoziierte Abbildung. Dann ist

π(Ass(B)) = Ass(A) ∩ π(Spec(B)). (11.7)

Beweis. Sei p ∈ π(Spec(B)). Wir zeigen, dass p ∈ Ass(A) genau dann, wenn p = π(q) für
ein q ∈ Ass(B). Da Bp = B ⊗A Ap eine flache Ap-Algebra ist (Satz 8.12), können wir in p

lokalisieren und damit annehmen, dass (A, p) ein lokaler Ring ist.

Nach Annahme ist p = π(q) für ein q ∈ Spec(B). Damit ist B treuflach über A (Satz 10.1).
Insbesondere ist A → B injektiv. Sei a ∈ A ein Nichtnullteiler. Wegen Flachheit ist a auch
ein Nichtnullteiler von B. Umgekehrt ist jeder Nichtnullteiler von B, der in A liegt, ein
Nichtnullteiler von A. Wegen Korollar 11.3(b) gilt also⋃

Ass(A) = A ∩
⋃

Ass(B) =
⋃

π(Ass(B)). (11.8)

Da p maximal ist, gilt unter zweimaliger Anwendung von Prime Avoidance (Satz 3.14)

p ∈ Ass(A)⇔ p ⊆
⋃

Ass(A)⇔ p ⊆
⋃

π(Ass(B))⇔ p ∈ π(Ass(B)). (11.9)
□

Lemma 11.19. Sei A ein noetherscher Ring, p ⊂ A ein Primideal und M ein endlich
erzeugter A-Modul. Dann sind äquivalent:

(a) p besteht nur aus Nullteilern von M .
(b) p ist in einem assoziierten Ideal von M enthalten.
(c) Es gibt m ∈M mit m ̸= 0 und pm = 0.

Beweis. Wenn p nur aus Nullteilern besteht, ist es nach Korollar 11.3(b) in der Vereinigung
aller assoziierten Primideale enthalten. Da es davon nur endlich viele gibt (Korollar 11.8)
liegt p in einem, sagen wir q, von ihnen (Prime Avoidance). Per definitionem gibt es m ∈M
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mit q = AnnA(m). Für dieses m gilt dann m ̸= 0 und pm = 0. Die Richtung (c)⇒(a) ist
trivial. □

Lemma 11.20. Sei A ein noetherscher Ring, p ⊂ A ein Primideal und M ein A-Modul.
Dann sind äquivalent:

(a) p ist ein assoziiertes Ideal von M .
(b) Es gibt m ∈M mit mp ̸= 0 und pm = 0.

Beweis. Sei p ∈ Ass(M). Dann gibt es m ∈M mit Am ∼= A/p. Dann ist pm = 0 und wegen
(A/p)p ̸= 0 auch mp ̸= 0. Sei umgekehrt m wie in (b). Dann ist pp ⊆ AnnAp(mp) ⊆ pp und
damit p ∈ AssAp(Mp) ⊆ Ass(M) (Satz 11.9). □

12. Die Primärzerlegung

In diesem Abschnitt sind alle Ringe A und Moduln M noethersch.

Ein Element a ∈ A heißt Nullteiler von M , wenn a : M → M nicht injektiv ist, d.h., wenn
es ein m ∈M mit m ̸= 0 und am = 0 gibt. Somit ist 0 ∈ A immer ein Nullteiler, außer wenn
M = 0 ist. Das Element a ∈ A heißt nilpotent auf M , wenn es ein k ≥ 1 gibt mit akM = 0.
Offenbar ist für M ̸= 0 jedes nilpotente Element ein Nullteiler, aber im Allgemeinen nicht
umgekehrt.

Definition 12.1. (a) Ein A-Modul M heißt koprimär, wenn Ass(M) = {p} aus einem
Element besteht. In diesem Fall heißt M p-koprimär.

(b) Ein Untermodul N ⊆ M heißt primär (in M), wenn M/N koprimär ist. In diesem Fall
heißt N p-primär (in M).

Man beachte, dass koprimäre Moduln niemals Null und daher primäre Untermoduln immer
echt sind.

Beispiel 12.2. Für einen Hauptidealring sind die zyklischen Moduln A/(d) genau dann
koprimär, wenn (d) = (0) oder (d) = (pk) für ein Primelement p ∈ A und k ≥ 1 ist. Somit
sind die primären Ideale genau das Nullideal oder die Ideale von der Form (pk).

Satz 12.3. Sei M ein A-Modul und p ∈ Spec(A). Ein Untermodul N ⊆ M ist genau dann
p-primär, wenn folgende drei Bedingungen erfüllt sind:

• N ̸=M ,
• pkM ⊆ N für ein k ≥ 1 und
• N ist A \ p-saturiert, d.h. N = Np ∩M = {m ∈M | sm ∈ N für ein s ∈ A \ p}.
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Beweis. Sei ohne Einschränkung 0 = N ̸=M . Nach Korollar 11.12 ist die zweite Bedingung
äquivalent zu p ⊆ q für alle q ∈ Ass(M). Die dritte ist äquivalent zur Injektivität von
M → Mp und damit zu q ⊆ p für alle q ∈ AssA(M) (Korollar 11.13). Also sind beide
Bedingungen äquivalent zu AssA(M) = {p}. □

Aus dem Satz kann man eine Art Klassifikation von p-primären Untermoduln herleiten.
Dazu sagen wir, ein Untermodul N ⊆M habe endliche Kolänge6, wenn M/N ein A-Modul
endlicher Länge ist. Für lokale Ringe ist dies besonders einfach:

Lemma 12.4. Sei (A, p) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann
hat ein Untermodul N ⊆ M genau dann endliche Kolänge, wenn er für ein k ≥ 1 den
Untermodul pkM enthält.

Beweis. Angenommen N hat endliche Kolänge. Da A/p der einzige einfache A-Modul ist, hat
M/N eine Kompositionsreihe, deren Faktoren alle isomorph zu A/p sind. Es folgt pk(M/N) =

0 und damit pkM ⊆ N für ein k ≥ 1.

Für die Umkehrung genügt es zu zeigen, dass pkM endliche Kolänge in M hat. Dies folgt
aus der Tatsache, dass in der Filtrierung M ⊇ pM ⊇ . . . ⊇ pkM die Quotienten pi−1M/piM

endlich erzeugte A-Moduln und damit endlich dimensionale A/p-Vektorräume sind. Diese
haben somit endliche Länge. □

Korollar 12.5. Sei M ein A-Modul und p ∈ Spec(A). Dann liefert die Abbildung N 7→ Np

eine bijektive Korrespondenz zwischen p-primären A-Untermoduln von M und echten Ap-
Untermoduln von Mp endlicher Kolänge. Insbesondere werden die p-primären Ideale von A

durch echte Ideale von Ap endlicher Kolänge klassifiziert.

Beweis. Folgt aus Satz 12.3 und Lemma 12.4 zusammen mit der Tatsache, dass nach Satz 9.11
die Ap-Untermoduln von Mp den A \ p-saturierten Untermoduln von M entsprechen. □

Beispiel 12.6. Sei A = K[x, y] und p = (x, y). Sei weiterhin n = 2. Wegen p/p2 = ⟨x, y⟩K
entspricht ein p-primäres Ideal mit n = 2 einem K-Unterraum von ⟨x, y⟩K . Insbesondere
gibt es unendlich viele davon, wenn K unendlich ist.

Übung 12.7. Sei A = K[x, y, z]. Zeigen Sie:

(a) Alle (x)-primären Ideale a ⊂ A sind von der Form a = (xk) mit k ≥ 1.
(b) Alle (x, y)-primären Ideale a ⊂ A, sodass a(x,y) die Kolänge 2 hat, sind von der Form

(x2, xy, y2, f(z)x+ g(z)y) (12.1)

mit f, g ∈ K[z] teilerfremd.
6Dies ist kein allgemein akzeptierter Begriff
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Beispiel 12.8. Von besonderer Bedeutung ist der Fall a = pkp . Das zugehörige p-primäre
Ideal p(k) = pkp ∩ A heißt die k-te symbolische Potenz von p. Es gilt somit

p(k) = {a ∈ A | es gibt s ̸∈ p mit sa ∈ pk}. (12.2)

Übung 12.9. Zeigen Sie p(n) = pn, wenn p ein maximales Ideal ist.

Übung 12.10. Sei A := C[x, y, z]/(xy − z2) und p := (x, z). Zeigen Sie, dass p prim, aber
p2 nicht p-primär ist. Insbesondere ist p2 echt kleiner als das symbolische Quadrat p(2).

Übung 12.11. Sei A ein noetherscher Ring, p ∈ Spec(A) ein Primideal, S ⊆ A eine
multiplikative Teilmenge mit p ∩ S = ∅ und M ein A-Modul. Dann bildet N 7→ NS eine
Bijektion zwischen der Menge der p-primären Untermoduln von M und der Menge der pS-
primären Untermoduln von MS.

Es gibt folgende Charakterisierung koprimärer Moduln, für die p nicht vorgegeben ist.

Satz 12.12. Ein Modul M ̸= 0 ist genau dann koprimär, wenn jeder Nullteiler von M nilpo-
tent auf M ist. In diesem Fall besteht das assoziierte Primideal p genau aus allen Nullteilern
und es gilt pkM = 0 für ein k ≥ 1.

Beweis. Sei M zunächst p-koprimär. Nach Korollar 11.3 sind dann die Nullteiler von M

genau die Elemente von p. Wegen Satz 12.3 sind diese nilpotent.

Sei umgekehrt die Menge p der Nullteiler von M gleich der Menge der auf M nilpotenten
Elemente. Letztere Menge bildet ein Ideal. Für erstere ist das Komplement multiplikativ
abgeschlossen. Es folgt, dass p ein Primideal ist. Aus Satz 12.3 folgt nun, dass M p-koprimär
ist. □

Für ein Ideal a ⊂M = A erhalten wir die klassische Definition primärer Ideale:

Korollar 12.13. Ein echtes Ideal a ⊂ A ist genau dann primär, wenn

ab ∈ a, b ̸∈ a⇒ ak ∈ a für ein k ≥ 1. (12.3)

In dem Fall ist
√
a das assoziierte Primideal von A/a.

Die drei Bedingungen von Satz 12.3 vererben sich unmittelbar auf endliche Durchschnitte.
Somit erhalten wir

Korollar 12.14. Sei p ∈ Spec(A) und M ein Modul. Dann ist der Durchschnitt einer nicht
leeren, endlichen Familie p-primärer Untermoduln wieder p-primär.
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Noethers fundamentale Beobachtung war, dass Primalität mit einem anderen Konzept übere-
instimmt.

Definition 12.15. Ein Untermodul N ⊆M heißt unzerlegbar, wenn aus N = N1∩N2 folgt,
dass N = N1 oder N = N2.

Lemma 12.16. Jeder echte, unzerlegbare Untermodul ist primär.

Beweis. Angenommen M := M/N wäre nicht koprimär. Dann hätte M Untermoduln N1

und N2, welche zu A/p1 bzw. A/p2 mit verschiedenen Primidealen p1, p2 isomorph sind. Da
alle Annullatoren in N i \ {0} gleich pi sind, gilt N1 ∩N2 = 0. Die Urbilder Ni von N i in M
erfüllen dann N = N1 ∩N2. Also ist N zerlegbar. □

Die Theorie kulminiert in folgendem Satz:

Satz 12.17 (Satz von Lasker-Noether). Sei A ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter
A-Modul und N ⊆M ein Untermodul.

(a) Es gibt endlich viele primäre Untermoduln N1, . . . , Nk ⊆M mit

N = N1 ∩ . . . ∩Nk, (12.4)

(b) Sei Ass(M/Ni) = {pi}. Dann ist Ass(M/N) ⊆ {p1, . . . , pk}.

Der Durchschnitt (12.4) heißt Primärzerlegung von N . Eine Primärzerlegung heißt minimal,
wenn k so klein wie möglich ist. Für minimale Primärzerlegungen gilt dann:

(c) (Erster Eindeutigkeitssatz) Die pi sind paarweise verschieden mit

Ass(M/N) = {p1, . . . , pk}. (12.5)

(d) (Zweiter Eindeutigkeitssatz) Sei pi ∈ Ass(M/N) minimal. Dann ist

Ni = Npi ∩M. (12.6)

Beweis. (a) Sei S die Menge aller Untermoduln N ⊆ M , die nicht Durchschnitt endlich
vieler unzerlegbarer Untermoduln ist. Da A noethersch ist, würde S, wenn es nicht leer ist,
ein maximales Element N enthalten. Weil dieses nicht unzerlegbar ist, gibt es Untermoduln
N1, N2 ⊆M mit N = N1 ∩N2 und N ⊊ N1, N2. Wegen der Maximalität von N sind N1 und
N2 Durchschnitt endlich vieler unzerlegbarer Untermoduln. Aber dann gilt das Gleiche für
N . Wegen dieses Widerspruchs ist S = ∅. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 12.16.

(b) folgt wegen M/N ↪→
⊕

iM/Ni aus Lemma 11.5.

(c) Durch Herausteilen von N kann man N = 0 annehmen. Wegen Korollar 12.14 sind die pi

paarweise verschieden. Wir zeigen nun, dass jedes pi in Ass(M) liegt. Sei dazu N ′
i :=

⋂
j ̸=iNj.
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Wegen der Minimalität von k ist N ′
i ̸= 0. Auf der anderen Seite ist Ni ∩ N ′

i = N = 0 und
daher N ′

i → M/Ni injektiv. Jeder nichttriviale Untermodul eines pi-koprimären Moduls ist
pi-koprimär. Es folgt {pi} = Ass(N ′

i) ⊆ Ass(M).

(d) Sei p := pi. Lokalisieren in p ergibt

Np = (N1)p ∩ . . . ∩ (Nk)p. (12.7)

Aus Ass(M/Nj) = {pj} und pj ̸⊆ p für j ̸= i erhält man mit Satz 11.9, dass Ass((M/Nj)p) =

∅. Daraus folgt sofort (Nj)p = Mp und (12.7) kollabiert zu Np = (Ni)p. Aus Satz 12.3 folgt
dann Ni = (Ni)p ∩M = Np ∩M . □

Bemerkung 12.18. Der Beweis zeigt auch, wie man aus einer Primärzerlegung eine mini-
male gewinnen kann: Zunächst kann man alle Ni mit pi ̸ AssA(M) weglassen (denn dann ist
N ′
i = 0). Beispiel mit A = K[x, y]:

(xy) = (x) ∩ (x, y) ∩ (y) ⇝ (xy) = (x) ∩ (y). (12.8)

Als nächstes kann man alle Ni zum selben Primideal durch ihren Durchschnitt ersetzen.
Dann sind die pi genau die assoziierten Primideale von M ohne Wiederholungen und die
Zerlegung ist minimal. Ein Beispiel mit A = K[x, y]:

(x2, y2) = (x2, y) ∩ (x, y2) ⇝ (x2, y2) = (x2, y2) (12.9)

Beispiel 12.19. Sei A = K[x, y]. Dann ist

(xy, y2) = (y) ∩ (x, y2) (12.10)

eine minimale Primärzerlegung. In der Tat ist (y) schon prim und (x, y2) ist (x, y)-primär.
Geometrisch kann man sich V(xy, y2) als die Vereinigung der x-Achse mit einem verdickten
Nullpunkt vorstellen:

(12.11)

Andere minimale Zerlegungen sind

(xy, y2) = (y) ∩ (xk, xy, y2) (12.12)

für jedes k ≥ 1 und
(xy, y2) = (y) ∩ (x+ cy, y2) (12.13)

für jedes c ∈ K. Dies zeigt, dass die Primärideale zu eingebetteten Komponenten nicht
eindeutig sind.

Übung 12.20. Zeigen Sie: Für jeden endlich erzeugten Modul M gibt es eine Injektion

M ↪→
⊕

p∈Ass(M)

N(p) (12.14)

mit p-koprimären Moduln N(p).
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Korollar 12.21. Sei A reduziert. Dann besteht Ass(A) genau aus den minimalen Primide-
alen von A. Insbesondere hat A keine eingebetteten Komponenten.

Beweis. Seien p1, . . . , pn die minimalen Primideale von A. Dann ist 0 = nil(A) =
⋂
i pi die

Primärzerlegung des Nullideals. Die Behauptung folgt nun aus dem ersten Eindeutigkeitssatz.
□

Hier ist nun die angekündigte geometrische Interpretation von Satz 11.17. Dabei heiße ein
Morphismus φ : X → Y flach, wenn O(X) eine flache O(Y )-Algebra ist.

Korollar 12.22. Sei X eine affine Varietät. Dann ist ein Morphismus φ : X → A1 genau
dann flach, wenn φ keine irreduzible Komponente von X auf einen Punkt abbildet.

Beweis. Der Ring O(X) ist reduziert. □

13. Artinsche Ringe

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit den in gewissem Sinne kleinsten kommutativen
Ringen. Zu ihnen gehören insbesondere alle Körper. Die folgende Definition ist ein Spezialfall
einer allgemeineren Definition, die später in Definition 17.1 nachgeliefert wird.

Definition 13.1. Ein Ring A ist höchstens nulldimensional oder hat die Dimension ≤ 0,
wenn Spec(A) = Max(A), oder anders ausgedrückt: Aus p, q ∈ Spec(A) und p ⊆ q folgt
p = q. Er ist nulldimensional, wenn zusätzlich A ̸= 0, d.h. Spec(A) ̸= ∅.

Alle Körper sind nulldimensional, auch zum Beispiel K(x), der ja eigentlich eindimensional
aussieht. Auch manche Ringe, von denen man es nicht erwartet hätte, sind nulldimensional,
wie zum Beispiel der Ring C(M) der stetigen Funktionen auf einer nicht leeren kompakten
Mannigfaltigkeit M (Beweis Übung) ganz egal, was die Dimension von M ist. Zusammen mit
geeigneten Endlichkeitsbedingungen ist der Begriff der Nulldimensionalität aber durchaus
sinnvoll.

Definition 13.2. Ein A-Modul heißt artinsch, wenn er die absteigende Kettenbedingung
für Untermoduln erfüllt. Entsprechend heißt ein Ring A artinsch, wenn er als Modul über
sich selbst artinsch ist, d.h., wenn er die absteigende Kettenbedingung für Ideale erfüllt.

Ein Modul, der sowohl artinsch als auch noethersch ist, hat endliche Länge, d.h. eine endliche
Kompositionsreihe. Die Faktoren sind einfache Moduln und damit von der Form A/m mit
m ∈ Max(A). Es gibt sehr wohl Moduln, die artinsch, aber nicht noethersch sind. Ein Beispiel
ist die sogenannte Prüfergruppe Z[1

p
]/Z für eine Primzahl p. Ihre einzigen Untergruppen sind

0 ⊂ (Z1
p
)/Z ⊂ (Z 1

p2
)/Z ⊂ (Z 1

p3
)/Z ⊂ . . . ⊂ Z[1

p
]/Z (13.1)
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Insbesondere ist die Prüfergruppe artinsch, aber nicht noethersch. Für Ringe sieht die Sache
ganz anders aus.

Der Hauptsatz zum Thema ist:

Satz 13.3. Für einen Ring A sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

(a) A ist artinsch.
(b) Es gibt eine endliche Folge mi maximaler Ideale, deren Produkt m1 . . .mn = 0 ist7.
(c) A ist von endlicher Länge als A-Modul.
(d) A ist noethersch und höchstens nulldimensional.

Unter diesen Umständen ist Spec(A) = Max(A) endlich.

Beweis. (a)⇒(b) Sei A artinsch. Dann gibt es ein Ideal a ⊆ A, welches minimal unter allen
endlichen Produkten m1 . . .mn maximaler Ideale ist. Zunächst einmal bedeutet dies ma = a

für alle maximalen Ideale m. Insbesondere gilt a ⊆ m. Aus demselben Grund gilt a2 = a.
Angenommen a ̸= 0. Da A artinsch ist, gibt es ein Ideal b ⊆ A, welches minimal mit ab ̸= 0

ist. Wegen a(ab) = a2b = ab ̸= 0 und ab ⊆ b gilt ab = b. Weiterhin gibt es b ∈ b mit ab ̸= 0.
Somit gilt (b) = b und deshalb ab = (b) ̸= 0. Es gibt also ein a ∈ a mit ab = b. Da a mit a in
jedem maximalen Ideal enthalten ist, ist 1− a in keinem enthalten und damit invertierbar.
Aus (1− a)b = 0 folgt der Widerspruch b = 0. Es gilt also a = 0.

(b)⇒(c) Sei ai := m1 . . .mi. Dann ist A = a0 ⊇ a1 ⊇ . . . ⊇ an = 0 und jeder Quotient
Mi := ai−1/ai ist ein Vektorraum für den Körper A/mi. Alle Mi sind natürlich auch artinsch
und damit als Vektorraum endlich dimensional. Es folgt, dass alle Mi und damit A selber
endliche Länge hat.

Da (c)⇒(a) trivial ist, sind (a), (b) und (c) äquivalent.

(c)⇒(d) Da A insbesondere noethersch ist, bleibt zu zeigen, dass jedes Primideal p ⊂ A

maximal ist. Indem man A durch A/p ersetzt, kann man zusätzlich p = (0) und somit A
nullteilerfrei annehmen. Aus endlicher Länge folgt, dass A einen einfachen Untermodul M
hat. Dieser ist isomorph zu A/m mit m ∈ Max(A). Aus mM = 0 folgt dann m = (0) = p.

(d)⇒(b) Da nach Voraussetzung maximale Ideale auch minimale Primideale sind, hat A
nach Satz 6.16 nur endlich viele maximale Ideale. Sei a ihr Produkt. Nach Satz 3.10 gilt
a ⊆ Nil(A). Da a endlich erzeugt ist, gilt ak = 0 für ein k ≥ 1. Dies beweist (b). □

Bemerkung 13.4. Bedingung (a) ist eigentlich nur ein Kuriosum und kommt für sich allein
selten in der Praxis vor. Wichtig ist vor allem die Äquivalenz von (c) und (d). Daher braucht
man den kompliziertesten Teil des Beweises, nämlich (a)⇒(b), eigentlich nicht.

7Das leere Produkt definiert man als A. Dies braucht man für A = 0.
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Übung 13.5. Konstruieren Sie einen nulldimensionalen Ring, welcher nicht artinsch ist.

Korollar 13.6. Sei A ein noetherscher Ring. Dann ist ein Primideal p ⊂ A genau dann
minimal, wenn Ap artinsch ist. Insbesondere gibt es (wegen (b)) ein k ≥ 1 und ein s ∈ A \ p
mit spk = 0.

Satz 13.7. Sei A ein artinscher Ring mit maximalen Idealen m1, . . . ,mn. Dann ist

A
∼→ Am1 ⊕ . . .⊕ Amn (13.2)

ein Isomorphismus von Ringen. Allgemeiner ist für jeden A-Modul M

M
∼→Mm1 ⊕ . . .⊕Mmn (13.3)

ein Isomorphismus von A-Moduln.

Beweis. Wir beginnen mit A. Beide Seiten sind endlich erzeugte A-Moduln und die Abbil-
dung ist ein Isomorphismus nach Lokalisierung in jedem maximalen Ideal also selbst ein
Isomorphismus (Satz 9.18). Der allgemeine Fall folgt durch Tensorieren mit M . □

Übung 13.8. Sei A noethersch und m ∈ Max(A). Dann ist A/mn artinsch für alle n ≥ 0.

14. Ganze Ringerweiterungen

Für die Theorie Körpererweiterungen sind die endlichen und die algebraischen Erweiterungen
besonders wichtig. Die Verallgemeinerung auf Ringe ist das Konzept der Ganzheit, welches
sich bereits für den Beweis des Nullstellensatzes (vgl. Lemma 2.7) als nützlich erwiesen hat.
In diesem Abschnitt untersuchen wir dieses Konzept im Detail.

Sei dazu A ein Ring und B eine A-Algebra. Ein Element b ∈ B heißt ganz über A, wenn es
einer polynomialen Gleichung

bd + ad−1b
d−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0 (14.1)

mit Koeffizienten in A genügt. Man beachte, dass der Leitkoeffizient gleich 1 ist. Ganzheit
hat noch weitere Charakterisierungen:

Lemma 14.1. Sei A ein Ring und B eine A-Algebra. Für ein Element b ∈ B sind äquivalent:

(a) b ist ganz über A.
(b) A[b] ist ein endlich erzeugter A-Untermodul von B.
(c) B enthält einen endlich erzeugten A-Untermodul M mit bM ⊆M und AnnB(M) = 0.

Beweis. (a)⇒(b) Sei f(b) = 0 eine Ganzheitsgleichung mit deg f = d und seiM :=
∑d−1

i=0 Ab
i.

Wegen bd ∈M gilt A[b] =M . Also ist A[b] als A-Modul endlich erzeugt.
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(b)⇒(c) Wegen 1 ∈ A[b] erfüllt M = A[b] die Bedingungen.

(c)⇒(a) Sei M = ⟨m1, . . . ,mn⟩A. Wegen bM ⊆ M gibt es eine Matrix C ∈ Mat(n,A) mit
bm = Cm, wobei m ∈ Bn der Vektor mit den Komponenten mi ist. Es gilt also Dm = 0 mit
D := b1n − C ∈ Mat(n,B). Multiplikation mit der Adjunkten D♯ liefert det(D)m = 0. Es
folgt det(D)mi = 0 für alle i und damit det(D)M = 0. Wegen AnnB(M) = 0 ist det(D) = 0.
Die Leibnizformel impliziert, dass dies eine Ganzheitsgleichung von b über A ist. □

Bemerkung 14.2. Die Bedingung an den Annullator schließt zum Beispiel M = 0 aus. Sie
ist zum Beispiel erfüllt, wenn M die 1 enthält.

Die Algebra B heißt ganz über A, wenn alle ihre Elemente ganz über A sind. Etwas allge-
meiner nennt man die Menge aller b ∈ B, welche ganz über A sind, den ganzen Abschluss
von A in B. Besteht der ganze Abschluss nur aus den Bildern von A, so nennt man A ganz
abgeschlossen in B. Schließlich nennt man B ist endlich über A, wenn B als A-Modul endlich
erzeugt ist.

Mit Hilfe des obigen Lemmas verifiziert man leicht folgende Aussagen:

(a) Die von ganzen Elementen erzeugte Unteralgebra von B ist ganz über A.
(Wegen A[b1, b2] = ⟨A[b1] · A[b2]⟩A und Lemma 14.1(c).)

(b) Der ganze Abschluss von A in B ist eine A-Unteralgebra von B. (Folgt aus (a).)
(c) B ist genau dann endlich über A, wenn B ganz über A und als A-Algebra endlich

erzeugt ist. (Folgt aus (a).)
(d) Sei B eine ganze (oder endliche) A-Algebra und C eine ganze (oder endliche) B-

Algebra. Dann ist C eine ganze (oder endliche) A-Algebra.
(Der endliche Fall ist leicht. Der ganze Fall folgt daraus und aus der Bemerkung, dass
jedes c ∈ C ganz über einer endlichen Unteralgebra von B ist.)

(e) Der ganze Abschluss ist ganz abgeschlossen. (Folgt aus (d).)

Satz 14.3. Sei B eine A-Algebra und S ⊆ A multiplikativ abgeschlossen.

(a) Ein Element b
s
∈ BS ist genau dann ganz über AS, wenn es ein t ∈ S gibt, sodass tb

ganz über A ist.
(b) Ist B ganz (oder endlich) über A, so ist auch BS ganz (oder endlich) über AS.
(c) Sei A der ganze Abschluss von A in B. Dann ist A S der ganze Abschluss von AS in

BS.
(d) B ist genau dann ganz über A, wenn Bm für alle m ∈ Max(A) ganz über Am ist
(e) A ist genau dann ganz abgeschlossen in B, wenn Am für alle m ∈ Max(A) ganz

abgeschlossen in Bm ist
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Beweis. (a) Ist tb ganz über A, so ist offenbar b
s
= tb

ts
ganz über AS. Sei umgekehrt b

s
ganz

über AS mit Ganzheitsgleichung(
b

s

)d
+
ad−1

sd−1

(
b

s

)d−1

+ . . .+
a1
s1

b

s
+
a0
s0

= 0. (14.2)

Sei t := s0 . . . sd−1. Substitution von b mit tb
t

und Multiplikation mit tdsd liefert eine Ganz-
heitsgleichung von tb über A.

(b) und (c) folgen aus (a). Sei A ⊆ B der ganze Abschluss von A. Dann ist (d) bzw. (e)
äquivalent zur Bijektivität von A → B bzw. zur Surjektivität von A → A. Wegen (c) kann
beides durch Lokalisieren an maximalen Idealen getestet werden (Satz 9.18). □

Die Sätze von Cohen-Seidenberg drücken fundamentale Eigenschaften von ganzen Algebren
aus. Die ersten vier sind relativ elementar. Die fünfte wird nachgeliefert (Satz 15.9).

Satz 14.4. Sei B eine ganze A-Algebra und π : Spec(B) → Spec(A) die induzierte Abbil-
dung.

(a) Maximality: Sei q ⊂ B ein Primideal und p = q ∩ A. Dann ist q genau dann
maximal, wenn p ⊂ A maximal ist. Mit anderen Worten: π−1(Max(A)) = Max(B).

(b) Lying-Over: Ist A→ B injektiv, so gibt es zu jedem p ⊂ A ein q ⊂ B mit p = q∩A.
Mit anderen Worten: Die Abbildung π : Spec(B)→ Spec(A) ist surjektiv.

(c) Incomparability: Seien q, q′ ∈ Spec(B) zwei Primideale mit q ⊆ q′ und q ∩ A =

q′∩A. Dann ist q = q′. Mit anderen Worten: Die Fasern von π sind nulldimensional.
(d) Going-Up: Seien p ⊆ p′ ⊂ A zwei Primideale und q ⊆ B ein Primideal mit q∩A =

p. Dann gibt es ein Primideal q′ ⊂ B mit q ⊆ q′ und q′∩A = p. Mit anderen Worten:
Für alle q ∈ Spec(B) ist Spec(B/q)→ Spec(A/p) surjektiv.

q′

q

p′

p

(14.3)

Beweis. (a) Die Erweiterung K := A/p ↪→ L := B/q ist ganz. Wir müssen zeigen, dass L
genau dann ein Körper ist, wenn K einer ist.

Sei zunächst L ein Körper und a ∈ K∗. Da a in L invertierbar und L ganz über K ist, erfüllt
a−1 eine Gleichung

(a−1)d + ad−1(a
−1)d−1 + . . .+ a1a

−1 + a0 = 0 mit ai ∈ K. (14.4)

Multiplikation mit ad−1 impliziert a−1 ∈ K. Also ist K ein Körper.
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Sei nun K ein Körper. Jedes b ∈ L∗ erfüllt eine Gleichung

bd + ad−1b
d−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0 mit ai ∈ K. (14.5)

Da L nullteilerfrei und b ̸= 0 ist, können wir annehmen, dass a0 ̸= 0 und damit invertierbar
ist. Es folgt, dass b in L invertierbar ist. Also ist L ein Körper.

(b) Wegen q ∩ A ⊆ p ist das gesuchte Primideal q auch ein Primideal von Spec(Bp). Da
Ap → Bp immer noch injektiv ist, können wir A, B durch Ap, Bp ersetzen und damit
annehmen, dass (A, p) ein lokaler Ring ist. Da A ein Primideal hat, ist A und damit auch
B nicht der Nullring. Also hat B ein maximales Ideal q. (a) (Maximality) impliziert, dass
q ∩ A maximal und damit gleich p ist.

(c) Sei p = q ∩ A der gemeinsame Durchschnitt. Wieder können wir in p lokalisieren und
annehmen, dass p maximal in A ist. (a) (Maximality) impliziert, dass auch q und q′ maximal
in B sind. Es folgt q = q′.

(d) Die Abbildung A/p→ B/q ist eine ganze Ringerweiterung. Die Aussage folgt daher aus
(b) (Lying-Over). □

Bei Going-Up ist es tatsächlich irrelevant, dass p und q prim sind.

Korollar 14.5. Sei B eine ganze A-Algebra, b ⊆ B ein Ideal und a = b ∩ A. Dann ist
π(V(b)) = V(a). Insbesondere sind Bilder abgeschlossener Teilmengen abgeschlossen.

Beweis. Es gilt V(b) = Spec(B/b) und V(a) = Spec(A/a). Da A/a→ B/b injektiv ist, folgt
aus Lying-Over, dass V(b)→ V(a) surjektiv ist. □

Für einen noetherschen Ring A ist nach dem Hilbertschen Basissatz jede endlich erzeugte
A-Algebra ebenfalls noethersch. Für endliche A-Algebren gilt folgende Umkehrung:

Satz 14.6 (Eakin). Sei B|A eine endliche Ringerweiterung. Dann ist A genau dann noe-
thersch, wenn B es ist.

Der Satz folgt aus folgendem allgemeineren Lemma. Dabei heißt ein A-Modul treu, wenn
AnnA(M) = 0 ist.

Lemma 14.7 (Formanek). Sei A ein Ring und M ein endlich erzeugter treuer A-Modul.
Angenommen die aufsteigende Kettenbedingung gilt für Untermoduln der Form aM mit Ide-
alen a ⊆ A. Dann ist A noethersch.

Beweis. Sei M = Ab1+ . . .+Abn. Da A→M⊕n : a 7→ (abi)i injektiv ist, genügt es zu zeigen,
dass M noethersch ist.
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Angenommen M wäre nicht noethersch. Dann folgt aus der Kettenbedingung, dass M einen
maximalen Untermodul der Form aM besitzt, sodass M/aM nicht noethersch ist. Ersetzt
man M und A durch M ′ := M/aM und A′ := A/AnnA(M

′), kann man annehmen: M ist
nicht noethersch, aber alle Quotienten M/aM mit a ̸= 0 sind noethersch.

SeiN ⊆M ein Untermodul. Dann ist der ModulM/N genau dann treu, wenn es für jedes a ∈
A, a ̸= 0 ein i mit abi ̸∈ N gibt. Es folgt, dass das Zornsche Lemma auf solche Untermoduln
anwendbar ist. Sei also N ⊆ M maximal, sodass M/N treu ist. Angenommen M/N wäre
noethersch. Dann würde wie oben folgen, dass dann auch A und damit M noethersch wären.
Wir können also M durch M/N ersetzen und damit zusätzlich annehmen: M ist treu, aber
kein echter Quotient M/N ist treu.

Nun zeigen wir, dass jeder Untermodul N ⊆ M endlich erzeugt ist. Ohne Einschränkung
ist N ̸= 0. Dann gibt es ein a ∈ A, a ̸= 0 mit a(M/N) = 0, d.h. aM ⊆ N . Da M/aM

noethersch ist, ist auch N/aM noethersch und damit endlich erzeugt. Weil auch aM endlich
erzeugt ist, folgt, dass N endlich erzeugt ist. □

Übung 14.8. Folgern Sie aus dem Satz von Eakin: Sei G eine endliche Gruppe, die auf
einem noetherschen Ring A operiert. Dann ist auch der Invariantenring AG := {a ∈ A |
∀g ∈ G : ga = a} noethersch. [Hinweis: Betrachten Sie

∏
g∈G(x− ga) ∈ A[x].]

Übung 14.9. Zeigen Sie den Satz von Artin-Tate: Sei K ein noetherscher Ring (z.B. ein
Körper) und B|A eine endliche Erweiterung von K-Algebren. Dann ist A genau dann endlich
erzeugt über K, wenn B es ist. [Hinweis: Sei B endlich erzeugt über K. Konstruieren Sie
eine endlich erzeugte K-Unteralgebra A0 ⊆ A, sodass B|A0 endlich ist.]

Übung 14.10. Folgern Sie aus dem Satz von Artin-Tate folgenden Satz von Noether: Sei
K ein noetherscher Ring und G eine endliche Gruppe, die auf einer endlich erzeugten K-
Algebra A operiert. Dann ist auch der Invariantenring AG endlich erzeugt über K.

Übung 14.11. Folgern Sie den Nullstellensatz aus dem Satz von Artin-Tate.

15. Normale Ringe

Definition 15.1. Sei A ein nullteilerfreier Ring mit Quotientenkörper K. Dann heißt A
normal oder ganz abgeschlossen, wenn A gleich seinem ganzen Abschluss in K ist.

Übung 15.2. Zeigen Sie aus der Definition, dass die Ringe Z[
√
5], C[x, y]/(x3 − y2) und

C[x, y]/(x3 + x2 − y2) nicht normal sind.

Satz 15.3. Faktorielle Ringe sind normal.
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Beweis. Sei A ein faktorieller Ring mit Quotientenkörper K und f = a
b
∈ K teilerfremd und

ganz über A. Dann erfüllt f eine Ganzheitsgleichung(a
b

)d
+ ad−1

(a
b

)d−1

+ . . .+ a1

(a
b

)
+ a0 = 0. (15.1)

Multiplikation mit bd liefert

ad + ad−1a
d−1b+ . . .+ a1ab

d−1 + a0b
d = 0. (15.2)

Also ist b ein Teiler von ad und muss deshalb eine Einheit sein. Es folgt f ∈ A. □

Lemma 15.4. Sei A normal mit Quotientenkörper K und seien f(x), g(x) ∈ K[x] normiert
mit f(x)g(x) ∈ A[x]. Dann sind f(x), g(x) ∈ A[x].

Beweis. Es reicht, f(x) ∈ A[x] zu zeigen. Sei L|K ein Zerfällungskörper von f(x) und seien
ξ1, . . . , ξd ∈ L die Wurzeln. Wegen (fg)(ξi) = 0 sind alle ξi ganz über A. Aus dem Satz
von Vieta folgt, dass die Koeffizienten von f(x) ganz über A sind. Weil A normal ist, folgt
f(x) ∈ A[x]. Aus Symmetriegründen gilt dann auch g(x) ∈ A[x]. □

Korollar 15.5. Sei A ein normaler Ring mit Quotientenkörper K und sei L|K eine al-
gebraische Körpererweiterung. Dann ist b ∈ L genau dann ganz über A, wenn sein Mini-
malpolynom in A[x] liegt.

Beweis. Das Minimalpolynom teilt die Ganzheitsgleichung von b. □

Satz 15.6. Sei A ein normaler Ring. Dann ist auch der Polynomring A[x] normal.

Beweis. Sei K der Quotientenkörper von A. Dann ist K(x) der Quotientenkörper von A[x].
Sei f ∈ K(x) ganz über A[x]. Da f insbesondere ganz über dem normalen Ring K[x] ist,
gilt f ∈ K[x]. Sei nun G(f) = 0 eine Ganzheitsgleichung von f über A[x], wobei

G(t) = td + ad−1(x)t
d−1 + . . .+ a1(x)t+ a0(x). (15.3)

Man beachte, dass f ein Teiler von a0(x) ist. Wenn also f und a0(x) normierte Polynome
wären, so würde f ∈ A[x] aus Lemma 15.4 folgen. Um dies zu erzwingen, betrachten wir
das Polynom f̃ := f − xN . Dann ist −f̃ für N > deg f normiert. Weiter erfüllt f̃ die
Ganzheitsgleichung G(t+ xN) = 0. Der konstante Term ist

G(xN) = xNd + ad−1(x)x
N(d−1) + . . .+ a1(x)x

N + a0(x), (15.4)

welcher für N > max
i=1,...,d

1
i
degx ad−i normiert ist. Es folgt f̃ ∈ A[x] und damit auch f ∈

A[x]. □

Normalität ist eine lokale Eigenschaft.



68

Satz 15.7. Sei A ein nullteilerfreier Ring.

(a) Sei A normal und S ⊆ A∗ multiplikativ abgeschlossen. Dann ist auch AS normal.
(b) Angenommen, alle lokalen Ringe Am mit m ∈ Max(A) sind normal. Dann ist auch

A normal.

Beweis. Folgt aus Satz 14.3 mit B gleich dem Quotientenkörper K von A. □

Satz 15.8. Sei A ein normaler Ring mit Quotientenkörper K und sei L|K eine endliche
normale Körpererweiterung mit G := AutK(L). Sei B ⊆ L der ganze Abschluss von A in L.
Dann operiert G transitiv auf den Fasern von Spec(B)→ Spec(A).

Beweis. Sei p ∈ Spec(A). Durch Lokalisieren in p können wir annehmen, dass A lokal mit
maximalem Ideal p ist. Die Faser über p ist dann Max(B). Da L|K endlich ist, ist auch G

endlich und es gibt eine endliche G-Bahn {m1, . . . ,mn} ⊆ Max(B). Angenommen, es gäbe
m ∈ Max(B), welches nicht in dieser Bahn liegt. Dann kann man ein b ∈ B finden mit b ∈ m

und b ̸∈ mi für alle i (Prime Avoidance). Das Produkt c :=
∏

γ∈G γ(b) ist G-invariant und
damit rein inseparabel über K. Daher gibt es ein m > 0 mit d := cm ∈ K. Da A normal und
d ganz über A ist, gilt d ∈ A. Wegen b ∈ m gilt einerseits d ∈ m ∩ A = p. Auf der anderen
Seite liegt keiner der Faktoren von d in mi. Also ist d ̸∈ mi ∩ A = p. Dieser Widerspruch
zeigt, dass m nicht existiert. □

Satz 15.9. Going-Down: Sei A ⊆ B eine ganze Ringerweiterung mit A normal und B

nullteilerfrei. Seien p′ ⊆ p ⊂ A zwei Primideale und q ⊆ B ein Primideal mit q ∩ A = p.
Dann gibt es ein Primideal q′ ⊂ B mit q′ ⊆ q und q′ ∩ A = p′. Mit anderen Worten ist die
Abbildung Spec(Bq)→ Spec(Ap) surjektiv.

q

q′

p

p′

(15.5)

Beweis. Seien K und L die Quotientenkörper von A und B. Wir nehmen zunächst an, dass
L endlich über K ist. Sei L|L die normale Hülle und sei B ⊆ L der ganze Abschluss von A.
Da Spec(B) → Spec(B) surjektiv ist, können wir B durch B ersetzen und annehmen, dass
L|K normal und B der ganze Abschluss von A in L ist.

Wähle nun zunächst q̃′ ∈ Spec(B) über p′. Nach Going-Up gibt es q̃ ∈ Spec(B) über p mit
q̃′ ⊂ q̃. Da q̃ und q beide über p liegen, gibt es nach Satz 15.8 ein γ ∈ G mit q = γ(q̃). Das
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Primideal q′ := γ(q̃′) hat dann die gewünschten Eigenschaften.

q̃
γ
// q

q̃′
γ
// q′

p

p′

(15.6)

Der Fall [L : K] = ∞ folgt mit einem Zornschen Lemma-Argument, welches dem Leser
überlassen wird. □

Beispiel 15.10. Hier ist das Standardbeispiel dafür, dass Going-Down für nicht normale
Ringe falsch sein kann. Sei K = C. Betrachte zunächst den Unterring

A0 := {p(x) ∈ K[x] | p(0) = p(1)} = K[x(x− 1), x2(x− 1)]. (15.7)

Die zugehörige Varietät ist die affine Gerade A1, bei der man die Punkte 0 und 1 zu einem
Punkt S identifiziert hat (eine sogenannte Knotenkurve). Sei nun B := K[x, y] und A :=

A0[y]. Dann ist Max(B) = A2 und Max(A) = X die affine Ebene, die man entlang der
parallelen Geraden V(x) und V(x − 1) verklebt hat. Die Inklusion A ↪→ B entspricht der
Verklebungsabbildung π : A2 → X.

Sei nun Y := V(x − y) ⊆ A2 die Diagonale und Z := π(Y ) = V(A ∩ (x − y)) ⊂ X ihr Bild.
Weiter sei P ∈ X das Bild von (0, 0). Dann liegt über Z nur Y , während das Urbild von P

aus zwei Punkten P0 = (0, 0) und P1 = (1, 0) besteht. Wählt man als p′ = I(Z), so muss
p′ = I(Y ) sein. Für p = I(P ) kommt auch q = I(P1) in Frage. Wegen P1 ̸∈ Y ist aber q′

nicht in q enthalten.

Going-Up würde aber gehen, indem man für q das Ideal von P0 wählt.

16. Der Normalisierungssatz

In diesem Abschnitt werden endlich erzeugteK-Algebren untersucht. Diese heißen auch affin.
Das Haupthilfsmittel ist dabei der von Hilbert und Noether stammende Normalisierungssatz.
Im Folgenden verwenden wir für Polynomringe die Bezeichnungen Pxn = K[x1, . . . , xn] und
Pyn = K[y1, . . . , yn].

Lemma 16.1. Sei K ein Körper und f ∈ Pxn ein nicht konstantes Polynom. Dann gibt es
Elemente y1, . . . , yn ∈ Pxn mit yn = f , sodass Pxn endlich über Pyn ist.

Zusatz: Ist K ein unendlicher Körper, so kann man die yi als K-lineare Kombinationen der
xi wählen.
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Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dass f als Polynom in xn normiert ist. Dann re-
duzieren wir den allgemeinen Fall auf diesen Spezialfall.

Ist also f als Polynom in xn normiert, so setzen wir yi = xi für i = 1, . . . , n − 1. Wegen
xi ∈ Pyn für i = 1, . . . , n − 1 müssen wir noch zeigen, dass xn ganz über Pyn ist. Dies folgt
aber aus der Annahme, dass f(y1, . . . , yn−1, xn)− yn = 0 eine Ganzheitsgleichung von xn ist.

Nun führen wir den allgemeinen Fall auf die obige Situation zurück. Dabei betrachten wir
zuerst den Fall eines unendlichen Körpers K. Das Argument stammt von Hilbert.

Sei dazu f =
∑d

i=0 fi, wobei fi homogen vom Grad i ist. Dann ist d ≥ 1 und wir können
annehmen, dass fd ̸= 0 ist. Da K unendlich ist, gibt es daher einen Punkt u = (u1, . . . , un) ∈
Kn mit fd(u) ̸= 0 (Beweis: Induktion nach n, Übung). Wegen u ̸= 0 kann man eine lineare
Koordinatentransformation xi 7→

∑
j cijxj finden, welche u in den Punkt (0, . . . , 0, 1) ∈ Kn

transformiert. Nach Ausführung dieser Transformation ist fd(0, . . . , 0, 1) ̸= 0, was bedeutet,
dass f das Monom xdn enthält.

Das zweite Verfahren stammt von Nagata und funktioniert für jeden Körper. Wir verwenden
dafür die umkehrbare Variablentransformation xi 7→ xi+x

ℓi

n für i = 1, . . . , n−1 und xn 7→ xn.
Dabei sei ℓ > deg f beliebig. Nach Substitution wird aus dem Monom xd11 x

d2
2 . . . x

dn−1

n−1 x
dn
n das

Polynom
(x1 + xℓn)

d1(x2 + xℓ
2

n )
d2 . . . (xn−1 + xℓ

n−1

n )dn−1xdnn , (16.1)

dessen höchste homogene Komponente offenbar das Monom xdn mit

d = dn + d1ℓ+ . . .+ dn−1ℓ
n−1 (16.2)

ist. Wegen di < ℓ nach Wahl von ℓ sind die Exponenten d paarweise verschieden (ℓ-adische
Entwicklung), sodass, wenn man die Transformation auf f anwendet, sich die Leitterme xdn
nicht wegheben können. Dies zeigt, dass sich f in ein Polynom transformiert, welches in der
Variablen xn normiert ist. □

Es folgt eine sehr allgemeine Version des Normalisierungssatzes.

Satz 16.2. Sei K ein Körper, sei A eine endlich erzeugte K-Algebra und sei

a1 ⊆ a2 ⊆ . . . ⊆ aN ⊂ A (16.3)

eine (möglicherweise leere) aufsteigende Kette echter Ideale. Dann gibt es algebraisch unab-
hängige Elemente y1, . . . , yn ∈ A und Zahlen n ≥ d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dN ≥ 0 mit

• A ist endlich über K[y1, . . . , yn] und
• ai ∩ Pyn = (ydi+1, . . . , yn) für alle i.
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Beweis. Wir zeigen den Satz erst für A = Pxn durch Induktion nach n + N . Im Fall N = 0

setzt man yi = xi und man ist fertig. Ist N > 0 und a1 = 0, so setzen wir d1 = n und lassen
a1 weg. Dann folgt die Behauptung per Induktion.

Es bleibt der Fall, dass a1 ein Polynom f ̸= 0 enthält. Dieses ist dann natürlich in allen
ai enthalten. Wegen a1 ̸= Pxn ist deg f > 0. Nach Lemma 16.1 gibt es dann Elemente
y′1, . . . , y

′
n−1, y

′
n = f ∈ Pxn , sodass Pxn endlich über Py′n ist. Wenn man nun Pxn durch Py′n und

die Ideale ai durch ai ∩ Py
′
n ersetzt, hat man xn ∈ ai für alle i erreicht.

Nun wenden wir die Induktionshypothese auf die Ideale ai ∩ Pxn−1 ⊂ Pxn−1 an. Dies liefert
y1, . . . , yn−1 ∈ Pxn−1 algebraisch unabhängig und n− 1 ≥ d1 ≥ . . . ≥ dN ≥ 0, sodass erstens
Pxn−1 endlich über Pyn−1 und zweitens ai ∩ Pyn−1 = (ydi+1, . . . , yn−1) für alle i ist. Wir setzen
nun yn := xn und zeigen, dass y1, . . . , yn die Behauptungen des Satzes erfüllen.

Zunächst ist jedes xi und damit Pxn ganz über Pyn. Weiterhin gibt es wegen Pyn−1 ⊆ Pxn−1 keine
algebraische Abhängigkeit zwischen den yi, welche yn enthält. Also sind alle yi algebraisch
unabhängig. Schließlich lässt sich jedes Polynom f ∈ Pyn als

f(yi) = g(y1, . . . , yn−1) + h(y1, . . . , yn)yn (16.4)

schreiben. Wegen yn ∈ ai folgt daraus

ai ∩ Pyn = ai ∩ Pyn−1 + (yn) = (ydi+1, . . . , yn−1) + (yn) = (ydi+1, . . . , yn). (16.5)

Schließlich sei A eine beliebige K-Algebra. Sie ist isomorph zu einem Quotienten Pxm/a′0.
Für i ≥ 1 sei a′i ⊆ Pxm das Urbild von ai. Wende nun den schon bewiesenen Satz auf die
Idealkette

a′0 ⊆ a′1 ⊆ a′2 ⊆ . . . ⊂ Pxm (16.6)

an. Nach Herausteilen von a′0 erhalten wir wegen a′0 ∩ Pym = (yd0+1, . . . , ym) eine endliche
Einbettung K[y1, . . . , yd0 ]→ A, die das Gewünschte leistet. □

Der eigentliche Normalisierungssatz ist die Version ohne Ideale:

Korollar 16.3 (Noetherscher Normalisierungssatz). Sei A eine endlich erzeugte Algebra
über dem Körper K. Dann gibt es algebraisch unabhängige Elemente y1, . . . , yn ∈ A, sodass
A endlich über Pyn ist.

Übung 16.4. Seien x1, . . . , xN Erzeuger der K-Algebra A.

(a) Zeigen Sie, dass die y1, . . . , yn aus Korollar 16.3 aus ⟨x1, . . . , xN⟩K gewählt werden
können, wenn K ein unendlicher Körper ist.
Diese Zusatzeigenschaft ist tatsächlich in manchen Anwendungen kritisch. Geometrisch
bedeutet dies Folgendes: Sei X ⊆ An eine abgeschlossene Teilmenge. Dann gibt es
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einen linearen Unterraum U ⊆ An, sodass der Morphismus X → An/U endlich und
surjektiv ist.

(b) Zeigen Sie, dass man für allgemeine Körper y1, . . . , yn ∈ Z[x1, . . . , xN ] wählen kann.

Übung 16.5. Beweisen Sie Zariskis Lemma (Lemma 2.3) mit Hilfe des Noetherschen Nor-
malisierungssatzes (Korollar 16.3).

Wir untersuchen nun den ganzen Abschluss von nullteilerfreien Ringen. Für Algebren braucht
man dabei an entscheidender Stelle den Normalisierungssatz. Wir starten mit einem Resultat
aus der Körpertheorie.

Lemma 16.6. Sei K ein Körper und L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galois-
gruppe Γ. Dann ist die symmetrische K-Bilinearform L×L→ K (die sogenannte Spurform)
definiert durch ⟨x, y⟩ :=

∑
γ∈Γ γ(xy) nicht ausgeartet.

Beweis. Zunächst einmal ist ⟨x, y⟩ ∈ LΓ = K. Sei x1, . . . , xn ∈ L eine K-Basis und sei
M := (γ(xi))γ,i ∈ M(n × n, L). Wir behaupten, dass M nicht singulär ist. Ansonsten gäbe
es nämlich uγ ∈ L mit

∑
γ uγγ(xi) = 0 für alle i. Dies hieße

∑
γ uγγ = 0 als Element von

EndK(L), was dem Dedekindschen Lemma (Lineare Unabhängigkeit von Körperautomor-
phismen, Algebraskript Lemma 3.2.4) widerspricht. Die darstellende Matrix T der Spurform
hat die Koeffizienten Tij = ⟨xi, xj⟩. Wegen Tij =

∑
γ γ(xi)γ(xj) gilt T =M tM . Also ist auch

T nicht singulär und die Form ist nicht ausgeartet. □

Nun formulieren wir einen allgemeinen Satz über ganze Abschlüsse in separablen Körper-
erweiterungen.

Satz 16.7. Sei A ein normaler, noetherscher Ring. Sei L eine endliche separable Körper-
erweiterung des Quotientenkörpers K von A. Sei B der ganze Abschluss von A in L. Dann
ist B endlich über A. Insbesondere ist B ein normaler, noetherscher Ring.

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass L|K eine Galoiserweiterung ist. Sei x ∈ L. Dann folgt
zum Beispiel aus Satz 14.3, dass es ein 0 ̸= a ∈ A gibt, sodass ax ganz über A ist. Es folgt,
dass man eine K-Basis b1, . . . , bn von L finden kann, die nur aus ganzen Elementen besteht.
Wegen Lemma 16.6 gibt es zu dieser Basis eine duale Basis b∗i ∈ L, die durch ⟨bi, b∗j⟩ = δij

definiert ist. Jedes b ∈ B lässt sich dann als b =
∑

i ξib
∗
i mit ξi = ⟨b, bi⟩ ∈ K schreiben.

Die Galoisgruppe lässt A und damit auch ihren ganzen Abschluss B = Aint ⊆ L invariant.
Es folgt für alle x, y ∈ B, dass ⟨x, y⟩ ∈ B ∩ K = A (letzteres, da A normal ist). Also ist
ξi = ⟨b, bi⟩ ∈ A und damit B ⊆

∑n
i=1Ab

∗
i . Weil A noethersch ist, impliziert dies, dass B als

A-Modul endlich erzeugt ist.
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Im Allgemeinen sei E|K die Galoishülle von L|K. Sei C der ganze Abschluss von A in E.
Wie wir gerade gesehen haben, ist dieser endlich über A. Da A noethersch ist, ist dann auch
sein Untermodul B endlich über A. □

Für affine Algebren kann man auf Separabilität verzichten:

Satz 16.8 (Noetherscher Endlichkeitssatz). Sei k ein Körper und A eine nullteilerfreie,
endlich erzeugte k-Algebra mit Quotientenkörper K. Sei B der ganze Abschluss von A in
einer endlichen Körpererweiterung L von K. Dann ist B endlich über A. Insbesondere ist B
eine normale, endlich erzeugte k-Algebra.

Beweis. Sei A0 = k[x1, . . . , xn] ⊆ A wie im Noetherschen Normalisierungssatz (Korol-
lar 16.3). Da A ganz über A0 ist, ist B auch der ganze Abschluss von A0 in L. Es genügt
also, den Satz für den Polynomring A = k[x1, . . . , xn] zu beweisen. Somit ist L eine endliche
Erweiterung von K = k(x1, . . . , xn).

Wie oben können wir L durch seine normale Hülle ersetzen. Mit Γ = AutK(L) ist dann L|LΓ

eine Galoiserweiterung und LΓ|L vollständig inseparabel. Wenn der ganze Abschluss C von
A in LΓ endlich ist, so ist nach Satz 16.7 B endlich über C und damit endlich über A. Es
genügt also, den Satz für eine vollständig inseparable Körpererweiterung L|K zu beweisen.
Insbesondere können wir annehmen, dass char k = p > 0 ist.

Wir arbeiten nun innerhalb eines festen algebraischen Abschlusses L von L und K. Sei
L = K(f1, . . . , fm). Da L|K inseparabel ist, gibt es eine Potenz q = pm mit f qi ∈ K für
alle i. Als Elemente von k(x1, . . . , xn) sind die f qi rationale Funktionen in den xi. Seien
c1, . . . , cN ∈ k alle Koeffizienten, die in einem der f qi im Nenner oder im Zähler vorkommen.
Dann ist L ⊆ k̃(x̃1, . . . , x̃n) mit k̃ = k( q

√
c1, . . . , q

√
cN) und x̃i := q

√
xi. Daher können wir L

durch k̃(x̃1, . . . , x̃n) ersetzen. Sei C := k̃[x̃1, . . . , x̃n]. Als Polynomring ist C normal und damit
sein eigener ganzer Abschluss in L. Auf der anderen Seite ist C ganz über A = k[x1, . . . , xn].
Es folgt, dass C = B ist. Da k̃|k eine endliche Körpererweiterung ist, ist B ein endlich
erzeugter A-Modul. Erzeuger sind zum Beispiel die Monome aix̃ℓ11 . . . x̃ℓnn , wobei die ai eine
k-Basis von k̃ und die Exponenten ℓi die Zahlen 0, . . . , q − 1 durchlaufen. □

Bemerkung 16.9. Leider kann man auf die verschiedenen Voraussetzungen nicht verzich-
ten. So gibt es nullteilerfreie, noethersche Ringe, deren Normalisierung nicht noethersch ist.
Weiterhin gibt es normale, noethersche Ringe, deren ganzer Abschluss in einer endlichen
Körpererweiterung L|K nicht endlich und auch nicht noethersch ist.
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17. Dimension affiner Algebren

Definition 17.1. Die Krulldimension eines Ringes A (oder einfach nur Dimension) dim(A)

ist das Supremum der Längen n aller streng aufsteigenden Primidealketten

p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pn ⊂ A (17.1)

Die Dimension des Nullrings ist −1.

Oft interessiert man sich nur für Ketten, die in einem bestimmten Primideal p anfangen oder
enden. Man definiert daher

dim p := dimA/p und codim p := dimAp. (17.2)

Die Kodimension codim p wird oft auch Höhe genannt und mit ht p bezeichnet. Die lokale
Dimension von A in p ist die Summe

dimpA := dim p+ codim p. (17.3)

Sie gibt die maximale Länge einer Primidealkette an, die p enthält. Daher gilt

dimpA ≤ dimA (17.4)

für alle p.

Als Anfang p0 einer Primidealkette kann man immer ein minimales Primideal wählen. Also
gilt

dimA = sup{dimA/q | q ∈ Spec(A) minimal}. (17.5)

Entsprechendes gilt für maximale Ideale

dimA = sup{dimAm | m ∈ Max(A)}. (17.6)

Daher kann man Dimensionsbetrachtungen oft auf nullteilerfreie oder lokale Ringe reduzieren.

Beispiel 17.2. Hat der Ring A mehr als ein minimales Primideal, so ist nicht zu erwarten,
dass dimpA, dimA/q oder dimAm alle gleich sind. Dieses Phänomen tritt aber auch bei
nullteilerfreien noetherschen Ringen auf. Seien zum Beispiel p1, p2 ⊂ A := K[x1, . . . , xn]

zwei nicht ineinanderliegende Primideale und S := A \ (p1 ∪ p2). Dann hat AS genau zwei
maximale Ideale (Übung). Die lokale Dimension ist dort codim p1 und codim p2, die offenbar
nicht übereinzustimmen brauchen.

Bemerkung 17.3. Die Dimension eines Rings kann durchaus unendlich sein. Ein triviales
Beispiel ist der Polynomring

P∞ = K[x1, x2, x3, . . .] =
⋃
n

Pn (17.7)
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in unendlich vielen Variablen. Dann bildet (0) ⊂ (x1) ⊂ (x1, x2) ⊂ . . . eine unendlich lange
Primidealkette. Insbesondere ist dimP∞ = ∞. Da P∞ nicht noethersch ist, ist dies nicht
weiter verwunderlich. Wir werden später sehen (Korollar 18.8), dass ein noetherscher Ring
tatsächlich keine unendlich langen Primidealketten besitzt. Trotzdem gibt es noethersche
Ringe mit beliebig langen Ketten und somit unendlicher Dimension.

Beispiel 17.4. Wir verallgemeinern das vorige Beispiel 17.2. Sei dazu 0 ≤ m1 < m2 < . . .

eine streng monoton steigende Folge von natürlichen Zahlen, sodass die Folge der Differenzen
di := mi+1 − mi unbeschränkt ist, zum Beispiel mi = i2. Für i ≥ 1 betrachte nun das
Primideal

pi = (xmi+1 + 1, . . . , xmi+1
) ⊂ P∞. (17.8)

Sei S die multiplikative Menge
⋃
i(P∞ \pi). Dann kann man zeigen, dass A := (P∞)S erstens

noethersch ist und dass zweitens (pi)S ein maximales Ideal der Kodimension di ist.

Folgender Satz beschreibt das Dimensionsverhalten bei ganzen Ringerweiterungen. Er be-
nutzt das ganze Arsenal von Struktursätzen, die wir in den Abschnitten 14 und 15 bewiesen
haben.

Satz 17.5. Sei B eine ganze A-Algebra, q ∈ Spec(B) und p = q ∩ A ∈ Spec(A). Dann gilt

(a) dimB ≤ dimA mit Gleichheit, wenn A ⊆ B,
(b) dim q = dim p und
(c) codim q ≤ codim p und dimqB ≤ dimpA mit Gleichheit, wenn A ⊆ B, A normal und

B nullteilerfrei ist.

Beweis. Nach Incomparability ist das Bild jeder Primidealkette in Spec(B) eine Primide-
alkette in Spec(A). Dies beweist alle Ungleichungen.

Aus Lying-Over und Going-Up folgt, dass jede Primidealkette von A zu einer in B geliftet
werden kann. Damit folgt Gleichheit in (a). Der Spezialfall A/p ⊆ B/q liefert (b). Schließlich
folgt Gleichheit in (c) aus Lying-Over und Going-Down. □

Wir kommen auf affine Algebren zurück.

Satz 17.6. Sei K ein Körper und A eine nullteilerfreie, endlich erzeugte K-Algebra mit
Quotientenkörper Q(A). Dann gilt:

(a) dimA = trdegK Q(A) <∞.
(b) Eine Primidealkette von A ist genau dann maximal, wenn sie die Länge dimA hat.
(c) dimqA = dimA für alle q ∈ Spec(A).
(d) dimA[ 1

a
] = dimA für jedes a ∈ A, a ̸= 0.
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Beweis. Sei q0 ⊂ . . . ⊂ qm ⊂ A eine Primidealkette der Länge m. Nach dem Normal-
isierungssatz ist A endlich über einem Polynomring Pyn ⊆ A mit

pi := qi ∩ Pyn = (ydi+1, . . . , yn) (17.9)

für alle i. Da dann Q(A) eine algebraische Erweiterung von Q(Pyn) = K(y1, . . . , yn) ist, gilt

trdegK Q(A) = trdegK K(y1, . . . , yn) = n. (17.10)

Wegen Incomparability sind die pi paarweise verschieden. Also giltm ≤ n und damit dimA ≤
trdegK Q(A) <∞.

Angenommen m < n. Dann gibt es ein p′ der Form (yd+1, . . . , yn) mit entweder p′ ⊂ p0

oder pm ⊂ p′ ⊂ Pyn oder pi ⊂ p′ ⊂ pi+1 für ein i. Wir behaupten, dass man in die Kette
q∗ ein Primideal q′ mit q′ ∩ A = p′ einfügen kann. In der Tat, im ersten Fall folgt dies aus
Going-Down, im zweiten aus Going-Up und im dritten aus Going-Down angewendet auf die
ganze Erweiterung Pyn/pi ⊆ A/qi. Man beachte dabei, dass Pyn/pi ∼= K[y1, . . . , ydi ] tatsächlich
normal ist.

Falls also q∗ eine maximale Kette ist, so folgt m = n und damit sowohl (b) als auch (a). Für
(c) beachte man, dass jedes Primideal q in einer maximalen Kette liegt. Schließlich folgt (d)
aus (a) und Q(A[ 1

a
]) = Q(A). □

Übung 17.7. Sei A eine endlich erzeugte K-Algebra und p ⊆ p′ ⊂ A zwei Primideale.
Zeigen Sie, dass

dim(A/p)p′ = dim p− dim p′ (17.11)

die maximale Länge aller Primidealketten zwischen p und p′ ist.

18. Der Krullsche Hauptidealsatz

Es gibt keinen für allgemeine noethersche Ringe gültigen Normalisierungssatz. Als Ersatz
hat Krull einen alternativen Zugang zur Dimensionsberechnung gefunden, der darauf beruht,
dass Nullstellenmengen regulärer Funktionen Kodimension eins haben8.

Für einen Ring A und ein Element a ∈ A betrachten wir folgendes Diagramm von natürlichen
Ringhomomorphismen

A
ε

}}

π
"" ""

A[ 1
a
] a

""

A/(a)

a

==

a′

(18.1)

8Der folgende Zugang zum Krullschen Hauptidealsatz stammt aus dem Buch A Course in Commutative
Algebra von G. Kemper.
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Für jedes Ideal a ⊆ A[ 1
a
] definiert man dann die Ideale

a := ε−1(a) = {x ∈ A | x
1
∈ a} ⊆ A (18.2)

und
a′ := π(a) = a+ (a)/(a) ⊆ A/(a). (18.3)

Nach Satz 9.11 gilt
a = a[ 1

a
] und az ∈ a⇒ z ∈ a (18.4)

Lemma 18.1. Sei (A,m) ein lokaler, noetherscher Ring, sei a ∈ m und seien a ⊆ b ⊆ A[ 1
a
]

Ideale mit a′ = b′. Dann ist a = b.

Beweis. Nach Voraussetzung ist a + (a) = b + (a). Somit gibt es für jedes x ∈ b ein y ∈ a

und ein z ∈ A mit x = y + az. Wegen a ⊆ b gilt az = x − y ∈ b und damit z ∈ b (wegen
(18.4)). Dies beweist

b ⊆ a+ ab ⊆ a+mb ⊆ b. (18.5)

Das Ideal b ist endlich erzeugt, da A noethersch ist. Somit folgt aus Korollar 6.2 (Nakayama),
dass a = b und daher a = a[ 1

a
] = b[ 1

a
] = b. □

Lemma 18.2. Sei (A,m) ein lokaler, noetherscher Ring und a ∈ m mit dimA/(a) = 0.
Dann ist dimA[ 1

a
] ≤ 0.

Beweis. Wegen dimA/(a) = 0 hat A/(a) endliche Länge (Satz 13.3). Aus Lemma 18.1 folgt,
dass für jede echt aufsteigende Idealkette a∗ ⊆ A[ 1

a
] auch a′∗ ⊆ A/(a) eine echt aufsteigende

Idealkette ist. Also hat A[ 1
a
] ebenfalls endliche Länge, woraus dimA[ 1

a
] ≤ 0 folgt (wieder

nach Satz 13.3). □

Satz 18.3 (Krullscher Hauptidealsatz). Sei A ein noetherscher Ring und a ∈ A. Sei p ∈
Spec(A) minimal über (a). Dann gilt codim p ≤ 1. Wenn a kein Nullteiler oder allgemeiner
in keinem minimalen Primideal von A enthalten ist, dann ist codim p = 1.

Beweis. Für die Ungleichung kann man A durch den lokalen Ring Ap ersetzen. Das maximale
Ideal p/(a) von A/(a) ist nach Voraussetzung auch minimal. Also ist dimA/(a) = 0 und
damit dimA[ 1

a
] ≤ 0 (Lemma 18.2). Wegen

Spec(A) = Spec(A/(a)) ∪ Spec(A[ 1
a
]) (18.6)

gilt dann codim p = dimA ≤ 1.

Sei nun A wieder allgemein. Dann bedeutet codim p = 0, dass p ein minimales Primideal von
A ist. Aber dann ist a in einem assoziierten Primideal enthalten (Korollar 11.10) und damit
ein Nullteiler (Korollar 11.3 (b)). □
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Bemerkung 18.4. Der Hauptidealsatz erscheint vielleicht etwas paradox, da man auf dem
Standpunkt stehen kann, dass zum Beispiel die Nullstellenmenge der Funktion f(x, y) =

x2 + y2 im R2 die Dimension Null haben sollte. Dieses Paradoxon wird dadurch aufgelöst,
dass der Ring R[x, y]/(f) nicht nur die reellen, sondern auch die komplexen Lösungen „sieht“
(in Form von Ringhomomorphismen nach C), und da gibt es jede Menge.

Bemerkung 18.5. Der Hauptidealsatz macht fundamental Gebrauch von der noetherschen
Eigenschaft. Dies ist nicht vermeidbar, denn es gibt nichtnoethersche Ringe, für die der
Hauptidealsatz verletzt ist. Hier ein Beispiel: Mit einem Körper K und dem Monoid

Λ := {(n1, n2) ∈ Z2 | n1 > 0 oder (n1 = 0 und n2 ≥ 0)} (18.7)

(das sind die ganzzahligen Paare, die lexikographisch ≥ (0, 0) sind) definieren wir den Ring

A := K[Λ] =
⊕

(n1,n2)∈Λ

Kxn1
1 x

n2
2 = K[x2]⊕ x1K[x2, x

−1
2 ]. (18.8)

Dann ist (0) ⊂ x1K[x2, x
−1
2 ] ⊂ (x2) eine Primidealkette. Insbesondere ist codim(x2) ≥ 2.

Der Hauptidealsatz verallgemeinert sich folgendermaßen:

Satz 18.6. Sei A ein noetherscher Ring und sei p ∈ Spec(A) minimal über (a1, . . . , an) ⊂ A.
Dann ist codim p ≤ n.

Beweis. Wir führen den Beweis durch Induktion nach n. Für codim p = 0 ist die Behauptung
offensichtlich richtig, was insbesondere den Fall n = 0 erledigt. Sei also ab jetzt n ≥ 1 und
codim p ≥ 1. Wie oben können wir durch Ersetzen von A mit Ap annehmen, dass (A, p)

lokal ist. Sei nun q ∈ Spec(A) mit q ⊊ p. Dann müssen wir codim q ≤ n− 1 beweisen. Da A
noethersch ist, genügt es solche q zu betrachten, die maximal mit q ⊊ p sind.

Aus der Minimalität von p über (a1, . . . , an) folgt, dass q nicht alle ai enthält. Wir nehmen
ohne Einschränkung an ̸∈ q an. Da dann p auch minimal über q+ (an) ist, ist A/(q+ (an))

nach Korollar 13.6 artinsch. Weil daraus pk ⊆ q + (an) für ein k ≥ 1 folgt, kann man
b1, . . . , bn−1 ∈ q und x1, . . . , xn−1 ∈ A mit

aki = bi + xian für i = 1, . . . , n− 1 (18.9)

finden. Wegen (ak1, . . . , a
k
n−1, an) = (b1, . . . , bn−1, an) ist p auch minimal über (b1, . . . , bn−1, an).

Sei a := (b1, . . . , bn−1) ⊆ q und seien q ⊂ p und an die Bilder von q ⊂ p und an in A := A/a.
Weil p minimal über (an) ist, folgt aus dem Hauptidealsatz 18.3, dass codim p ≤ 1 und
damit codim q = 0 ist. Dies bedeutet, dass q minimal über a ist. Per Induktion erhalten wir
codim q ≤ n− 1. □

Korollar 18.7. Sei A noethersch und p = (a1, . . . , an) ∈ Spec(A). Dann ist codim p ≤ n.
Insbesondere ist codim p endlich für alle p ∈ Spec(A).
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Da jede Primidealkette in einem maximalen Ideal enthalten ist, zeigt dies auch, dass es in
einem noetherschen Ring keine unendlich langen Primidealketten geben kann.

Korollar 18.8. Sei A ein noetherscher Ring. Dann gilt für Primideale auch die absteigende
Kettenbedingung.

Aus Satz 6.14 erhalten wir:

Korollar 18.9. Sei (A,m) ein lokaler, noetherscher Ring und k := A/m. Dann ist dimA ≤
dimkm/m

2. Insbesondere ist dimA <∞.

Besonders wichtig ist der Fall, dass Gleichheit herrscht.

Definition 18.10. Ein lokaler noetherscher Ring (A,m) mit dimA = dimA/mm/m2 heißt
regulär.

Regularität ist eine extrem einschränkende Bedingung. Ein artinscher lokaler Ring ist zum
Beispiel genau dann regulär, wenn er ein Körper ist. Eindimensionale reguläre Ringe werden
im späteren Abschnitt 21 behandelt. Allgemein kann man zum Beispiel zeigen, dass (lokale)
reguläre Ringe nullteilerfrei, normal und sogar faktoriell sind. Die Beweise sind allerdings
teilweise sehr aufwendig, sodass darauf in diesem Skript nicht mehr eingegangen wird.

Nach Satz 18.6 braucht man für ein Primideal p mindestens codim p Elemente, um zu erre-
ichen, dass p minimal darüber ist.

Definition 18.11. Sei A ein Ring und p ⊂ A ein Primideal. Eine endliche Folge a1, . . . , an ∈
p heißt Parametersystem von A in p, wenn p minimal über (a1, . . . , an) mit n = codim p ist.

Übung 18.12. Sei a1, . . . , an ein Parametersystem von A in p. Seien ν1, . . . , νn ≥ 1 ganz.
Zeigen Sie, dass dann aν11 , . . . , a

νn
n ebenfalls ein Parametersystem ist.

Wir zeigen nun, dass der allgemeine Hauptidealsatz 18.6 scharf ist.

Satz 18.13. Sei A noethersch. Dann hat jedes Primideal p ⊂ A ein Parametersystem.

Beweis. Wir konstruieren die Elemente a1, . . . , an ∈ p rekursiv. Ist p minimal, d.h. codim p =

0, so kann man n = 0 nehmen. Ansonsten gibt es ein Primideal q ⊂ p mit codim q = n− 1.
Dann ist q minimal über einem Ideal a = (a1, . . . , an−1). Seien q1, . . . , qs alle Primideale,
die minimal über a liegen. Für alle gilt dann codim qi ≤ n − 1. Insbesondere ist p ̸⊆ qi.
Wegen Prime Avoidance (Satz 3.14) gibt es ein Element an ∈ p mit an ̸∈ qi, i = 1, . . . , s.
Dann ist tatsächlich p minimal über (a1, . . . , an), denn jedes kleinere Primideal p′ hätte
codim p′ ≤ n−1 und würde a enthalten. Dann wäre aber p′ = qi für ein i, was wegen an ̸∈ qi

nicht stimmt. □
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Da man die Minimalität eines Primideals p ⊂ A über einem Ideal a ⊂ A dadurch erkennen
kann, dass p/a nilpotent in Ap ist, erhalten wir folgende alternative Charakterisierung der
Krulldimension:

Korollar 18.14. Sei (A, p) ein lokaler noetherscher Ring. Dann ist dimA die kleinste Zahl
n, für die es a1, . . . , an ∈ A und k ≥ 1 mit pk ⊆ (a1, . . . , an) ⊆ p gibt.

Bislang haben wir die Kodimension studiert. Für die Dimension eines Primideals gibt es
folgendes Gegenstück zum Hauptidealsatz:

Satz 18.15. Sei (A,m) ein lokaler, noetherscher Ring. Für alle Ideale a = (a1, . . . , an) ∈ m

gilt dann dimA/a ≥ dimA− n.

Beweis. Die Bilder von an+1, . . . , an+d ∈ m mögen ein Parametersystem von A/a bilden.
Dann ist m minimal über a1, . . . , an+d und damit dimA ≤ d+ n. □

Bemerkung 18.16. Dieser Satz ist komplementär zum Hauptidealsatz. Sei zum Beispiel
a ∈ A ein Nichtnullteiler. Der Hauptidealsatz besagt, dass alle Komponenten von V(a) die
Kodimension 1 haben. Der Satz oben besagt lediglich, dass mindestens eine Komponente
die Dimension dimA− 1 hat. Die anderen könnten durchaus kleinere Dimension haben.

Es gibt noch eine Anwendung des Hauptidealsatzes auf faktorielle Ringe. Dies sind Ringe,
die eine eindeutige Primfaktorzerlegung zulassen. Wenn der Ring noethersch ist, hat jedes
Element eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Weiterhin ist in dem Fall der Ring genau
dann faktoriell, wenn jedes irreduzible Element prim ist.

Satz 18.17. Ein nullteilerfreier, noetherscher Ring ist genau dann faktoriell, wenn jedes
Primideal der Kodimension 1 ein Hauptideal ist.

Beweis. Angenommen jedes Primideal der Kodimension 1 ist ein Hauptideal. Sei a ∈ A

irreduzibel und sei p ∈ Spec(A) minimal über (a). Dann ist codim p = 1 nach dem Haupt-
idealsatz 18.3. Deshalb ist p = (p) nach Voraussetzung prim. Wegen a ∈ (p) gibt es ein b ∈ A
mit a = bp. Da a irreduzibel ist, ist b eine Einheit und a ist ebenfalls prim. Ist umgekehrt
p ein Primideal der Kodimension 1. Dann ist p minimal über einem Hauptideal (a). Sei
a = p1 . . . pn eine Primfaktorisierung. Da p prim ist, ist pi ∈ p für ein i. Da (pi) selbst prim
ist, gilt p = (pi). □

19. Faserdimensionen

Sei φ : X → Y ein Morphismus zwischen affinen Varietäten und y ∈ Y . Dann nennt man
Xy := φ−1(y) = X ×Y {y} die Faser von φ über y. Die Algebra der regulären Funktionen ist
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dann folglich

O(Xy) =
(
O(X)⊗O(Y ) O(Y )/my

)red
. (19.1)

Hierbei ist my = I({y}) das maximale Ideal zu y.

Diese Konstruktion hat Sinn für beliebige A-Algebren B. Anstatt maximalen Idealen nimmt
man jedoch jetzt beliebige Primideale p ⊂ A. Da dann A/p kein Körper mehr ist, nimmt
man stattdessen den Quotientenkörper κ(p) := Q(A/p).

Definition 19.1. Sei A ein Ring, B eine A-Algebra und p ∈ Spec(A). Dann heißt

B(p) := (B/pB)p = B ⊗A κ(p) (19.2)

der Faserring von B über p.

Man beachte, dass der Faserring eine Algebra über dem Körper Q(A/p) ist. Wenn B eine
endlich erzeugte A-Algebra ist, so sind alle Faserringe affine Algebren und man hat alle deren
Methoden (insbesondere den Normalisierungssatz) zur Verfügung.

Auf dem Niveau von Spektren macht der Faserring genau das, was wir wollen, denn

Spec(B(p)) = φ−1(p) = {q ∈ B | q ∩ A = p}. (19.3)

Von besonderer Bedeutung sind die Fasern über den maximalen Idealen, aber auch die Faser-
ringe über einem minimalen Ideal. Erstere heißen spezielle, letztere generische Fasern.

Es stellt sich nun das Problem, wie die Dimension von A, B und den Fasern zusammenhän-
gen. Paradigmatisch ist dabei der Satz

dimK U = dimK V + dimK φ
−1(0) (19.4)

aus der linearen Algebra, wobei φ : U → V ein surjektiver Homomorphismus ist.

Der folgende Satz vergleicht die Dimensionen von A und B mit der Dimension einer speziellen
Faser.

Satz 19.2. Sei A ein noetherscher Ring und B eine noethersche A-Algebra. Weiter sei
q ∈ Spec(B) und p = q ∩ A ∈ Spec(A). Dann gilt

dimBq ≤ dimAp + dimBq(p). (19.5)

mit Gleichheit, wenn die Erweiterung A ⊆ B die Going-Down-Eigenschaft hat.

Beweis. Man kann A und B durch Ap bzw. Bq ersetzen. Dadurch kann man annehmen, dass
(A, p) und (B, q) lokal mit p = q ∩ A sind und es ist

dimB ≤ dimA+ dimB/pB (19.6)
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zu beweisen. Sei dazu a1, . . . , ad ∈ p ein Parametersystem von A in p und b1, . . . , be ∈ q eine
Folge, deren Bild in B/pB ein Parametersystem bildet. Für die zugehörigen Ideale gilt dann

pk ⊆ a ⊆ p und ql ⊆ b+ pB ⊆ q (19.7)

und damit
qkl ⊆ (b+ pB)k ⊆ b+ pkB ⊆ (a1, . . . , ad, b1, . . . , be)B ⊆ q. (19.8)

Es folgt dimB ≤ d+ e = dimA+ dimB/pB.

Wir nehmen nun an, dass A ↪→ B die Going-Down-Eigenschaft hat. Wegen e = dimB/pB

gibt es eine Primidealkette q0 ⊂ . . . ⊂ qe = q mit pB ⊆ q0. Dann gilt p ⊆ q0∩A ⊆ q∩A = p.
Wegen d = dimA gibt es eine weitere Kette p0 ⊂ . . . ⊂ pd = p. Wegen Going-Down kann
man diese zu einer Kette q′0 ⊂ . . . ⊂ q′d = q0 liften. Da die zusammengesetzte Kette dann
die Länge d+ e hat, gilt dimB ≥ d+ e = dimA+ dimB/pB. □

Bemerkung 19.3. Wegen supqBq = dimB, dimAp ≤ dimA und, für festes p, supq∩A=pB(p)q =

dimB(p) erhält man aus (19.5) die Abschätzung

dimB ≤ dimA+ supp dimB(p). (19.9)

Als Anwendung berechnen wir die Dimension von Polynomringen.

Korollar 19.4. Sei A ein noetherscher Ring. Dann gilt dimA[x1, . . . , xn] = dimA+ n.

Beweis. Es genügt, den Fall n = 1 zu behandeln. Sei B = A[x] und sei p ⊂ A ein Primideal.
Wegen B(p) = κ(p)[x] folgt aus (19.9), dass dimA[x] ≤ dimA+1 ist. Angenommen A besitzt
eine Primidealkette p0 ⊂ . . . ⊂ pd ⊂ A der Länge d. Dann hat A[x] die Primidealkette

p0[x] ⊂ . . . ⊂ pd[x] ⊂ pd[x] + (x) ⊂ A[x]. (19.10)

der Länge d + 1. Es folgt dimA[x] ≥ d + 1 für alle d ≤ dimA und damit dimA[x] ≥
dimA+ 1. □

Übung 19.5. Beweisen Sie Korollar 19.4 direkt, d.h. ohne Verwendung von Satz 19.2.

Zur Illustration von Satz 19.2 beschreiben wir die Auswirkungen auf affine Varietäten. Sei
dazu K ein algebraisch abgeschlossener Grundkörper.

Satz 19.6. Sei f : X → Y ein Morphismus zwischen irreduziblen, affinen K-Varietäten.
Dann gilt:

(a) Für alle y ∈ Y hat jede Komponente von Xy mindestens die Dimension dimX −
dimY .

(b) Sei f dominant, d.h., f(X) ist dicht in Y . Dann gibt es eine dichte offene Teilmenge
Y0 ⊂ Y mit dimXy = dimX − dimY ≥ 0 für alle y ∈ Y0.
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Beweis. (a) Sei A = O(Y ) und B = O(X). Sei Z ⊆ Xy eine irreduzible Komponente
und x ein Punkt von Z, welcher in keiner anderen Komponente liegt. Sei q := mx, sodass
p = q ∩A = my. Dann ist dimZ = dimxXy = dimqB(p). Da X und Y irreduzibel sind, gilt
weiterhin dimAp = dimy Y = dimY und dimBq = dimxX = dimX. Die Behauptung folgt
nun aus (19.5).

(b) Nach Satz 10.2 hat jede flache Ringerweiterung die Going-Down-Eigenschaft. Der Satz
von der generischen Flachheit (Satz 10.6) liefert ein a ∈ A, a ̸= 0, sodass Ba flach über Aa
ist. Also gilt dimXy = dimX − dimY für alle y ∈ Y0 := Y \ V(a). □

Satz 19.7 (Chevalley). Sei f : X → Y ein Morphismus zwischen affinen K-Varietäten.
Dann ist die Funktion

φX : X → Z : x 7→ dimxXf(x) (19.11)

halbstetig nach oben, d.h. für alle d ≥ 0 ist

X(d) := {x ∈ X | dimxXf(x) ≥ d} (19.12)

abgeschlossen in X.

Beweis. Wir starten mit einer Vorüberlegung. Angenommen X = X1 ∪ X2 ist Vereinigung
abgeschlossener Teilmengen, sodass φX1 und φX2 halbstetig sind. Sei φ̃Xi

die Fortsetzung
von φXi

auf X durch −1. Dann ist φ̃Xi
ebenfalls halbstetig nach oben. Für x ∈ X1 ∩ X2

und y = f(x) gilt weiterhin Xy = X1,y ∪X2,y. Damit folgt φX = sup(φ̃1, φ̃2) und damit die
Halbstetigkeit von φX .

Sei nun X ′ ⊆ X abgeschlossen und minimal, sodass φX′ nicht halbstetig ist. Nach der
Vorüberlegung ist X ′ irreduzibel. Sei Y ′ ⊆ Y der Abschluss von f(X ′). Dann ist Y ′ ebenfalls
irreduzibel. Setze d0 := dimX ′ − dimY ′. Nach Satz 19.6 gibt es Y ′′ ⊂ Y abgeschlossen,
sodass für X ′′ := f−1(Y ′′) gilt φX′ ≥ d0 auf ganz X ′ und φX′ = d0 auf X ′ \ X ′′. Es folgt
X ′(d) = X ′ für d ≤ d0 und X ′(d) = X ′′(d) für d > d0. Aus der Minimalität von X ′ folgt,
dass X ′(d) für alle d abgeschlossen ist. □

Bemerkung 19.8. (a) Man beachte, dass die Dimension der Faser nur halbstetig in x, aber
im Allgemeinen nicht in y ist, d.h., y 7→ dimXy braucht nicht halbstetig zu sein. Dies ist ein
häufiger Anfängerfehler.

(b) Die Halbstetigkeit kann man für beliebige endlich erzeugte A-Algebren beweisen. Dazu
braucht A noch nicht einmal noethersch zu sein. Siehe Satz 20.14.

Übung 19.9. Man konstruiere einen Morphismus f : X → Y , sodass y 7→ dimXy nicht
halbstetig ist. [ Hinweis: f : A3 \ V(z − x)→ A3 : (x, y, z) 7→ (x3 − x, xy, z).]
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Nun vergleichen wir dimA, dimB und die Dimension der generischen Faser. Für nullteiler-
freie affine Algebren gilt zum Beispiel

dimB = dimA+ trdegAB. (19.13)

Dabei haben wir der Einfachheit halber trdegAB := trdegQ(A)Q(B) gesetzt. Mit Hilfe von
Satz 17.6 läuft die Formel einfach auf die Additivität des Transzendenzgrades hinaus: Für
jeden Körperturm K ⊆ L ⊆M gilt

trdegKM = trdegK L+ trdegLM. (19.14)

Eine naheliegende Verallgemeinerung von Formel (19.13) ist die Ungleichung

dimB ≤ dimA+ trdegAB. (19.15)

Diese gilt tatsächlich (siehe Korollar 19.16), hat aber den Nachteil, dass sie selbst für die in
der Praxis vorkommenden Ringe streng ist. Für jeden lokalen Ring (A, p) und ein Element
0 ̸= a ∈ p ist zum Beispiel dimAa < dimA. Das Problem ist, dass A nur im Ideal p

maximale Dimension hat, aber p nicht in SpecAa liegt. Nagata hat deshalb eine lokale
Version der Ungleichung (19.15) formuliert, die unter einer relativ schwachen Bedingung
sogar Gleichheit liefert.

Definition 19.10. Ein noetherscher Ring A heißt Kettenring, wenn alle maximalen Prim-
idealketten zwischen zwei gegebenen Primidealen p ⊆ p′ dieselbe Länge haben. Gilt dies sogar
für alle endlich erzeugten A-Algebren, dann nennen wir A einen universellen Kettenring.

Beispiel 19.11. a) Mit jedem universellen Kettenring A ist auch jeder Quotient A/a, jeder
Polynomring A[x1, . . . , xn] und jede Lokalisierung AS ein universeller Kettenring.

(b) Nach Satz 17.6 ist jede endlich erzeugte K-Algebra ein Kettenring. Insbesondere ist jeder
Körper ein universeller Kettenring.

(c) Hauptidealringe (insbesondere Z), reguläre Ringe und allgemeiner alle Cohen-Macaulay-
Ringe sind universelle Kettenringe (siehe Satz 24.13).

Beispiel 19.12. Nagata hat folgenden noetherschen Nichtkettenring konstruiert. Sei K ein
Körper und u(x) =

∑∞
n=0 unx

n ∈ K[[x]] eine formale Potenzreihe9, welche von x algebraisch
unabhängig ist. Sei A ⊂ K[x, x−1, y] die Unteralgebra bestehend aus allen Funktionen p(x, y),
für die der (formale) Grenzwert

L(p) := lim
x→0

p(x, u(x)) ∈ K (19.16)

existiert. Dann sind m0 := (x) und m1 := (x−1, y) maximale Ideale, in denen A verschiedene
Dimensionen, nämlich 1 bzw. 2, hat. Dies folgt aus der Tatsache, dass A(x) ein Hauptidealring

9Mehr zu formalen Potenzreihen in Abschnitt 27 unten.
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und Ax = K[x, x−1, y] ist (Übung). Sei A′ ⊂ A der Unterring aller p(x, y) mit L(p) = p(1, 0).
Dann ist das maximale Ideal m′ = m0 ∩m1 Endpunkt von Primidealketten der Länge 1 bzw.
2. Erstere ist nicht maximal. Im Polynomring A′[z] ist das maximale Ideal aber m = m′+(z)

Endpunkt von maximalen Ketten der Länge 2 und 3. Also ist A′[z]m kein Kettenring. Dass
er noethersch ist, folgt aus der Tatsache, dass sowohl A(x) als auch Ax noethersch sind, sowie
Satz 14.6.

Bemerkung 19.13. Nagatas Beispiel ist nicht normal, denn A[z] ist ganz über A′[z]. Es
wurde lange geglaubt, dass alle normalen noetherschen Ringe Kettenringe sind, bevor dann
Ogoma 1980 ein Gegenbeispiel gefunden hat.

Das folgende Lemma wird im Beweis von Nagatas Höhenformel gebraucht.

Lemma 19.14. Sei (A, p) ein nullteilerfreier, lokaler, universeller Kettenring und (0) =

q0 ⊂ . . . ⊂ qm ⊂ A[x] := A[x1, . . . , xn] eine maximale Primidealkette mit qm ∩ A = p. Dann
ist m = dimA+ n.

Beweis. Nach Voraussetzung haben alle maximalen Ketten zwischen (0) und qm dieselbe
Länge und diese ist ≤ dimA+n. Es genügt also eine Kette der Länge dimA+n zu konstru-
ieren. Dies ist aber einfach: Man nehme eine Kette (0) = p0 ⊂ . . . ⊂ pd = p mit d = dimA.
Danach verlängert man die Kette p∗[x] ⊂ A[x] durch das Urbild einer maximalen Kette
in (A/p)[x], welche im maximalen Ideal qm/(p[x]) endet. Letztere hat die Länge n nach
Satz 17.6. □

Die Ungleichung (19.15) lässt sich nun folgendermaßen verschärfen.

Satz 19.15 (Nagatas Höhenformel). Sei A ein noetherscher Ring und B eine nullteilerfreie,
A-Algebra mit A ⊆ B. Für q ∈ Spec(B) und p = q ∩ A gilt dann

dimBq + trdegA/pB/q ≤ dimAp + trdegAB. (19.17)

mit Gleichheit, wenn A ein universeller Kettenring und B eine endlich erzeugte A-Algebra
ist.

Beweis. Sei zunächst B eine endlich erzeugte A-Algebra. Durch Lokalisieren in p können wir
annehmen, dass (A, p) lokal ist. Insbesondere ist dann k = A/p ein Körper und B/q ist eine
endlich erzeugte k-Algebra. Wegen dimB/q = trdegA/pB/q (Satz 17.6) muss nur noch

dimBq + dimB/q ≤ dimA+ trdegAB (19.18)

gezeigt werden.
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Nach Annahme ist B ∼= A[x]/r mit x := (x1, . . . , xn). Wegen A ⊆ B ist r ein Primideal mit
r ∩ A = 0. Sei q̃ ⊂ A[x] das Urbild von q. Für dieses gilt q̃ ∩ A = q ∩ A = p.

0 ⊂ r ⊆

����

q̃ ⊂

����

A[x]

����

0 ⊆ q ⊂ B

(19.19)

Das Urbild einer Primidealkette von B ist eine Primidealkette von A[x]. Damit erhält man
die Abschätzung

dimA[x]r + dimBq + dimB/q ≤ dimA[x] = dimA+ n (19.20)

In der Tat ist die linke Seite nichts anderes als die maximale Länge einer Primidealkette
von A[x], welche r und q̃ enthält. Für universelle Kettenringe gilt dabei Gleichheit nach
Lemma 19.14.

Wegen r ∩ A = 0 gilt A[x]r = K[x]r∗ , wobei K := Q(A) und r∗ := rA∗ . Da alle maximalen
Primidealketten von K[x] die Länge n haben (Satz 17.6(b)), gilt

dimA[x]r = dimK[x]r∗ = n− dimK[x]/r∗. (19.21)

Zusammen mit (19.20) liefert dies

dimBq + dimB/q ≤ dimA+ dimK[x]/r∗. (19.22)

Wegen K[x]/r∗ = BA∗ folgt die Behauptung mit Hilfe von Satz 17.6(a) aus

dimK[x]/r∗ = trdegQ(A)Q(BA∗) = trdegQ(A)Q(B) = trdegAB. (19.23)

Schließlich sei B beliebig. Seien r ≤ dimBq und s ≤ trdegA/pB/q natürliche Zahlen. Dann
enthält B eine Primidealkette q0 ⊂ . . . ⊂ qr = q und wir wählen bi ∈ qi\qi−1 für i = 1, . . . , r.
Weiterhin gibt es b′1, . . . , b′s ∈ B, die in B/q algebraisch unabhängig sind. Die endlich erzeugte
A-Algebra B0 := A[b1, . . . , br, b

′
1, . . . , b

′
s] ⊆ B und das Primideal q0 = q∩B0 haben dann die

Eigenschaft, dass dimB0
q0 ≥ r und trdegA/pB

0/q0 ≥ s ist. Somit folgt aus der Höhenformel
für B0

r + s ≤ dimB0
q0 + trdegA/pB

0/q0 ≤ dimAp + trdegAB
0 ≤ Ap + trdegAB. (19.24)

die Höhenformel für B, wenn man nur r und s groß genug macht. □

Korollar 19.16. Sei A ein noetherscher Ring und B eine nullteilerfreie A-Algebra mit A ⊆
B. Dann gilt dimB ≤ dimA+ trdegAB.

Beweis. Man nehme in (19.17) das Supremum über alle q. □
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20. Zariskis Main Theorem

Wie wir gesehen haben, haben endliche Ringerweiterungen exzellente Eigenschaften. Das
Problem ist dabei, dass es sich nicht um eine geometrische, sondern um eine inhärent alge-
braische Eigenschaft handelt. Man kann, mit anderen Worten, einem Morphismus φ : X → Y

von affinen Varietäten nicht mengentheoretisch ansehen, ob O(X) ein endlich erzeugter
O(Y )-Modul ist. Es gibt nur ein notwendiges Kriterium, nämlich dass alle Fasern endlich
sind. Das wird aber zum Beispiel von der offenen Einbettung X \ V(f) ↪→ X auch erfüllt.
Der zugehörige Ringhomomorphismus O(X)→ O(X)[ 1

f
] ist aber in der Regel nicht endlich.

Glücklicherweise gibt es eine von Zariski stammende Methode, mit diesem Problem umzuge-
hen. Er zeigte nämlich, dass jeder Morphismus X → Y mit endlichen Fasern die Verkettung
einer offenen Einbettung mit einem endlichen Morphismus ist! Dies ist Zariskis „Main The-
orem“10.

Zariski hat seinen Satz im Kontext affiner Algebren bewiesen. Später (1966) hat Peskine das
Main Theorem und seinen Beweis auf beliebige Ringe erweitert. Die einzig fundamentale
Bedingung ist, dass der größere Ring als Algebra über dem kleineren endlich erzeugt ist.
Schon Zariski hat bemerkt, dass nicht alle Fasern endlich sein müssen, sondern nur eine
einzige. Wir formulieren nun Zariskis Main Theorem in Peskines Form.

Definition 20.1. Ein Primideal q ⊂ B heißt isoliert, wenn dimqB = 0 ist. Ist B eine A-
Algebra, so heißt n ∈ Spec(B) isoliert über A oder isoliert über m := n ∩ A, wenn n im
Faserring B(m) isoliert ist, d.h. wenn es maximal und minimal unter allen über m liegenden
Primidealen ist.

Satz 20.2 (Zariskis Main Theorem). Sei A ein Ring und B eine endlich erzeugte A-
Algebra. Sei n ∈ Spec(B) isoliert über A. Dann gibt es eine endliche A-Unteralgebra A0 ⊆ B

und ein Element t ∈ A0 \ n mit B[1
t
] = A0[

1
t
].

Als Erstes reduzieren wir den Satz auf folgenden Spezialfall:

Lemma 20.3 (Hauptlemma). Sei (A,m) ein lokaler Ring und A ⊆ B eine endlich erzeugte
Ringerweiterung, sodass A in B ganz abgeschlossen ist. Es gebe ein über m isoliertes Prim-
ideal n von B. Dann ist B = A.

Beweis von Satz 20.2 unter der Annahme von Lemma 20.3: Wir können A durch sein Bild
in B ersetzen. Somit ist ohne Einschränkung A ⊆ B. Sei A ⊆ B der ganze Abschluss von
A und setze m := n ∩ A sowie m0 := n ∩ A = m ∩ A. Nach Voraussetzung ist n isoliert
über m0. Dann ist es erst recht isoliert über m. Es folgt, dass nm über mm isoliert ist. Da Am

auch ganz abgeschlossen in Bm ist (Satz 14.3(c)), folgt aus Lemma 20.3, dass Bm = Am. Die
10So heißt der Satz aus seiner Arbeit von 1943. Es handelt sich also nicht unbedingt um Zariskis wichtigsten
Satz.
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A-Algebraerzeuger b1, . . . , bn lassen sich dann schreiben als bi = ci
ti
, mit ci ∈ A und ti ∈ A\m.

Dann ist die von allen ci und ti erzeugte A-Algebra A0 ⊆ A endlich über A und mit t =
∏

i ti

gilt B[1
t
] = A0[

1
t
]. □

Nach Voraussetzung ist B = A[b1, . . . , bn] und wir versuchen Induktion nach n. Sei dazu
A′ := A[b1, . . . , bn−1]. Dann ist A ⊆ A′ ⊆ A′[bn] = B. Dann sieht es so aus, dass wir nur
folgenden Spezialfall zu beweisen hätten:

Lemma 20.4. Unter den Voraussetzungen von Lemma 20.3 sei B = A[b] für ein b ∈ B.
Dann ist B = A.

Der Beweis davon ist nicht allzu schwierig. Leider ist das Lemma aber in unserem Fall (noch)
nicht anwendbar, da die Voraussetzung, dass A′ in B ganz abgeschlossen ist, nicht erfüllt
zu sein braucht. Daher müssen wir den Ansatz modifizieren und einen etwas allgemeineren
Spezialfall beweisen.

Lemma 20.5. Unter den Voraussetzungen von Lemma 20.3 sei B endlich über A[b] für ein
b ∈ B. Dann ist B = A.

Leider gibt es a priori keinen Grund, dass n ∩ A[b] über m isoliert ist. Dies ist tatsächlich
richtig, aber nicht leicht zu zeigen. Zunächst begnügen wir uns aber mit zwei relativ leichten
Beobachtungen zu Zwischenringen.

Lemma 20.6. Unter den Voraussetzungen von Lemma 20.3 sei A ⊆ C ⊆ B ein Zwischen-
ring.

(a) Das Ideal n ∩ C ist maximal in C und n ist über n ∩ C isoliert.
(b) Sei t ∈ C \ n mit B[1

t
] = C[1

t
]. Dann ist n′ := n ∩ C isoliert über m.

Beweis. (a) Man beachte, dass K = A/m und L = B/n Körper sind. Da B über A endlich
erzeugt ist, folgt aus dem schwachen Nullstellensatz Lemma 2.3, dass die Körpererweiterung
L|K endlichen Grad hat. Nun ist C/(n∩C) ein Zwischenring und damit schon ein Zwischen-
körper. Also ist n ∩ C maximal in C. Da jedes Primideal von B, das über n ∩ C liegt, auch
über m liegt, ist n isoliert über n ∩ C.

(b) Zunächst einmal ist n′ = n ∩ C ⊂ C maximal nach (a). Falls n′ nicht isoliert wäre,
wäre es auch in keiner Zariski-offenen Umgebung isoliert. Die Bedingung besagt aber, dass
n ∈ Spec(B) und n′ ∈ Spec(C) isomorphe offene Umgebungen besitzen. Also ist n′ genauso
wie n isoliert. □
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B n

A[bn]

A′[bn] A

A0

m

A′

A m

Beweis des Hauptlemmas 20.3 unter Annahme von Lem-
ma 20.5: Sei B endlich über A[b1, . . . , bn] ⊆ B. Wir be-
weisen die Aussage nun durch Induktion nach n. Sei dazu
A′ := A[b1, . . . , bn−1] und A sein ganzer Abschluss in B. Nach
Lemma 20.6(a) ist m := n ∩ A ⊆ A ein maximales Ideal, über
dem n isoliert ist. Weil B zudem endlich über A[bn] ist, folgt
Bm = Am aus Lemma 20.5. Da B als A-Algebra endlich erzeugt
ist, gibt es einen Hauptnenner t ∈ A \ n mit B ⊆ A[1

t
]. Da-

her gibt es auch eine über A endlich erzeugte Zwischenalgebra
A′[t] ⊆ A0 ⊆ A mit B[1

t
] = A0[

1
t
]. Lemma 20.6(b) impliziert,

dass n ∩ A0 isoliert über A ist. Da A über A′ ganz ist, ist A0 über A′ endlich. Aus der
Induktionshypothese folgt jetzt A0 = A, was t ∈ A \ m = A× zur Folge hat. Also ist
B = B[1

t
] = A[1

t
] = A. □

Der Beweis von Lemma 20.4 und Lemma 20.5 basiert auf folgendem Ergebnis.

Lemma 20.7. Sei B endlich über A[b] und A ganz abgeschlossen in B. Sei f(x) ∈ A[x] ein
normiertes Polynom, d ∈ B und a ⊆ A ein Ideal mit f(b)d ∈ a[b]. Dann gilt d ∈ A[b]. Ist
d = 1, so gibt es c ∈ 1 + (a[b] ∩ A) mit cb ∈ A.

Beweis. Es gibt nach Annahme ein Polynom g(x) ∈ a[x] mit f(b)d = g(b). Sei g(x) =

m(x)f(x) + r(x) die Division mit Rest. Mit e := m(b) − d ∈ B ergibt sich daraus die
Gleichung

ef(b) + r(b) = 0. (20.1)

Wegen deg r < deg f ist b ganz über dem Unterring A[1
e
] ⊆ B[1

e
]. Also ist A[b] und somit B

ganz über A[1
e
]. Wegen e ∈ B ist auch e ganz über A[1

e
]. Es folgt, dass e ganz über A ist und

damit e ∈ A. Also ist d = m(b)−e ∈ A[b]. Für die zweite Behauptung sei N := deg f . Durch
Multiplikation von (20.1) mit eN−1 folgt, dass eb ganz über A und damit in A ist. Wegen
m(x) ∈ a[x] hat c = −e die geforderten Eigenschaften. □

Beweis von Lemma 20.4: Der Homomorphismus π : (A/m)[x] → B/mB : x 7→ b + mB ist
surjektiv. Da B/mB ein isoliertes Ideal, nämlich das Bild von n besitzt und da A/m ein
Körper ist, kann der Kern von π nicht trivial sein. Es gibt daher ein normiertes Polynom
f(x) ∈ A[x] mit f(b) ∈ mB = m[b]. Nach Lemma 20.7 mit d = 1 und a = m gibt es wegen
mB ∩A ⊆ n ∩A = m ein c ∈ 1 +m ⊆ A× mit cb ∈ A. Es folgt b ∈ A und damit B = A. □

Es bleibt Lemma 20.5 zu beweisen. Für jede Ringerweiterung C ⊆ B definiert man den
Führer von B nach C als

fB|C := AnnC(B/C) = {c ∈ C | cB ⊆ C}. (20.2)
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Man beachte, dass fB|C auch ein Ideal von B ist. Die Signifikanz des Führers liegt in B[1
c
] =

C[1
c
] für alle c ∈ fB|C .

Lemma 20.8. Sei B endlich über A[b] und A ganz abgeschlossen in B. Sei q ∈ Spec(B)

minimal über fB|A[b] und p := q ∩ A. Dann ist (A/p)[x]→ B/q : f(x) 7→ f(b) injektiv.

Beweis. Andernfalls gibt es ein Polynom f(x) ∈ A[x] mit f(b) ∈ q und f(x) ̸∈ p[x]. Dabei
kann man annehmen, dass alle Koeffizienten, insbesondere also der Leitkoeffizient a nicht in
p liegt. Da q minimal über f := fB|A[b] liegt, sind alle Elemente von (q/f)q ⊂ (B/f)q nilpotent.
Es gibt also m ≥ 1 und t ∈ B \ q mit f(b)mt ∈ f. Für jedes d ∈ tB gilt dann f(b)md ∈ A[b].
Sei A′ := A[ 1

a
]. Da 1

am
f(x)m ∈ A′[x] primitiv ist, folgt aus Lemma 20.7 (mit a = A′), dass

d ∈ A′[b] und damit and ∈ A[b] für ein n ≥ 0. Weil B endlich über A[b] ist, kann man n

uniform für alle d wählen. Es folgt dann antB ⊆ A[b] und daher ant ∈ f ⊆ q im Widerspruch
zu a, t ̸∈ q. □

Lemma 20.9. Sei A[x] ⊆ B eine endliche Erweiterung und sei B nullteilerfrei. Dann ist
kein n ∈ Max(B) isoliert über A.

Beweis. Seien A,B die Normalisierungen von A, B. Dann ist auch A[x] → B injektiv. Sei
m := n ∩ A und wähle mittels Lying-Over n ∈ Spec(B), welches über n liegt. Dann liegt
m = n ∩ A über m. Sei k := n ∩ A[x]. Da k maximal ist, ist m[x] ein echtes Unterprimideal
von k, welches auch über m liegt. Weil A[x] normal ist (Satz 15.6), können wir mit Going-
Down über m[x] ein Primideal n0 ⊂ n finden. Das Ideal n0 := n0 ∩ B liegt dann echt in n

(Incomparability) und liegt auch über m. Also ist n nicht isoliert über A. □

Nun kombinieren wir alle Lemmas und erhalten

Beweis von Lemma 20.5: Wäre f := fB|A[b] ⊆ n, so könnte man ein minimales q ∈ Spec(B)

über f finden, welches in n liegt. Wegen Lemma 20.8 und Lemma 20.9 könnte n dann nicht
isoliert über A sein. Es gilt somit fB|A[b] ̸⊆ n und es gibt folglich ein Element c ∈ f mit c ̸∈ n.
Wegen cB ⊆ A[b] gilt B[1

c
] = A[b][1

c
]. Nach Lemma 20.6(b) ist dann n∩A[b] isoliert über A.

Aus Lemma 20.4 folgt A[b] = A und damit B = A. □

Zariskis Main Theorem ist damit vollständig bewiesen.

Wir diskutieren nun ein paar typische Anwendungen.

Definition 20.10. Sei φ : X → Y ein Morphismus zwischen affinen Varietäten.

• φ ist eine offene Einbettung, wenn es für jedes y ∈ φ(X) eine Funktion f ∈ O(Y ) mit
f(y) ̸= 0 und O(Y )[ 1

f
]

∼→ O(X)[ 1
f
] gibt.

• φ ist endlich, wenn O(X) eine endliche O(Y )-Algebra ist.
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• φ heißt quasiendlich, wenn alle Fasern von φ endlich sind.
• φ heißt birational, wenn X und Y irreduzibel sind und φ∗ einen Isomorphismus

zwischen den Quotientenkörpern von O(Y ) und O(X) induziert.

Offenbar sind offene Einbettungen, endliche Morphismen und ihre Verkettungen quasiendlich.
Aus Zariskis Main Theorem folgt, dass dies alle Beispiele sind.

Satz 20.11. Sei φ : X → Y ein quasiendlicher Morphismus zwischen irreduziblen affinen
Varietäten. Dann hat φ eine Faktorisierung X ι→ X ′ ε→ Y , wobei ι eine offene Einbettung
und ε ein endlicher Morphismus ist.

Beweis. Sei A = O(Y ) und B = O(X). Zunächst folgt zum Beispiel aus Satz 19.15, dass
Q(B) eine endliche Erweiterung von Q(A) ist. Nach Satz 16.8 ist der ganze Abschluss A
von A in Q(B) eine affine Algebra. Da A als A-Modul endlich erzeugt ist, gilt dies auch
für den Durchschnitt A0 := A ∩ B. Insbesondere ist A0 ebenfalls eine affine Algebra und
ε : X ′ := Max(A0) → Y ist endlich. Da A0 in B ganz abgeschlossen ist, folgt aus Zariskis
Main Theorem, dass ι : X → X ′ eine offene Einbettung ist. □

Korollar 20.12. Ein birationaler Morphismus auf eine normale Varietät ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn er surjektiv und quasiendlich ist.

Hier ist eine Version, die mehr oder weniger Zariskis ursprünglichen Formulierung entspricht:

Satz 20.13. Sei φ : X → Y ein birationaler Morphismus und sei Y normal. Dann gibt es für
jeden Punkt y ∈ Y zwei sich ausschließende Möglichkeiten: entweder sind alle Komponenten
von φ−1(y) positiv dimensional oder y hat eine offene Umgebung U mit φ−1(U)

∼→ U .

Beweis. Zunächst einmal ist O(Y ) ganz abgeschlossen in seinem eigenen Quotientenkörper.
Dieser ist aber auch der Quotientenkörper von O(X). Also ist O(Y ) ganz abgeschlossen in
O(X). Sei nun {x} eine einpunktige Komponente von φ−1(y). Dann ist nach Zariskis Main
Theorem O(X)my = O(Y )my . Insbesondere ist φ−1(y) = {x} und es gilt O(X)x = O(Y )y.
Dies ist äquivalent zur Existenz von U . □

Bislang haben wir immer die Dimension von A und B mit der Dimension von Faserringen
verglichen. In Satz 19.2 war es die spezielle Faser über p, in Satz 19.15 die generische Faser.
Unser Ziel ist es nun, die Dimension der Faserringe untereinander zu vergleichen.

Satz 20.14 (Chevalleys Halbstetigkeitssatz). Sei A ein Ring und B eine endlich erzeugte
A-Algebra. Dann ist die Funktion

Spec(B)→ N : q 7→ dimqB(q ∩ A) (20.3)
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halbstetig nach oben, d.h. für jedes d ≥ 0 gibt es ein Ideal ad ⊆ B, sodass für q ∈ Spec(B)

dimqB(q ∩ A) ≥ d⇔ ad ⊆ q (20.4)

Beweis. Wir zeigen, dass es für jedes q ∈ Spec(B) mit dimqB(q ∩ A) < d ein Element
aq ∈ B \ q gibt, sodass dimq′ B(q′ ∩ A) < d für alle q′ ∈ Spec(B) mit aq ̸∈ q′. Das Ideal

ad := (aq | dimqB(q ∩ A) < d) (20.5)

hat dann die gewünschte Eigenschaft, denn aus dimqB(q ∩ A) < d folgt aq ̸∈ q und damit
ad ̸⊆ q. Ist umgekehrt ad ̸⊆ q, dann gibt es q′ mit aq′ ̸∈ q und damit dimqB(q ∩ A) < d.

Sei nun q wie oben, p = q ∩ A und F := B(p) der Faserring. Er ist eine endlich erzeugte
Algebra über K := Q(A/p). Die lokale Dimension von F in q ist das Maximum über
dimF/q0, wobei q0 über alle in q enthaltenen minimalen Primideale von F durchläuft. Da
nicht leere offene Teilmengen irreduzibler affiner Varietäten dieselbe Dimension haben, gilt
dimq F [

1
f
] = dimq F für alle f ∈ F \ q. Es folgt, dass wir B durch jede Lokalisierung B[1

b
]

mit b ∈ B \ q ersetzen dürfen. Als Erstes wählen wir b so, dass b nicht in q aber in allen
minimalen Primidealen von F liegt, die nicht in q liegen (Prime Avoidance). Damit haben
wir erreicht, dass alle minimalen Primideale q0 von F auch in q enthalten sind. Insbesondere
gilt dann dimF < d.

Als Nächstes wählen wir Elemente b1, . . . , be ∈ B mit e = dimF < d, sodass K[b1, . . . , be] ↪→
F endlich ist. Dies ist nach dem Normalisierungssatz möglich. Der Homomorphismus

Ã := A[x1, . . . , xe]→ B (20.6)

ist dann nach Tensorieren mit κ(p) endlich. Insbesondere ist q über Ã isoliert. Nach Zariskis
Main Theorem 20.2 gibt es eine endliche Ã-Unteralgebra A0 ⊆ B und ein Element b ∈ A0\q
mit B[1

b
] = A0[

1
b
]. Durch Ersetzen von B mit B[1

b
] können wir B = A0[

1
b
] annehmen und

erhalten
A ⊆ A[x1, . . . , xe]

endl.−→ A0 ⊆ A0[
1
b
] = B. (20.7)

Sei nun q′ ∈ Spec(B) und p′ = q′ ∩ A. Tensorieren mit K ′ := κ(p′) liefert die Faserringe

K ′ ⊆ K ′[x1, . . . , xe]
endl.−→ F ′

0 ⊆ F ′
0[

1
b
] = F ′ (20.8)

Es folgt
dimq′ F

′ = dimq′ F
′
0 ≤ dimK ′[x1, . . . , xe] = e < d. (20.9)

□

Spezialisieren wir zu d = 1, so erhalten wir

Korollar 20.15. Sei B eine endlich erzeugte A-Algebra. Dann ist die Menge der über A
isolierten Primideale offen in Spec(B).

Allgemeiner gilt
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Korollar 20.16. Sei B eine nullteilerfreie endlich erzeugte Erweiterung von A und d :=

trdegAB. Dann ist dimB(q ∩ A) ≥ d für alle q ∈ Spec(B) und die Menge

{q ∈ Spec(B) | dimqB(q ∩ A) = d} (20.10)

ist offen und nicht leer.

Beweis. Sei Xe die abgeschlossene Menge aller q ∈ Spec(B) mit dimB(q ∩ A) ≥ e. Wegen
(0) ∈ Xd ist Xd = Spec(B) und die Menge aus (20.10) ist das Komplement von Xd+1, also
somit offen. □

Übung 20.17. Beweisen Sie folgende globale Version von Zariskis Main Theorem: Sei A
ein noetherscher Ring und B eine endlich erzeugte A-Algebra. Dann gibt es eine endliche
A-Unteralgebra A0 ⊆ B mit der Eigenschaft, dass es für jedes über A isolierte Primideal
n ∈ Spec(B) ein t ∈ A0 \ n mit B[1

t
] = A0[

1
t
] gibt.

21. Diskrete Bewertungsringe

Bei diophantischen Gleichungen sucht man ganzzahlige Lösungen von Gleichungen. Eine
grundlegende Methode ist es, erst rationale Lösungen zu konstruieren und dann in einem
zweiten Schritt zu zeigen, dass jede rationale Lösung ganzzahlig sein muss. Dieser zweite
Schritt wird mit Hilfe von sogenannten Regularitätssätzen11 durchgeführt. Ein weiteres typ-
isches Beispiel ist das der gebrochen rationalen Funktionen. Diese sind genau dann polyno-
mial, wenn sie keinen Pol besitzen (zumindest über C). Diesem Abschnitt widmet sich der
Verallgemeinerung dieser zwei Beispiele. Sei dazu A ein nullteilerfreier Ring und K = Q(A)

sein Quotientenkörper. Problem: Unter welchen Bedingungen liegt ein Element q ∈ K schon
in A? Es wird sich herausstellen, dass dieses Problem für normale Ringe (und nur für diese)
eine sehr einfache Lösung hat, nämlich genau dann, wenn q ∈ Ap für alle p ∈ SpecA mit
Kodimension eins. Mit anderen Worten: Wenn q nicht in A liegt, dann ist q auf einer Menge
der Kodimension eins singulär. Mit anderen Worten sind Elemente aus K entweder sehr gut
(d.h. liegen in A) oder sehr schlecht (d.h. haben Singularitäten in Kodimension 1).

Das nächste Lemma formuliert die grundlegende Methode. Dazu verwenden wir folgende
Bezeichnung; Sei M ein Modul und m ∈ M . Dann ist mp für das Bild von m in der Lokali-
sierung Mp. Das Lemma ist eine Variante von Satz 9.18(a).

Lemma 21.1. Sei A ein noetherscher Ring, M ein A-Modul und N ⊆ M ein Untermodul.
Für m ∈M gilt dann

m ∈ N ⇐⇒ mp ∈ Np für alle p ∈ Ass(M/N). (21.1)
11Dieses Verfahren wird vor allem in der Analysis extensiv angewendet. Für Differentialgleichungen werden
Lösungen erst im Raum der Distributionen (zum Beispiel) konstruiert, deren Regularität (stetig, differen-
zierbar usw.) dann erst a posteriori gezeigt wird.
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Beweis. Durch Ersetzen von M durch M/N können wir annehmen, dass N = 0 ist. Sei
m ̸= 0. Dann gibt es ein p ∈ Ass(Am) ⊆ Ass(M). Wegen 0 ̸= (A/p)p ↪→ Apmp ist dann
mp ̸= 0. □

Für einen nullteilerfreien Ring A sei K = Q(A) der Quotientenkörper. Dann möchten wir
das Lemma auf N = A ⊆M = K anwenden. Dazu brauchen wir die assoziierten Primideale
von K/A. Für normale Ringe ist dies relativ einfach.

Satz 21.2. Für einen lokalen noetherschen Ring (A, p) sind äquivalent:

(a) A ist normal und eindimensional.
(b) A ist normal und p ∈ Ass(Q(A)/A).
(c) p ist ein Hauptideal und nicht nilpotent.
(d) A ist regulär und eindimensional.
(e) A ist ein Hauptidealring (also insbesondere nullteilerfrei).
(f) A ist faktoriell und eindimensional.

Beweis. (a)⇒(b) Sei K := Q(A). Da A lokal, nullteilerfrei und eindimensional ist, gilt
Spec(A) = {p, (0)}. Weiter ist K/A ein Torsionsmodul. Es folgt, dass (0) kein assoziiertes
Primideal von K/A ist. Da es aber eins geben muss, ist p ∈ Ass(K/A).

(b)⇒(c) Wegen A/p ↪→ K/A gibt es q ∈ K mit q ̸∈ A und pq ⊆ A. Da p maximal ist, gilt
entweder pq ⊆ p oder pq = A. Im ersten Fall ist q ganz über A (Lemma 14.1(c)), was der
Normalität von A widerspricht. Im zweiten Fall ist p = Aq−1 ein Hauptideal. Dieses ist nicht
nilpotent, da A nullteilerfrei ist.

(c)⇒(d) Da p ein Hauptideal ist, gilt dimA ≤ dimA/p p/p
2 ≤ 1. Aus dimA = 0 würde

folgen, dass p nilpotent ist. Also ist dimA ≥ 1 und wir sind fertig.

(d)⇒(e) Wegen dimA/p p/p
2 = 1 und Nakayama ist p = (p) ein Hauptideal. Angenommen

(pn) = (pn+1) für ein n ≥ 0. Wegen (pn) = (p)(pn) würde mit Nakayama (pn) = 0 folgen,
was dimA > 0 widerspricht. Also ist (pn) ̸= (pn+1). Sei nun x = upn ∈ (pn) mit x ̸∈ (pn+1).
Dann ist u ∈ A \ (p) = A×. Also gilt (pn) \ (pn+1) = A×pn.

Betrachte nun das Ideal a := ∩n(pn) 12. Aus obiger Diskussion folgt, dass A\a die (disjunkte)
Vereinigung aller Mengen A×pn ist. Es gilt also: Aus x ∈ A \ a folgt px ∈ A \ a, oder im
Umkehrschluss: Aus px ∈ a folgt x ∈ a. Wegen a ⊂ (p) ist jedes Element aus a von der Form
px. Es gilt also a = pa und damit a = 0 (Nakayama).

Dies impliziert wiederum A = ∪n(A×pn) ∪ {0} woraus leicht folgt, dass (0) und (pn) mit
n ≥ 0 die einzigen Ideale von A sind. Insbesondere ist also A ein Hauptidealring.

(e)⇒(f ) Dies ist eine wohlbekannte Eigenschaft von Hauptidealringen.

12Aus dem Krullschen Durchschnittssatz 25.12 folgt unmittelbar a = 0. Wir geben hier einen direkten Beweis.
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(f )⇒(a) Folgt aus Satz 15.3. □

Mit Hilfe dieses Satzes können wir eindimensionale normale lokale Ringe sehr konkret be-
schreiben. Dazu nutzen wir aus, dass solche Ringe faktoriell mit (bis auf Einheiten) genau
einem Primelement p sind. Für jedes Element a ∈ K := Q(A) mit a ̸= 0 gibt es somit genau
eine ganze Zahl v(a) ∈ Z mit a = upv(a) und u ∈ A×. Wenn man noch v(0) = ∞ setzt, so
verifiziert man leicht, dass v folgende Eigenschaften hat:

(a) v(K) = Z ∪ {∞} und v(a) =∞⇔ a = 0,
(b) v(ab) = v(a) + v(b),
(c) v(a+ b) ≥ min(v(a), v(b)).

Definition 21.3. Sei K ein Körper. Eine Abbildung v : K → Z∪{∞}mit den Eigenschaften
(a)–(c) nennt man eine diskrete Bewertung von K. Die Teilmenge Ov = {a ∈ K | v(a) ≥ 0}
ist dann ein lokaler Unterring von K mit maximalem Ideal mv = {a ∈ K | v(a) > 0}. Der
Körper kv = Ov/mv heißt Restklassenring von v.

Umgekehrt heißt ein lokaler nullteilerfreier Ring (A, p) ein diskreter Bewertungsring, wenn
es auf K = Q(A) eine diskrete Bewertung mit A = Ov gibt.

Die Bewertung v ist eindeutig (Übung). Weiterhin ist leicht zu sehen, dass diskrete Be-
wertungsringe die äquivalenten Bedingungen von Satz 21.2 erfüllen (Übung). Dieser Satz
charakterisiert somit genau die diskreten Bewertungsringe.

Korollar 21.4. Sei A ein normaler noetherscher Ring. Für p ∈ Spec(A) sind dann äquiva-
lent:

(a) p ∈ Ass(K/A).
(b) codim p = 1.
(c) Ap ein diskreter Bewertungsring.

Beweis. Die Implikationen (a)⇒(b)⇒(c) folgen aus Satz 21.2. Für die Richtung (c)⇒(a) sei
p = (p). Dann gilt (p) = Ann(1

p
) ∈ Ass(K/Ap) ⊆ Ass(K/A). □

Ein p ∈ Spec(A) mit codim p = 1 heißt Primdivisor von A. Die Menge der Primdivisoren
wird im Folgenden mit D(A) bezeichnet. Jeder Primdivisor p ∈ D(A) induziert eine ein-
deutige Bewertung vp von K mit Ap = Ovp . Damit folgt aus Lemma 21.1 in Verbindung mit
Korollar 21.4:

Korollar 21.5. Sei A ein normaler noetherscher Ring. Dann ist

A =
⋂

p∈D(A)

Ap = {a ∈ K | vp(a) ≥ 0 für alle p ∈ D(A)}. (21.2)
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Als Nächstes zeigen wir, dass vp(q) fast immer gleich null ist.

Lemma 21.6. Sei A ein normaler, noetherscher Ring und q ∈ K∗. Dann ist vp(q) = 0 für
fast alle p ∈ D(A).

Beweis. Wegen vp(
a
b
) = vp(a) − vp(b) genügt es, die Behauptung für q = a ∈ A \ {0} zu

beweisen. Es gilt vp(a) ̸= 0 genau dann, wenn vp(a) > 0 genau dann, wenn a ∈ p. Nach
dem Hauptidealsatz ist dann p eines der endlich vielen Primideale, welche minimal über a
liegen. □

Das Lemma legt nun folgende Definition nahe. Ein Divisor ist eine formale Z-Linearkombi-
nation von Primdivisoren, d.h. ein Element aus Div(A) :=

⊕
p∈D(A) Zp. Jedem q ∈ K∗ kann

man dann den Divisor
div(q) :=

∑
p∈D(A)

vp(q)p (21.3)

zuordnen. Divisoren dieser Form heißen Hauptdivisoren. Offenbar ist K∗ → Div(A) : q 7→
div(q) ein Homomorphismus, d.h. es gilt

div(q1q2) = div(q1) + div(q2). (21.4)

Ein Divisor heißt effektiv, wenn alle Koeffizienten nicht negativ sind. Eine Umformulierung
von Korollar 21.5 ist somit, dass ein Element q ∈ K∗ genau dann in A liegt, wenn der
zugehörige Divisor div(q) effektiv ist. Es folgt, dass q genau dann eine Einheit von A ist,
wenn div(q) = 0 ist. Der Kern der Abbildung K∗ → Div(A) : q 7→ div(q) ist somit die
Einheitengruppe A×. Den Kokern nennt man die Divisorklassengruppe Cl(A) von A. Damit
erhalten wir folgende exakte Sequenz:

0→ A× → K∗ → Div(A)→ Cl(A)→ 0. (21.5)

Die Divisorklassengruppe kontrolliert, inwieweit ein Ring faktoriell ist:

Satz 21.7. Ein noetherscher Ring A ist genau dann faktoriell, wenn er normal mit Cl(A) = 0

ist.

Beweis. Nach Satz 15.3 sind faktorielle Ringe normal. Unter dieser Voraussetzung ist Cl(A)
genau dann gleich 0, wenn jedes p ∈ D(A) ein Hauptideal ist. Dies ist genau der Inhalt von
Satz 18.17. □

Beispiel 21.8. Sei A := C[x1, . . . , xn]/(q), wobei q eine nicht ausgeartete quadratische Form
ist. Wir werden später sehen, dass A für n ≥ 3 normal ist. Ohne Beschränkung der Allge-
meinheit ist q von der Form q = x1x2 + q0 mit q0 = x23 + . . .+ x2n. Wir haben

Spec(A) = Spec(A/(x1))
.
∪ Spec(A[ 1

x1
]). (21.6)
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Dabei ist

A/(x1) ∼= A0[x2] mit A0 := C[x3, . . . , xn]/(q0) und A[ 1
x1
] ∼= C[x1, x

−1
1 , x3, . . . , xn]. (21.7)

Nun ist q0 = x23 für n = 3, q0 = (x3 + ix4)(x3 − ix4) für n = 4 und irreduzibel für n ≥
5 (Übung). Also ist Div(A) = Div(A[ 1

x1
]) ⊕ Zp1 für n = 3 oder n ≥ 5 und Div(A) =

Div(A[ 1
x1
])⊕ Zp1 ⊕ Zp2 für n = 4.

Nun ist A[ 1
x1
] faktoriell. Dies bedeutet, dass jedes p ∈ D(A) modulo p1 bzw. p1, p2 ein

Hauptideal ist. Also wird Cl(A) von den Klassen der pi aufgespannt. Dabei kommen die
einzigen Relationen von A[ 1

x1
]× = C∗xZ

1 . Nun ist div(x1) = 2p1 für n = 3, div(x1) = p1 + p2

für n = 4 und div(x1) = p1 für n ≥ 5. Also ist Cl(A) ∼= Z/2Z für n = 3, Cl(A) ∼= Z für n = 4

und Cl(A) = 0 für n ≥ 5.

Übung 21.9. Sei A := Z[
√
−5]. Man zeige:

(a) A ist der ganze Abschluss von Z in Q(
√
−5). Insbesondere ist A normal.

(b) Sei p ∈ N eine Primzahl. Dann ist Faserring A⊗ZFp entweder isomorph zu Fp[x]/(x2)

(für p = 2 oder p = 3), Fp ⊕ Fp (für p ≡ 1, 3, 7, 9 mod 20) oder Fp2 (für p ≡
−1,−3,−7,−9 mod 20). Je nachdem nennt man p verzweigt, zerlegt oder träge.

(c) Entsprechend liegt über (p) ∈ Spec(Z) genau ein Primideal pp mit p2p = (p), zwei
Primideale p+p , p−p mit p+p p−p = (p) oder ein Primideal pp mit pp = (p).

(d) Sei p ≥ 3 zerlegt. Dann ist p±p = (p, ℓ ±
√
−5) mit ℓ ∈ {1, . . . , p−1

2
} und ℓ2 + 5 ≡ 0

mod p.
(e) Es gilt (ℓ±

√
−5) = p±p +D±, wobei D± eine Linearkombination von pq bzw. p±q mit

q < p ist.
(f) Die Klassengruppe Cl(A) wird von p2 = (2, 1 +

√
−5) erzeugt.

(g) Cl(A) ∼= Z/2Z.

Bemerkung 21.10. Man kann sich jetzt fragen, welche der Primideale von A Hauptideale
sind. Dies ist sicher der Fall für pp mit p träge. Weiterhin ist p2 kein Hauptideal, aber
p5 = (

√
−5) ist eines. Es bleiben die Primideale p±p . Es wurde von Euler vermutet und von

Gauß mit Hilfe seiner Geschlechtertheorie bewiesen, dass p±p genau dann ein Hauptideal ist,
wenn p ≡ 1, 9 mod 20 ist. Zum Beispiel sind p±41 = (6 ±

√
−5) und p±89 = (3 ± 4

√
−5). Die

Nichthauptideale sind demnach p2 und alle p±p mit p ≡ 3, 7 mod 20.

22. Dedekindringe

Wir beschäftigen uns nun mit nicht lokalen eindimensionalen Ringen.

Definition 22.1. Ein eindimensionaler normaler noetherscher Ring heißt Dedekindring.

Hauptidealringe sind Dedekindringe und tatsächlich sind dies genau die faktoriellen Haupt-
idealringe. Somit ist der Ring Z[

√
−5] aus der Algebravorlesung ein Dedekindring, aber kein
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Hauptidealring. Der entscheidende Vorteil von Dedekindringen ist, dass es sich um ein lokales
Konzept handelt (Satz 15.7).

Beispiel 22.2. Sei K ein Zahlkörper, d.h. eine endliche Körpererweiterung von Q. Sei OK ⊂
K der ganze Abschluss von Z in K. Dann ist OK ein Dedekindring, denn er ist einerseits
als ganzer Abschluss normal. Andererseits ist er nach Satz 16.7 endlich über Z und damit
noethersch und eindimensional.

Wir untersuchen nun Moduln von Dedekindringen.

Korollar 22.3. Sei A ein Dedekindring und M ein A-Modul endlicher Länge. Dann ist

M ∼= A/pν11 ⊕ . . .⊕ A/pνnn (22.1)

mit pi ∈ Max(A) und νi ≥ 1. Die Summanden sind eindeutig bis auf Anordnung.

Beweis. Es folgt aus den Voraussetzungen, dass es ein a ∈ A∗ mit aM = 0 gibt. Der Ring
A/(a) ist noethersch und nulldimensional. Nach Satz 13.7 ist M daher direkte Summe seiner
Lokalisierungen Mp mit a ∈ p. Da Ap ein Hauptidealring ist, folgt die Behauptung aus
Satz 5.16. □

Übung 22.4. Sei A ein Dedekindring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Zeigen Sie:
M ist isomorph zu E⊕F , wobei E ein Modul endlicher Länge und F direkte Summe endlich
vieler Ideale von A ist. [Hinweis: Übung 9.19]. Bonusproblem: Zeigen Sie, dass sogar F ∼=
a ⊕ An mit a ⊆ A ein Ideal und n ≥ 0 ist. Dabei ist die Klasse von a in Cl(A) eindeutig
bestimmt.

Der folgende Satz von Dedekind verallgemeinert die Primfaktorzerlegung.

Korollar 22.5. Sei A ein Dedekindring. Dann hat jedes Ideal 0 ̸= a ⊆ A eine bis auf
Anordnung eindeutige Zerlegung

a = pν11 . . . pνnn (22.2)

mit pi ∈ Spec(A) und νi ∈ N.

Beweis. Für M = A/a folgt aus Korollar 22.3 (oder dem Satz 12.17 von Lasker-Noether),
dass a = pν11 ∩ . . .∩ pνnn . Sei a′ die rechte Seite von (22.2). Weil alle Ap Hauptidealringe sind,
gilt dann ap = a′p für alle p und damit a = a′. □

Die folgende technische Aussage wird im Beweis von Satz 22.7 verwendet.
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Lemma 22.6. Sei A ein eindimensionaler, nullteilerfreier, noetherscher Ring mit Quotien-
tenkörper K = Q(A) und M ⊆ Kr ein A-Untermodul. Sei a ∈ A∗. Dann gilt für die Länge

ℓ(M/aM) ≤ r ℓ(A/(a)). (22.3)

Beweis. Sei zunächst M endlich erzeugt. Wir können annehmen, dass Kr = ⟨M⟩K . Es gibt
dann ein b ∈ A∗ mit bAr ⊆ M . Durch Ersetzen von M mit 1

b
M können wir Ar ⊆ M an-

nehmen. Da K/A ein Torsionsmodul ist, ist Q :=M/Ar ein endlich erzeugter Torsionsmodul
und ist damit von endlicher Länge. Wenn man

0→ Ar →M → Q→ 0 (22.4)

mit A/(a) tensoriert, erhält man die exakte Sequenz

(A/aA)r →M/aM → Q/aQ→ 0. (22.5)

Es folgt
ℓ(M/aM) ≤ r ℓ(A/aA) + ℓ(Q). (22.6)

Um den Summanden ℓ(Q) loszuwerden, verwenden wir den Trick, a durch an zu ersetzen.
Nun hat M/anM eine Filtrierung durch die Untermoduln aiM/anM , i = 0, . . . , n − 1. Die
Faktoren sind aiM/ai+1M . Da aber wegen M ⊆ Kr Multiplikation mit a injektiv ist, gilt
M

∼→ aiM und damit M/aM
∼→ aiM/ai+1M . Daraus folgt ℓ(M/anM) = n ℓ(M/aM) und

analog ℓ(A/anA) = n ℓ(A/aA). Setzt man dies in Gleichung (22.7) an für a ein, so erhält
man

n ℓ(M/aM) ≤ rn ℓ(A/aA) + ℓ(Q). (22.7)

Wenn man nun durch n dividiert und n → ∞ gehen lässt, so erhält man (22.3) für endlich
erzeugte Moduln.

Angenommen, es gäbe einen (nicht endlich erzeugten) Modul M , für den (22.3) falsch ist.
Dann hätte M/aM einen endlich erzeugten Untermodul M mit ℓ(M) > r ℓ(A/aA). Durch
Liften der Erzeuger von M nach M kann man einen endlich erzeugten Untermodul M ′ ⊆M

mit M ′ ↠ M ⊆ M/aM finden. Dann ist M ′/aM ′ → M surjektiv und daher ℓ(M ′/aM ′) ≥
ℓ(M). Dies widerspricht aber der Tatsache, dass (22.3) für endlich erzeugte Moduln gültig
ist. □

Satz 22.7 (Krull-Akizuki). Sei A ein eindimensionaler, nullteilerfreier, noetherscher Ring
und L eine endliche Körpererweiterung des Quotientenkörpers Q(A). Sei B eine A-Unter-
algebra von L. Dann ist B noethersch mit dim(B) ≤ 1.

Beweis. Sei 0 ̸= b ⊆ B ein Ideal und b ∈ b mit b ̸= 0. Nach Voraussetzung erfüllt b eine
Gleichung

anb
n + . . .+ a1b+ a0 = 0 mit ai ∈ A und an, a0 ̸= 0. (22.8)
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Insbesondere ist 0 ̸= a0 ∈ b ∩ A. Lemma 22.6 mit M = B impliziert ℓA(B/a0B) < ∞.
Wegen a0B ⊆ b sind dann auch b/a0B und B/b von endlicher Länge als A- und daher
auch als B-Moduln. Aus ersterem folgt, dass b endlich erzeugt ist. Also ist B noethersch.
Wegen letzterem ist B/b artinsch. Insbesondere ist jedes nichttriviale Primideal maximal,
was dimB ≤ 1 zur Folge hat. □

Korollar 22.8. Sei A ein eindimensionaler, nullteilerfreier, noetherscher Ring. Dann ist die
Normalisierung von A noethersch und damit ein Dedekindring. Allgemeiner ist der ganze Ab-
schluss von A in einer endlichen Erweiterung des Quotientenkörpers Q(A) ein Dedekindring.

23. Das Serre-Kriterium

Nun geben wir noch ein sehr praktisches Kriterium für die Normalität eines Ringes an. Im
Wesentlichen handelt es sich um die Umkehrung von Korollar 21.4, d.h. normale Ringe sind
genau die nullteilerfreien Ringe, bei denen die assoziierten Primideale p von K/A genau
diejenigen sind, für die Ap ein diskreter Bewertungsring ist. Dies war schon Krull bekannt.
In der Praxis hat dieses Kriterium jedoch die Schwäche, dass man erst einmal die Nullteil-
erfreiheit nachweisen muss. Eine Umformulierung von Serre hat dies behoben. Es ist das in
der Praxis am meisten verwendete Normalitätskriterium. Um es zu formulieren, führen wir
das Konzept der Tiefe eines Rings ein.

Definition 23.1. Sei (A, p) ein lokaler Ring. Eine Folge a1, . . . , an ∈ p heißt regulär, wenn
jedes ai für i = 1, . . . , n ein Nichtnullteiler im Ring A/(a1, . . . , ai−1) ist. Die Tiefe depthA

ist die größte Zahl n, sodass es eine reguläre Folge der Länge n gibt. Für einen beliebigen
Ring A und p ∈ Spec(A) setzt man depth p := depthAp.

Im Folgenden brauchen wir nur die Fälle n = 1 und n = 2. Da wir auch Ringe A mit
Nullteilern zulassen, brauchen wir auch eine Definition von Q(A). Dazu sei A∗ ⊂ A die
Menge aller Nichtnullteiler und Q(A) := AA∗ . Dieser Ring heißt der (totale) Quotientenring
von A. Er enthält A als Unterring. Hier ist nun der Zusammenhang zwischen Tiefe und dem,
was wir bisher gemacht haben. Für einen beliebigen Ring sei Z(A) := Q(A)/A.

Lemma 23.2. Sei A ein noetherscher Ring und p ∈ Spec(A). Dann gilt:

(a) p ∈ Ass(A)⇔ p ∈ Ass(Ap)⇔ depth p = 0.
(b) p ∈ Ass(Z(A))⇒ p ∈ Ass(Z(Ap))⇔ depth p = 1.

Beweis. (a) Die erste Äquivalenz folgt direkt aus Satz 11.9 (Verhalten von Ass(A) unter
Lokalisierung). Die zweite Äquivalenz ist Lemma 11.19 (a)⇔(b).

(b) Nach Lemma 11.20 ist p ∈ Ass(Z(A)) äquivalent zur Existenz von a ∈ A∗ und b ∈ A mit
b
a
̸∈ Ap und p b

a
⊆ A, d.h. b ̸∈ (a)p und pb ⊆ (a). Für die erste Implikation genügt es daher zu
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zeigen, dass a kein Nullteiler von Ap ist. Ansonsten gibt es c ∈ A und s ∈ A \ p mit cp ̸= 0

und sca = 0. Wegen (sc)p ̸= 0 ist auch sc ̸= 0 und a wäre ein Nullteiler.

Für die Äquivalenz können wir annehmen, dass (A, p) lokal ist. Sei p ∈ Ass(Z(A)). Wie oben
gibt es dann a ∈ A∗ und b ∈ A mit b ̸∈ (a) und pb ⊆ (a). Aus b ̸∈ (a) folgt (a) ̸= A und
damit a ∈ p. Also ist depth p > 0.

Weiter impliziert pb ⊆ (a), dass p nur aus Nullteilern von A/(a) besteht. Dies zeigt depth p =

1, wenn wir zeigen können, dass a ein beliebiges Element von p ∩ A∗ sein kann. In der Tat
gibt es zu a ∈ p∩A∗ ein b ∈ A mit ab = ba. Wegen b

a
= b

a
folgt daraus b ̸∈ (a) und pb ⊆ (a).

Sei nun umgekehrt depth p = 1. Dann gibt es einen Nichtnullteiler a ∈ p. Weiterhin ist
depthA/(a) = 0. Nach Teil (a) ist p ∈ Ass(A/(a)). Es gibt also b ∈ A mit b ̸∈ (a) und
pb ⊆ (a). Wie oben impliziert dies p ∈ Ass(Z(A)). □

Wir beweisen nun ein Kriterium für reduzierte Ringe, d.h. Ringe ohne nilpotente Elemente.

Satz 23.3 (Serres Reduziertheitskriterium). Ein noetherscher Ring ist genau dann reduziert,
wenn für alle p ∈ Spec(A) gilt:

(R0) codim p ≤ 0⇒ Ap ist regulär (d.h. ein Körper) und
(S1) codim p ≥ 1⇒ depth p ≥ 1.

(23.1)

Insbesondere besteht Ass(A) genau aus den minimalen Primidealen.

Beweis. Seien q1, . . . , qn die minimalen Primideale. Wegen nil(A) = ∩iqi ist Reduziertheit
äquivalent dazu, dass dies auch die Primärzerlegung der 0 ist. Dies bedeutet, dass es keine
eingebetteten Komponenten gibt und dass die qi Primärkomponenten sind. Ersteres ist (S1),
letzteres (R0). □

Satz 23.4 (Serres Normalitätskriterium). Ein noetherscher Ring A ist genau dann ein Pro-
dukt normaler Ringe, wenn für alle p ∈ Spec(A) gilt

(R1) codim p ≤ 1⇒ Ap ist regulär und
(S2) codim p ≥ 2⇒ depth p ≥ 2.

(23.2)

Beweis. Sei A = A1⊕ . . .⊕An mit Ai normal. Da die Bedingungen (R1) und (S2) lokal sind,
genügt es, sie für jeden Ring Ai separat nachzuweisen. Wir können also annehmen, dass A
nullteilerfrei ist. Dann gilt (R1) nach Satz 23.3 und Satz 21.2 sowie (S2) nach Korollar 21.4
und Lemma 23.2.

Seien nun (R1) und (S2) erfüllt. Da (R0) und (S1) aus (R1) und (S2) folgen, ist A nach
Satz 23.3 reduziert. Sei Ã der ganze Abschluss im Quotientenring K = Q(A). Da A reduziert
ist, besteht Spec(K) genau aus den minimalen Primidealen von A und ist somit artinsch.
Da K zudem reduziert ist, folgt aus Satz 13.7, dass Q(A) = K1 ⊕ . . .⊕Kn ein Produkt von
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Körpern ist. Da alle idempotente Elemente von K ganz sind und daher in Ã liegen, zerfällt
auch A = A1 ⊕ . . .⊕An. Dabei ist jedes Ai ganz abgeschlossen in Ki und damit normal. Es
genügt also, A = Ã zu zeigen.

Sei dazu p ∈ Ass(Ã/A). Dann ist p ∈ Ass(K/A) und daher auch p ∈ Ass(Q(Ap)/Ap) (Lem-
ma 23.2(b)). Ebenfalls wegen Lemma 23.2(b) folgt aus (S2), dass codim p ≤ 1 ist. Dies heißt,
dass ein Element q ∈ Ã genau dann in A liegt, wenn qp ∈ Ap für alle p mit codim p ≤ 1. Dies
ist tatsächlich der Fall, da qp ganz über Ap und Ap wegen (R1) normal ist. □

Übung 23.5. Zeigen Sie, dass ein noetherscher Ring A genau dann Produkt von normalen
Ringen ist, wenn er reduziert ist und wenn A/(a) für kein a ∈ A eingebettete Primideale hat.

Es bleibt noch zu diskutieren, wie man in der Praxis die beiden Bedingungen überhaupt
nachweisen kann. Es gibt dafür zwei getrennte Theorien, die regulären Ringe und die der
Cohen-Macaulay-Ringe. Diesen ist je ein Abschnitt dieses Skripts gewidmet. Damit kann
man folgendes Normalitätskriterium beweisen.

Satz 23.6. Sei K ein vollkommener Körper und X ⊆ An eine affine Varietät der (reinen)
Dimension d. Sei I(X) = (f1, . . . , fm) und sei Xsing ⊆ X die Menge aller Punkte, in denen
die Jacobimatrix

(
∂fi
∂xj

)
einen Rang < n− d hat. Angenommen

m = n− d und dimXsing ≤ d− 2. (23.3)

Dann ist X die disjunkte Vereinigung normaler Varietäten.

Dabei entspricht (R1) der zweiten (Satz 26.3) und (S2) der ersten Bedingung (Korollar 24.12).
Als Beispiel sei die homogene Quadrik X = V(x21+ . . .+x2n) genannt (mit charK ̸= 2). Dann
ist M = {2x1, . . . , 2xn} und damit Xsing = {0}. Wegen dimX = n − 1 und dimXsing = 0

ist X normal, sobald n ≥ 3. Für n = 2 ist X die Vereinigung der Geraden V(x1 + ix2) und
V(x1 − ix2) und daher nicht normal.

24. Cohen-Macaulay-Ringe

In diesem Abschnitt vervollständigen wir den Beweis des Normalitätskriteriums Satz 23.6.
Als Erstes beweisen wir den etwas überraschenden Satz, dass es bei regulären Folgen nicht
auf die Reihenfolge ankommt.

Satz 24.1. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring und (a1, . . . , an) ⊂ m eine reguläre
Folge. Dann ist jede Permutation (aπ(1), . . . , aπ(n)) ebenfalls eine reguläre Folge.

Beweis. Wir behandeln zunächst den Fall m = 2, d.h. eine reguläre Folge a1, a2.

Wir zeigen zunächst, dass a2 ein Nichtnullteiler von A ist. Sei dazu b := {b ∈ A | a2b = 0}.
Da a2 ein Nichtnullteiler von A/(a1) ist, gibt es zu jedem b ∈ b ein c ∈ A mit b = ca1. Wegen
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a2ca1 = 0 folgt dann c ∈ b, da a1 ein Nichtnullteiler ist. Dies zeigt b = a1b. Wegen a1 ∈ m

folgt b = 0 (Nakayama) und damit die Behauptung.

Nun zeigen wir, dass a1 ein Nichtnullteiler in A/(a2) ist. Sei dazu b ∈ A mit a1b = 0 ∈
A/(a2). Dann gibt es c ∈ A mit a1b = ca2. Da a2 ein Nichtnullteiler von A/(a1) ist, gibt
es d ∈ A mit c = a1d. Somit haben wir a1b = a1da2. Da a1 ein Nichtnullteiler ist, folgt
b = da2 = 0 ∈ A/(a2). Damit ist die Behauptung für m = 2 bewiesen.

Sei nun m ≥ 2. Da die symmetrische Gruppe von den einfachen Transpositionen erzeugt
wird, genügt es, die Behauptung für die Permutationen (a1, . . . , ai−1, ai+1, ai, ai+2, . . . , an) zu
beweisen. Diese folgt aber sofort aus dem Fall m = 2 für den Ring A/(a1, . . . , ai−1). □

Auch der nächste Satz ist etwas unerwartet.

Satz 24.2. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring. Dann haben alle maximalen regulären
Folgen dieselbe Länge.

Beweis. Es genügt, Folgendes zu beweisen: Sei (a1, . . . , an) ⊂ m eine kürzeste maximale
reguläre Folge. Dann ist jede reguläre Folge (b1, . . . , bn) ⊂ m derselben Länge auch maximal.

Für beliebiges n ≥ 0 führen wir den Beweis durch Induktion nach n. Die Fälle n = 0 und
n = 1 wurden schon bewiesen, nämlich in Form von Lemma 23.2 (a) bzw. (b). Sei nun n ≥ 1

und setze a∗ := a1, . . . , an−1 und b∗ := b1, . . . , bn−1. Da diese Folgen nicht maximal sind, ist
m weder ein assoziiertes Primideal von A/(a∗) noch von A/(b∗). Mittels Prime Avoidance
gibt es daher ein c ∈ m, welches in keinem assoziierten Ideal dieser beiden Ringe enthalten
ist. Dann ist c in beiden Ringen Nichtnullteiler. Weiter gelten folgende Äquivalenzen:

(a∗, an) max. reg.
(1)⇔ (a∗, c) max. reg.

(2)⇔

(c, a∗) max. reg.
(3)⇔ (a∗) max. reg. in A/(c)

Dabei folgt (1) aus der Konstruktion von c (Regularität) und dem Fall n = 1 für den Ring
A/(a∗) (Maximalität). Die Äquivalenz (2) folgt aus Satz 24.1, während (3) direkt aus den
Definitionen folgt. Für b∗ gilt dann ebenfalls

(b∗, bn) max. reg. ⇔ (b∗) max. reg. in A/(c) (24.1)

Nach Induktion ist (b∗) maximal regulär in A/(c). Also ist (b∗, bn) maximal regulär in A. □

Da es nicht darauf ankommt, wie man startet, erhalten wir aus Satz 24.2:

Korollar 24.3. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring und (a1, . . . , an) ⊂ m eine reguläre
Folge. Dann gilt

depthA/(a1, . . . , an) = depthA− n. (24.2)



104

Wir stellen nun einen Zusammenhang zwischen Tiefe und assoziierten Primidealen her. Das
nächste Lemma bereitet darauf vor.

Lemma 24.4. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring, p ∈ Ass(A) und a ∈ m ∩ A∗ ein
Nichtnullteiler in m. Dann gibt es q ∈ Ass(A/(a)) mit p ⊊ q.

Beweis. Nach Voraussetzung ist a := {b ∈ A | pb = 0} ̸= 0. Angenommen a ⊆ (a). Dann
gibt es für jedes b ∈ a ein c ∈ A mit b = ca. Da a kein Nullteiler ist, folgt aus pca = 0, dass
pc = 0 und damit c ∈ a. Daher ist a = aa und es folgt der Widerspruch a = 0 (Nakayama).
Somit ist das Bild a := a/a ∩ (a) von a in A/(a) nicht Null. Sei q ∈ Ass(a) ⊆ Ass(A/(a)).
Wegen pa = 0 gilt p ⊆ q. Aus a ∈ q, a ̸∈ p folgt p ̸= q. □

Nun zeigen wir, dass die Tiefe auch durch die Dimensionen der assoziierten Primideale be-
grenzt wird. In unseren Anwendungen wird allerdings die umgekehrte Lesart entscheidend
sein: Eine große Tiefe begrenzt die Möglichkeiten für assoziierte Primideale.

Satz 24.5. Sei (A,m) ein lokaler, noetherscher Ring. Dann gilt

depth(m) ≤ dimA/p für alle p ∈ Ass(A). (24.3)

Beweis. Wir verwenden Induktion nach t := depth(m). Da für t = 0 nichts zu zeigen ist.
Sei nun t ≥ 1. Dies bedeutet, dass m einen Nichtnullteiler a enthält. Nach Korollar 24.3 gilt
dann depthA/(a) = t− 1. Sei q das Primideal wie in Lemma 24.4. Per Induktion gilt dann
t− 1 ≤ dimA/q ≤ dimA/p− 1 und die Behauptung folgt. □

Da beim Herausteilen eines Nichtnullteilers die Dimension strikt abnimmt, ist die Länge einer
regulären Folge durch dimA begrenzt. Dies und Satz 24.2 motivieren folgende Definitionen.

Definition 24.6. Ein noetherscher Ring A heißt Cohen-Macaulay oder kurz CM, wenn
depthm = dimAm für alle m ∈ Max(A).

Im Fall maximal möglicher Tiefe erhält man:

Korollar 24.7. Sei (A,m) ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring. Dann hat A keine eingebetteten
Komponenten und A ist äquidimensional, d.h. alle minimalen Primideale haben dieselbe
Dimension.

Beispiel 24.8. Alle artinschen Ringe sind Cohen-Macaulay. Das Gleiche gilt für alle re-
duzierten eindimensionalen noetherschen Ringe. Später werden wir sehen (Korollar 24.14),
dass zweidimensionale normale noethersche Ringe Cohen-Macaulay sind.
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Es folgt, dass sich reguläre Folgen in Cohen-Macaulay-Ringen geometrisch charakterisieren
lassen:

Korollar 24.9. Sei (A,m) ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring. Dann ist (a1, . . . , an) ⊂ m

genau dann eine reguläre Folge, wenn dimA/(a1, . . . , an) = dimA − n. In dem Fall ist
A/(a1, . . . , an) ebenfalls ein Cohen-Macaulay-Ring.

Beweis. Es genügt, den Fall n = 1 zu behandeln. Der allgemeine Fall ergibt sich daraus durch
Induktion. Da alle minimalen Primideale dieselbe Dimension haben, gilt für ein Element
a1 ∈ m genau dann dimA/(a1) = dimA− 1, wenn a1 in keinem minimalen Primideal liegt.
Weil A keine eingebetteten Komponenten besitzt, ist dies genau dann der Fall, wenn a1 ein
Nichtnullteiler, d.h. (a1) regulär ist. Da sich a1 zu einer regulären Folge der Länge dimA

fortsetzen lässt, ist die letzte Behauptung klar. □

Korollar 24.10. Sei (A,m) ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring und p ∈ Spec(A). Dann ist
Ap Cohen-Macaulay mit dimA/p+ codim p = dimA.

Beweis. Sei (a1, . . . , an) ⊂ p eine reguläre Folge mit maximalem n. Weil A/(a1, . . . , an)
Cohen-Macaulay ist, ist das Primideal p/(a1, . . . , an) minimal, denn ansonsten würde es
einen weiteren Nichtnullteiler enthalten. Es gilt insbesondere dimA/p = dimA − n. Das
Bild der Folge (a1, . . . , an) in Ap ist wieder regulär (Satz 8.2), sodass das maximale Ideal
pp minimal über dem Ideal (a1, . . . , an) liegt. Es folgt n = dimAp und damit ist Ap auch
Cohen-Macaulay. Die Dimensionsformel ist nun klar. □

Satz 24.11. Sei A ein Cohen-Macaulay-Ring. Dann ist der Polynomring A[x1, . . . , xn] Cohen-
Macaulay.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass A[x] Cohen-Macaulay ist. Dazu müssen wir für jedes
n ∈ Max(A[x]) zeigen, dass A[x]n Cohen-Macaulay ist. Dieser Ring ändert sich nicht, wenn
wir in m := n ∩ A lokalisieren. Also können wir annehmen, dass (A,m) ein lokaler Cohen-
Macaulay-Ring ist. Sei dann (a1, . . . , ad) ⊂ m mit d = dimA eine reguläre Folge. Diese ist
dann auch regulär in A[x] und damit in A[x]n (Satz 8.2). Es genügt also, die Behauptung
für A/(a1, . . . , ad) zu beweisen, d.h., wir können annehmen, dass dimA = 0 ist. Also ist
dimA[x]n = 1 und es reicht, einen Nichtnullteiler f ∈ n zu finden. Sei dazu K := A/m der
Restklassenkörper. Dann ist n das Urbild eines maximalen Ideals n ∈ Max(K[x]). Dieses ist
von der Form n = (q), wobei q ∈ K[x] ein normiertes irreduzibles Polynom ist. Da normierte
Polynome automatisch Nichtnullteiler von A[x] sind, können wir für f jedes normierte Poly-
nom in A[x] nehmen, welches auf q abgebildet wird. □

Das folgende Korollar folgt aus Satz 24.11 (mit A = K), Korollar 24.9 und Korollar 24.10
(für (S2)).
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Korollar 24.12. Sei K ein Körper und X ⊆ AnK eine affine Varietät mit I(V ) = (f1, . . . , fm).
Sei dimX = n−m. Dann ist O(X) Cohen-Macaulay und erfüllt daher insbesondere die Be-
dingung (S2).

Schließlich verifizieren wir eine frühere Behauptung:

Satz 24.13. Cohen-Macaulay-Ringe sind universelle Kettenringe.

Beweis. Sei A ein CM-Ring, ohne Einschränkung lokal mit maximalem Ideal m. Im Hinblick
auf Satz 24.11 genügt es zu zeigen, dass A ein Kettenring ist, d.h., dass alle maximalen Ketten
zwischen p ⊆ q ⊂ A die gleiche Länge haben. Da Aq ebenfalls CM ist, können wir q = m

annehmen. Durch Induktion nach m zeigen wir, dass es keine maximalen Primidealketten
p = p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pm−1 ⊂ pm = m mit m < d := dimA/p gibt. Für m = 0 ist p = m und
deshalb d = 0. Sei daher m ≥ 1. Mit n := dimA und wegen Korollar 24.10 ist dann

dim p1 = n− codim p1 ≥ n− (1 + codim p) = n− (1 + n− d) = d− 1. (24.4)

Also gäbe es zwischen p1 und m maximale Ketten der Länge m− 1 bzw. ≥ d− 1, was nach
Induktion ausgeschlossen ist. □

Aus dem Serrekriterium Satz 23.4 folgt daraus:

Korollar 24.14. Der noethersche Ring A sei entweder artinsch oder eindimensional, nulltei-
lerfrei oder zweidimensional, normal. Dann ist A Cohen-Macaulay und daher ein universeller
Kettenring. Dies gilt insbesondere für A = Z.

25. Graduierte Ringe

Eine der wichtigsten Eigenschaften eines Polynoms ist sein Grad. Wir führen nun eine Struk-
tur ein, die den Gradbegriff verallgemeinert.

Definition 25.1. Ein graduierter Ring ist ein Ring A zusammen mit einer direkten Sum-
menzerlegung

A =
⊕
n∈Z

An = . . .⊕ A−1 ⊕ A0 ⊕ A1 ⊕ A2 ⊕ . . . , (25.1)

sodass AmAn ⊆ Am+n für alle m,n. Der Ring heißt positiv graduiert, wenn An = 0 für n < 0.
Ein graduierter A-Modul ist ein Modul M , zusammen mit einer direkten Summenzerlegung

M =
⊕
n∈Z

Mn = . . .⊕M−1 ⊕M0 ⊕M1 ⊕M2 ⊕ . . . , (25.2)

sodass AmMn ⊆ Am+n für alle m,n. Ein homogener Ringhomomorphismus ist ein Ringho-
momorphismus φ : A → S zwischen graduierten Ringen mit φ(An) ⊆ Sn. Ein homogener
Homomorphismus vom Grad d ∈ Z ist ein Modulhomomorphismus φ : M → N zwischen
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graduierten A-Moduln mit φ(Mn) ⊆ Nn+d. Ein Untermodul N eines graduierten Moduls M
heißt homogen, wenn mit jedem Element m =

∑
nmn ∈ N auch jede homogene Komponente

mn in N liegt, d.h. N =
⊕

n∈Z Nn mit Nn := N ∩Mn. Ein homogenes Ideal ist ein Ideal
a ⊆ A, welches homogen als Untermodul ist.

Bemerkung 25.2. Ist A = O(X) die Funktionenalgebra einer affinen Varietät X, so hat
eine Graduierung von A eine ganz konkrete Bedeutung als skalare Operation von K auf X.
Jedes c ∈ K induziert nämlich den Ringendomorphismus

∑
n an 7→

∑
n anc

n. Allgemeiner
gibt es einen Morphismus A1 ×X → X : (c, x) 7→ c · x, der zum Ringhomomorphismus µ :

A→ A[t] : an 7→ ant
n gehört. Dieser Morphismus hat die Eigenschaft einer Monoidoperation,

nämlich c · (d · x) = (cd) · x und 1 · x = x. Auf der Algebrenseite bedeutet dies, dass die
folgenden Diagramme kommutieren:

A
µ
//

µ
��

A[t]

µ[t]
��

A[t]
t7→st
// A[s, t]

A
µ
//

id !!

A[t]

t7→1
��

A

(25.3)

Dabei ist µ[t](antm) = µ(an)t
m = ans

ntm.

Übung 25.3. Sei A ein allgemeiner Ring. Zeigen Sie, dass eine Graduierung von A „das-
selbe“ ist wie ein Ringhomomorphismus µ : A → A[t], so dass obige zwei Diagramme kom-
mutieren.

Automorphismen von A operieren auf der Menge der minimalen oder assoziierten Primideale.
Da diese zumindest im noetherschen Fall endlich sind, und A1 irreduzibel, sollte es nicht
überraschen, dass diese Operationen trivial sind. Dies ist tatsächlich der Fall:

Satz 25.4. Sei A ein graduierter Ring.

(a) Alle minimalen Primideale von A sind homogen.
(b) Sei M ein graduierter A-Modul. Dann ist jedes assoziierte Primideal von M Annul-

lator eines homogenen Elements und damit selbst homogen.

Beweis. Sei zunächst q ⊂ A ein minimales Primideal und a =
∑

n an ∈ q. Da jedes Element
von q in Aq nilpotent wird, gibt es b =

∑
n bn ∈ A \ q und N > 0 mit baN = 0. Es gibt ein l

mit bl ̸∈ q. Angenommen es gibt auch ein m mit am ̸∈ q. Wir wählen dann l und m minimal,
was impliziert, dass die (l+Nm)-Komponente von baN in blaNm+ q liegt. Da q ein Primideal
ist, ist diese nicht Null im Widerspruch zu baN = 0. Also sind alle an in q.
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Sei nun p = AnnA(m) prim mit m =
∑n′

i=nmi ∈M . Sei weiter a =
∑l′

i=l ai ∈ p. Wir können
annehmen, dass al ̸= 0 und mn ̸= 0 sind. Wegen am = 0 gilt dann

almn = 0,

almn+1 + al+1mn = 0,

almn+2 + al+1mn+1 + al+2mn = 0,

. . .

und damit ai+1
l mn+i = 0 für alle i ≥ 0. Es folgt an

′−n+1
l m = 0 und damit al ∈ p. Wegen

a − al ∈ p folgt per Induktion nach l′ − l, dass alle ai in p liegen. Also ist p homogen.
Damit folgt p =

⋂
iAnn(mi) und damit p = Ann(mi) für ein i (sonst gäbe es ai ∈ A \ p mit

aimi = 0. Für a =
∏

i ai ∈ A \ p gilt dann ami = 0 für alle i). □

Bemerkung 25.5. Wegen Korollar 11.10 folgt (a) für noethersche Ringe natürlich aus (b).

Wir untersuchen jetzt, wann ein graduierter Ring noethersch ist. Man beachte dazu, dass A0

ein Unterring und A>0 := ⊕n>0An ein Ideal von A ist (das sogenannte irrelevante Ideal).

Satz 25.6. Für einen positiv graduierten Ring sind äquivalent:

(a) A ist noethersch.
(b) A0 ist noethersch und A>0 ist ein endlich erzeugtes Ideal von A.
(c) A0 ist noethersch und A ist eine endlich erzeugte A0-Algebra.
(d) A0 ist noethersch und es gibt ein d ≥ 1 mit An =

∑d
i=1AiAn−i für alle n > d und

A1, . . . , Ad sind endlich erzeugte A0-Moduln.

Beweis. (a)⇒(b): Das Ideal A>0 ist per definitionem endlich erzeugt. Wegen A0
∼= A/A>0

ist A0 auch noethersch.

(b)⇒(c): Sei A>0 =
∑m

i=1Aai mit deg ai = di > 0 und A′ := A0[a1, . . . , am] ∈ A. Es genügt,
An ⊆ A′ durch Induktion nach n zu zeigen. Der Fall n = 0 ist trivial, sei also n ≥ 1 und
a ∈ An. Nach Voraussetzung ist a =

∑m
n=1 biai mit bi homogen vom Grad n − di < n. Per

Induktion folgt bi ∈ A′ und damit auch a ∈ A′.

(c)⇒(a): Folgt direkt aus dem Hilbertschen Basissatz.

(c)⇒(d): Sei A = A0[a1, . . . , am] mit homogenen Erzeugern ai von Grad di > 0. Dann wird
An als A0-Modul von den endlich vielen Monomen b = aν11 . . . aνmm mit

∑m
i=1 diνi = n erzeugt.

Sei d das Maximum aller di. Für n > d ist dann b = b′ai für ein i und mit deg b′ > 0. Es
folgt An =

∑d
i=1AiAn−i.

(d)⇒(b): Nach Voraussetzung ist M =
⊕d

i=1Ai ein endlich erzeugter A0-Modul, der A>0 als
A-Modul erzeugt. Die A0-Erzeuger von M erzeugen daher A>0 als Ideal. □
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In der Praxis werden graduierte Strukturen häufig aus Filtrierungen gewonnen. Dies sind
ganz allgemein Familien von Unterobjekten einer Struktur, die durch Inklusion linear geord-
net sind. Im Folgenden betrachten wir nur solche Familien, die absteigend durch ganze Zahlen
indiziert sind.

X ⊇ . . . ⊇ X−1 ⊇ X0 ⊇ X1 ⊇ X2 ⊇ . . . . (25.4)

Handelt es sich bei X um eine Gruppe, so können wir die assoziierte graduierte Gruppe

grX =
⊕
d∈Z

Xd/Xd+1 (25.5)

bilden. Ein Element x ∈ Xd \Xd+1 hat den Grad d und sein Leitterm ist lt(x) = x+Xd+1 ∈
Xd/Xd+1 ⊆ grX.

In unserem Hauptbeispiel starten wir mit einem Ideal a ⊆ A, welches die Filtrierung

A ⊇ a ⊇ a2 ⊇ a3 ⊇ . . . (25.6)

definiert. Wegen ai · aj ⊆ ai+j ist in diesem Fall graA := ⊕d≥0 a
d/ad+1 auch ein Ring. Man

nennt ihn den assoziierten graduierten Ring von A.

Ein Mittelding zwischen A und graA ist die Sekantenalgebra13, eine Unteralgebra des Poly-
nomrings A[t]:

A# := A[at] =
⊕
n≥0

antn = A⊕ at⊕ a2t2 ⊕ a3t3 ⊕ . . . . (25.7)

Die Verbindung mit Sekanten ist folgende: Sei X ⊆ AnK eine affine Varietät mit 0 ∈ X,
sei A = O(X) und a = (x1, . . . , xn) ⊆ A das maximale Ideal im Ursprung. Wegen A# =

A[tx1, . . . , txn] ⊆ A[t] ist X# = Max(A#) der Zariskiabschluss des Bildes von

X × A1 → X × An : x 7→ (x, tx). (25.8)

Also ist X# der Abschluss der Vereinigung aller Sekanten 0x = {tx | t ∈ A1} durch 0. Für
x→ 0 konvergieren die Sekanten gegen Tangenten. Dies bedeutet, dass die Sekantenvarietät
X# den Tangentialkegel T (X), d.h. die Vereinigung aller Tangenten von X in 0 enthält.
Genauer gesagt ist T (X) = V(a). Auf der anderen Seite ist

A#/aA# = graA (25.9)

und damit O(T (X)) = graA. Fazit: Der assoziierte graduierte Ring beschreibt geometrisch
den Tangentialkegel von X zumindest, wenn a ein maximales Ideal ist. Allgemein gehört
graA zum Normalenkegel.

Beispiel 25.7. Der dominante Term der Spitze y2 − x3 = 0 ist gleich y2. Er definiert die
Tangente, nämlich die (doppelte) x-Achse. Auf der anderen Seite hat der Knoten y2 − x2 −
x3 = 0 den Leitterm y2 − x2, welcher genau die Vereinigung der beiden Tangenten definiert.

13Dies ist meine eigene Bezeichnung. In der Literatur wird der Ring oft als Blow-up algebra bezeichnet.
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Wendet man Satz 25.6(d) mit d = 1 an, so erhält man:

Korollar 25.8. Sei A noethersch und a ⊆ A ein Ideal. Dann sind graA und A# noethersch.

Wir kommen nun zu einem wichtigen Resultat über allgemeine noethersche Ringe, welches
aber mit Hilfe graduierter Ringe bewiesen wird.

Satz 25.9 (Artin-Rees). Sei A ein noetherscher Ring, a ⊆ A ein Ideal, M ein endlich
erzeugter A-Modul und N ⊆M ein Untermodul. Dann gibt es ein k ≥ 0, sodass

N ∩ anM = an−k(N ∩ akM) für alle n ≥ k. (25.10)

Beweis. Sei A# der Sekantenring von A bezüglich a. Dann enthältM [t] den endlich erzeugten
A#-Untermodul

M# := A#M =
⊕
n≥0

anM =M ⊕ aMt⊕ a2Mt2 ⊕ . . . . (25.11)

Da A# noethersch ist, ist auch M# noethersch und damit ist der A#-Untermodul

N [t] ∩M# =
⊕
n≥0

(N ∩ anM)tn = (N ∩M)⊕ (N ∩ aM)t⊕ (N ∩ a2M)t2 ⊕ . . . (25.12)

endlich erzeugt. Sei k ≥ 0 der höchste Grad (in t) eines Erzeugers. Dann gilt also⊕
n≥0

(N ∩ anM)tn =

(
∞⊕
l=0

altl

)(
k⊕

m=0

(N ∩ amM)tm

)
. (25.13)

Vergleicht man für n ≥ k die n-te homogene Komponente auf beiden Seiten, so erhält man

N ∩ anM =
k∑

m=0

an−m(N ∩ amM). (25.14)

Wegen a(N ∩ am−1M) ⊆ N ∩ amM bilden die Summanden eine aufsteigende Kette und wir
erhalten (25.10). □

Korollar 25.10. Unter den Voraussetzungen von Satz 25.9 gibt es ein k ≥ 0 mit

anN ⊆ N ∩ anM ⊆ an−kN für alle n ≥ k. (25.15)

Satz 25.11. Sei A ein noetherscher Ring, a ⊆ A ein Ideal und M ein endlich erzeugter
A-Modul. Sei M∞ :=

⋂∞
n=0 a

nM . Dann gibt es ein a ∈ a mit (1 + a)M∞ = 0.

Beweis. Wenn man (25.15) auf N = M∞ ⊆ M und n = k + 1 anwendet, erhält man
M∞ ∩ akM ⊆ aM∞. Wegen M∞ ⊆ akM ist dann M∞ = aM∞ und die Behauptung folgt aus
dem Nakayamalemma 6.1. □
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Der Spezialfall eines lokalen Ringes ist besonders wichtig. In dem Fall ist 1 + a invertierbar,
sobald a ein echtes Ideal ist.

Korollar 25.12 (Krullscher Durchschnittssatz). Sei A ein lokaler, noetherscher Ring, sei
a ⊂ A ein echtes Ideal und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist

⋂∞
n=0(a

nM) = 0.
Insbesondere ist

⋂∞
n=0 a

n = 0.

Bemerkung 25.13. Die Voraussetzung „noethersch“ ist für die Gültigkeit des Durchschnitts-
satzes essentiell. Sei zum Beispiel A der Ring der stetigen Funktionen auf R. Dann ist die
Funktion |x| = (|x| 1n )n in jeder Potenz mn von m = I(0) enthalten.

Bemerkung 25.14. Es gibt noch einen alternativen Beweis von a∞ =
⋂
n a

n = 0, welcher
2004 von Perdry gefunden worden ist: Es genügt, b ∈ ba für alle b ∈ a∞ zu zeigen, denn dann
gilt a∞ ⊆ aa∞ und damit nach Nakayama (1− a)a∞ = 0 für ein a ∈ a. Da A noethersch ist,
wird a von endlich vielen Elementen a1, . . . , as ∈ a erzeugt. Sei nun b ∈ an für alle n ≥ 1.
Dann gibt es für jedes n ≥ 1 ein homogenes Polynom pn ∈ S := A[t1, . . . , ts] vom Grad n

mit b = pn(a1, . . . , as). Da S nach dem Hilbertschen Basissatz ebenfalls noethersch ist, ist
das von den pi ∈ S erzeugte Ideal endlich erzeugt. Es folgt, dass es ein n ≥ 1 und homogene
Polynome q1, . . . , qn ∈ S gibt mit deg qd = n + 1 − d und pn+1 =

∑d
d=1 qdpd. Setzt man in

dieser Gleichung ti = ai, so erhält man b =
∑d

d=1 qd(a∗)b. Wegen qd(a∗) ∈ an+1−d ⊆ a folgt
die Behauptung. □

Übung 25.15. Folgern Sie die Modulversion
⋂
n a

nM = 0 des Durchschnittssatzes aus der
Ringversion für die A-Algebra B = A⊕M (mit geeigneter Multiplikation).

Übung 25.16. Zeigen Sie allgemeiner: Für einen noetherschen Ring A, ein Ideal a ⊆ A

und einen endlich erzeugten Modul M sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a)
⋂∞
n=0(a

nM) = 0.
(b) a+ p ̸= A für alle p ∈ AssA(M).

Insbesondere gilt der Durchschnittssatz, wenn a ⊂ A und M keine Nullteiler besitzt.

Wir berechnen nun die Dimension von graA. Dazu führen wir zu jedem Ideal a ⊆ A eine
Variante des Sekantenrings, nämlich den Reesring ein:

Ra(A) :=
⊕
n∈Z

ant−n =
(
. . .⊕ a2t−2 ⊕ at−1 ⊕ A⊕ At⊕ At2 . . .

)
⊆ A[t, t−1]. (25.16)

Er bildet eine Klammer zwischen A und graA, denn es gilt

Ra(A)/(t) = graA und Ra(A)[t
−1] = A[t, t−1]. (25.17)

Daraus erhalten wir
SpecRa(A) = Spec graA ∪̇ SpecA[t, t−1]. (25.18)
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Bemerkung 25.17. Somit ist Ra(A)/(t − a) für a = 1 isomorph zu A und für a = 0

isomorph zu graA. Die Reesalgebra stellt somit eine Deformation14 von A in seinen assozi-
ierten graduierten Ring dar. Geometrisch sieht das so aus: Sei X ⊆ An eine affine Varietät
und A = O(X). Wir nehmen an, dass X den Ursprung 0 enthält. Sei a das zugehörige
maximale Ideal. Wegen Ra(A) = A[at−1, t] ist Max(Ra(A)) der Abschluss des Bildes von
X × A1 → X × An × A1 : (x, t) 7→ (x, t−1x, t). Wegen x = t(t−1x) kann man die erste
Komponente weglassen. Damit erhalten wir

Max(Ra(A)) =
⋃
t̸=0

(t−1X × {t}) ⊆ An × A1. (25.19)

Die Deformation besteht also darin, dass man sich mit einem immer größeren Vergrößerungs-
faktor in eine Umgebung der 0 von X hereinzoomt. Im Grenzwert t = 0 sieht man dann nur
noch den Tangentialkegel.

Mit dieser Bemerkung wird folgendes Lemma zumindest plausibel:

Lemma 25.18. Sei A ein Ring und a ⊆ A ein Ideal. Dann liefert die Abbildung p 7→ p′ :=

p[t, t−1]∩Ra(A) eine inklusionserhaltende injektive Abbildung Spec(A)→ Spec(Ra(A)). Alle
minimalen Primideale von Ra(A) sind von der Form p′. Weiterhin gilt

Ra(A)/p
′ = Ra+p/p(A/p) (25.20)

Beweis. Aus A ⊆ A[t, t−1] = Ra(A)[t
−1] erhalten wir injektive, ordnungserhaltende Inklusio-

nen
SpecA ↪→ SpecA[t, t−1] ↪→ SpecRa(A) (25.21)

und p 7→ p′ ist einfach die Komposition. Sei nun q ∈ SpecRa(A) minimal. Da t kein Nullteiler
ist, gilt q ∈ SpecA[t, t−1]. Sei p := q ∩ A. Wegen p[t, t−1] ⊆ q und der Minimalität von q ist
q = p′. Die letzte Gleichung folgt aus

Ra(A)/p
′ =
⊕
n∈Z

(an/an ∩ p)t−n =
⊕
n∈Z

(an + p/p)t−n = Ra+p/p(A/p). (25.22)

□

Wir berechnen nun die Dimension des Reesrings im lokalen Fall:

Lemma 25.19. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring, a ⊆ m ein Ideal und

n := . . .⊕ at−1 ⊕m⊕ At⊕ . . . . (25.23)

Dann gilt
dimRa(A) = dimRa(A)n = dimA+ 1. (25.24)

14Deshalb wird die Deformationsvariable mit t wie tempus bezeichnet.
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Beweis. Die Ungleichung dimRa(A) ≥ dimRa(A)n ist trivial. Für jede Primidealkette p0 ⊂
. . . ⊂ pd = m mit d = dimA bilden die qi := p′i eine Primidealkette von Ra(A) (Lem-
ma 25.18). Das letzte Ideal qd = m′ ist dabei echt in n enthalten, woraus dimRa(A)n ≥
dimA+ 1 folgt.

Wir zeigen nun die Ungleichung dimRa(A) ≤ dimA + 1 für A nullteilerfrei. Zunächst ist
dann auch Ra(A) nullteilerfrei. Weiterhin ist Ra(A) eine endlich erzeugte A-Algebra, da a

endlich erzeugt ist. Wir wenden nun Nagatas Höhenformel (Satz 19.15) auf A ⊆ Ra(A) an.
Wegen trdegARa(A) = 1 folgt dimRa(A) ≤ dimA + 1 (wobei q alle maximalen Ideale von
Ra(A) durchläuft).

Der allgemeine Fall wird nun auf den nullteilerfreien Fall zurückgeführt. Nach Lemma 25.18
sind alle minimalen Primideale von der Form p′. Also gilt wegen (25.20)

dimRa(A)=max
p

dimRa(A)/p
′ = max

p
dimRA/p(a+ p/p) ≤ max

p
dimA/p+ 1 ≤ dimA+ 1.

(25.25)
□

Wir können nun die Dimension des assoziierten graduierten Rings ausrechnen:

Satz 25.20. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring und a ⊆ m ein Ideal. Dann gilt

dim graA = dimA. (25.26)

Beweis. Wegen (25.17) und Lemma 25.19 genügt es,

dimRa(A)/(t) ≤ dimRa(A)− 1 und dimRa(A)/(t) ≥ dimRa(A)n − 1 (25.27)

zu beweisen. Die erste Ungleichung folgt dabei einfach aus der Tatsache, dass t kein Nullteiler
ist. Die zweite folgt aus dimRa(A)/(t) ≥ dimRa(A)n/(t) (trivial) und dimRa(A)n/(t) ≥
dimRa(A)n − 1 (Satz 18.15). □

Als Faustregel sollte man sich merken, dass der Ring grA allgemein schlechtere Eigenschaften
als A hat. Im Umkehrschluss vererben sich gute Eigenschaften von grA oft auf A.

Satz 25.21. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring. Wenn dann grmA reduziert/nulltei-
lerfrei/normal ist, so ist auch A reduziert/nullteilerfrei/normal.

Beweis. Wir behandeln nur die Nullteilerfreiheit, die Reduziertheit ist analog. Seien a, b ∈
A \ {0}. Nach dem Durchschnittssatz gibt es i, j ∈ N maximal mit a ∈ mi und b ∈ mj. Da
grmA nullteilerfrei ist, ist ab ∈ mi+j \mi+j+1. Insbesondere ist ab ̸= 0. Dieses Argument zeigt
etwas mehr: Der Leitterm a von a ist das Bild von a in mi/mi+1. Wir setzen 0 = 0. Dann ist
grmA genau dann nullteilerfrei, wenn

ab = a b für alle a, b ∈ A \ {0}. (25.28)
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Für Normalität verwenden wir folgendes Kriterium:

Lemma 25.22. Für einen nullteilerfreien noetherschen Ring A sind äquivalent:

(a) A ist normal.
(b) Sei c ∈ A∗ und q ∈ Q(A) mit cqn ∈ A für alle n ≥ 0. Dann ist q ∈ A.

Beweis. Sei A normal und c, q wie in (b). Da alle Potenzen qn im Modul 1
c
A ⊆ Q(A)

liegen, spannen diese einen endlich erzeugten Modul auf (A ist noethersch!). Es folgt qd ∈
⟨1, . . . , qn−1⟩A für ein d ≥ 1 und damit, dass q ganz über A ist. Also ist q ∈ A.

Sei nun die Bedingung (b) erfüllt und q = b
a

ganz über A. Dann gibt es d ≥ 1 mit qn ∈
⟨1, . . . , qd−1⟩A ⊆ a−(d−1)A für alle n ≥ 0. Es folgt cqn ∈ A mit c = ad−1. Also ist q ∈ A. □

Zurück zum Beweis. Sei q = b
a

ganz über A. Wir zeigen durch Induktion nach ℓ, dass
b ∈ (a) +mℓ für alle ℓ ≥ 0. Der Durchschnittssatz angewendet auf A/(a) liefert dann b ∈ (a)

und damit q ∈ A.

Der Fall ℓ = 0 ist trivial. Sei also b ∈ (a) +mℓ mit ℓ ≥ 0. Dann gibt es u ∈ A mit b = ua+ v

und v ∈ mℓ. Wir können annehmen, dass v ̸= 0 ist, denn sonst wären wir schon fertig. Da
v
a
= q − u ebenfalls ganz über A ist, gibt es c ∈ A∗ und un ∈ A∗ mit cvn = una

n für alle
n ≥ 0. Nach (25.28) folgt dann für die Leitterme c vn = una

n ̸= 0. Da grmA normal ist,
folgt aus Lemma 25.22, dass v

a
∈ grmA. Damit gibt es ein w ∈ A∗ mit v = w a. Also ist

v ∈ (a) +mℓ+1 und damit auch b ∈ (a) +mℓ+1. □

Bemerkungen 25.23. (a) Alle Umkehrungen sind falsch. Der Ring A = C[x, y]/(x3+y3−z2)
ist nach dem Serrekriterium normal, aber gr(x,y,z)A = C[x, y, z]/(z2) ist noch nicht einmal
reduziert.

(b) Ein beliebiger Ring heißt vollständig normal, wenn er Bedingung (b) von Lemma 25.22
erfüllt. Der Beweis zeigt, dass jeder vollständig normale Ring normal ist. Es gibt nicht-
noethersche Ringe, für die die Umkehrung nicht gilt.

26. Reguläre Ringe

In diesem Fall untersuchen wir zwei Aspekte von regulären Ringen. Einerseits zeigen wir, wie
man die Menge der Punkte, in denen der Funktionenring einer affinen Varietät regulär ist,
berechnen kann. Es handelt sich hier um das Jacobikriterium. Des Weiteren berechnen wir
den assoziierten graduierten Ring eines regulären Rings und folgern daraus, dass reguläre
Ringe normal sind.

Wir verwenden ab jetzt folgende Notation: Für a ∈ A und p ∈ Spec(A) ist a(p) das Bild von
a in Q(A/p).
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Lemma 26.1. Sei K ein Körper und sei m ein maximales Ideal von K[x1, . . . , xn] mit
Quotientenkörper L. Dann wird m von n Elementen y1, . . . , yn ∈ m erzeugt. Diese bilden
eine L-Basis von m/m2. Weiterhin ist L|K genau dann separabel, wenn die Jacobimatrix
J(m) :=

(
∂yi
∂xj

(m)
)
∈M(n, L) invertierbar ist.

Beweis. Sei ξi := xi(m) ∈ L. Der Nullstellensatz impliziert, dass L|K endlich ist. Weiterhin
ist Li := K[ξ1, . . . , ξi] eine Zwischenerweiterung. Sei yi(x) das Minimalpolynom von ξi über
Li−1. Dieses lässt sich zu einem normierten Polynom ỹi(x) mit Koeffizienten inK[x1, . . . , xi−1]

liften. Sei dann yi := ỹi(xi). Konstruktionsgemäß gilt yi(ξ1, . . . , ξi) = 0 und damit yi ∈ m.
Durch Induktion nach i gilt

K[x1, . . . , xi]/(y1, . . . , yi) = K[x1, . . . , xi−1]/(y1, . . . , yi−1)[x]/(yi) = Li−1[x]/(yi) = Li.

(26.1)
Insbesondere ist (y1, . . . , yn) ein maximales Ideal und damit gleich m. Es ist dann klar, dass
die yi den L-Vektorraum m/m2 erzeugen. Die Bilder sind automatisch linear unabhängig
wegen dimLm/m

2 ≥ dim(K[x1, . . . , xn]m) = n.

Für die letzte Aussage sei vorausgeschickt, dass J(m) nur von den Bildern der yi in m/m2

abhängt. Weiterhin ist sie basisunabhängig. Es genügt also, die Behauptung für die oben
konstruierten yi nachzuweisen. Aber dann ist J(m) eine untere Dreiecksmatrix mit Diag-
onalelementen y′i(ξi). Diese sind genau dann alle ungleich null, wenn alle Erweiterungen
Li|Li−1 separabel sind. □

Lemma 26.2. Sei K ein vollkommener Körper und L = K(ξ1, . . . , ξn) eine endlich erzeugte
Körpererweiterung. Dann gibt es eine algebraisch unabhängige Teilmenge X der Erzeuger ξi,
sodass L über K(X) separabel ist.

Beweis. Wir führen den Beweis durch Induktion nach n. Sei ohne Beschränkung der Allge-
meinheit n ≥ 1. Falls ξ1, . . . , ξn schon algebraisch unabhängig sind, so sind wir fertig. An-
dernfalls gibt es ein irreduzibles Polynom f(x1, . . . , xn) mit f(ξ1, . . . , ξn) = 0. Angenommen
∂f
∂xi
≡ 0 für alle i. Dann wäre p = charK > 0 und alle in f vorkommenden Monome wären

p-te Potenzen. Da K vollkommen ist, wäre dann f selber eine p-te Potenz und damit nicht
irreduzibel. Sei also ohne Einschränkung ∂f

∂xn
̸= 0. Dann ist L separabel über K(ξ1, . . . , ξn−1).

Die Behauptung folgt nun aus der Induktionsvoraussetzung. □

Satz 26.3 (Jacobikriterium). Sei k ein vollkommener Körper und sei A = k[x1, . . . , xn]/a

mit a = (f1, . . . , fN). Sei J(p) :=
(
∂fi
∂xj

(p)
)

die Jacobimatrix im Punkt p ∈ Spec(A). Dann
ist Ap genau dann regulär, wenn rk J(p) = n− dimpA.

Beweis. Der Körper L := κ(p) wird über k von den Bildern der xi erzeugt. Sein Transzen-
denzgrad über k ist t = dimA/p. Nach Lemma 26.2 können wir nach Umnummerieren der
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xi annehmen, dass x1, . . . , xt in L algebraisch unabhängig bleiben und dass L separabel über
K := k(x1, . . . , xt) ist. Wegen k[x1, . . . , xt] ∩ p = 0 gilt

k[x1, . . . , xn]p = K[xt+1, . . . , xn]m (26.2)

mit m := pK (die Lokalisierung in k[x1, . . . , xt]
∗). Da der Restklassenkörper L endlich über

K ist, ist m ein maximales Ideal. Wähle nun Elemente yt+1, . . . , yn ∈ m wie in Lemma 26.1.
Wegen fi ∈ m gibt es ciℓ ∈ K[xt+1, . . . , xn] mit fi =

∑n
ℓ=t+1 ciℓyℓ. Das Bild yℓ(m) ∈ L ist

gleich null. Daraus erhalten wir Jf = CJy mit

Jf :=

(
∂fi
∂xj

(m)

)
1≤i≤N
1≤j≤n

, C :=

(
ciℓ(m)

)
1≤i≤N

t+1≤ℓ≤n

, Jy :=

(
∂yℓ
∂xj

(m)

)
t+1≤ℓ≤n
1≤j≤n

. (26.3)

Da L|K separabel ist, ist nach Lemma 26.1 die Untermatrix von Jy mit t + 1 ≤ j ≤ n

invertierbar. Somit stellt Jf eine surjektive Abbildung Ln → Ln−t dar, woraus rk Jf = rkC

folgt. Da die Bilder der yℓ eine Basis von m/m2 bilden, ist rkC auch genau die Dimension
des von den fi+m2 aufgespannten Unterraums. Dieser ist gleich (aK +m2)/m2 und passt in
die kurze exakte Sequenz

0→ (aK +m2)/m2 → m/m2 → m/(aK +m2)→ 0. (26.4)

Wegen dimLm/m
2 = n− t ist deshalb rk J(p) = n− dimpA äquivalent zu

dimLm/(aK +m2) = (n− t)− (n− dimpA) = −t+ dimAp + dimA/p = dimAp. (26.5)

Schließlich ist m/(aK +m2) = m/m2, wobei m = m/aK das maximale Ideal von Ap ist. Also
ist (26.5) äquivalent zur Regularität von Ap. □

Bemerkung 26.4. Die Vollkommenheit von k wird nur für “genau dann” gebraucht. Mit
Hilfe der Theorie der Kählerdifferentiale kann man die obige Argumentation auch basisfrei
durchführen.

Übung 26.5 (Chevalley). Sei K ein Körper der Charakteristik p > 2 und sei K sein
algebraischer Abschluss. Für a ∈ K \Kp definiere die beiden Ringe

A := K[x, y]/(x2 + yp − a) und A := A⊗K K = K[x, y]/(x2 + yp − a). (26.6)

Zeigen Sie, beide Ringe sind nullteilerfrei und eindimensional, aber nur A ist ein regulärer
Ring. [Hinweis: Untersuchen Sie die lokalen Ringe A(x) und A(x,y−a1/p).]

Nun bestimmen wir den assoziierten graduierten Ring eines regulären Rings. Sei allgemein
(A,m) ein lokaler noetherscher Ring mit Restklassenkörper k = A/m und k[m/m2] die sym-
metrische Algebra über den k-Vektorraum m/m2. Diese ist ein Polynomring in dimkm/m

2

Variablen. Die Identität auf m/m2 liefert einen kanonischen Homomorphismus

k[m/m2]→ grmA, (26.7)
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welcher konstruktionsgemäß surjektiv ist. Es stellt sich die Frage der Injektivität.

Satz 26.6. Ein lokaler noetherscher Ring (A,m) ist genau dann regulär, wenn k[m/m2] →
grmA ein Isomorphismus ist.

Beweis. Sei a der Kern und P := k[m/m2]. Dann gilt

dimA = dimgrmA = dimP/a ≤ dimP = dimA/mm/m2 (26.8)

mit Gleichheit genau dann, wenn a = 0 (da P nullteilerfrei und endlichdimensional ist). □

Aus Satz 25.21 folgt somit:

Korollar 26.7. Reguläre Ringe sind reduziert, nullteilerfrei und normal.

Bemerkungen 26.8. (a) Die Eigenschaft faktoriell zu sein, vererbt sich im Allgemeinen
nicht. Nichtsdestotrotz sind alle regulären Ringe faktoriell. Dies ist ein nicht trivialer Satz
von Auslander-Buchsbaum.

(b) Ein ebenso nicht trivialer Satz ist von Serre: Sei A ein regulärer Ring und q ∈ Spec(A).
Dann ist auch Aq regulär. Beide Sätze benutzen eine homologische Charakterisierung reg-
ulärer Ringe.

(c) Trotzdem gibt es nichtlokale noethersche Ringe A, sodass die Menge {p | Ap ist regulär}
nicht offen in Spec(A) ist.

27. Vollständige Ringe

Beim Übergang zum assoziierten graduierten Ring geht viel Information verloren. Zum
Beispiel bleibt von einer Funktion nur der erste nicht verschwindende Term der Taylor-
reihe. In diesem Abschnitt stellen wir eine Konstruktion vor, bei der die gesamte Taylorreihe
rekonstruierbar ist. Dazu braucht man einen Konvergenzbegriff für unendliche Summen, d.h.
eine Topologie. Damit diese Summen konvergieren, muss der Ring vervollständigt werden.
Das Vorgehen ist völlig analog zur Konstruktion von R aus Q.

Sei M allgemein eine abelsche Gruppe und

M ⊇M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇ . . . (27.1)

eine absteigende Folge von Untergruppen. Dann kann man eine Topologie von M definieren,
bei der die offenen Mengen genau beliebige Vereinigungen von Nebenklassen m +Mi sind.
Man überzeugt sich, dass dann die Addition (mit der Produkttopologie auf M ×M) stetig
ist.
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Eine Untergruppe N ⊆M ist genau dann offen, wenn sie eine der Untergruppen Mi enthält.
Damit ist klar, dass eine zweite Kette M ′

i ⊆ M genau dann dieselbe Topologie definiert,
wenn es für jedes i ein j gibt mit Mj ⊆M ′

i und M ′
j ⊆Mi.

Der Abschluss der einpunktigen Menge {0} ist der Durchschnitt aller Mi. Also ist M genau
dann Hausdorff, wenn M∞ :=

⋂
iMi = 0 ist.

Eine Folge m≥1 ∈ M ist eine Nullfolge, wenn es für jede offene Untergruppe N ⊆ M ein
n = n(N) > 0 gibt, sodass mi ∈ N für alle i ≥ n. Sie ist eine Cauchyfolge, wenn es für jede
offene Untergruppe N ⊆ M ein n = n(N) > 0 gibt, sodass mi −mj ∈ N für alle i, j ≥ n.
Hier gibt es nun einen großen Unterschied zur Analysis: Da Summen von Elementen in N

auch in N liegen, bildet (mi) genau dann eine Cauchyfolge, wenn die Folge der Differenzen
mi − mi+1 eine Nullfolge ist. Somit ist eine Reihe

∑∞
i=1mi genau dann eine Cauchyfolge,

wenn die Summanden mi eine Nullfolge bilden. Dies vereinfacht Konvergenzbetrachtungen
erheblich.

Definition 27.1. Sei M eine abelsche Gruppe mit einer Topologie wie oben. Sei Nf(M)

bzw. Cf(M) die Menge aller Null- bzw. Cauchyfolgen. Dann ist M̂ := Cf(M)/Nf(M) die
Vervollständigung von M .

Für jedes m ∈M ist die konstante Folge mi = m eine Cauchyfolge. Damit erhalten wir einen
Homomorphismus M → M̂ . Der Kern besteht genau aus den konstanten Nullfolgen, d.h. er
ist gleich M∞.

Nach Konstruktion hat dann jede Cauchyfolge in M einen Grenzwert in M̂ . Auch M̂ hat eine
Topologie gegeben durch die Filtrierung M̂i = Cf(Mi)/Nf(Mi). Dann kann man sich davon
überzeugen, dass in M̂ jede Cauchyfolge gegen einen eindeutigen Grenzwert konvergiert.

Sei nun N ⊆ M eine offene Untergruppe. Dann wird jede Nullfolge/Cauchyfolge modulo N
gleich Null/konstant. Also gibt es einen wohldefinierten Homomorphismus

πN : M̂ →M/N : (mi) 7→ lim
i→∞

(mi +N). (27.2)

Sind N ⊆ N ′ ⊆ M offen, so gilt offenbar πN ′ = f ◦ πN , wobei f : M/N → M/N ′ die
kanonische Projektion ist.

Dies lässt sich folgendermaßen verallgemeinern: Sei

X1
f1← X2

f2← X3
f3← . . . (27.3)

eine Kette von Abbildungen. Ein Faden ist dann eine Folge (xi)i mit xi ∈ Xi und f(xi+1) = xi

für alle i. Die Menge aller Fäden nennt man den projektiven oder inversen Limes der Xi.
Man bezeichnet ihn mit lim←−Xi. Die obige Diskussion zeigt, dass jedes Element (xi) aus M̂
einen Faden limj→∞(xj +Mi) in (M/Mi)i induziert.
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Satz 27.2. Die kanonische Abbildung M̂ → lim←−M/Mi ist ein Isomorphismus von abelschen
Gruppen.

Übung 27.3. Wir betrachten die Produkttopologie auf P :=
∏

iXi, wobei jede Menge die
diskrete Topologie trägt. Zeigen Sie, dass lim←−Xi in P abgeschlossen ist und dass obige Bijek-
tion ein Homöomorphismus ist.

Da die Vervollständigung nur von der unterliegenden Topologie abhängt, erhalten wir:

Korollar 27.4. Seien Mi und M ′
i Ketten von Untergruppen von M , sodass es für jedes i ein

j gibt mit Mj ⊆M ′
i und M ′

j ⊆Mi. Dann ist lim←−M/Mi
∼= lim←−M/M ′

i .

Wir betrachten jetzt das funktorielle Verhalten von Vervollständigungen.

Lemma 27.5. Sei
0→ L

α→M
β→ N → 0 (27.4)

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Sei M∗ ⊆ M eine Filtrierung und M̂ , L̂ bzw. N̂
die Vervollständigung bezüglich der von M∗, L∗ := α−1(M∗) bzw. N∗ := β(M∗) induzierten
Topologie. Dann induziert dies eine kurze exakte Sequenz

0→ L̂
α̂→ M̂

β̂→ N̂ → 0. (27.5)

Beweis. Nach Konstruktion sind die Sequenzen

0→ L/Li →M/Mi → N/Ni → 0 (27.6)

für alle i ≥ 1 exakt. Die Exaktheit von (27.12) in L̂ und M̂ folgt daraus unmittelbar. Es
bleibt die Surjektivität von β̂ zu zeigen. Dazu liften wir (n∗) ∈ N̂ rekursiv in i. Gegeben
sind also im Diagramm unten ni−1 ∈ N/Ni−1 und ni ∈ N/Ni und wir nehmen an, dass
mi−1 ∈M/Mi−1 schon konstruiert worden ist.

li
� //

_

��

δi,m
′
i
� //

_

��

ni_

��

li−1
� // δi−1,mi−1

� // ni−1

(27.7)

Zunächst liftet man ni zu m′
i ∈ M/Mi beliebig. Dessen Bild in M/Mi−1 sei δi−1 + mi−1.

Daraufhin konstruiert man li−1 ∈ L/Li−1 und, weil L/Li → L/Li−1 surjektiv ist, li ∈ L/Li
und dann δi ∈M/Mi. Das Element mi := −δi +m′

i leistet dann das Gewünschte. □

Sei nun a ⊆ A ein Ideal. Dann kann man die absteigende Folge

A ⊇ a ⊇ a2 ⊇ a3 ⊇ . . . (27.8)

von Idealen betrachten. Die zugehörige Topologie von A nennt man die a-adische Topologie
von A. Sei Â die zugehörige Vervollständigung.
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Beispiel 27.6. Eines der wichtigsten Beispiele eines vervollständigten Rings ist der Ring
A[[x]] der formalen Potenzreihen. Elemente sind formale unendliche Summen

∑∞
i=0 aix

i,
die man rein formal addieren und multiplizieren kann. Es gibt also keine Einschränkun-
gen bezüglich Konvergenz. Der Nachteil ist, dass man eine formale Potenzreihe außer für
x = 0 in keinem anderen Element aus A auswerten kann.

Wir behaupten, dass A[[x]] genau die (x)-adische Vervollständigung des Polynomrings A[x]
ist. In der Tat ist ein Faden im System A[x]/(xn) offenbar nichts weiter als eine formale
Potenzreihe.

Allgemeiner kann man die Konstruktion mit beliebig vielen Variablen ausführen. Dabei
haben wir A[[x1, . . . , xn]] = A[[x1, . . . , xn−1]][[xn]]. Weiterhin ist auch A[[x1, . . . , xn]] die
(x1, . . . , xn)-adische Vervollständigung von A[x1, . . . , xn].

Übung 27.7. Man zeige, dass A[[x1, x2, x3, . . .]] nicht die (x1, x2, x3, . . .)-adische Vervoll-
ständigung von A[x1, x2, x3, . . .] ist.

Beispiel 27.8. Das zweite Standardbeispiel für einen vollständigen Ring ist der Ring Ẑp

der p-adischen Zahlen. Sie wurden zuerst von Hensel definiert, untersucht und angewendet.
Anfangs stieß er mit diesem Konzept auf große Skepsis oder sogar Ablehnung, doch schon
seit langem gehören die p-adischen Zahlen zum Standardrepertoire der Zahlentheorie.

Im Gegensatz zum Ring der formalen Potenzreihen kann man Ẑp eigentlich nur durch Ver-
vollständigung definieren. Dazu startet man mit dem Ring A = Z der ganzen Zahlen und mit
einer Primzahl p ∈ Z>0. Dann ist Ẑp die (p)-adische Vervollständigung von Z. Ein Element
aus Ẑp wird von einer Folge a1, a2, a3, . . . mit an+1

∼= an mod pn für alle n ≥ 1 repräsen-
tiert. Diese Darstellung wird eindeutig, wenn man 0 ≤ an < pn wählt. Nimmt man nun die
p-adische Darstellung

an+1 = [cncn−1 . . . c0]p := c0 + . . .+ cn−1p
n−1 + cnp

n mit 0 ≤ ci < p, (27.9)

so ist an = [cn−1 . . . c0]p genau die p-adische Entwicklung von an. Ein Element aus Ẑp wird
also eindeutig durch eine nach links unendliche p-adische Zahl

[. . . c3c2c1c0]p mit 0 ≤ ci < p (27.10)

dargestellt. Man rechnet mit diesen Zahlen dann genauso wie mit p-adischen Darstellun-
gen gewöhnlicher Zahlen. Das Auftreten von Überträgen macht dies jedoch ausgesprochen
unübersichtlich.

Ist b ⊆ A ein zweites Ideal, so folgt aus Korollar 27.4, dass die a-adische und die b-adische
Topologie von A übereinstimmen, wenn es ein n ≥ 1 gibt mit bn ⊆ a und an ⊆ b. Dies
impliziert

√
a =
√
b und die Umkehrung gilt, wenn a und b endlich erzeugt sind, also zum
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Beispiel für noethersche Ringe. Wir sehen, dass in dem Fall die a-adische Vervollständigung
Â nur von der Nullstellenmenge V(a) abhängt.

Auch ein A-ModulM kann vervollständigt werden, nämlich bezüglich der von den Untermod-
uln anM induzierten a-adischen Topologie. Die Vervollständigung M̂ ist dann in natürlicher
Weise ein Â-Modul.

Satz 27.9. Sei A ein Ring und a ⊆ A ein Ideal.

(a) Seien M1, . . . ,Ms endlich viele A-Moduln. Dann gilt (
⊕s

i=1Mi)
∧
=
⊕s

i=1 M̂i.
(b) Sei

0→ L→M → N → 0 (27.11)

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Angenommen A ist noethersch und L ist
endlich erzeugt. Dann ist auch

0→ L̂→ M̂ → N̂ → 0 (27.12)

exakt.
(c) Sei A noethersch und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist M ⊗A Â→ M̂ ein

Isomorphismus. Insbesondere ist M̂ ein endlich erzeugter Â-Modul.

Beweis. (a) gilt, weil Tensorieren (mit A/an) mit direkten Summen und projektive Limiten
mit direkten Produkten kommutieren. Sei L die Vervollständigung bezüglich der Spurtopolo-
gie. Dann ist 0 → L → M̂ → N̂ → 0 exakt nach Lemma 27.5. Aus Korollar 25.10 und
Korollar 27.4 folgt L = L̂ und damit (b). Für (c) sei Am →M surjektiv mit Kern L. Wegen
(b) erhalten wir dann folgendes Diagramm

L⊗A Â //

α
��

Am ⊗A Â //

β ∼
��

M ⊗A Â //

γ
��

0

0 // L̂ // (Am)∧ // M̂ // 0

(27.13)

Nach (a) ist β ein Isomorphismus. Damit ist γ surjektiv. Mit M ersetzt durch L erhält man
daraus, dass auch α surjektiv ist. Daraus folgt leicht (z.B. Schlangenlemma 29.2), dass γ
auch injektiv ist. □

Definition 27.10. Wir sagen, ein Ring A oder A-Modul M sei a-vollständig, wenn A→ Â

bzw. M → M̂ ein Isomorphismus ist. Man beachte, dass dies
⋂
n a

n = 0 beinhaltet.

Satz 27.11. Sei A ein noetherscher a-vollständiger Ring. Dann ist auch jeder endlich
erzeugte A-Modul a-vollständig. Ferner ist jeder endlich erzeugte Untermodul eines A-Moduls
a-adisch abgeschlossen.
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Beweis. In der Tat gilt wegen Satz 27.9(c)

M
∼→M ⊗A A

∼→M ⊗A Â
∼→ M̂. (27.14)

Der zweite Teil folgt aus Satz 27.9(b), da jeder Untermodul N ⊆ M Kern des (stetigen)
Homomorphismus M →M/N ist. □

Korollar 27.12. Sei A ein noetherscher Ring, a ⊆ A ein Ideal und Â die a-adische Vervoll-
ständigung von A. Dann gilt:

(a) Ist a ̸= A und A lokal oder nullteilerfrei, so ist A→ Â injektiv.
(b) Â ist flach über A.
(c) Für alle n ≥ 0 gilt Â/anÂ = A/an.
(d) Â ist aÂ-vollständig mit graÂ Â = graA.

Beweis. (a) Nach dem Durchschnittssatz 25.12 ist der Kern
⋂
n a

n = 0.

(b) Wir müssen zeigen, dass für jeden injektiven A-Homomorphismus N ↪→ M auch φ :

N ⊗A Â→M ⊗A Â injektiv ist. Nach Satz 8.3 können wir annehmen, dass M und N endlich
erzeugt sind. Nach Satz 27.9(c) ist dann φ dasselbe wie der Homomorphismus M̂ → N̂ ,
welcher nach Satz 27.9(b) injektiv ist.

(c) Nach (b) und Satz 27.9(c) ist Â/anÂ = A/an ⊗A Â = Â/an = A/an.

(d) Folgt unmittelbar aus (c). □

Bemerkung 27.13. Für nichtnoethersche Ringe ist die Situation komplizierter. Sei dazu
ân der Kern der Projektion Â↠ A/an. Dann ist Â nach Konstruktion vollständig bezüglich
der durch die Ideale ân definierten Topologie. Aber Â braucht weder vollständig bezüglich
der a-adischen Topologie noch der â-adischen Topologie zu sein. Dies liegt daran, dass die
Ideale anÂ und â n nicht mit ân übereinstimmen müssen. Siehe die übernächste Übung.

Übung 27.14. Seien d1, . . . , dn ∈ Z≥2 und g1, . . . , gk, h1, . . . , hk ∈ C[[x1, . . . , xn]] mit
k∑
ν=1

gihi =
n∑
i=1

xdi . (27.15)

Zeigen Sie, dass dann n ≤ 2k. [ Hinweis: Betrachten Sie das Ideal, das von den ersten
Ableitungen erzeugt wird. Man kann auch verwenden, dass C[[x1, . . . , xn]] noethersch und
n-dimensional ist (Korollare 27.17 und 27.19).]

Übung 27.15. Sei A := C[x1, x2, x3, . . .] und a := (x1, x2, x3, . . .) ⊂ A. Zeigen Sie

aÂ ⊊ â sowie â2 ⊊ â2. (27.16)

[ Hinweis: Betrachten Sie in beiden Fällen f =
∑∞

i=1 x
i+1
i und verwenden Sie Übung 27.14.]
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Wir untersuchen nun, wann Â noethersch ist. Dazu gibt es folgendes Kriterium:

Satz 27.16. Ein a-vollständiger Ring A ist genau dann noethersch, wenn graA noethersch
ist.

Beweis. Korollar 25.8 liefert die eine Richtung der Behauptung. Sei also graA noethersch.
Wir müssen dann zeigen, dass ein beliebiges Ideal b ⊆ A endlich erzeugt ist. Dazu betrachten
wir die induzierte Filtrierung b ∩ an von b. Assoziiert dazu ist das homogene Ideal

gr b :=
∞⊕
n=0

(b ∩ an)/(b ∩ an+1) ⊆ graA. (27.17)

Da grA noethersch ist, gibt es endlich viele Elemente bi ∈ b ∩ ani , i = 1, . . . , k, sodass gr b

von den Leittermen b1, . . . , bk erzeugt wird. Zu einem beliebigen b ∈ b konstruieren wir nun
Folgen (a1(n))n, . . . , (ak(n))n in A, sodass für alle n ≥ 0 und i = 1, . . . , k gilt:

ai(n) ≡ ai(n+ 1) mod an−ni sowie (27.18)

b ≡
k∑
i=1

ai(n)bi mod an. (27.19)

Aus (27.18) und der Vollständigkeit von A würde dann folgen, dass ai := limn→∞ ai(n) ∈ A
existiert und aus (27.19), dass b =

∑k
i=1 aibi. Insbesondere wird b von den bi erzeugt.

Für n = 0 können wir ai(0) = 0 setzen. Seien nun ai(n) schon konstruiert. Dann ist

d := b−
k∑
i=1

ai(n)bi ∈ b ∩ an. (27.20)

Da gr b von den bi erzeugt wird, gibt es di ∈ an−ni mit d =
∑

i dibi. Die Elemente ai(n+1) =

ai(n) + di leisten dann das Gewünschte. □

Bis jetzt haben wir folgende Mechanismen zur Produktion neuer noetherscher Ringe gefun-
den: Faktorringbildung, Adjunktion einer Variablen und Lokalisierung. Wegen Korollar 25.8
und Satz 27.16 können wir Vervollständigung zu diesem Arsenal hinzufügen.

Korollar 27.17. Sei A ein noetherscher Ring und a ⊆ A ein Ideal. Dann ist die a-adische
Vervollständigung Â von A noethersch.

Übung 27.18. Beweisen Sie das Korollar direkt, indem Sie zuerst wie für den Hilbertschen
Basissatz „A noethersch ⇒ A[[x]] noethersch“ zeigen.

Ist A zusätzlich lokal, kann man mehr sagen:

Korollar 27.19. Sei Â die m-adische Vervollständigung des lokalen, noetherschen Rings
(A,m). Dann gilt:
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(a) Â ist treuflach über A.
(b) dim Â = dimA.

Beweis. (a) folgt aus der Flachheit von Â (Korollar 27.12(b)) sowie Â/mÂ ̸= 0 (Satz 8.14(c)
und Korollar 27.12(c)). (b) folgt mit Hilfe der Dimensionsformel Satz 19.2 und Satz 10.2. □

Übung 27.20. Sei A ein Ring, a ⊆ A ein Ideal und S ⊆ A multiplikativ abgeschlossen.
Beweisen oder widerlegen Sie jede der folgenden Aussagen:

(A/a)[x] = A[x]/a[x] (A/a)S = AS/aS (A/a)[[x]] = A[[x]]/a[[x]]

A[x]S = (AS)[x] A[x][[y]] = A[[y]][x]

(AS)[[x]] = A[[x]]S

(27.21)

Macht es etwas aus, wenn man voraussetzt, dass A noethersch ist?

28. Das Henselsche Lemma

Nachdem wir festgestellt haben, dass die a-adische Vervollständigung eines noetherschen
Ringes selbst wieder noethersch und aÂ-vollständig ist, studieren wir nun allgemein einige
Eigenschaften vollständiger noetherscher Ringe. Die wohl wichtigste ist die Lösbarkeit von
Gleichungen.

Satz 28.1 (Liften von Nullstellen). Sei A ein a-vollständiger Ring und sei f(x) ∈ A[x] ein
Polynom. Sei a ∈ A := A/a mit f(a) = 0 und f ′(a) ∈ A×. Dann gibt es genau ein a ∈ A
mit a mod a = a und f(a) = 0.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass es genau ein a1 ∈ A/a2 gibt mit

a1 ≡ a mod a/a2, f(a1) = 0 ∈ A/a2 und f ′(a1) ∈ (A/a2)×. (28.1)

Durch Ersetzen von A durch A/a2 können wir dazu a2 = 0 annehmen.

Sei a = a′ + a mit a′ ∈ A. Dann ist jedes Element aus der Nebenklasse a von der Form
a1 = a′ + ε mit ε ∈ a. Wegen a2 = 0 und f(a′) mod a = f(a) = 0 gilt

f(a1) = f(a′ + ε) = f(a′) + f ′(a′)ε = f(a′) + f ′(a)ε ∈ a. (28.2)

Weil daher f(a1) = 0 äquivalent zu ε = −f ′(a)−1f(a′) ist, ist

a1 = a′ − f ′(a)−1f(a′) (28.3)

(Newtonverfahren!) die eindeutige Lösung von f(x) = 0. Sei nun b := f ′(a1). Wegen b

mod a = f ′(a) ∈ (A/a)× gibt es c ∈ A und τ ∈ a mit bc = 1 + τ . Es folgt, dass c(1− τ) ein
Inverses von b ist und damit f ′(a1) ∈ A×.
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Nun wenden wir obiges Verfahren rekursiv auf die Ideale a2
n (statt a) an und erhalten eine

Folge an ∈ A/a2
n . Dann ist offenbar a = lim

n→∞
an ∈ A die eindeutige Lösung von f(x) = 0

mit a mod a = a. □

Bemerkungen 28.2. Es ist nicht wesentlich, dass f(x) ein Polynom ist. Es könnte auch eine
Potenzreihe sein. Man muss dann aber sicherstellen, dass die Evaluation f(a) auch sinnvoll
ist, d.h. nicht zu einer unendlichen Summe in einem der Ringe A/an führt. Eine Bedingung
wäre zum Beispiel, dass die Koeffizienten von f eine Nullfolge in A bilden. Eine andere wäre
die Startbedingung a = 0, denn das würde zu a ∈ a führen.

Korollar 28.3. Sei A ein a-vollständiger Ring. Dann ist a ∈ A genau dann invertierbar,
wenn a ∈ A/a invertierbar ist.

Beweis. Wende Satz 28.1 auf die Gleichung f(x) = ax− 1 = 0 an. □

Korollar 28.4. Sei A ein noetherscher Ring und m ⊂ A ein maximales Ideal. Dann ist die
m-adische Vervollständigung Â ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m̂ = mÂ.

Korollar 28.5. Sei A ein a-vollständiger Ring mit 2 ∈ A×. Dann ist a ∈ A× genau dann
ein Quadrat, wenn a ∈ A/a ein Quadrat ist.

Eine weitere typische Anwendung ist folgender Satz von Cohen:

Satz 28.6. Sei (A, p) ein vollständiger lokaler Ring mit charA/p = 0. Dann enthält A einen
Körper K mit K ∼→ A/p.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt p∩Z = 0. Da damit alle ganzen Zahlen ungleich Null in A
invertierbar sind, enthält A wenigstens einen Körper nämlich Q. Mit dem Zornschen Lemma
folgt dann, dass es einen maximalen Körper K ⊆ A gibt. Wir zeigen K ∼→ L := A/p.

Andernfalls gibt es ein a ∈ L, welches nicht im Bild enthalten ist. Angenommen a ist tran-
szendent über K. Wähle dann a ∈ A beliebig mit a = a + p. Da die Abbildung K[x] → L

mit x 7→ a injektiv ist, ist K[x] → A mit x 7→ a ebenfalls injektiv mit K[x] ∩ p = 0. Es
folgt, dass sie sich zu einem Homomorphismus K(x) → A fortsetzen lässt, im Widerspruch
zur Maximalität von K.

Also ist a algebraisch über K und sei f(x) das Minimalpolynom. Wegen charK = 0 ist
f separabel, woraus f ′(a) ̸= 0 folgt. Nach Satz 28.1 gibt es ein a ∈ A mit f(a) = 0 und
a = a+p. Da dann die Komposition K[x]/(f)↠ K[a]↠ K[a] ↪→ L injektiv ist, ist K[a] ⊆ A

ein Körper im Widerspruch zur Maximalität von K. □

Korollar 28.7. Sei (A, p) ein vollständiger regulärer Ring, dessen Restklassenkörper K =

A/p die Charakteristik 0 hat. Sei n = dimA. Dann ist A isomorph zu K[[x1, . . . , xn]].
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Beweis. Nach Satz 28.6 können wir K als Unterring von A annehmen. Sei a1, . . . , an ∈ p ein
System von Parametern. DaA vollständig ist, lässt sich der HomomorphismusK[x1, . . . , xn]→
A mit xi 7→ ai zu einem Homomorphismus φ : P̂n := K[[x1, . . . , xn]] → A fortsetzen. Sei
m = (x1, . . . , xn) ⊂ P̂n. Wegen Satz 26.6 induziert φ einen Isomorphismus grm P̂n

∼→ grpA.
Es folgt P̂n/mk ∼→ A/pk für alle k und damit φ : P̂n

∼→ A. □

Übung 28.8. Zeige folgende Verallgemeinerung von Satz 28.1, bei der f ′(a) nicht invertier-
bar zu sein braucht: Sei a ∈ A mit f(a) ∈ f ′(a)2a. Dann gibt es ein a ∈ a + f ′(a)a mit
f(a) = 0. Dieses a ist eindeutig, wenn f ′(a) kein Nullteiler ist.
[ Hinweis: Machen Sie den Ansatz a = a + f ′(a)ε mit ε ∈ a und reduzieren Sie die Aussage
auf Satz 28.1.]

Zeigen Sie damit: Ein invertierbares Element von A ist genau dann ein Quadrat, wenn sein
Bild in A/4a ein Quadrat ist.

Hier ist die Version mit mehr als einer Variablen:

Satz 28.9 (Inverse Abbildungen). Sei A ein a-vollständiger Ring mit A := A/a und f1, . . . , fn ∈
A[x1, . . . , xn]. Sei a ∈ An eine approximative Lösung des Gleichungssystems

f1(x) = . . . = fn(x) = 0, (28.4)

d.h. fi(a) = 0 für alle i. Angenommen die Jacobimatrix J(x) = (∂fi/∂xj) ist im Punkt
x = a invertierbar. Dann gibt es genau ein a ∈ An mit fi(a) = 0 und a = amod a.

Beweis. Der Beweis ist vollständig analog zum Beweis von Satz 28.1. Die Gleichung (28.2)
ist dabei durch

f(a+ ε) = f(a) + J(a)ε (28.5)

zu ersetzen, wobei f := (f1, . . . , fn)
t und ε ∈ a⊕n. □

Übung 28.10. Sei A ein Ring und seien f1, . . . , fn ∈ A[[x1, . . . , xn]] mit f1(0) = . . . =

fn(0) = 0 und ( ∂fi
∂xj

(0)) invertierbar. Dann gibt es genau einen Automorphismus φ von
A[[x1, . . . , xn]] mit φ(xi) = fi für alle i.

Korollar 28.11 (Hensels Lemma). Sei (A,m) ein vollständiger lokaler Ring mit Restklas-
senkörper k = A/m. Sei f(x) ∈ A[x] ein Polynom, welches modulo m Produkt zweier teiler-
fremder Polynome g, h ∈ k[x] ist, wobei g normiert sein soll. Dann gibt es eine eindeutige
Faktorisierung f = gh ∈ A[x] mit g normiert und gmodm = g, hmodm = h.
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Beweis. Sei d := deg g und e beliebig mit e ≥ deg h und d + e ≥ deg f . Wir machen den
Ansatz

g(x) = xd + ξd−1x
d−1 + . . .+ ξ1x+ ξ0,

h(x) = ηex
e + ηe−1x

e−1 + . . .+ η1x+ η0.

Dann ist g(x)h(x)− f(x) = 0 ein polynomiales Gleichungssystem in den d+ e+1 Variablen
ξi, ηj mit d + e + 1 Gleichungen. Die Behauptung folgt somit aus Satz 28.9, wenn wir die
Invertierbarkeit der Jacobimatrix nachweisen können. Dazu berechnen wir das Gleichungs-
system im Punkt (g + δ, h+ ε), wobei δ, ε ∈ k[x] mit deg δ ≤ d− 1 und deg ε ≤ e sind. Wir
erhalten

(gh− f) + (hδ + gε) + (δε) = 0 (28.6)

Die Jacobimatrix stellt dann den linearen Anteil dar:

k[x]≤d−1 ⊕ k[x]≤e → k[x]≤d+e : (δ, ε) 7→ hδ + gε. (28.7)

Diese Abbildung ist injektiv, denn aus hδ = −gε und der Teilerfremdheit von g und h folgt
g|δ und h|ε und damit aus Gradgründen δ = ε = 0. Da beide Seiten dieselbe Dimension
haben, ist die Abbildung (28.7) invertierbar und wir sind fertig. □

Die simple Gleichung x2 − x = 0 ist die Grundlage für eine weitere wichtige Anwendung.

Satz 28.12 (Liften von Idempotenten). Sei A ein a-vollständiger Ring. Dann gibt es für
jede Zerlegung

A/a = A1 ⊕ . . .⊕ Ak (28.8)

genau eine Zerlegung
A = A1 ⊕ . . .⊕ Ak (28.9)

mit Ai = Ai/aAi für alle i.

Beweis. Jede Zerlegung (28.9) liefert eine Partition der Eins 1 = e1 + . . . + ek mit ei ∈ Ai.
Dabei gilt e2i = ei und eiej = 0 für i ̸= j. Umgekehrt liefert jede solche Partition (man
spricht von einem vollständigen orthogonalen System von Idempotenten) eine Zerlegung
(28.9), indem man Ai = Aei setzt (Übung).

Sei nun 1 = e1 + . . . + ek die Partition der Eins, die der Zerlegung (28.8) entspricht. Jedes
ei ist dabei Nullstelle des Polynoms f(x) = x2 − x. Es gilt f ′(ei) = 2ei − 1 und damit
f ′(ei)

2 = 4e2i − 4ei + 1 = 1. Also ist f ′(ei) invertierbar und Satz 28.1 liefert ein eindeutiges
Element ei ∈ A mit e2i = ei und ei = ei + a. Sei nun i ̸= j. Dann ist eiej idempotent mit
eiej = 0+a. Eindeutigkeit des Lifts impliziert eiej = 0. Dasselbe Argument liefert

∑
i ei = 1.

Die Ideale Ai := eiA liefern schließlich (28.9). □
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Obiger Satz wird meist in folgender Situation angewendet: Man startet mit einem a-voll-
ständigen noetherschen Ring A. Dann erfüllt jede endliche A-Algebra B die Voraussetzungen
des Satzes, da B als endlich erzeugter A-Modul a-adisch und damit auch aB-vollständig ist.
Auf diese Weise erhält man:

Korollar 28.13. Sei (A,m) ein lokaler, noetherscher Ring und B eine endliche A-Algebra.
Dann ist

B ⊗A Â ∼=
∏

n∈MaxB

B̂n, (28.10)

wobei B̂n die n-Vervollständigung von B ist.

Übung 28.14. Sei K ein Körper der Charakteristik Null (̸= 2 reicht). Zeigen Sie, dass das
Bifolium

(28.11)

gegeben durch die Gleichung (x2 + y2)2 = x2y irreduzibel ist, aber

K[[x, y]]/((x2 + y2)2 − x2y) ∼= K[[x, y]]/(y)⊕K[[x, y]]/(x2 − y3). (28.12)

29. Anhang: Homologische Algebra

In diesem Anhang beweisen wir zwei oft benutzte Lemmata aus der homologischen Algebra.
Der Ring A braucht in diesem Abschnitt weder kommutativ noch unitär zu sein.

Lemma 29.1 (Fünferlemma). Sei

M0
//

α0
��

M1
//

α1
��

M2
//

α2
��

M3
//

α3
��

M4

α4
��

N0
// N1

// N2
// N3

// N4

(29.1)

ein kommutatives Diagramm von A-Moduln mit exakten Zeilen. Dann gilt:

α1, α3 injektiv, α0 surjektiv ⇒ α2 injektiv. (29.2)

α1, α3 surjektiv, α4 injektiv ⇒ α2 surjektiv. (29.3)

α1, α3 bijektiv, α0 surjektiv, α4 injektiv ⇒ α2 bijektiv. (29.4)

Lemma 29.2 (Schlangenlemma). Sei

M0
// M1

//

α1
��

M2
//

α2
��

M3
//

α3
��

0

0 // N1
// N2

// N3
// N4

(29.5)
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ein kommutatives Diagramm von A-Moduln mit exakten Zeilen. Dann gibt es einen kanon-
ischen Homomorphismus δ, sodass die Sequenz

M0 → kerα1 → kerα2 → kerα3
δ→ cokerα1 → cokerα2 → cokerα3 → N4 (29.6)

exakt ist.

Übung 29.3. Beweisen Sie das Neunerlemma: Sei

0

��

0

��

0

��

0 // L1
//

��

L2
//

��

L3
//

��

0

0 // M1
//

��

M2
//

��

M3
//

��

0

0 // N1
//

��

N2
//

��

N3
//

��

0

0 0 0

(29.7)

ein kommutatives Diagramm. Weiter seien alle Spalten und entweder die beiden oberen oder
die beiden unteren Zeilen exakt. Dann ist auch die restliche Zeile exakt. Machen Sie dies
sowohl direkt als auch mithilfe des Schlangenlemmas.

30. Anhang: Ergänzungen zu injektiven Moduln

Hier ist eine Methode, aus gegebenen injektiven Moduln neue zu machen:

Lemma 30.1. (a) Beliebige direkte Produkte
∏

ιEι injektiver Moduln sind injektiv.
(b) Eine direkte Summe E1⊕E2 ist genau dann injektiv, wenn beide Summanden E1, E2

injektiv sind.
(c) Sei E ⊆ N ein Untermodul mit E injektiv. Dann gibt es ein Komplement M ⊆ N

mit N = E ⊕M .
(d) Sei A→ B ein Ringhomomorphismus, sei P ein freier B-Modul und E ein injektiver

A-Modul. Dann ist Ẽ := HomA(P,E) ein injektiver B-Modul.

Beweis. (a) und (b) sind leichte Übungsaufgaben. Für (c) beachte man, dass sich wegen der
Injektivität von E die Identität E ↪→ E zu einem Homomorphismus π : N → E fortsetzen
kann. Dann ist C = ker π das gesuchte Komplement.

(d) Sei zunächst P = B und M ein B-Modul. Ein B-Homomorphismus M → Ẽ ist
dann gleichwertig zu einer Abbildung Φ : M × B → E mit Φ(m, ab) = aΦ(m, b) und
Φ(bm, c) = Φ(m, bc) für alle m ∈ M , a ∈ A und b, c ∈ B. Damit ist φ(m) := Φ(m, 1)

ein A-Homomorphismus M → E. Umgekehrt definiert jeder A-Homomorphismus φ durch
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Φ(m, b) := φ(bm) ein Element aus Ẽ. Wir haben also einen B-Isomorphismus

HomB(M, Ẽ)
∼→ HomA(M,E). (30.1)

Nun folgt die Injektivität von Ẽ aus der Injektivität von E. Sei nun P = ⟨X⟩B frei mit Basis
X. Ein Element aus Ẽ ist dann nichts weiter als eine durch X indizierte Familie von Ho-
momorphismen B → E. Anders gesagt ist Ẽ das X-fache direkte Produkt von HomA(B,E)

mit sich selbst. Aus (a) folgt, dass Ẽ ein injektiver B-Modul ist. □

Bemerkung 30.2. Dies gilt nicht für direkte Summen. Siehe jedoch Satz 30.9.

Unser nächstes Ziel ist es nun zu zeigen, dass es sehr viele injektive Moduln gibt im Sinne,
dass alle A-Moduln isomorph zu einem Untermodul eines injektiven Moduls sind.

Satz 30.3. Sei A ein Ring. Dann lässt sich jeder A-Modul M in einen injektiven A-Modul
E einbetten.

Beweis. Für einen beliebigen A-Modul M definieren wir die Gruppe M∗ := HomZ(M,Q/Z).
Diese ist vermöge (aφ)(m) := φ(am) auch ein A-Modul.

Wir behaupten, dass der übliche Evaluationshomomorphismus δ : M → M∗∗ : m 7→ (εm :

φ 7→ φ(m)) injektiv ist. Sei dazu m ∈M mit m ̸= 0. Der zyklische Z-Untermodul Zm ⊆M

ist entweder isomorph zu Z oder zu Z/nZ mit n ≥ 2. Sei dann ψ : Z → Q/Z der Z-
Homomorphismus, der m auf 1

2
+Z bzw. 1

n
+Z abbildet. Da Q/Z injektiv ist, lässt sich dieser

zu einem Homomorphismus ψ : M → Q/Z fortsetzen. Wegen δ(m)(ψ) = ψ(m) = ψ(m) ̸= 0

ist δ(m) ̸= 0.

Für eine Menge X sei ⟨X⟩A der freie A-Modul mit Basis X. Dann ist ⟨X⟩∗A nach Lemma 30.1
(a) ein injektiver A-Modul. Wenn nun X selbst ein A-Modul ist, so definiert die Identität
X → X einen A-Homomorphismus ⟨X⟩A → X, der die formale Linearkombination

∑
aixi

auf die entsprechende in X berechnete Linearkombination abbildet. Dieser Homomorphismus
ist offensichtlich surjektiv. Die induzierte Abbildung X∗ → ⟨X⟩∗A ist also injektiv.

Schließlich setzen wir X = M∗ und E := ⟨M∗⟩∗A. Dann ist E ein injektiver A-Modul, da
⟨M∗⟩A frei ist und wir erhalten die Einbettung

M ↪→M∗∗ = (M∗)∗ ↪→ ⟨M∗⟩∗A = E. (30.2)

□

Als nächstes untersuchen wir die Frage, ob es einen kleinsten injektiven Modul gibt, in den
ein gegebener Modul eingebettet werden kann.

Definition 30.4. Ein Untermodul M ⊆ N heißt unausweichlich, wenn für jeden nichttriv-
ialen Untermodul 0 ̸= U ⊆ N gilt U ∩M ̸= 0.
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Offensichtlich reicht es, für U zyklische Untermoduln Am zu testen.

Satz 30.5. Jeder Modul M ist isomorph zu einem unausweichlichen Untermodul eines in-
jektiven Moduls E.

Beweis. Nach Satz 30.3 können wir annehmen, dass M Untermodul eines injektiven Moduls
E ′ ist. Mit Hilfe des Zornschen Lemmas erhält man dann einen Untermodul N ⊆ E ′, der
maximal mit der Eigenschaft M ∩ N = 0 ist. Ebenfalls wegen des Zornschen Lemmas gibt
es einen weiteren Untermodul E ⊆ E ′, der maximal mit der Eigenschaft ist, dass M ein
unausweichlicher Untermodul von E ist.

Der Durchschnitt U := E ∩N erfüllt M ∩ U = 0 wegen U ⊆ N . Weil aber auch U ⊆ E und
weil M in E unausweichlich ist, gilt U = 0.

Der Homomorphismus φ : E → E ′/N ist somit injektiv. Jeder Untermodul von E ′/N ist von
der Form N ′/N mit N ⊆ N ′ ⊆ E ′. Angenommen φ(E)∩(N ′/N) = 0. Dann ist φ(E∩N ′) = 0

und damit M ∩ N ′ ⊆ E ∩ N ′ = 0. Aus der Maximalität von N folgt N = N ′ und damit
N ′/N = 0. Also ist φ(E) unausweichlich in E ′/N .

Da E ′ ein injektiver Modul ist, lässt sich die Inklusion E ↪→ E ′ zu einem Homomorphismus
φ : E ′/N → E ′ fortsetzen.

E � q

""

� � φ // E ′/N

φ
��

E ′

(30.3)

Wegen φ(E) ∩ kerφ = 0 ist kerφ = 0 und damit φ injektiv. Also ist E (und somit M) auch
in φ(E ′/N) unausweichlich. Aus der Maximalität von E folgt, dass φ auch surjektiv und
damit ein Isomorphismus ist. Dies bedeutet E ′ = E ⊕N , woraus folgt, dass E ein injektiver
Modul ist. □

Wir zeigen nun, dass Einbettungen in injektive Moduln mit unausweichlichem Bild im
Wesentlichen eindeutig sind.

Satz 30.6. Für i ∈ {1, 2} sei E(Mi) ein injektiver Modul, der Mi als unausweichlichen
Untermodul enthält.

(a) Jeder Homomorphismus φ : M1 → M2 lässt sich zu einem (in der Regel nicht ein-
deutigen) Homomorphismus φ : E(M1)→ E(M2) fortsetzen.

M1
� � //

φ
��

E(M1)

φ
��

M2
� � // E(M2)

(30.4)

(b) φ ist dabei genau dann injektiv, wenn φ injektiv ist.
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(c) φ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn φ injektiv und φ(M1) unausweichlich in
M2 ist.

Beweis. (a) Folgt direkt aus Injektivität von E(M2).

(b) Sei φ injektiv. Dann ist M1 ∩ kerφ = 0 und damit kerφ = 0. Die Umkehrung ist klar.

(c) Sei φ injektiv mit unausweichlichem Bild. Da dann φ injektiv ist, ist das Bild ein injektiver
Modul. Nach Lemma 30.1(c) hat dieser ein Komplement C. Dann ist φ(M1) ∩ C = 0. Da
M1 unausweichlich in M2 ist gilt M2 ∩ C = 0. Da wiederum M2 unausweichlich in E(M2)

ist, folgt C = 0, d.h. φ ist auch surjektiv. Die Umkehrung ist klar. □

Korollar 30.7. Der injektive Modul E(M) ist bis auf nicht eindeutige Isomorphie durch M
eindeutig bestimmt.

Übung 30.8. Sei A = Z und p ∈ Z eine Primzahl. Zeigen Sie, dass E(Z/(p)) die Prüfer-
gruppe Z[1

p
]/Z und End(E(Z/(p))) der Ring der p-adischen Zahlen ist.

Wir enden diesen Abschnitt mit einer interessanten Charakterisierung noetherscher Ringe:

Satz 30.9 (Bass). Für einen Ring A sind äquivalent:

(a) A ist noethersch.
(b) Beliebige direkte Summen injektiver A-Moduln sind injektiv.

Beweis. Sei (Eι)ι∈I eine Familie injektiver Moduln und E :=
⊕

ι∈I Eι. Angenommen A ist
noethersch und I ⊆ A ein Ideal. Dann wird es durch endlich viele Elemente a1, . . . , an

erzeugt. Sei ψ : I → E ein Homomorphismus. Dann bilden die ι ∈ I mit ψ(ai)ι ̸= 0

für ein i eine endliche Teilmenge I0 ⊆ I. Der Homomorphismus ψ faktorisiert also durch die
endliche Summe E0 :=

⊕
ι∈I0 Eι. Da diese injektiv ist, lässt sich ψ zu einem Homomorphismus

A→ E0 ⊆ E fortsetzen. Also ist E injektiv nach Lemma 30.1 (a).

Sei umgekehrtA nicht noethersch und J1 ⊂ J2 ⊂ . . . ⊂ A eine nicht abbrechende aufsteigende
Folge von Idealen. Sei J :=

⋃∞
ν=1 Jν . Für jedes ν ≥ 1 gibt es einen injektiven Modul Eν mit

einer Einbettung J/Jν ↪→ Eν . Dies definiert Homomorphismen φν : J → Eν , wobei φν(a) = 0

für fast alle ν und jedes feste a ∈ J ist. Also bildet φ =
∏

ν φν einen Homomorphismus
J → E =

⊕
ν Eν . Könnte man ihn zu φ : A → E fortsetzen, so hätte φ(1) und damit φ

nur endlich viele Komponenten ungleich Null. Dies widerspricht der Tatsache, dass dies für
φ nicht zutrifft. Also ist E nicht injektiv. □

31. Anhang: Treuflache Erweiterungen und Abstieg

Schon in der linearen Algebra ist es nützlich, den Basiskörper zu erweitern, um zum Beispiel
Eigenwerte oder die Jordannormalform zur Verfügung zu haben. Dann stellt sich allerdings
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die Frage, wie man wieder zum ursprünglichen Körper zurückkommt. Manchmal geht es
(zum Beispiel ist eine reelle Matrix genau dann invertierbar, wenn sie als komplexe Matrix
invertierbar ist), manchmal nicht (Diagonalisierbarkeit zum Beispiel).

In der kommutativen Algebra stellt sich dieselbe Frage für beliebige Ringerweiterungen A→
B. Dabei hat sich herausgestellt, dass die ideale Voraussetzung dafür die Treuflachheit der
Erweiterung ist. Man beachte, dass zum Beispiel alle Körpererweiterungen treuflach sind.

Hier ist eine kleine Auswahl für dieses Prinzip:

Satz 31.1. Sei B eine treuflache A-Algebra.

(a) Modulhomomorphismen: Sei f : N → N ′ ein A-Modulhomomorphismus und f ′ =

idB ⊗f : B⊗AN → B⊗AN ′. Dann ist f genau dann injektiv, surjektiv, bijektiv oder
gleich 0, wenn f ′ dieselbe Eigenschaft hat.

(b) Moduln: Ein A-Modul N ist genau dann endlich erzeugt, endlich präsentiert, flach
oder treuflach, wenn der B-Modul B ⊗A N dieselbe Eigenschaft hat.

(c) Algebrahomomorphismen: Sei f : C → C ′ ein Homomorphismus von A-Algebren.
Dann ist C ′ genau dann endlich, ganz, endlich erzeugt oder quasiendlich über C,
wenn B ⊗A C ′ dieselbe Eigenschaft über B ⊗A C hat.

Beweis. Übung. □

Der vorausgehenden Satz besagt, dass sich eine Reihe von Eigenschaften (von Moduln, Al-
gebren, Homomorphismen) über A allein aus dem entsprechenden Objekt über B ablesen
lassen. Als nächstes gehen wir einen Schritt weiter und fragen, ob man auch Objekte über A
(d.h. Moduln, Algebren, Homomorphismen) durch Objekte über B beschreiben kann. Dies
geht und die zugehörige Prozedur bezeichnet man als treuflachen Abstieg von B nach A

(faithfully flat descent).

Die Idee dazu ist ziemlich simpel: Man möchte den A-Modul N aus dem B-Modul M =

B ⊗A N rekonstruieren. Es ist nicht zu erwarten, dass M allein dazu ausreicht. Deshalb
braucht man auf M noch eine Extrastruktur. Nun steckt N vermöge n 7→ 1⊗ n in M drin,
aber nur als A-Modul. Wir machen deshalb aus dieser Inklusion eine B-lineare Abbildung,
indem wir mit B tensorieren. Dann erhalten wir die Abbildung

φN :M → B ⊗AM : b⊗ n 7→ b⊗ (1⊗ n). (31.1)

Dabei wird N = 1⊗N in den A-Untermodul MφN := {m ∈M | φ(m) = 1⊗m} abgebildet.
Wie wir gleich sehen werden, ist die Abbildung N → MφN für treuflache Erweiterungen
tatsächlich ein Isomorphismus und unser Ziel ist erreicht. Um eine Beschreibung aller A-
Moduln zu erreichen, muss man sich noch Gedanken machen, welche B-Homomorphismen
φ :M → B ⊗AM von der Form φN sind.
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Das geht ein Stück weit sogar für nichtkommutative Ringe. Sei also A → B ein Homo-
morphismus nichtkommutativer Ringe und definiere für jeden (Links-)B-Modul M folgende
B-Homomorphismen:

sM : B ⊗AM →M : b⊗m 7→ bm

σ : B → B ⊗A B : b 7→ b⊗ 1.
(31.2)

Dabei ist B ⊗AM ein B-Modul im ersten Faktor, d.h. b(b′ ⊗m) = (bb′)⊗m.

Definition 31.2. Ein Abstiegsdatum von B nach A ist ein Paar (M,φ), wobei M ein B-
Modul und φ : M → B ⊗A M ein B-Homomorphismus ist, sodass folgende Diagramme
kommutieren:

M
φ
// B ⊗AM

sM
��

M

M
φ

//

φ
��

B ⊗AM
idB ⊗φ
��

B ⊗AM
σ⊗idM

// B ⊗A B ⊗AM
(31.3)

Ein Homomorphismus (M,φ) → (M ′, φ′) zwischen zwei Abstiegsdaten ist ein B-Homomor-
phismus f :M →M ′, sodass folgendes Diagramm kommutiert:

M
φ

//

f
��

M ′

φ′
��

B ⊗AM
idB ⊗f

// B ⊗AM ′

(31.4)

Man rechnet leicht nach, dass für jeden A-Modul N , das Paar (B ⊗A N,φN) ein Abstiegs-
datum ist.

Lemma 31.3. Sei (M,φ) ein Abstiegsdatum von B nach A und δ := σ ⊗ idM − idB ⊗φ.
Dann ist die Sequenz

0→M
φ→ B ⊗AM

δ→ B ⊗A B ⊗AM. (31.5)

exakt.

Beweis. Wegen sM ◦ φ = idM ist φ injektiv. Mit t := sB ⊗ idM gilt

(φ ◦ sM + t ◦ δ)(b⊗m) = φ(bm) + b⊗m− bφ(m) = b⊗m. (31.6)

Also ist jedes u ∈ B ⊗AM mit δ(u) = 0 wegen u = φ(s(u)) im Bild von φ. □

Für jedes Abstiegsdatum (M,φ) definiert man den A-Modul

Mφ := {m ∈M | φ(m) = 1⊗m}. (31.7)

Mit δA := (1⊗ idM)−φ :M → B⊗AM hat man auch Mφ = kern δA. Man beachte, dass δ =
idB ⊗δA. Der folgende fundamentale Satz zeigt, dass man für bestimmt Ringerweiterungen
tatsächlich A aus B und dem Abstiegsdatum zurückgewinnen kann.
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Satz 31.4 (Treuflacher Abstieg). Sei A → B ein Homomorphismus (nichtkommutativer)
Ringe, sodass B als (Rechts-)A-Modul treuflach ist. Dann gilt:

(a) Für jedes Abstiegsdatum (M,φ) induziert die Inklusion Mφ ↪→M einen Isomorphis-
mus B ⊗AMφ ∼→M . Dabei gilt φMφ = φ.

(b) Für jeden A-Modul N induziert die Abbildung N → B ⊗A N : n 7→ 1 ⊗ n einen
Isomorphismus N ∼→ (B ⊗A N)φN .

Beweis. (a) Die Sequenz
0→ N →M

δA→ B ⊗AM (31.8)

ist per definitionem exakt. Weil B flach ist, ist auch

0→ B ⊗A N → B ⊗AM
idB ⊗δA→ B ⊗A B ⊗AM (31.9)

exakt. Wegen δ = idB ⊗δA folgt aus Lemma 31.3, dass es einen Isomorphismus B⊗AN
∼→M

gibt. Aus φ(n) = 1⊗n für n ∈ N folgt, dass dieser Isomorphismus von der Inklusion N ↪→M

induziert wird sowie φN = φ.

(b) Sei M := B⊗AN . Wegen δA(1⊗N) = 0 faktorisiert die Abbildung N →M durch MφN .
Tensorieren mit B liefert dann das kommutative Diagramm

B ⊗A N //

∼ per def. ((

B ⊗AMφN

∼ wegen (a)
��

M

(31.10)

Da B treuflach über A ist, war schon N →MφN ein Isomorphismus. □

Bemerkung 31.5. (a) Kategorieentheoretisch besagt der Satz, dass der Funktor (M,φ) 7→
Mφ eine Äquivalenz zwischen der Kategorie der Abstiegsdaten und der Kategorie der A-
Moduln darstellt.

(b) Wir sagen, eine Ringerweiterung A → B sei ein effektiver Abstiegshomomorphismus,
wenn die Aussage des Satzes zutrifft. Wir werden weiter unten alle effektiven Abstiegshomo-
morphismen zwischen kommutativen Ringen bestimmen.

Übung 31.6. Seien A und B kommutativ. Zeigen Sie, dass man ein Abstiegsdatum auch
durch einen B-Modul M zusammen mit einem B⊗AB-Isomorphismus Φ :M⊗AB → B⊗AM
kodieren kann, bei dem ein Diagramm von folgendem Typ kommutiert:

M ⊗A B ⊗A B
Φ12
//

Φ13 **

B ⊗AM ⊗A B
Φ23
��

B ⊗A B ⊗AM.

(31.11)
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Sei nun B kommutativ. Dann kann man das Tensorprodukt von Abstiegsdaten folgender-
maßen definieren:

(M,φ)⊗ (M ′, φ′) = (M ⊗B M ′, φ⊗ φ′), (31.12)

wobei man die Projektion

(B⊗AM)⊗B (B⊗AM ′)↠ B⊗A (M ⊗BM ′) : (b⊗m)⊗ (b′⊗m′) 7→ bb′⊗ (m⊗m′). (31.13)

verwendet. Dann sieht man leicht, dassN 7→ B⊗AN ein Äquivalenz von Tensorkategorien ist.
Insbesondere entspricht jeder A-Algebra eine B-Algebra mit kompatiblem Abstiegsdatum.

Für praktische Rechnungen ist oft folgende Variante empfehlenswert: Sei E = EndA(B) der
Endomorphismenring von B als A-Rechtsmodul. Jedes Abstiegsdatum (M,φ) induziert dann
eine E-Modulstruktur auf M vermöge

γ(m) := (sM ◦ (γ ⊗ idM) ◦ φ)(m). (31.14)

Für m = b⊗ n gilt dann zum Beispiel

γ(b⊗ n) = γ(b)⊗ n. (31.15)

Ist B ein freier A-Modul mit Basis ei, so können wir die Elemente der dualen Basis e∗i als
Endomorphismen via B → A→ B auffassen. Wegen

φ(m) =
∑
i

ei ⊗ e∗i (m) (31.16)

lässt sich φ aus der E-Struktur rekonstruieren. Wenn der Rang von B über A endlich ist, so
definiert diese Formel umgekehrt ein Abstiegsdatum.

Beispiel 31.7. Sei K ein Körper mit charK ̸= 2 und A := K[x], B := K[t] mit t2 = x.
Dann ist E = B⟨D⟩ mit D2 = 0 und Dt+ tD = 1. Die Konjugation t 7→ −t entspricht dabei
dem Element s = 1− 2tD. Es gilt somit D = 1

2t
(1− s) (BGG-Operator).

Satz 31.8. Sei K ein Körper und L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Γ.
Dann ist V 7→ W = L⊗ V eine Äquivalenz zwischen K-Vektorräumen und L-Vektorräumen
W , die mit einer semilinearen Γ-Operation ausgestattet sind, d.h. mit

γ(aw) = γ(a)γ(w) für alle a ∈ L und w ∈ W. (31.17)

Die inverse Äquivalenz ist

W 7→ W Γ := {w ∈ W | γ(w) = w für alle γ ∈ Γ}. (31.18)

Beweis. Sei L[Γ] :=
⊕

γ∈Γ Lγ mit der Ringstruktur a1γ1 · a2γ2 := a1γ1(a2) (γ1γ2). Dann
gibt es einen offensichtlichen Homomorphismus ψ : L[Γ] → EndK(L). Es folgt aus dem
Dedekindlemma (L-lineare Unabhängigkeit von Elementen der Galoisgruppe), dass ψ injektiv
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ist. Aus Dimensionsgründen ist ψ sogar ein Isomorphismus. Also sind K-Moduln äquivalent
zu L[Γ]-Moduln, was genau die Behauptung ist. □

Beispiel 31.9. Ein R-Vektorraum ist „dasselbe“ wie ein C-Vektorraum W zusammen mit
einer antilinearen Involution, d.h. einer Abbildung W → W : w 7→ w mit

w1 + w2 = w1 + w2, aw = aw und w = w. (31.19)

Entsprechendes gilt für R-Algebren.

Zum Schluss soll noch der Abstiegssatz auf allgemeinere Erweiterungen kommutativer Ringe
ausgedehnt werden.

Definition 31.10. Ein Ringhomomorphismus A → B heißt universell injektiv, wenn für
jeden A-Modul N die Abbildung N → B ⊗A N injektiv ist.

Beispiel 31.11. (a) Jede treuflache Erweiterung ist universell injektiv. Um zu zeigen, dass
N → B⊗AN injektiv ist, genügt es, dies nach Tensorieren mit B nachzuweisen. Aber da ist
es klar, da B⊗AN → B⊗AB⊗AN : b⊗n 7→ b⊗1⊗n die Retraktion b1⊗ b2⊗n 7→ b1b2⊗n
besitzt.

(b) Wenn A als A-Modul ein direkter Summand von B ist, so ist A→ B universell injektiv.
Man kann zeigen (Lazard 1969), dass für endlich erzeugte Algebren über noetherschen Ringen
alle universell injektiven Erweiterungen von diesem Typ sind. Ein Beispiel ist die Erweiterung
A ↪→ A⊕A/a, wobei 0 ̸= a ⊂ A ein nichttriviales echtes Ideal ist. Weniger triviale Beispiele
sind Invariantenringe in Charakteristik null.

(c) Wenn A normal mit Q ⊆ A und B eine nullteilerfreie endliche Erweiterung von A

ist, dann ist A → B universell injektiv. In dem Fall ist nämlich L = Q(B) eine endliche
Körpererweiterung von K = Q(A). Betrachte L als K-Vektorraum und sei trL|K(b) die Spur
der Multiplikationsabbildung mit b ∈ L. Wie im Beweis von Satz 16.7 zeigt man dann, dass
trL|K eine A-lineare Abbildung B → A ist. Wegen trL|K(a) = [L : K]a für alle a ∈ A und
Q ⊆ A ist dann [L : K]−1 trL|K eine Retraktion. Nach (b) ist A→ B somit universell injektiv.

Unser Ziel ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 31.12 (Joyal-Tierney, Olivier, Beweis von Mesablishvili). Für eine kommutative A-
Algebra B sind äquivalent:

(a) A→ B ist universell injektiv.
(b) A→ B ist eine effektiver Abstiegshomomorphismus.
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Wir starten mit (b)⇒(a). Sei N ein A-Modul und N das Bild von N in B ⊗A N . Dann ist
B ⊗A N = B ⊗A N und dementsprechend φN = φN . Nach Teil (b) von Satz 31.4 ist dann
N → N ein Isomorphismus, d.h. N → B ⊗A N ist injektiv.

Sei nun umgekehrt A → B universell injektiv. Bei genauer Durchsicht des Beweises von
Satz 31.4 sieht man, dass die Treuflachheit von B nur an zwei Stellen benutzt wurde, nämlich

in (a) die Exaktheit der Sequenz (B⊗AN∗), wobei (N∗) die Sequenz (31.8) bezeichnet und
in (b) die Implikation B ⊗A N ∼= B ⊗AMφN ⇒ N ∼= MφN .

Problem (b) ist leicht, denn es gilt allgemein

Lemma 31.13. Sei A→ B universell injektiv. Dann ist ein A-Homomorphismus f : N1 →
N2 genau dann ein Isomorphismus, wenn idB ⊗Af : B ⊗A N1 → B ⊗A N2 einer ist.

Beweis. Sei N = N2/f(N1) der Kokern von f . Dann haben wir folgendes kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen

N1
//

��

��

N2
//

��

��

N //
��

��

0

B ⊗A N1
∼
// B ⊗A N2

// B ⊗A N // 0

(31.20)

Da A→ B universell injektiv ist, sind die senkrechten Pfeile injektiv. Außerdem ist B⊗AN =

0. Es folgt N1
∼→ N2. □

Bemerkung 31.14. Man sagt, ein Funktor reflektiere Isomorphismen, wenn er die eben
bewiesene Eigenschaft hat.

Für Problem (a) imitieren wir den Beweis der Exaktheit von (M∗) und axiomatisieren dazu
die Hilfsmorphismen sM und t.

Definition 31.15. Eine Sequenz (Mi, di)i=1,...,n von Moduln heißt kontrahierbar, wenn er-
stens didi−1=0 für i = 2, . . . , n− 1 und wenn es zweitens Homomorphismen hi :Mi →Mi−1,
i = 2, . . . , n gibt mit di−1hi + hi+1di = idMi

für i = 2, . . . , n− 1.

M1

d1
// M2

d2
//

h2

}}

M3
h3

}}

M1

d1
// M2

d2
// M3

d2d1 = 0, d1h2 + h3d2 = idM2 (31.21)

Der Punkt ist, dass Exaktheit in der Regel nicht invariant unter der Anwendung von Funk-
toren ist, Kontrahierbarkeit aber schon.

Lemma 31.16. Es gilt:
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(a) Das Bild einer kontrahierbaren Sequenz unter jedem Funktor (z. B. Tensorieren oder
Dualisieren) ist kontrahierbar.

(b) Jede kontrahierbare Sequenz ist exakt.
(c) Ist die direkte Summe zweier Sequenzen kontrahierbar, so ist auch jeder Summand

kontrahierbar.

Beweis. a) Folgt einfach aus der Tatsache, dass Kontrahierbarkeit durch Identitäten definiert
wird und die bleiben unter jedem (additiven) Funktor erhalten.

b) Wie im Beweis von Lemma 31.3.

c) Sei (M ′
i , d

′
i) ein direkter Summand von (Mi, di) mit Inklusionen ιi : M ′

i ↪→ Mi und
Projektionen pi : Mi ↠ M ′

i . Sei hi : Mi → Mi−1 eine Kontraktion. Dann rechnet man leicht
nach, dass h′i = pi−1hiιi eine Kontraktion von M ′

i ist. □

Nun ist die Sequenz (N∗) im Allgemeinen leider nicht kontrahierbar. Um dies zu erzwingen,
definieren wir für jeden A-Modul N den A-Modul N∗ := HomZ(N,Q/Z) (vermöge (fa)(n) :=
f(an)). Die Zuordnung N 7→ N∗ ist kontravariant, d.h. jeder Homomorphismus f : N1 → N2

induziert einen Homomorphismus f ∗ : N∗
2 → N∗

1 in die umgekehrte Richtung. Wir fassen die
Haupteigenschaften zusammen:

Lemma 31.17. Sei φ : A→ B ein Ringhomomorphismus.

(a) Eine Sequenz (Ni, di) von A-Moduln ist genau dann exakt, wenn (N∗
i , d

∗
i ) exakt ist.

(b) Für je zwei A-Moduln L und N gelten die beiden Adjunktionsformeln

(L⊗A N)∗ = HomA(N,L
∗)

(L⊗A N)∗ = HomA(L,N
∗)

(31.22)

(c) Sei A → B universell injektiv. Dann hat der Homomorphismus (1 ⊗ idN)
∗ : (B ⊗A

N)∗ → N∗ für jeder A-Modul N einen Schnitt. Dieser kann natürlich in N gewählt
werden, d.h. für alle Homomorphismen N1 → N2 kommutiert das folgende Diagramm:

(B ⊗A N2)
∗

��

// // N∗
2

oooo

��

(B ⊗A N1)
∗

// // N∗
1

oooo

(31.23)

Beweis. (a) Die Gruppe Q/Z ist ein injektiver Z-Modul (Korollar 5.13). Es folgt, dass N 7→
N∗ exakt ist. Da N → N∗∗ injektiv ist (siehe Beweis von Satz 30.3), ist ein Modul N bzw.
ein Homomorphismus f genau dann 0, wenn N∗ bzw. f ∗ Null ist. Da N 7→ N∗ Kerne und
Kokerne erhält, ist f genau dann injektiv/surjektiv, wenn f ∗ es ist. Daraus folgt leicht, dass
eine Sequenz (Ni) genau dann exakt ist, wenn (N∗

i ) es ist.

(b) Die erste Formel ist einfach (30.1) mit (A,E,B,M) := (Z,Q/Z, N, L⊗A N). Die zweite
gilt analog.
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(c) Aus der ersten Adjunktion folgt N∗ = (A ⊗A N)∗ = HomA•(N,A
∗) und (B ⊗A N)∗ =

HomA•(N,B
∗). Daher genügt es, einen Schnitt von B∗ → A∗ zu konstruieren. Wiederum die

erste Adjunktion mit N = A∗ liefert das Diagramm

(B ⊗A A∗)∗ // (A⊗A A∗)∗

HomA(A
∗, B∗) // HomA(A

∗, A∗)

(31.24)

Wegen der universellen Injektivität von A→ B ist A⊗AA∗ → B⊗AA∗ injektiv. Damit sind
beide Pfeile surjektiv. Ein Urbild von idA∗ ∈ HomA(A

∗, A∗) ist dann der gesuchte Schnitt. □

Sei nun (M,φ) ein Abstiegsdatum. Dann bezeichnen wir die exakte Sequenz (31.8) mit (N∗)

sowie die exakte Sequenz (31.5) mit (M∗). Wir zeigen, dass (B ⊗A N∗) exakt ist.

Es gibt einen natürlichen Homomorphismus γ∗ : (N∗)→ (M∗). Wenn wir darauf den Stern-
operator anwenden, so erhalten wir das Diagramm mit exakten Zeilen

(B ⊗A B ⊗AM)∗ //

����

(B ⊗AM)∗ //

����

M∗ //

����

0

(B ⊗AM)∗ //

OO

OO

M∗ //

OO

OO

N∗ //

OO

OO

0

. (31.25)

Das linke Quadrat ist wie in (31.23). Man überzeugt sich leicht, dass dies einen dritten
Schnitt rechts induziert. Da (M∗) und damit auch (M∗

∗ ) kontrahierbar ist, ist auch der direkte
Summand (N∗

∗ ) kontrahierbar. Wegen (B ⊗A N∗)
∗ = HomA(B,N

∗
∗ ) (zweite Adjunktion) ist

dann auch (B ⊗A N∗)
∗ kontrahierbar und damit exakt. Es folgt, dass auch (B ⊗A N∗) exakt

ist. □

Bemerkung 31.18. Die Kommutativität von A und B geht dadurch ein, dass dann der
Schnitt A∗ → B∗ ein A-Homomorphismus unter sowohl Links- als auch Rechtsmultiplikation
ist. Dadurch wird N∗ → (B ⊗A N)∗ zu einem Homomorphismus von A-Moduln. Dies wird
gebraucht um zu zeigen, dass (B⊗AN∗)

∗ = HomA(B,N
∗
∗ ) kontrahierbar ist. Die schwächere

Bedingung, dass A im Zentrum von B liegt, würde es somit auch tun.
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