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In diesem Skript bezeichnet das Wort Ring einen kommutativen Ring mit Eins. Wenn
wir allgemeine Ringe zulassen, sprechen wir von nichtkommutativen Ringen (evtl. ohne Eins).
Unterringe von Ringen A enthalten immer die Eins von A. Ringhomomorphismen bilden die

Eins auf die Eins ab.

Sei K ein Korper. Eine K -Algebra ist ein Ring A zusammen mit einem Ringhomomorphismus
K — A. Aufer fiir den Nullring A = 0 ist dies eine Inklusion. Damit wird A zu einem
K-Vektorraum, so dass die Multiplikation A x A — A bilinear ist. Standardbeispiel einer
K-Algebra ist der Polynomring P,, = Klz1,...,z,]. Ein K-Algebrahomomorphismus ¢ :
A — B ist ein Ringhomomorphismus mit ¢(c) = ¢ fiir alle ¢ € K. Wieder bedeutet dies

nichts anderes, als dass ¢ zusétzlich K-linear ist.

Eigentlich muss K kein Korper sein. Sei A ein Ring. Eine A-Algebra ist ein Ring B zusam-
men mit einem Homomorphismus ¢ : A — B. Dieser Strukturhomomorphismus muss nicht
injektiv sein selbst, wenn B nicht der Nullring ist. Zum Beispiel ist fiir jedes Ideal a C A der
Ring B = A/a eine A-Algebra.

Trotzdem macht man in der Praxis keinen grofen Unterschied zwischen einem Element von
A und seinem Bild in B, wenn aus dem Kontext klar ist, wo das Element liegt. Sind zum
Beispiel a C A und b C B Ideale, so bedeutet a = b N B eigentlich, dass a = ¢~(b) ist.
Umgekehrt bedeutet b = Ba, dass b das von ¢(a) erzeugte Ideal ist.

Eine A-Algebra B, bei der A — B injektiv ist, nennt man eine Ringerweiterung von A.

1. ALGEBRAISCHE GEOMETRIE

Die Algebraische Geometrie hat ihren Anfang im Losen polynomialer Gleichungen. Dies
ist analog dazu, dass die Lineare Algebra sich mit dem Losen (affin) linearer Gleichungen
beschaftigt.

Wie man schon von der Mitternachtsformel weif, ist das Losen reeller Gleichungen kom-
plizierter als das von Gleichungen iiber C. Deshalb werden wir in diesem Abschnitt durchweg

annehmen, dass der Grundkorper K algebraisch abgeschlossen ist.

Wir schauen uns zuerst diejenigen Teilmengen des K™ an, die iiberhaupt Losungsmengen
von polynomialen Gleichungen sind. Dies sind bei weitem nicht alle! Zum Beispiel ist Z C C

nicht durch Polynome definierbar (warum?).

Im Folgenden bezeichnen wir den K™ mit A" und nennen diesen einen affinen Raum. Dies
soll nur daran erinnern, dass die grundlegenden Funktionen Polynome sind. Sei P, :=

Klzy,...,z,) der Polynomring in n Variablen.

Definition 1.1. Fiir eine Teilmenge £ C P, sei

V(E)=Va(E) :={x € A" | f(x) =0 fiir alle f € E} (1.1)



2

die Verschwindungsmenge oder Losungsmenge von E. Sei umgekehrt X C A" eine Teilmenge.
Dann heift

I(X) =Ip,(X) :={f € Pu | fIx =0} (1.2)
das Verschwindungsideal von X . Eine Teilmenge des A™ von der Form Van (E) heilt (Zariski-)

abgeschlossen.
Ist E={f1,..., fm}, so schreibt man oft kiirzer V(E) = V(f1,..., fm)-

Ubung 1.2. Eine Teilmenge X C Al ist genau dann Zariski-abgeschlossen, wenn X gleich
Al oder endlich ist.

Die Operatoren Z und V haben folgende Eigenschaften:

o 7(X) C P, ist ein Ideal.
e Sei a C P, das von E C P, erzeugte Ideal. Dann ist V(F) = V(a).
e Sei X C A” eine Teilmenge und a C P, ein Ideal. Dann gilt

X C V() e I(X)Da (1.3)

e V und Z sind inklusionsumkehrend.

e Fiir jede Teilmenge X C A™ gilt X C V(Z(X)) mit Gleichheit genau dann, wenn X
abgeschlossen ist.

e Fiir jedes Ideal a C P, gilt a C Z(V(a)). Die Gleichheit werden wir weiter unten
diskutieren.

e V(0)=A"und V(1) = V(P,) = @.

e Seien a,b C P, zwei Ideale. Dann gilt

V(ab) =V(anb)=V(a) UV(b) (1.4)

(oder allgemeiner V(E) U V(F) = V(EF) fiir Teilmengen E, F).

e Seien a, C P,, ¢ € I eine Familie von Idealen. Dann gilt

VOO a)=(V(a). (1.5)

Ubung 1.3. (a) Verifizieren Sie die Eigenschaften vonV undZ. Der einzige etwas schwierigere
Punkt ist V(ab) C V(a) UV(b) oder dquivalent: aus z & V(a) und x & V(b) folgt x & V(ab).

(b) Seien E, F C P, Teilmengen. Gilt dann auch V(E) UV(F)=V(ENF)?
Aus den letzten drei Punkten folgt, dass die Zariski-abgeschlossenen Mengen die abgeschlosse-

nen Mengen einer Topologie auf dem A" bilden. Diese heilst Zariski- Topologie. Die Zariski-

offenen Mengen sind definitionsgeméft die Komplemente abgeschlossener Mengen.
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Bemerkung 1.4. Die Zariski-Topologie ist fiir n > 1 ganz anders als die Topologien, die
man sonst aus der Analysis kennt. Zum Beispiel hat sie nicht die Hausdorffeigenschaft. Im
Gegenteil. Wir werden sehen, dass sich im A” je zwei nichtleere offene Teilmengen schneiden.

Man mache sich das am Beispiel des A! (siche obige Ubung) klar.

Die Operatoren V und Z bilden eine Korrespondenz zwischen abgeschlossenen Teilmengen
des affinen Raums und gewissen Idealen des Polynomrings. Welche sind dies? Sicher nicht
alle, denn es ist ja zum Beispiel V(z?) = V(z) = {0}, d.h. die Hauptideale (z?) und (x)
in K [x] haben dieselbe Verschwindungsmenge. Allgemein gilt, dass fiir f € Z(X) auch alle
Potenzen f& mit N > 1in Z(X) liegen. Hilbert hat bewiesen, dass dies schon das Schlimmste

ist, was passieren kann. Es gilt ndmlich:

Satz 1.5 (Hilbertscher Nullstellensatz). Fir ein Ideal a C P, sei X = V(a) die zugehirige

Verschwindungsmenge. Dann ist

Z(X)={f € P | fN € a fiir ein N >1}. (1.6)

Der Beweis ist relativ kompliziert und wird in einem spéteren Abschnitt gefiihrt. Zunéchst
formulieren wir die Aussage etwas um. Dazu definieren wir fiir ein beliebiges Ideal a in einem

beliebigen Ring A das Radikal von a als
Va:={a€ A|d" € afiir ein N > 1}. (1.7)

Dann gilt

Lemma 1.6. Sei A ein Ring und a C A ein Ideal. Dann ist \/a auch ein Ideal und es gilt
Vva=+a.
Beweis. Seien a,b € y/a. Dann gibt es M, N > 1 mit a™,b"Y € a und es folgt
M+ NY\ . .
M+N __ %
(a+B)" = 3 ( @ )awea, (1.8)
i+j=M+N

denn aus i + j = M + N folgt i > M oder j > N und damit a* € a oder ¥’ € a. Also ist

a+b € v/a. Sei weiterhin b € a. Dann ist (ab)Y = a¥b" € a und damit ab € y/a. Dies
zeigt, dass v/a ein Ideal ist

Zur zweiten Aussage sei a € \/+/a. Dann gibt es M > 1 mit o™ € \/a. Somit gibt es N > 1
mit o™V = ()N € a. Also ist a € V/a. O

Das Radikal b = v/a hat die Eigenschaft, dass v/b = b. Solche Ideale heifen Radikalideale.
Wir haben schon oben festgestellt, dass Z(X) fiir jede Teilmenge X C A" ein Radikalideal

ist.
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Ubung 1.7. Man zeige:

(a) Ein Ideal a in einem Ring R ist genau dann ein Radikalideal, wenn der Faktorring
R/a kein nilpotentes Element enthdlt (d.h. aus a™ =0 folgt a = 0).

(b) Jedes Primideal ist ein Radikalideal.

(c) Beliebige Durchschnitte von Radikalidealen sind Radikalideale.

(d) Radikalideale sind genau die Durchschnitte von Primidealen. [Hinweis: Verwenden
Sie das Zornsche Lemma./

(e) Es gibt Radikalideale a und b, so dass a + b kein Radikalideal ist.

Die angekiindigte Umformulierung des Nullstellensatzes ist:

Satz 1.8 (Hilbertscher Nullstellensatz, Version 2). Fir ein Ideal a C P, ist Z(V(a)) = V/a.

Daraus folgt

Korollar 1.9. Die Operatoren V und I induzieren eine bijektive Korrespondenz zwischen

abgeschlossenen Teilmengen des A" und Radikalidealen von P,.

Beweis. Fiir abgeschlossene Mengen X C A™ gilt definitionsgeméfs V(Z(X)) = X. Sei umge-
kehrt a ein Radikalideal. Dann ist Z(V(a)) = v/a = a. O

Insbesondere folgt daraus:

Korollar 1.10. Die Ideale der Form Z(X), X C A", sind genau die Radikalideale.

Ubung 1.11. Seien S und T partiell geordnete Mengen und seien f : S — T und g : T — S

zwei Abbildungen mit

s<g(t)< f(s) <t firalesecSundteT (1.9)

(ein sogenannter Galoiszusammenhang). Fin Element s € S bzw. t € T' heifle abgeschlossen,

wenn s = gf(s) bzw. t = fg(t). Zeigen Sie:

(a) 5 := gf(s) ist der Abschluss von s, d.h. unter allen abgeschlossenen Elementen s’ € S
mit s < s' ist 5 minimal. Insbesondere ist s = 5. Entsprechendes gilt fiir t.

(b) f und g sind inklusionserhaltend.

(c) f und g induzieren zueinander inverse Bijektionen zwischen den Mengen der abgeschlosse-
nen Elemente.

Ubung 1.12. Es ist im Allgemeinen ziemlich schwer, das Radikal eines Ideals zu berechnen

oder zu entscheiden, ob ein gegebenes Ideal ein Radikalideal ist. Im Spezialfall eines Haup-

tideals in P, geht dies jedoch ziemlich leicht. Dazu verwendet man, dass P, ein faktorieller

Ring ist. Zeigen Sie:
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(a) Das Polynom 0 # f € P, habe die Primfaktorzerlegung f = [[;_, fi"* mit irreduziblen
und paarweise verschiedenen f; und m; > 1. Dann ist \/(f) = (f) mit f = [[_, fi.
Insbesondere ist (f) genau dann ein Radikalideal, wenn f quadratfrei ist, d.h., wenn m; =1

fur alle 1.

(b) Sei f € Py, irreduzibel und g € P, mit f(x) =0 = g(x) =0 fir alle z € A". Dann ist f

ein Teiler von g.

c) Seien q1,q2 € P, zwei quadratische Polynome, welche die Quadriken Q1 = V(q1) und
Q2 = V(q2) definieren. Dann ist Q1 = Q2 genau dann, wenn ¢, ein skalares Vielfaches von

qo 1St.

Auch jede abgeschlossene Teilmenge X C A™ besitzt eine Zariski-Topologie: Die abgeschlosse-
nen Teilmengen sind genau die abgeschlossenen Teilmengen Y C A" welche in X liegen (die
sogenannte Spurtopologie). Zum Beispiel sind im Koordinatenkreuz V(zy) die Koordinate-

nachsen V(z) und V(y) abgeschlossen.

Nun brauchen wir noch einen verniinftigen Isomorphiebegriff fiir Losungsmengen. Eine Ger-
ade im A? soll zum Beispiel isomorph zu einer Geraden im A? sein. Oder die Gerade Vaz()
ist isomorph zur Parabel Vaz(zo — %) vermdge der Abbildung ¢ : (21, 25) + (22, 73). Die

Umkehrung ist gegeben durch ¢ (xy, z5) = (0, z1).

Definition 1.13. (a) Eine affine Varietdt ist eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge eines

affinen Raumes beliebiger Dimension.

(b) Seien X C A" und Y C A™ zwei affine Varietéten. Eine Abbildung ¢ : X — Y heifit
Morphismus, wenn es eine Abbildung ¢ : A™ — A" der Form

Oz, .., xn) = (g1(x1, - Tn)y ooy G X1, o Tp)) (1.10)

mit g1,...,9m € K[z1,...,2,), ®(X) CY und ®|x = ¢ gibt.

X5y (1.11)

L,

A 2 am
Es ist klar, dass die Identitdt sowie die Verkettung von Morphismen wieder Morphismen

sind. Affine Varietéten bilden somit eine Kategorie.

Ein Morphismus A" — Al ist offenbar nichts weiter als ein Polynom. Allgemeiner ist ein Mor-
phismus X — A! die Einschrinkung eines Polynoms auf X. Solche Funktionen nennt man
requldr. Sei O(X) die Menge aller reguldren Funktionen. Dann ist die Einschrénkungsabbil-

dung
Pn—=OX): f—= flx (1.12)
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ein surjektiver K-Algebrahomomorphismus. Sein Kern ist Z(X'). Also kénnen wir O(X) mit
dem Faktorring P,,/Z(X) identifizieren. Es gilt zum Beispiel

O(@) = P,/Pn =0 (Nullring), O(A") =P,/0=P,. (1.13)
Man beachte, dass O(X) als Quotient des P, nicht nur ein Ring, sondern sogar eine K-

Algebra ist.

Sei nun ¢ : X — Y ein Morphismus und f € O(Y'). Dann ist f gleichzeitig ein Morphismus
Y — Al so dass die Verkettung ¢*(f) := f oy : X — Al wiederum als Element von O(X)
aufgefasst werden kann. Wir erhalten somit eine Abbildung ¢* : O(Y) — O(X), welche

offenbar sogar ein K-Algebrahomomorphismus ist.

Ist ¢ : Y — Z ein weiterer Morphismus und g € O(Z), so ist

(Wop)(g) =goop=ye (Y (g)). (1.14)

Somit ist O ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der affinen Varietéten in die

Kategorie der K-Algebren. Der springende Punkt ist nun folgender

Satz 1.14. Der Funktor O ist volltreu, d.h. fir je zwei affine Varietiten X C A" undY C A™
ist @ — ©* eine Bijektion

Mor(X,Y) — AlgHom (O(Y), O(X)). (1.15)

Insbesondere sind X und Y genau dann isomorph, wenn O(X) und O(Y) als K-Algebren

isomorph sind.

Beweis. Wie gesagt, gilt
Mor(X,A") =P, /Z(X) = O(X). (1.16)
Also ist wegen der universellen Eigenschaft des Polynomrings

Mor(X,A™) = O(X)™ = AlgHom (P, O(X)). (1.17)

Schlieklich hat ¢ : X — A™ genau dann sein Bild in Y, wenn go ¢ = 0 ist fiir alle g € Z(Y).
Somit gilt

Mor(X,Y) = {¢" € AlgHom g (P,,, O(X)) | ¢*(Z(Y)) =0} =
= AlgHom (P,,/Z(Y), O(X)) = AlgHom;(O(Y),O0(X)). O (1.18)

Affine Varietdten X entsprechen somit gewissen K-Algebren A = O(X). Welche sind das?
Erstens ist A als Quotient eines Polynomrings eine endlich erzeugte K-Algebra. Zweitens ist
Z(X) ein Radikalideal. Dies ist dquivalent dazu, dass A keine nilpotenten Elemente enthilt.
Solche Ringe nennt man reduziert. Mehr Einschrinkungen gibt es nicht, wie folgender Satz

zeigt:
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Satz 1.15. Flir eine K-Algebra A gibt es genau dann eine affine Varietat X mit A = O(X),

wenn A reduziert und endlich erzeugt ist.

Beweis. Dass A = O(X) die angegebenen Eigenschaften hat, haben wir schon gesehen. Sei
also umgekehrt A eine reduzierte, endlich erzeugte K-Algebra. Seien aq, . .., a, € A Erzeuger.
Dies bedeutet, dass P, — A : f(z1,...,2,) — f(ai,...,a,) surjektiv ist. Sei a C P,, der
Kern und X = V(a). Da A reduziert ist, ist a ein Radikalideal. Nach dem Nullstellensatz
(Satz 1.5) gilt dann Z(X) = /a = a. Also ist A =2 P,/Z(X) = O(X). O

Zusammenfassend:

Korollar 1.16. Die Kategorie der affinen Varietaten ist kontravariant daquivalent zur Kat-

egorie der endlich erzeugten, reduzierten K-Algebren.

Da affine Varietdten X und reduzierte endlich erzeugte K-Algebren A im Prinzip ein und

dasselbe sind, miissen sich auch Eigenschaften iibersetzen lassen.

Der affine Raum A™ entspricht offensichtlich dem Polynomring P, = K|xy,...,z,]. Dem
Punkt A° entspricht daher A = K. Der leeren Menge entspricht A = 0. Die Punkte von X

entsprechen den maximalen Idealen:

Einem Punkt x € X entspricht das Ideal m, = Zox)({z}) = {f € O(X) | f(z) = 0}.
Wegen O(X)/m, = O({z}) ist m,, C O(X) ein maximales Ideal. Ist umgekehrt m C O(X)
ein maximales Ideal, so gibt es eine affine Varietdt Y mit O(X)/m = O(Y). Da dann O(X)
ein Korper ist, kann Y nur aus einem Punkt z € X bestehen. Zusammenfassend erhalten

wir eine Bijektion zwischen X und den mazimalen Idealen von O(X). Insbesondere gilt

Korollar 1.17. Die mazimalen Ideale des Polynomrings K|xq,. .., x,] sind genau die Ideale

von der Form wm, ¢y = (x1 =&, ..., 20 —&).

Bemerkung 1.18. Diese Aussage ist iberhaupt nicht trivial. Sie ist sogar dquivalent zum

Nullstellensatz.

Ubung 1.19. Fir einen Ring A sei Max A die Menge seiner mazimalen Ideale.
(a) Konstruieren Sie fiir alle affinen Varietiten eine natiirliche Bijektion X — Max O(X).

(b) Fir eine K-Algebra A sei Ax(A) die Menge aller K-Algebrahomomorphismen A — K.
Konstruieren Sie eine natirliche Abbildung Ax(A) — Max A und zeigen Sie, dass diese fir
endlich erzeugte K-Algebren bijektiv ist.

Man kann also sagen, dass in gewissem Sinne (welchem?) Max und Ak invers zu O sind.
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Bis jetzt haben wir Eigenschaften von X in Eigenschaften von O(X) iibersetzt. Das geht
auch umgekehrt. Bekanntlich ist ein Nullteiler eines Ringes A ein Element a € A, so dass
es b € A mit b# 0 und ab = 0 gibt. Ein Ring A heifst nullteilerfrei, wenn 0 € A der einzige
Nullteiler ist.

Bemerkung 1.20. Beachten Sie folgende Subtilitdt: Im Nullring A = 0 ist 0 kein Nullteiler.

Insbesondere ist der Nullring nicht nullteilerfrei.

Die Frage ist nun, wann ist der Ring O(X) nullteilerfrei? Angenommen, er ist es nicht.
Dann gibt es zwei Funktionen f,g € O(X) mit f,g # 0 und fg = 0. Sei nun Y := Vx(f)
und Z := Vx(g). Dann sind Y und Z echte abgeschlossene Teilmengen von X mit X =
Vx(fg) =Y U Z. Wenn umgekehrt solche Teilmengen existieren, so gibt es 0 # f € Zx(Y)
(wegen Y # X)und 0 # g € Zx(Z) (wegen Z # X) mit Vx(fg) =Y UZ = X, also fg = 0.
Somit wire O(X) nicht nullteilerfrei.

Wir definieren nun

Definition 1.21. Ein topologischer Raum X heiftt irreduzibel, wenn X # @ und X nicht

die Vereinigung zweier echter abgeschlossener Teilmengen ist.

Ubung 1.22. Zeigen Sie, dass fir einen nicht leeren topologischen Raum X folgende Figen-

schaften dquivalent sind:

o X st irreduzibel.

o Aus X =Y UZ mitY,Z C X abgeschlossen folgt Y = X oder Z = X.
o AusY,Z C X abgeschlossen folgt Y U Z C X.

e AusUNV =2 mit U,V C X offen folgt U = & oder V = @.

o Aus U,V C X offen und nicht leer folgt UNV # &.

Ubung 1.23. Zeigen Sie, dass ein Hausdorffraum genau dann irreduzibel ist, wenn er aus

nur einem Punkt besteht.
Also haben wir bewiesen:
Satz 1.24. Eine affine Varietat X ist genau dann irreduzibel, wenn O(X) nullteilerfrei ist.

Bemerkung 1.25. Also ist der affine Raum A" mit der Zariskitopologie irreduzibel. Typis-
ches Beispiel einer reduziblen Varietét ist das Koordinatenkreuz X = Vaz(x129) = Vaz(21) U
Va2 (ZL‘Q) C AZ,

Fiir eine abgeschlossene Teilmenge Y C X gilt O(Y) = O(X)/Zx(Y). Da ein Faktorring

A/a genau dann nullteilerfrei ist, wenn a ein Primideal ist, erhalten wir:
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Satz 1.26. Sei X eine affine Varietit. Dann ist eine abgeschlossene Teilmenge Y C X

genau dann irreduzibel, wenn Ix(Y) C O(X) ein Primideal ist.
Da Primideale automatisch Radikalideale sind, erhalten wir

Korollar 1.27. Die Operatoren V und Z bilden eine bijektive Korrespondenz

{Y C X irreduzibel und abgeschlossen} <+ {p C O(X) Primideal} (1.19)

Zusammenfassend haben wir folgende Korrespondenz aufgestellt:

Geometrie Algebra

affine Varietét reduzierte, end. erz. K-Algebra
leere Menge Nullring

einpunktiger Raum A° K

affiner Raum A" Polynomring Kz, ..., x,]
irreduzible Varietét nullteilerfreie Algebra
Morphismus K-Algebrahomomorphismus
abgeschlossene Einbettung surjektiver Homomorphismus

Einbettung in einen affinen Raum FErzeugendensystem

Untervarietat Radikalideal
einpunktige Teilmenge maximales Ideal
irreduzible Untervarietat Primideal

Durchschnitt von Untervarietédten (Radikale von) Summe von Idealen

Vereinigung von Untervarietaten  Durchschnitt von Idealen

2. BEWEIS DES NULLSTELLENSATZES

Als Erstes fiihren wir den Beweis des Nullstellensatzes auf den Spezialfall V(a) = @ und

f =1 zuriick (warum?):
Lemma 2.1. Sei a C P, ein echtes Ideal. Dann ist V(a) # .

Beweis des Nullstellensatzes 1.5 unter Annahme des Lemmas. Seien f und a wie im Null-
stellensatz. Dann betrachten wir den Polynomring mit einer zusétzlichen Variablen P, [t] =
Prt1. Sei b C P,,[t] das Ideal, das von a und dem Polynom s(z,t) := tf(z) — 1 erzeugt wird.
Angenommen, es gibt (zg,ty) € V(b). Dann ist g € V(a) und damit nach Voraussetzung
f(zo) = 0. Andererseits ist dann 0 = s(xg,t9) = tof(xg) — 1 = —1. Aus diesem Wider-
spruch erhalten wir V(b) = @. Lemma 2.1 impliziert daher b = P,[t] und damit 1 € b. Dies
bedeutet, dass es g(x,t), g1(2,1), ..., gm(z,t) € Pylt] und a;(z),...,a,(x) € a gibt mit

L= gz, )(tf(x) = 1) + Zgi(rr, t)ai(x). (2.1)
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Da ohne Beschriankung der Allgemeinheit f # 0 ist, konnen wir ¢t = 1/ f(z) setzen. Der erste

Summand verschwindet dann und wir erhalten
1= gi(w, 75)ai(x). (2.2)
i=1

Sei N := max{deg, gi(x,t) | i = 1,...,m}, sodass g;(z) = f(z)Vgi(x, +~) € P,. Dann
liefert Multiplikation mit fv

fl@)N = Zgi(x)ai(x) € a. (2.3)

Formal gilt dies eigentlich nur im Quotientenkérper F' von P, 1, aber in der Algebravorlesung
wurde bewiesen, dass P,+1 — F' injektiv ist. Damit gilt (2.3) auch in P,;; und wir sind
fertig. O

Bemerkung 2.2. Diesen Beweis nennt man den Trick von Rabinowitsch. Dabei war Rabi-

nowitsch der Name des Mathematikers George Yuri Rainich, bevor er in die USA emigrierte.

Wir beginnen nun mit dem Beweis von Lemma 2.1. Sei dazu a C P, ein echtes Ideal. Aus der
Algebravorlesung wissen wir, dass a in einem maximalen Ideal m C P, enthalten ist. Somit
ist L := P, /m ein Korper, welcher als K-Algebra endlich erzeugt ist. In dieser Situation gilt:

Lemma 2.3 (Zariskis Lemma, schwacher Nullstellensatz). Sei K ein Kéorper (nicht unbe-
dingt algebraisch abgeschlossen) und L|K eine Kérpererweiterung. Angenommen L ist als

K-Algebra endlich erzeugt. Dann ist L|K eine endliche Kérpererweiterunyg.

Beweis von Lemma 2.1 aus Lemma 2.3. Da L|K algebraisch und K algebraisch abgeschlossen
ist, gilt L = K. Dies liefert den Algebrahomomorphismus

e:P,— PnJa—»P,/m=L=K. (2.4)
Sei & = e(x;) € K und £ := (&,...,&,). Dann ist € nichts weiter als die Evaluation in .
Wegen e(a) = 0 folgt £ € V(a) und damit V(a) # @. O
Ubung 2.4. Leiten Sie umgekehrt Zariskis Lemma aus dem Nullstellensatz her.
Zum Beweis von Lemma 2.3 brauchen wir folgendes Hilfsmittel:
Definition 2.5. Sei A ein Ring und B eine A-Algebra. Ein Element b € B heiltt ganz dber
A, wenn b eine Gleichung der Form

b 4 a, 0" P+ .+ ab+ag=0 (2.5)

mit a,_1,...,a9 € A erfiillt. Sind alle Elemente von B ganz iiber A, so heifst B ganz tiber A.
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Beispiel 2.6. Die Gaufsschen Zahlen b = a; + ias mit aq, as € Z sind ganz iiber Z, denn sie
erfiillen die Gleichung b* — 2a;b+ (a? +a3) = 0. Wir werden spiter sehen, dass dies alle iiber

Z ganzen Zahlen aus Q(7) sind.

Lemma 2.7. Wird B als A-Algebra von Elementen erzeugt, welche iiber A ganz sind, so ist

B ganz tiber A.

Beweis. Wir miissen zeigen: Sind b, ¢ € B ganz, so ist p(b, ¢) fiir jedes Polynom p € Alz,y]
ganz iiber A (insbesondere also b + ¢,bc und ab fiir a € A). Nach Voraussetzung gibt es

Gleichungen
b+ ag b+ dabtag=0und ¢ +a, .. +dcta,=0 (2.6)

mit a;,a; € A. Also kann man die Monome b¢ bzw. ¢¢ durch Monome kleineren Grades
ausdriicken. Bezeichnet man also die Monome b'¢ mit 0 < i < d—-1und 0 < j <e—1
in irgendeiner Reihenfolge mit fi,..., foe € B, so sind offenbar alle Produkte bf; und cf;
Linearkombinationen der f; d.h. es gibt Matrizen S = (s;;) und 7" = (¢;;) mit Koeffizienten

in A, sodass

bfl = Z Sijfj und Cfi = Zt”f] (27)

Die Multiplikation mit u := p(b, ¢) wird durch die Matrix U = (U;;) := p(S,T') beschrieben,
d.h. uf; =37 Ui fj. Sei nun xp(x) = det(v1 — U) € Alz] das (normierte) charakteristische
Polynom von U. Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt ¢y (U) = 0. Also ist xy(u)fi =0
fur alle f; und damit xy(u) = 0. Also ist u = p(b, ¢) ganz iiber A. O

Nun kommt in gewissem Sinne der Kern des Arguments, welches besagt, dass man mit
Addition, Multiplikation und ganzen Korpererweiterungen niemals alle moglichen Nenner

produzieren kann.

Lemma 2.8. Sei K ein Korper (nicht unbedingt algebraisch abgeschlossen). Dann ist die
transzendente Korpererweiterung K (x)|K nicht ganz iber irgendeiner endlich erzeugten K-

Unteralgebra.

Beweis. Angenommen K (x) wére ganz tiber A = K|[f1,..., f,]. Sei f(z) € K[z] ein Haupt-
nenner der f;. Dann gilt A C K|z, ﬁ] Der Polynomring K[x] enthélt unendlich viele
verschiedene normierte irreduzible Polynome (Euklids Argument). Es gibt also ein irreduzi-
bles Polynom g(z) € K|z|, das f(z) nicht teilt. Angenommen ﬁ wére ganz iiber A. Dann

wiirde dieses Element eine Gleichung der Form

n n—1
L hn—1(2) (_1_ ho(z) __
(g(m)) T N (g(m)) Tt e =0 (2.8)
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mit h;(z) € K|x] erfiillen. Multiplikation mit f(z)~g(x)" liefert

F@)N + hp1(z)g(z) + ...+ ho(2)g(x)" =0 (2.9)
Es folgt, dass g(z) ein Teiler von f(z)" und damit von f(x) ist. Widerspruch! Also ist zum

Beispiel ﬁ nicht ganz iiber A. O

Beweis wvon Lemma 2.3: Nach Voraussetzung ist L =

Kby, ..., b,). Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n, Kby, ..., by

wobei fiir n = 0 nichts zu beweisen ist. Sei also n > 1 und be- Ul endlich
trachte K C K(by) C L. Wegen L = K(by)[ba,...,b,] ist nach  ganz K (by) j
Induktionsvoraussetzung L|K (b) endlich. Somit haben alle b; Ul ganz

ein (normiertes) Minimalpolynom {iber K (b;). Sei E C K (b;) K[E]

die (endliche) Menge aller ihrer Koeffizienten und A := K[E] C Ul endl. er.
K(by) die davon erzeugte Unteralgebra. Dann sind nach Kon- K

struktion by,...,b, ganz iber A. Aus Lemma 2.7 folgt, dass

jedes Element aus L, insbesondere also jedes Element aus K (b;) ganz iiber A ist. Nach Lem-
ma 2.8 kann b; nicht transzendent iiber K sein. Also ist K (b1)|K und damit L|K algebraisch
(und endlich erzeugt) und damit endlich. O

Bemerkung 2.9. Es gibt zahlreiche andere Beweise des Nullstellensatzes. Man kann ihn
zum Beispiel aus dem Noetherschen Normalisierungssatz (Korollar 16.3), aus der Generischen
Flachheit (Satz 10.6) oder Chevalleys Konstruierbarkeitssatz (Satz 10.12) herleiten. Fiir K =

C gibt es auch einen sehr kurzen Beweis, welcher die Uberabzihlbarkeit von C ausnutzt:

Ubung 2.10. Sei L|C eine Korpererweiterung, welche endlich erzeugt als C-Algebra ist.

Beweisen Sie L = C, indem Sie Folgendes zeigen:

(CL) dlmcL < No.
(b) Sei x € L transzendent tiber C. Dann ist dimc C(x) > Wq. [Hinweis: Betrachten Sie
{(x—2)"'|2eC} CC(x)]

3. RINGE

Sei A ein Ring. Ein mazimales Ideal ist eigentlich ein maximales echtes Ideal. Ein Ideal
m C A ist genau dann maximal, wenn A/m ein Korper ist. Die Menge aller maximalen

Ideale wird mit Max(A) (das Mazimalspektrum von A) bezeichnet.

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas beweist man, dass jedes echte Ideal (d.h. # A) in einem
maximalen Ideal enthalten ist. Ein Hauptideal (a) = Aa ist genau dann ein echtes Ideal,
wenn a nicht invertierbar ist. Es gilt also,

AA = ) m (3.1)

meMax(A)
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Ubung 3.1. Das Jacobsonradikal ist der Durchschnitt aller mazimalen Ideale

Rad(4)= () m (3:2)

meMax(A)

(a) Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
(i) a € Rad(A).
(i) 1+ (a) C A*.
(11i) Die Invertierbarkeit eines Elements hingt nur von seiner Restklasse modulo a
ab.
(b) Fiir ein Ideal a C A sei A = A/a und 7 : A — A die Projektion. Zeigen Sie, dass
Rad(A) das grofte Ideal mit A% = x=1(A") ist.
(c) Sei A eine endlich erzeugte Algebra iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper

K. Zeigen Sie Rad(A) = Nil(A). Berechnen Sie auch Rad(Z/nZ) fir alle n > 0.

Jeder Ring A # 0 besitzt ein maximales Ideal. Eine besonders wichtige Klasse von Ringen

sind solche, wo es nur ein einziges gibt.
Definition 3.2. Ein Ring A heifst lokal, wenn A genau ein maximales Ideal besitzt.

Der Nullring ist nicht lokal, aber jeder Korper ist lokal. Ist A ein Hauptidealring und p € A
prim, so ist der Ring A/(p™), n > 1 lokal. Typischer ist der Ring
K[l‘](m) = {Zﬂ € K(l‘)

q(z)

q(0) # 0} : (3.3)

Dies sind alle rationalen Funktionen, die an der Stelle x = 0 definiert sind.

Ubung 3.3. Zeigen Sie, dass K|[x] @) ein lokaler Ring ist und bestimmen Sie das maximale
Ideal.

Die Redewendung ,Sei (A, m) ein lokaler Ring“ bedeutet, dass A ein Ring mit einzigem
maximalen Ideal m sein soll. In diesem Fall ist £ = A/m ein Korper, der sogenannte Rest-

klassenkérper von A.

Lemma 3.4. Ein Ring A ist genau dann lokal, wenn die Nichteinheiten ein Ideal bilden.

Beweis. Ist A lokal mit maximalem Ideal m, so ist A* = A\mnach (3.1). Alsoist A\A* =m
ein Ideal. Sei umgekehrt m := A\ A* ein Ideal. Da echte Ideale keine Einheiten enthalten,
ist jedes echte Ideal von A in m enthalten. Es folgt, dass m das einzige echte Ideal ist. [

Nach den maximalen Idealen wenden wir uns nun den Primidealen zu. Wie bekannt, ist
a € A ein Nullteiler, wenn die Multiplikationsabbildung A % A nicht injektiv ist, d.h., wenn
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es ein b # 0 mit ab = 0 gibt. Insbesondere ist a = 0 aufer fiir A = 0 ein Nullteiler. Ein Ring
A heifst nullteilerfrei, wenn a = 0 der einzige Nullteiler ist. Somit ist der Nullring A = 0

nicht nullteilerfrei.

Ein Ideal p C A heifst Primideal, wenn A/p nullteilerfrei ist. Dies bedeutet p # A und

a,b&p=ab¢np. (3.4)
Die Menge aller Primideale wird mit Spec(A) (das Spektrum von A) bezeichnet.

Sei nun ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und q € Spec(B) ein Primideal. Dann ist
p := ¢ 1(q) auch ein Primideal von A. Dies liegt daran, dass A/p isomorph zum Bild von
A in B/q ist und dass Unterringe nullteilerfreier Ringe nullteilerfrei sind. Auf diese Weise
erhalten wir eine Abbildung

©" : Spec(B) — Spec(A), (3.5)

womit Spec zu einem Funktor wird.

Bemerkung 3.5. Dies steht in starkem Gegensatz zum Maximalspektrum Max(A), welches
nicht funktoriell ist, da Unterringe von Korpern im Allgemeinen keine Korper sind. Aus

diesem Grunde spielen Primideale eine grofsere Rolle als maximale Ideale.

Ubung 3.6. Finden Sie einen Ringhomomorphismus ¢ : A — B und ein mazimales Ideal
m C B, sodass ¢~ '(m) C A kein mazimales Ideal ist.

Ubung 3.7. Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass Max ein Funktor auf der Kategorie der
endlich erzeugten K-Algebren ist.

Auch das Spektrum Spec(A) trégt eine Topologie, welche ebenfalls Zariskitopologie genannt
wird. Dazu definiert man eine Teilmenge von Spec(A) als abgeschlossen, wenn sie von der
Form

V(a) :={p € Spec(A) | a C p} (3.6)
fiir ein Ideal (oder einfach nur Teilmenge) a C A ist. Dann gelten die Relationen (1.4) und
(1.5). Hier ist wieder nur der C-Teil der zweiten Gleichung nicht trivial. Wir miissen also

zeigen: Seien a,b C A Ideale und p C A ein Primideal. Dann gilt
peV(ab) < abCp=aCpoderbCp<pecV(ia)ul(b). (3.7)

Denn angenommen a,b € p. Dann wahle a € a, b € b mit a,b € p. Aber dann ist ab € ab
mit ab & p, da p prim ist.

Die Zariskitopologie von Spec(A) ist noch merkwiirdiger als die einer affinen Varietdt. Zum
Beispiel sind einpunktige Mengen nicht mehr abgeschlossen. Genauer gesagt gilt, dass {p}

genau dann abgeschlossen ist, wenn p ein maximales Ideal ist. Auf der anderen Seite ist das
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Nullideal (0) fiir einen nullteilerfreien Ring in jeder offenen Menge enthalten. Man nennt dies

den generischen Punkt von Spec(A).

Man kann auch umgekehrt die offenen Mengen von Spec(A) charakterisieren. Dafiir definieren

wir fiir jedes a € A die Teilmenge

D(a) := {p € Spec(A) | a & p}. (3:8)
Als Komplement von V(a) ist D(a) C Spec(A) offen. Weiterhin ist wegen V(a) = (), V(a)

jede offene Menge die Vereinigung von Mengen der Form D(a). Diese bilden also eine Basis

fiir die offenen Mengen der Zariskitopologie.

Ubung 3.8. Zeigen Sie, dass die Zariskitopologie von Spec(A) quasikompakt ist, d.h., dass
jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliberdeckung besitzt. Bemerkung: Die Zariskitopolo-

gie ist nicht kompakt, weil sie nicht Hausdorff ist.

Fiir eine beliebige Teilmenge X C Spec(A) definiert man das Ideal
I(X):={acAlacypfirallepec X} =[)p. (3.9)

peX
Mit anderen Worten ist Z(X) das grofte Ideal a mit X C V(a). Daher ist X genau dann
abgeschlossen, wenn X = V(Z(X)) ist. Es gilt nun folgender Nullstellensatz, welcher im
Gegensatz zu Hilberts Nullstellensatz relativ einfach zu beweisen ist und in volliger Allge-
meinheit fiir alle Ringe gilt. Es folgt, dass die abgeschlossenen Teilmengen von Spec(A) genau

die Radikalideale von A entsprechen.

Satz 3.9. Sei A ein Ring und a C A ein Ideal. Dann gilt

I(V(@) =[p=Va (3.10)

aCp

Beweis. Die erste Gleichung folgt aus den Definitionen von V und Z. Fiir die zweite Gleichung
betrachte den Faktorring 7 : A — A = A/a. Dann ist die linke Seite einfach ™ (Nsca P)

und die rechte 71(1/(0)). Es geniigt also, den Spezialfall a = 0 zu beweisen. Dieser ist

Gegenstand des folgenden Satzes 3.10. U
Das Ideal
Nil(A) := /(0) ={a € A | a" =0 fiir ein n > 0} (3.11)

heifst Nilradikal von A. Dann gilt

Satz 3.10. Sei A ein Ring. Dann ist

Nil(A) = (] » (3.12)

peSpec(A)
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Beweis. Sei a € A nilpotent und p € Spec(A) beliebig. Da A/p nullteilerfrei ist, gilt
Nil(A/p) = 0. Also ist a € p.

Sei umgekehrt a € A nicht nilpotent, d.h. a” # 0 fiir alle n > 0. Aufgrund des Zornschen
Lemmas gibt es ein maximales Ideal p C A mit a™ & p fiir alle n > 0. Wir zeigen, dass p ein
Primideal ist, das a nicht enthélt. Seien dazu b, ¢ ¢ p. Dann sind (b)+p und (c)+p echt groker
als p und enthalten deshalb eine Potenz a™ bzw. a". Es gilt dann ™™™ = a™a™ € (bc) + p.
Wegen o™ & p gilt auch be & p. O

Wie im geometrischen Fall sagen wir, dass Spec(A) irreduzibel ist, wenn es nicht echte Vere-

inigung von zwei abgeschlossenen Teilmengen ist.

Satz 3.11. Der Raum X := Spec(A) ist genau dann irreduzibel, wenn Nil(A) ein Primideal

18t.

Beweis. Wegen Spec(A) = Spec(A/ Nil(A)) kénnen wir Nil(A) = 0 annehmen. In dem Fall
ist V(a) = Spec(A) dquivalent zu a = 0 (Satz 3.10). Nun ist (0) genau dann ein Primideal,
wenn A nullteilerfrei ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es keine Ideale a;,as # 0 mit
amay = 0 gibt. Wegen V(ajaz) = V(a;) U V(ag) ist dies zur Irreduzibilitdt von Spec(A)

aquivalent. 0

Die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen korrespondieren genau zu den Primidealen von
A, sind also von der Form {p}. Eine irreduzible Komponente ist eine maximale irreduzible
Teilmenge. Diese entsprechen den minimalen Primidealen. Der folgende Satz besagt, dass

jede abgeschlossene Teilmenge von Spec(A) Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten ist.

Satz 3.12. Sei A ein Ring, p C A ein Primideal und a C p ein Ideal von A. Dann gibt es

unter allen Primidealen q ein minimales mit a C q C p.

Beweis. Die Primideale zwischen a und p entsprechen genau den Primidealen von A/a, die
in p/a enthalten sind. Indem wir A durch A/a ersetzen, kénnen wir a = 0 annehmen. Wir
ordnen nun die Menge & aller q € Spec(A), die in p enthalten sind, inklusionsumkehrend an:
q1 < g2 genau dann, wenn ¢; 2 .. Wir zeigen, dass das Zornsche Lemma auf & anwendbar
ist. Sei dazu K C & eine Kette von Primidealen, d.h. eine Teilmenge mit q; C g9 oder
q1 2 g fiir je zwei Elemente qq,q2 € K. Der Durchschnitt ¢ := (K ist ein Ideal. Es ist
sogar ein Primideal, denn fiir alle a,b & v gibt es ein q € K mit a,b &€ q. Da q prim ist, liegt
ab nicht in q und somit erst recht nicht in v. Das Zornsche Lemma liefert nun das gesuchte

minimale Primideal. [l

Bemerkung 3.13. 1. Sprachgebrauch: Wenn q den Bedingungen des Satzes geniigt, so sagt

man, dass q ein minimales Primideal iiber a ist oder dass q ein minimales Primideal ist, das
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tber a liegt. Das Wort ,minimal“ bezieht sich also auf ,Primideal iiber a “ und nicht nur auf
yPrimideal“. Es ist also nicht so, dass q ein minimales Primideal von A ist, welches zusétzlich
a enthélt.

2. Logisch gesehen ist das Ideal a im Satz ziemlich iiberfliissig, da das minimale Primideal
tiber a nichts weiter als das Urbild eines echten minimalen Primideals im Ring A/a ist.
Trotzdem ist es iiblich, die Aussage mit a zu formulieren, da diese Situation in der Praxis

oft vorkommt und man nicht immer zum Quotienten A/a tibergehen will.

Satz 3.10 ldsst sich nun dahingehend verschérfen, dass Nil(A) der Durchschnitt der minimalen
Primideale ist. Spéater werden wir mit Satz 6.16 sehen, dass noethersche Ringe sogar nur

endlich viele minimale Primideale besitzen.

Die folgende technische Eigenschaft von Primidealen wird niitzlich sein.

Satz 3.14 (Prime Avoidance). Seien p1,...,p, C A Primideale und a C A ein Ideal mit
aCpyU...Up,. Dann gilt a C p; fir ein 1.

Beweis. Induktion nach n. Da die Félle n = 0 und n = 1 trivial sind, sei n > 2. Angenommen

a & p; fiir alle i. Dann miissen wir zeigen, dass es ein a € a mit a ¢ p; fiir alle i gibt!.

Fiir jedes feste j = 1,...,n wenden wir nun die Induktionshypothese auf p1,...,p;,...,pn
an. Damit erhalten wir Elemente a;,...,a, € a mit a; € p; fiir alle i # j. Ist a; & p; fiir ein

J, so sind wir fertig. Es bleibt der Fall a; € p; fiir alle j. Betrachte dann das Element
a:=a;+as...a, € aq. (3.13)

Einerseits gilt a & p; wegen a; € p; und ay ... a, &€ p; (da p; prim ist!). Fiir jedes j > 2 gilt

andererseits a; € p; und as . ..a, € p; und somit a & p;. O

Bemerkung 3.15. Geometrisch ist der Satz ziemlich trivial: Seien Y, Z7,...,7, C X
abgeschlossene Teilmengen mit Z; Z Y fiir alle . Dann gibt es eine Funktion f € O(X)
mit f|ly =0 und f|z # 0 fur alle 1.

Ubung 3.16. Zeigen Sie, dass Prime Avoidance giiltig bleibt, wenn:

(a) die Ideale p; beliebig sind, aber A einen unendlichen Korper enthdlt oder
(b) die Ideale p; lediglich Radikalideale statt Primideale sind oder

(c) mazximal zwei der p; keine Radikalideale sind.

Zeigen Sie schliefSlich mit einem Gegenbeispiel, dass Prime Avoidance fiir drei beliebige Ideale

P1, P2, P3 nicht giiltig ist.

Diese kontrapositive Formulierung erkliart den Namen ,,Prime Avoidance®.
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4. MODULN

Man kann Teile der linearen Algebra verallgemeinern, indem man den Kérper K durch einen
beliebigen Ring A ersetzt. Dabei erhilt man den Begriff des A-Moduls?

Ein Modul hat dieselben Axiome, aufser dass K durch A ersetzt wird. In der kompaktesten
Form ist ein A-Modul eine abelsche Gruppe M zusammen mit einem (unitéren) Ringhomo-
morphismus

i A— End(M). (4.1)
Man hat also auf M eine Addition. Die Abbildung x kann man auch in Form einer Multip-
likation A x M — M : (a,m) — am := u(a)(m) kodieren. Wir erhalten dann zusétzlich zu

den vier Axiomen einer abelschen Gruppe folgende vier weitere Axiome:

p(a) ist ein Endomorphismus: a(m +n) = am + an

p ist additiv: (a+b)m = am + bm
 ist multiplikativ: (ab)ym = a(bm)
(4 1st unitar: Im=m

Beispiel 4.1. (a) Jeder Ring A ist iiber sich selbst mit Hilfe der Ringmultiplikation ein
A-Modul.

(b) Sei K ein Korper. Dann ist wie erwdhnt ein K-Modul nichts weiter als ein K-
Vektorraum.

(c) Jede abelsche Gruppe tragt gratis eine Modulstruktur, denn man kann immer mit
einem Element aus Z multiplizieren. In der Tat sind Z-Moduln dasselbe wie abelsche
Gruppen.

(d) Sei K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und ¢ ein K-Endomorphismus von V. Dann
kann man V' zu einem Modul tiber dem Polynomring K[z] machen, indem man (wie

tiblich) definiert

f@)-v:= fle)(v). (4.2)
Umgekehrt ist ein K[z]-Modul M &quivalent zu einem Paar (V, ¢): Man nimmt V' =
M als abelsche Gruppe. Wegen K C Klx] kann man insbesondere mit Elementen
aus K multiplizieren, d.h. V ist ein K-Vektorraum. Schlieklich liefert Multiplikation
mit x einen K-Endomorphismus von V.

(e) Man kann die letzten beiden Beispiele zusammenfassen, denn sowohl Z als auch
K|[z] sind Hauptidealringe. Auf diese Weise sind die Klassifikation endlicher abelscher
Gruppen und die Theorie der Jordannormalform nur Spezialfdlle ein und desselben
Satzes, namlich der Klassifikation (endlich erzeugter) Moduln iiber Hauptidealringen.
Das ist ziemlich spektakulér, denn abelsche Gruppen und Konjugationsklassen haben

auf den ersten Blick nichts miteinander zu tun.

2Betonung Moddul statt Modul. Der Plural ist Moduln statt Moduile.



19
Wir spulen nun den iiblichen Begriffskanon der linearen Algebra fiir Moduln ab.

Ein A-Untermodul ist eine Untergruppe N C M mit an € N fiir a € A und n € N. Beachte,

dass die Untermoduln von M = A genau die Ideale von A sind.

Ein A-Homomorphismus zwischen zwei A-Moduln ist eine Abbildung ¢ : M — N mit

o(rm) = rp(m). (4.3)

Die Verkettung von A-Homomorphismen ist wieder ein A-Homomorphismus. Bild und Kern
eines A-Homomorphismus sind A-Untermoduln. Der Quotient M /N zweier Moduln ist auch
ein Modul. Summe und Durchschnitt einer beliebigen Familie von Untermoduln ist ein Unter-

modul. Es gelten die noetherschen Isomorphiesdtze:

Satz 4.2. Sei A ein Ring. Dann gibt es folgende Isomorphismen von A-Moduln.

(a) Fiir jeden Homomorphismus ¢ : M — N ist M/ ker ¢ = Bild .
(b) Seien L, N C M Untermoduln. Dann ist N/(LN N) = (L + N)/L.
(c) Seien L C N C M Untermoduln. Dann ist (M/L)/(N/L) = M/N.

Es qilt auch das Korrespondenzprinzip: Set N C M ein Untermodul. So korrespondieren die

Untermoduln von M /N genau den Untermoduln von M, die N enthalten.

Ubung 4.3. Beweisen Sie Satz 4.2. Man beachte, dass die Isomorphismen fiir abelsche
Gruppen schon existieren. Man muss nur noch die Kompatibilitiat mit der A-Multiplikation

tberprifen.

Die Isomorphiesdtze konnen durch eine elegante Notation handhabbarer gemacht werden.

Sei dazu ¢ : M — N ein Homomorphismus. Dann ist

@ injektiv. = & kergp =0 & kerp = Bild(0 — M)

4.4
@ surjektiv < Bildp =M < Bildp = ker(N — 0) (4.4)

Strukturell 1asst sich das zusammenfassen. Seien
My 25 My 225 My (4.5)

zwei verkettbare Homomorphismen. Dann sagt man, diese Sequenz ist exakt in My, wenn

Bild ; = ker . (4.6)
Eine langere Sequenz
My 2 My, 22T M, T M, (4.7)
heifst exakt, wenn sie in M, ..., M, 1 exakt ist. Fiir ¢ : M — N erhélt man also

@ ist injektiv. & 0 — M — N ist exakt,

4.8
@ ist surjektiv & M — N — 0 ist exakt. (4.8)



20
Von besonderer Bedeutung sind exakte Sequenzen der Form
0—>M1ﬂ>M2ﬁ)M3—>O, (49)

welche kurze exakte Sequenzen heifien. Sie bedeuten, dass Ms /(M) isomorph zu Mj ist.
Der noethersche Homomorphiesatz fiir ¢ : M — N ist somit dquivalent zur kurzen exakten
Sequenz

0 — kerp — M — Bildy — 0. (4.10)

Der zweite Isomorphiesatz lédsst sich auch als kurze exakte Sequenz ausdriicken:
0— N/L— M/L — M/N — 0. (4.11)

Zu je zwei Moduln M; und Mj gibt es immer einen Modul Ms, der in eine kurze exakte

Sequenz passt, ndmlich M, = M; & Mj:

mit ¢1(my) = (mq,0) und po(my, m3) = ms. Eine Sequenz von dieser Form heifst spaltbar
(engl. split). Spaltbare Sequenzen sind die schonsten und kommen wegen des folgenden

Kriteriums relativ oft vor:

Lemma 4.4. Fir eine kurze exakte Sequenz

0— My 25 My, 2 My — 0
Ferirn Yo

(4.13)

sind dquivalent:

(a) Die Sequenz ist spaltbar.
(b) p1 besitzt eine Retraktion, d.h. einen Homomorphismus o : My — My mit g o o1 =
idyy, -

(¢c) o besitzt einen Schnitt, d.h. einen Homomorphismus o : My — My mit po00 = idyy, .

Beweis. Es gilt
My = ker o @ ker g = Bild ¢ @ Bild o. (4.14)
U

Ubung 4.5. Zeigen Sie, dass folgende Sequenz nicht spaltbar ist:

0— Z/pZ 25 2/p*Z2 ™% Z/pZ — 0 (4.15)

Ein Modul M heifit frei, wenn er isomorph zu einer (moglicherweise unendlichen) direkten
Summe
A% = {(a,)eer | ac € A und a, = 0 fiir fast alle e} (4.16)



21

von A mit sich selbst ist. Ist M = A" frei mit n < oo, so heifkt n der Rang rkM von M. Fiir
A # 0 ist er tatsdchlich wohldefiniert, denn ist m C A ein maximales Ideal, so ist K = A/m
ein Korper und wir haben rkM = dimg M/mM = n.

Freie Moduln sind genau die, die eine Basis besitzen: Es gibt Elemente mq, ..., m,, sodass
sich jedes m € M eindeutig als Linearkombination m = ) . a;m; schreiben ldsst. Genau
wie in der linearen Algebra gilt fiir freie Moduln das Prinzip der linearen Fortsetzung: Sei
B C M eine Basis von M und N ein beliebiger Modul. Dann lésst sich jede Abbildung

B — N eindeutig zu einem Homomorphismus M — N fortsetzen®:

B— M
\ VH' Hom. (417)
N
Insbesondere haben wir
Homy (A", N) = Abb({1,...,n}, N) = N" und (4.18)
Hom4 (A", A™) = Mat(m x n, A). (4.19)

Von besonderem Interesse sind Automorphismen des A™. Diese werden durch n x n-Matrizen

und zwar durch
GL(n,A) :== {A € Mat(n xn, A) | es gibt B € Mat(n x n, A) mit AB=BA=1,}. (4.20)

Fiir invertierbare Matrizen gilt das Determinantenkriterium:

Lemma 4.6.
GL(n,A) = {A € Mat(n x n, A) | det(A) € A*}. (4.21)

Beweis. Ist B invers zu A, so gilt det(A) det(B) = det(AB) = 1. Somit ist det(A) € A*. Sei
umgekehrt det(A) € A% und A# die Adjunkte von A. Dann ist B = det(A)~'A# invers zu
A. O

Jeder Modul N ist Quotient eines freien Moduls. Sei dafiir £ C N eine erzeugende Menge.
Dann ist (per definitionem) die induzierte Abbildung

M = A% & N (4.22)

surjektiv. Ein A-Modul heifst endlich erzeugt, wenn es endlich viele Elemente my,...,m, €
M mit M = ). Am,; gibt. Endlich erzeugte Moduln sind also genau die Quotienten freier
Moduln endlichen Ranges. Der Kern besteht aus den Relationen zwischen den Elementen

von £. Wihlen wir eine Menge von Erzeugern R, so erhalten wir eine exakte Sequenz
APR 5 A% 5 N 0. (4.23)

3d.h. Abb(E, N) = Hom4(A®F | N)
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Diese nennt man eine Préasentation von M. Wegen N = coker(y) ist N eindeutig durch ¢
bestimmt. Kann man sowohl £ als auch R endlich wéhlen, so heilst N endlich prisentiert.

Diese sind somit durch die endliche £ x R-Matrix ¢ bestimmt.

Satz 4.7. Sei M ein endlich prisentierter Modul und sei ¢ ein surjektiver Homomorphismus

von einem endlich erzeugten Modul N auf M. Dann st ker ¢ ebenfalls endlich erzeugt.

Beweis. Sei K = ker . Dann kann man folgendes kommutatives Diagramm mit exakten

Zeilen und exakter Spalte konstruieren:

Am

|

0— P — A — A" — 0

| | | (4.24)

0O — K—N—M-—70

|

0
Die zweite Zeile ist gegeben. Die dritte Spalte driickt aus, dass M endlich prasentierbar ist.

Da N und A" endlich erzeugt sind, kann man A’ so einfiigen, dass die davon ausgehenden
Abbildungen surjektiv sind. Der Kern P ist endlich erzeugt, da die erste Zeile offenbar
spaltbar ist. Das Schlangenlemma 29.2 (oder ein direktes Argument) liefert einen surjektiven
Homomorphismus A™ — coker(P — K). Daraus folgt, dass auch K endlich erzeugt ist. [

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem klassischen Satz.

Satz 4.8 (Chinesischer Restsatz). Seien aq,...,a, Ideale eines Rings A mit a;+a; = A fiir
alle i # j. Dann gilt
a:=mN...Na,=0a;-...-a, (4.25)

und fir jeden A-Modul M ist die kanonische Abbildung
e:M/aM — M/ay\M & ...® M/a,M :m+aM +— (m+a;M,....m+a,M) (4.26)

ein Isomorphismus.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall n = 2. Wegen a; + a; = A gibt es e; € a1,e5 € ay
mit e; + e, = 1. Ist also a € a3 Nag, so ist a = (e; + e3)a = e1a + exa € aya,. Dies zeigt

a; N ag = ajas. Definiere nun die Abbildung in umgekehrter Richtung
n: M/CllM D M/CLQM — M/ClM : (m1 + CllM,mQ + GQM) — eamy + eyme + alM. (427)
Wegen esaq, e1a5 C ajas = a ist 17 wohldefiniert. Weiterhin gilt

ne(m+aM) = esm+eym+ aM = m + aM (4.28)
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sowie

67](7711 + CllM, Mo + Cle) €My + €1mo + CllM, €amy + e1mo + CIQM) =

(4.29)
(1 — 61)TTL1 + CllM, (1 — 62)m2 + CLQM) =

= (
= (eam1 + oy M, eamy + agM) =
= (
= (mq + a1 M, mg + ayM).

Also ist € ein Isomorphismus.

Wir zeigen nun den allgemeinen Fall durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Sei also n > 2. Sei b := ay...a,. Nach Voraussetzung gibt es e; € a; und €, € a; mit
e; +e,=1firi>2 Wegen 1=1][_,(e; +e¢}) € a; + b ist die Voraussetzung auch fiir a;, b
erfiillt. Nach Induktion und dem Fall n = 2 gilt nun

alﬂ(agﬂ...ﬂan):alﬂb:alb:al...an (430)

sowie
M/aM = M/a;M & M/6M = M/ayM & (M/agM & ... & M/a,M). (4.31)
O

Bemerkung 4.9. Der chinesische Restsatz wird meist fiir den Fall, dass alle a; maximal

sind, angewendet. In dem Fall lduft namlich a; + a; = A einfach auf a; # a; hinaus.

5. PROJEKTIVE UND INJEKTIVE MODULN

Das Prinzip der linearen Fortsetzung hat auch folgende Konsequenz. Sei F = A ein freier
Modul mit Basis £ und sei M — N ein surjektiver Homomorphismus. Jeder Homomorphis-
mus F' — N ist gegeben durch ihre Einschrankung & — N. Da man diese zu einer Abbildung
& — M liften kann, erhilt man auch eine Fortsetzung F' — M.

_ F
ol (5.1)
M — N

Somit ist jeder freie Modul projektiv im folgenden Sinne:

Definition 5.1. Ein A-Modul P heifst projektiv, wenn es zu jedem surjektiven Homomor-
phismus 7 : M — N und jedem Homomorphismus ¢ : P — N einen Homomorphismus
Y P — M mit ¢ = m gibt.

(R P
M- N
Mit anderen Worten: Fiir jeden surjektiven Homomorphismus M — N ist

7o : Homy (P, M) — Hom (P, N) (5.3)
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surjektiv.

Ubung 5.2. Zeigen Sie: Ein Modul P ist genau dann projektiv, wenn der Funktor
M +— Homu(P, M) (5.4)
exakt ist, d.h. fir jede exakte Sequenz L — M — N st
Hom 4 (P, L) — Hom (P, M) — Hom (P, N) (5.5)

exakt.
Projektive Moduln unterscheiden sich nicht sehr von freien:

Satz 5.3. Fin A-Modul P ist genau dann projektiv, wenn er isomorph zu einem direkten
Summand eines freien Moduls ist, d.h. es gibt einen Modul QQ, sodass P & Q freu ist.

Beweis. Sei F' = P & @ frei. Der Homomorphismus ¢ : P — N induziert einen Homomor-
phismus F' — P — N. Dieser lésst sich zu F' — M anheben. Die Einschrankung auf P ist
dann .

Ist umgekehrt P frei. Dann gibt es eine Surjektion 7w : ' — P mit F frei. Die Identitdt P — P
liftet zu einem Homomorphismus ¢ : P — F mit m¢) = idp. Es folgt F' = ¢(P) @ ker 7 mit
P = (P). O

Ubung 5.4. Zeigen Sie, dass endlich erzeugte projektive Moduln endlich prisentiert sind.

Beispiel 5.5. Fiir nullteilerfreie kommutative Ringe ist es gar nicht so einfach, projektive
Moduln zu konstruieren, welche nicht frei sind. Seien dazu K ein Korper mit char K # 2,
g =23+ ... 422 € P, =Klz1,...,2,), B := Pn[%], A={feB| f(—x) = f(x)} und
P:={fe€B| f(—x) = —f(x)}. Dann ist P als A-Modul projektiv aber nicht frei.

Zunéchst einmal sind je zwei Elemente f;, fo € P linear abhéngig. In der Tat gilt zum Beispiel
gifi + gofo =0 mit g1 = x1f2,90 = —x1f1 € A. Wenn also P frei wire, miisste P = Af mit
f € P sein. Wegen ¢ € A* kann man f € P, annehmen. Es gibt dann ¢; € A NP, und
N > 0 mit x; = qg—;'v f fiir alle i. Somit ist f ein Teiler von ¢"x;. Da ¢ fiir n > 3 irreduzibel ist
(warum?), folgt daraus f = a;q"ix; mit a; € K* fiir alle 4. Das widerspricht der Faktorialitéit

von P,.

Nun zeigen wir, dass P ein direkter Summand von A™ und damit projektiv ist. Sei x der
Zeilenvektor (xy,...,2,) € P und fasse die Elemente von A™ als Spaltenvektoren auf. Dann

definieren wir die Homomorphismen 7 : A" — P und ¢ : P — A" durch die Matrizen x
f
q
ist P isomorph zu einem direkten Summanden von A™.

beziehungsweise %Xt. Wegen 7(o(f)) = £xx' = f ist o ein Schnitt von 7. Nach Lemma 4.4
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Bemerkung 5.6. Schon projektive Moduln iiber dem Polynomring P,, haben sich als schwierig
erwiesen. Im Jahr 1955 hat J.-P. Serre das Problem aufgeworfen %, ob alle endlich erzeugten
projektiven P, frei sind. Dies wurde erst 1976 unabhéngig von D. Quillen und A. Suslin

bewiesen. Beide Beweise sind elementar aber trickreich.

Der duale Begriff zu projektiv ist injektiv, d.h. ein A-Modul F heiftt injektiv, wenn er folgende
Eigenschaft hat: Fiir jeden injektiven Homomorphismus ¢ : N — M von A-Moduln und
jeden Homomorphismus @ : N — FE gibt es einen Homomorphismus ¢ : M — E mit

v=1op.

Y
NE (5.6)
"

Mit anderen Worten: Fiir jeden injektiven Homomorphismus N < M ist

N

Homu (M, E) — Homy (N, E) (5.7)
surjektiv.

Offenbar reicht es, fiir N einen Untermodul von M zu nehmen. Dann lésst sich die Eigenschaft
so umformulieren: Jeder Homomorphismus eines Untermoduls von M nach E lédsst sich auf

ganz M fortsetzen.

Bemerkung 5.7. 1. Ist A ein Korper, so sind alle Moduln injektiv (und projektiv).

2. Aufser dem trivialen Modul 0 gibt es leider im Allgemeinen keine offensichtlichen injektiven
Moduln. Zum Beispiel ist der freie Z-Modul N = Z nicht injektiv, da sich der injektive

Homomorphismus 2Z — Z : n — %n nicht auf ganz Z fortsetzen lasst.

Ubung 5.8. Zeigen Sie: Ein Modul E ist genau dann injektiv, wenn der Funktor
M +— Homu (M, E) (5.8)
exakt ist, d.h. fir jede exakte Sequenz L — M — N ist
Homu (N, F) — Homu (M, E) — Homa(L, E) (5.9)

exakt.

Der néchste Satz besagt, dass man bei weitem nicht alle Paare N < M untersuchen muss.
Es reicht, sich auf M = A zu beschréanken:

4Serre legt Wert darauf, dies nicht vermutet zu haben. Tatséchlich schrieb er 1955: “Signalons que, lorsque
V = K" (auquel cas A = Klx1,...,x,]), on ignore s’il existe des A-modules projectifs de type fini qui ne
sont pas libres.” Trotzdem wurde dies spéter als Serre- Vermutung bekannt.
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Satz 5.9. Fin A-Modul E ist genau dann injektiv, wenn er die Fortsetzungseigenschaft fiir
alle Ideale N = a C M = A hat, d.h. fir alle Homomorphismen ¢ : a — E gibt es eine € F
mit p(a) = ae fir alle a € a.

Beweis. Wir nehmen an, dass sich jeder Homomorphismus a — E zu einem Homomorphis-
mus A — F fortsetzen ldsst. Sei nun M ein beliebiger Modul, N C M ein Untermodul
und ¢ : N — E ein Homomorphismus, den wir zu einem Homomorphismus @ : M — F

fortsetzen wollen.

Sei dazu 9 die Menge aller Paare (N',¢'), wobei N’ C M ein Untermodul mit N C N’
und ¢’ : N’ — M ein Homomorphismus mit ¢'|y = ¢ ist. Wir definieren eine partielle
Ordnung auf M durch (N1, 1) < (Na, ¢2), wenn N; € Ny und ¢ = o]y, ist. Man iiberlegt
sich leicht, dass alle Ketten in 9t eine obere Schranke, ndmlich die Vereinigung haben. Das
Zornsche Lemma liefert also ein maximales Paar (N, ). Durch Ersetzen von (N, ) durch

(N, ) konnen wir annehmen, dass (N, ) selbst schon maximal ist.

Im Fall N # M gibt ein m € M mit m ¢ N. Falls es uns gelingt, ¢ auf N + Am fortzusetzen,

hatten wir einen Widerspruch. Es folgt daraus N = M und wir wéaren fertig.

Betrachte nun den Kern K der Abbildung N & Am — N + Am. Dieser besteht aus allen
Paaren (n,a) mit n +am = 0. Also ist K = {a € a | am € N} und man erhélt folgende

exakte Sequenz:

0—a " N Am —" N 4 Am — 0 (5.10)

Der Homomorphismus ¢ lésst sich ganz einfach auf N @& Am fortsetzen, indem man (n,a)
auf p(n) +1(a) abbildet, wobei ¢ : A — E ein beliebiger Homomorphismus ist. Damit diese
Fortsetzung aber durch N + Am faktorisiert, muss sie auf dem Bild von a verschwinden.
Also muss ¢ der Bedingung ¢(—am) + 1(a) = 0 fiir alle a € a geniigen. Dies bedeutet,
dass ¢ : A — F eine Fortsetzung von a — FE : a — ¢(am) sein muss, welche ja nach
Voraussetzung existiert. Damit ist nachgewiesen, dass (IV, ¢) nicht maximal ist und der Satz

ist bewiesen. O

Definition 5.10. Ein A-Modul FE heifst divisibel, wenn die Multiplikation a : £ — E mit
jedem Nichtnullteiler a € A surjektiv ist.

Korollar 5.11. Injektive Moduln sind divisibel. Fiir Hauptidealringe gilt die Umkehrung.

Beweis. Fiir Nichtnullteiler a ist die Multiplikation a : A — A injektiv. Sei nun e € F.
Dann ist ¢ : A — E : a — ae ein Homomorphismus. Die Fortsetzung 1 : A — E hiitte die
Eigenschaft e = (1) = ¢(a) = ap(1). Also ist e durch a teilbar. Allgemeiner zeigt dieses
Argument, dass Divisibilitdt dquivalent zur Fortsetzungseigenschaft fiir das Hauptideal [ =

Aa ist. Da in Hauptidealringen jedes Ideal von dieser Form ist, gilt dort die Umkehrung. [J
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Korollar 5.12. Sei A ein Hauptidealring. Dann sind Quotienten injektiver Moduln injektiv.

Korollar 5.13. Sei A ein Hauptidealring mit Quotientenkorper K und p € A ein Primele-
ment. Dann sind die A-Moduln K, K/A und A[%]/A C K/A injektiv.

Insbesondere sind Q, Q/Z und Z[%]/Z (mit p € Z prim) injektiv als Z-Moduln.

Ubung 5.14. Sei K ein Korper der Charakteristik Null und sei A = K[z] der Polynomring

%)

in einer Variablen. Zeigen Sie, dass E = A mit der Modulstruktur f-g := f(5:)(g) zu einem

injektiven A-Modul wird.

Beweis. Nur die Divisibilitdt von E := A[%]/A C K/A muss noch begriindet werden. Es
ist klar, dass es zu zeigen reicht, dass E durch ein beliebiges Primelement ¢ € A divisibel
ist. Sei dazu m = z% + A ein beliebiges Element aus E. Fiir ¢ = p ist dann m = ¢m’ mit
m' = # + A. Sei nun ¢ # p. Dann gibt es nach Bezout p,q € A mit pp"” + gg = 1. Dann ist
m = q(gm) +Pa + A = g(gm). O

Als Anwendung untersuchen wir nun Moduln {iber einem lokalen Hauptidealring A. Dies
ist ein Hauptidealring mit (bis auf eine Einheit) genau einem Primelement p. Solche Ringe

heifsen auch diskrete Bewertungsringe und werden im Abschnitt 21 eingehend untersucht.

Sei also p € A ein Primelement und sei K = Q(A) der Quotientenkérper von A. Wir nehmen
noch an, dass A kein Kérper und damit p # 0 ist. Der nach Korollar 5.11 injektive A-Modul
D := K/A hat folgende Eigenschaft:

Lemma 5.15. Firn >0 gilt D, :=={x € D | p"x =0} = A/(p").

Beweis. Multiplikation mit p” liefert einen Isomorphismus p~"A/A = A/p"A. Sei nun x €
K. Die Behauptung folgt nun aus

r+AeD, eprecAsrep A+ Acp "AJA (5.11)
U

Satz 5.16. Sei A ein lokaler Bewertungsring und 0 # p € A ein Primelement. Dann gibt es
fiir jeden A-Modul M endlicher Linge eindeutig bestimmte Zahlen ny > ng > ... > ng > 0
mit

M=A/p™) @ ... A/p"). (5.12)

Beweis. Wir beweisen zuerst die Existenz einer solchen Zerlegung durch Induktion nach der
Lénge von M. Fiir M = 0 ist nichts zu beweisen. Da A/(p) der einzige einfache A-Modul
ist, gilt p"M = 0 fiir ein n > 0. Wahle n minimal mit dieser Eigenschaft. Es gibt dann ein
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r € M mit p"~ !z # 0. Fiir dieses gilt dann Az = A/(p") = D,, (Lemma 5.15). Wegen der

Injektivitat von D, lasst sich der Homomorphismus

zu einem Homomorphismus ¢ : M — D fortsetzen. Aus p"M = 0 folgt (M) C D,
(Lemma 5.15). Daher ist p;' : D,, — M ein Schnitt von ¢ : M — D, und damit gilt
M = D,, & ker p. Die Behauptung folgt nun durch Induktion.

Da k = A/(p) ein Korper ist, folgt die Eindeutigkeit der n; per Induktion aus
M/pM =2 k* und pM =2 A/(p" D@ ...® A/(p™1). (5.14)

6. NOETHERSCHE RINGE

Endlich erzeugte Moduln haben folgende subtile, aber fundamentale Eigenschaft:

Lemma 6.1 (Nakayamalemma). Sei A ein Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Sei
a C A ein Ideal mit M = aM (oder dquivalent: M/aM = 0). Dann gibt es ein a € a mit
(14+a)M =0.

Beweis. Wéhle Erzeuger my,...,m, von M. Wegen M = aM gibt es Elemente a;; € a
mit m; = Zj a;;m; oder in Matrixform Am = 0 mit der Matrix A = (J;; — a;;) und
dem Spaltenvektor m € M"™ mit Komponenten m,. Sei A* die Adjunkte von A. Sie hat die
Eigenschaft A*A = det(A)1,. Es folgt det(A)m = 0 und damit det(A)M = 0. Aus der
Leibnizregel folgt det(A) =1+ a mit a € a und damit die Behauptung,. O

Am wirkungsvollsten ist das Nakayamalemma fiir lokale Ringe (A, m), denn da folgt aus
a€m,dass 1+ a € A* und damit M = 0 ist.

Korollar 6.2. Sei A ein lokaler Ring und a C A ein echtes Ideal. Sei M ein endlich erzeugter
A-Modul und N C M ein Untermodul mit M = aM + N. Dann gilt M = N. Speziell ist
M =0 genau dann, wenn M/aM = 0.

Beweis. Man kann das Nakayamalemma auf M /N anwenden, denn es gilt
a(M/N) = (aM + N)/N = M/N. (6.1)

Es folgt M /N = 0 und damit M = N. O

Man beachte, dass nur M endlich erzeugt sein muss. Weiter gilt:

Korollar 6.3. Sei A ein lokaler Ring, a C A ein echtes Ideal und ¢ : N — M ein Homo-

morphismus von A-Moduln. Sei M endlich erzeugt. Dann ist ¢ genau dann surjektiv, wenn
w/a: N/aN — M/aM surjektiv ist.
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Beweis. Surjektivitat von ¢/a bedeutet M = aM + ¢(N). Die Behauptung folgt nun aus

dem vorigen Korollar. 0

Korollar 6.2 ist tatséachlich der Spezialfall, bei dem ¢ die Inklusion N < M ist. Ein weiterer
Spezialfall ist:

Korollar 6.4. Sei A ein lokaler Ring, a C A ein echtes Ideal und M ein endlich erzeugter
A-Modul. Sei I C M eine Teilmenge, welche M /aM erzeugt. Dann wird M von I erzeugt.

Beweis. Wende Korollar 6.2 auf N = A’ — M an. O

Man beachte, dass I auch unendlich sein kann.

Soviel zum Nakayamalemma, welches fiir alle endlich erzeugten Moduln giiltig ist. In vielen

Féllen braucht man aber eine viel stéarkere Endlichkeitsbedingung.

Satz 6.5. Fir einen A-Modul M sind dquivalent:

(a) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.
(b) M erfillt die aufsteigende Kettenbedingung, d.h. es gibt keine unendliche echt auf-

stetgende Kette von Untermoduln
My C My C My € ... (6.2)

(¢) Jede Familie von Untermoduln besitzt ein mazimales Element.

Beweis. (a)=(b) Der Untermodul N := J, M; ist endlich erzeugt. Es gibt somit ein i > 1,
sodass alle Erzeuger in M; liegen. Daraus folgt aber M; = M, ;.

(b)=(c) Hétte die Familie kein Maximum, kénnte man offenbar eine unendliche echt auf-

steigende Kette von Untermoduln konstruieren.

(¢)=(a) Fiir einen Untermodul N betrachte man die Familie aller endlich erzeugten Unter-
moduln. Sei L C N maximal. Fiir jedes n € N ist An + L ein endlich erzeugter Untermodul
von N. Aus der Maximalitdt von L folgt somit An + L = L, d.h. n € L. Da dies fiir jedes
n € N gilt, folgt L = N. ([l

Definition 6.6. Ein Modul, der die &quivalenten Bedingungen des Satzes erfiillt, heifst noe-
thersch. Ein Ring A heifst noethersch, wenn A als Modul iiber sich selbst noethersch ist, d.h.,

wenn alle Ideale endlich erzeugt sind.

Ubung 6.7. Sei K ein Kirper. Zeigen Sie, dass der unendlichdimensionale Polynomring

K[z, x9,...] faktoriell, aber nicht noethersch ist.

Folgende Aussage gilt nicht fiir die Klasse der endlich erzeugten Moduln.
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Lemma 6.8. Sei
0—>M —>M-—=M'—0 (6.3)

exakt. Dann ist M genau dann noethersch, wenn M’ und M" noethersch sind. Insbesondere

sind Quotienten noetherscher Ringe wieder noethersch.

Beweis. Sei zunédchst M noethersch. Da Untermoduln von M’ auch Untermoduln von M
sind, ist auch M’ noethersch. Auf der anderen Seite ist das Urbild eines Untermoduls von
M" in M endlich erzeugt und damit selbst endlich erzeugt. Es folgt, dass M” noethersch ist.

Seien nun umgekehrt M’ und M” noethersch. Sei N C M ein Untermodul. Dann erhélt man

die kurze exakte Sequenz

0N —=N-=N =0 (6.4)
mit N = NN M C M und N" = N/N' = (N + M')/M’" — M". Da damit N’ und N”
endlich erzeugt sind, ist auch N endlich erzeugt. 0

Fiir noethersche Ringe sind noethersche Moduln dasselbe wie endlich erzeugte Moduln:

Korollar 6.9. Ein Ring A ist genau dann noethersch, wenn alle endlich erzeugten A-Moduln

noethersch sind.

Beweis. Sei A noethersch. Dann ist nach Lemma 6.8 (und Induktion nach n) auch der endlich
erzeugte freie Modul A™ noethersch. Damit ist, wieder nach Lemma 6.8, auch jeder endlich

erzeugte Modul, als Quotient eines A", noethersch. O

Der folgende Satz stellt die hauptséchliche Quelle von noetherschen Ringen dar. Er begriin-
dete den Ruhm Hilberts.

Satz 6.10 (Hilbertscher Basissatz). Sei A noethersch. Dann ist A[z] auch noethersch.

Beweis. Angenommen, es gibt ein nicht endlich erzeugtes Ideal a C A[z]. Dann kénnen wir
rekursiv eine Folge fi, fo,... € a konstruieren, sodass jeweils f; € a minimalen Grad in
a\ (fi,..., fi-1) hat. Sei d; := deg fi. Wegen fiy1 € a\ (fi,..., fi) CSa\(fi,..., fi-1) gilt
diz1 > d;. Sei nun f; = a;xz% + g; mit a; € A und degg; < d;. Da A noethersch ist, gibt es
ein ¢ > 1 mit

(a1,...,a;—1) = (a1,...,a;_1,a;). (6.5)
Es gibt also by,...,b;_1 € A mit a; = 23;11 bja;. Definiere nun das Element f := f; —
Z;;ll b fix%~% (moglich, da die d; monoton steigen). Dann haben alle Summanden von f
den Grad d; und der Koeffizient von 2% in f ist a; — Z;;ll bja; = 0. Also ist deg f < d;.
Wegen f; € a\ (f1,..., fi—1) gilt dasselbe fiir f. Dies widerspricht aber der Minimalitit von

deg f;. Also kann ein nicht endlich erzeugtes Ideal a nicht existieren. U
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Da jede endlich erzeugte Algebra Quotient eines Polynomrings ist, erhalten wir:

Korollar 6.11. Sei B eine endlich erzeugte A-Algebra und sei A noethersch. Dann ist auch
B noethersch.

Insbesondere sind alle endlich erzeugten K-Algebren noethersch.
Ubung 6.12. Zeigen Sie, dass die Umkehrung des Hilbertschen Basissatzes gilt.

Ubung 6.13. Sei K ein Korper, o € Rog und Ay := @ mamen Ka™y™ C Klx,y]. Zeigen Sie:

(a) Fir a € Q ist A, eine endlich erzeugte K -Algebra und damit noethersch.

(b) Fira ¢ Q istm={f¢c A, | f(0,0) =0} ein nicht endlich erzeugtes Ideal von A,.
Insbesondere ist A, dann nicht noethersch. [Hinweis: Verwenden Sie den wohlbekan-
nten Satz von Dirichlet, dass es unendlich viele (p,q) € N* mit 0 < o — § < q% qgibt
(siehe zum Beispiel Satz 3.5.6 im Algebraskript).]

Aus der noetherschen Endlichkeitsbedingung folgen viele weitere Endlichkeitssédtze. Da das

Nakayamalemma Korollar 6.4 dann auch auf Ideale angewendet werden kann, haben wir:

Satz 6.14. Sei (A,m) ein lokaler, noetherscher Ring mit Restklassenkirper k = A/m und
sei S C m eine Teilmenge. Dann ist m = (S) genau dann, wenn die Bilder der a; den
k-Vektorraum m/m? aufspannen. Insbesondere ist n = dim,m/m? endlich und n ist die

minimale Anzahl von Erzeugern des Ideals m.

Ubung 6.15. Sei A := Unso Cllz* "]]. Zeigen Sie, dass A ein lokaler Ring ist. Sei m C A
das eindeutige mazimale Ideal und S C m eine beliebige endliche Teilmenge. Zeigen Sie, dass

m/m?, nicht aber m selbst, von S erzeugt wird.
Der folgende Satz stammt von Noether selbst:

Satz 6.16. Ein noetherscher Ring besitzt nur endlich viele minimale Primideale.

Beweis. Angenommen es gibt einen noetherschen Ring A fiir den der Satz falsch ist. Be-
trachte nun die Familie aller Ideale a, sodass der Satz fiir A/a ebenfalls falsch ist. Da A
noethersch ist, hat diese Familie ein Maximum a. Der Ring A = A/a hat dann folgende
Eigenschaft: A hat unendlich viele minimale Primideale, aber jeder echte Quotient A/b,
b # 0, hat nur endlich viele.

Da das Nullideal 0 C A nicht prim sein kann (denn sonst wire es das einzige minimale
Primideal), gibt es a,b # 0 mit ab = 0. Jedes Primideal von A enthilt a oder b. Insbesondere

ist jedes minimale Primideal von A ein solches iiber (a) oder (b). Nach Konstruktion gibt es
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von letzteren nur endlich viele. Also besitzt auch A nur endlich viele minimale Primideale.
Widerspruch! O

Geometrisch bedeutet dies:

Korollar 6.17. Jede affine Varietdt ist Vereinigung von endlich vielen mazimalen irreduzi-

blen abgeschlossenen Teilmengen, den sogenannten irreduziblen Komponenten.

Ubung 6.18. Sei A der Ring aller Funktionen f : N — C und m, C A, n € N, die Menge
aller f mit f(n) = 0. Zeigen Sie, dass m,, sowohl ein mazximales als auch ein minimales

Primideal ist. Insbesondere hat A unendlich viele minimale Primideale.

7. TENSORPRODUKTE

Seien M, N und L drei A-Moduln. Eine Abbildung 8 : M x N — L heifst A-bilinear, wenn
fur jedes mp € M und jedes ny € N die Abbildungen m — f(m,ny) und n — B(mg,n)
A-Homomorphismen sind. Das Tensorprodukt M ®4 N hat diesbeziiglich eine universelle

Eigenschaft. Es ist ausgestattet mit einer A-bilinearen Abbildung
MXxN—-M®®asN:(mn)—maen, (7.1)

sodass es fiir jede A-bilineare Abbildung 8 : M x N — L genau einen A-Homomorphismus
B:M®s N — Lmit f(m,n) = B(m®n) gibt:

MxN-—M®qsN

A—bk 3 A-Hom (7.2)
L

Konstruiert wird M ®4 N wie in der linearen Algebra durch Erzeuger und Relationen.

Erzeuger sind die Produkte m ® n mit m € M, n € N. Die Relationen sind
(aymy + asms) @ n = a;(my ® n) + as(me @ n) (7.3)

m & (a1ny + agng) = a1 (m @ ny) + az(m ® ny) (7.4)

fiir alle ay,as € A, my,mg,m € M und ny,ns,n € N.

Beispiel 7.1. Ist einer der Faktoren 0, dann ist das Tensorprodukt wegen m ® 0 = 0(m &
0) = 0 gleich 0. Im Gegensatz zur linearen Algebra kann das Tensorprodukt aber auch Null
sein, ohne dass einer der Faktoren Null ist. Seien zum Beispiel p,q € Z zwei verschiedene
Primzahlen. Dann ist Multiplikation mit p auf M = Z/pZ die Nullabbildung, wihrend sie
auf N = Z/qZ invertierbar ist. Also gilt

M @&z N =M ®z (pN) = p(M ®z N) = (pM) @z N =0®z N = 0. (7.5)
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Eine bilineare Abbildung § : A x M — L wird eindeutig durch die lineare Abbildung
B(1,%) : M — L bestimmt. Es folgt, dass

AQa M=M= M®4 A. (7.6)
Insbesondere ist A ®4 A = A.

Tensorprodukte kommutieren mit beliebigen direkten Summen: Sei N = @, NV;. Dann ist
eine bilineare Abbildung M x N — L &dquivalent zu einer Familie (M x N; — L); von
bilinearen Abbildungen. Dies ist d4quivalent zu einer Familie (M ® 4 N; — L); von A-linearen
Abbildungen und damit zu einer A-linearen Abbildung auf @@,(M ®4 N;). Dies beweist

M. PN =P M @4 N) (7.7)
Sind insbesondere M und N freie Moduln (z.B. wenn A ein Korper ist) mit Basen (m;) bzw.
(n;), so gilt wegen (7.6) und (7.7), dass M ®4 N frei mit Basis (m; ® n;) ist.

Eine der wichtigsten Eigenschaften des Tensorprodukts ist ihre Rechtsexaktheit:

Satz 7.2. Seien M, N', N, N" Moduln iber A und
N -5 N-L N0 (7.8)
eine exakte Sequenz. Dann ist auch folgende Sequenz exakt:

MasN 2 Ma, N8 Me, N —o. (7.9)

Beweis. Die Exaktheit von (7.8) bedeutet genau, dass N” der Kokern von « ist. Dies ist
wiederum dquivalent zu folgender universeller Eigenschaft: Fiir jeden Homomorphismus - :
N — L mit ya = 0 gibt es genau ein ¢ : N’ — L mit v = §3. Wir zeigen nun, dass (7.9) die

analoge universelle Eigenschaft besitzt.

Sei dazu v : M ® 4 N — L ein Homomorphismus. Dieser korrespondiert zu einer bilinearen
Abbildung 7 : M x N — L. Fiir jedes feste m € M erhalten wir somit durch ~,,(n) = 7(m, n)
eine lineare Abbildung ,, : N — L. Sei nun v(1 ® o) = 0. Dann ist

Ym(e(n')) =7(m, a(n’)) = v(m @ a(n')) = y(1® a)(m @ n') = 0. (7.10)

Also gibt es eine lineare Abbildung 6,, : N” — L mit ~,, = 6,,5. Daraus erhalten wir
die Abbildung 0 : M x N” — L durch d(m,n") := 8,,(n"), welche ¥ = §(1 x j) erfiillt.
Weiterhin ist diese Abbildung linear in n”. Wegen der Eindeutigkeit von 9, ist sie auch
linear in m (warum?). Also ist § bilinear und induziert eine eindeutige lineare Abbildung
d: M®sN"— Lmity=4§(1® ). Damit ist die universelle Eigenschaft nachgewiesen. [

Ist a C A ein Ideal, dann erhélt man durch Tensorieren der kurzen exakten Sequenz

0—-a—A—A/a—0 (7.11)
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mit dem Modul M, dass
Ala@sa M = M/aM. (7.12)

Zum Beispiel ist das Tensorprodukt zweier zyklischer Moduln:

Ala@a A/b=(A/b)/((a+1b)/b) = A/(a+b). (7.13)

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn einer der Moduln eine A-Algebra B ist. In dem Fall ist

namlich B ® 4 M nicht nur ein A-Modul sondern sogar ein B-Modul vermoge der Formel
s-(t®@m) = (st)@m (7.14)

Der Ubergang M +— B ®4 M nennt sich Erweiterung der Skalare. Fiir den freien Modul

M = A™ ist zum Beispiel die Erweiterung wieder frei, denn
By A"=(B®sA)" =B". (7.15)

Ist a C Aein Ideal und B = A/a, so ist M/aM die Erweiterung von A nach B (siehe (7.12)).

Ist umgekehrt N ein B-Modul, so ist N auch ein A-Modul, indem man als Modulstruktur
die Verkettung A — B — End(N) nimmt. Dieser Prozess heift Einschrinkung der Skalare.
Die Erweiterung hat nun folgende universelle Eigenschaft: Fiir jeden B-Modul N und jeden
A-Homomorphismus ¢ : M — N gibt es genau einen B-Homomorphismus ® : B, M — N
mit p(m) = (1 @ m):

M — B®s M
Ai% 3 B-—Hom (7.16)
N
Hompg(B ®4 M, N) = Homa(M, N). (7.17)

Die Erweiterung von Skalaren ist transitiv in folgendem Sinne: Seien A — B — C' Ringho-

momorphismen und M ein A-Modul, so gilt
C®p(B®aM)=C®s M. (7.18)

Beide Seiten klassifizieren namlich A-Homomorphismen von M in einen C-Modul.

Ubung 7.3. Sei K ein Korper der Charakteristik Null und sei A = K|[z] der Polynomring

%)

in einer Variablen. Zeigen Sie, dass E = A mit der Modulstruktur f-g := f(5-)(g) zu einem

injektiven A-Modul wird.

Der letzte Spezialfall ist, wenn beide Faktoren B und C' Algebren iiber einem Ring A sind.
In dem Fall ist B ® 4 C' vermoge

(bl X Cl> . (bQ X CQ) = (b1b2> & (ClCQ) (719)
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auch wieder ein Ring, der sowohl eine B- als auch eine C-Algebra ist, wobei die beiden

induzierten A-Algebrastrukturen iibereinstimmen:

A——B

| | (7.20)
C — B XA C

Diese Algebra hat folgende universelle Eigenschaft: Sei D ein Ring mit Ringhomomorphismen
wie unten, sodass das Viereck ABC'D kommutiert. Dann gibt es genau einen Ringhomomor-

phismus B ® 4 C' — D, sodass der Rest des Diagramms kommutiert.

(7.21)
Zum Beispiel gilt
K[z] @k Klz] = K[x1, x9]. (7.22)
Ist a C A ein Ideal und B = A/a, so erhalten wir
(A/a)®a C =C/aC. (7.23)

Geometrisch bedeutet dieser Prozess folgendes:

Satz 7.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und X C A™, Y C A" affine Vari-
etiten. Dann ist auch das Produkt X xY C A™t™ eine affine Varietdt mit

O(X xY) = O(X) ®x O(Y). (7.24)

Beweis. Mit P,,, @k P = Ppan (siche (7.22)) gilt offenbar
X xY =V(a) mit a:=Z(X) @k Pp + P @k Z(Y) C P (7.25)
Also ist X x Y eine affine Varietdt. Nun gilt
A:=0(X)@k OY)=Pn/IT(X) @k Po/Z(Y) = Ppin/a. (7.26)

(siehe (7.13)). Nach dem Nullstellensatz ist Z(X xY") = y/a. Wir haben also einen surjektiven
Homomorphismus A — O(X x Y') mit nilpotentem Kern. Der Punkt ist nun zu beweisen,

dass A keine nilpotenten Elemente # 0 enthalt.

Sei dazu F := Y\, fi(x) ® gi(y) € A nilpotent. Dabei wihlen wir eine Darstellung, sodass
die Anzahl | der Summanden so klein wie moglich ist. Dies hat zur Folge, dass die f;(z)
K-linear unabhingig sind. Wihle nun ein yo € Y fest. Dann ist S.._, fi(2)gi(y0) € O(X)
nilpotent und damit identisch 0. Wegen linearer Unabhéngigkeit ist ¢;(yo) = 0 fir alle i. Da
dies fiir alle yo € Y gilt, folgt ¢g;(y) = 0 und damit F' = 0. O
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Bemerkung 7.5. 1. Die Gleichung (7.24) zeigt, dass X x Y auf kanonische Weise, also

unabhéngig von den Einbettungen, eine affine Varietét ist.

2. In der Regel ist B ®4 C' nicht reduziert, selbst wenn A, B und C' es sind. Dies gilt selbst
fiir Kérper (siehe Ubung unten).

3. Die Zariskitopologie von X x Y ist in der Regel nicht die Produkttopologie. Fiir A2 =
Al x Al sind zum Beispiel in der Produkttopologie unter den 1-dimensionalen Teilmengen

nur endliche Vereinigungen von horizontalen und vertikalen Geraden abgeschlossen.

4. Fir B=0O(X) und C = O(Y) ist Max(B ®x C') einfach das Produkt Max(B) x Max(C).
Dies gilt nicht fiir Spec(B @k C)! Dieses kann man nicht aus den einzelnen Spektren rekon-

struieren. Dies hat mit Bemerkung 3 zu tun.

Ubung 7.6. Zeigen Sie nun: Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und A, B zwei
reduzierte K-Algebren. Dann ist auch A @k B reduziert. Bonusaufgabe: Dasselbe mit ,null-

teilerfrei” statt ,reduziert”.

Ubung 7.7. Zeigen Sie, dass C @g C nicht nullteilerfrei ist. Sei weiter K ein nicht vol-
lkommener Korper der Charakteristik p > 0 und a € K \ K?. Sei E := K({/a). Zeigen Sie,
dass E Q@i E nicht reduziert ist.

8. FLACHE MODULN

Sei a« : N — N’ ein Homomorphismus und M ein Modul. Wie wir gesehen haben, ist dann
a®idy i N®y M — N'®4 M surjektiv, sobald « surjektiv. Dies stimmt nicht fiir injektive
a. Betrachte zum Beispiel die injektive Abbildung Z/(p) 2z /(p*). Wenn wir diese mit
Z/(p) tensorieren, so erhalten wir die Nullabbildung Z/(p) RN Z/(p). Es gibt aber Moduln
M, die beim Tensorieren die Injektivitdt erhalten, zum Beispiel freie Moduln. Allgemeiner

definieren wir:

Definition 8.1. Ein A-Modul M heift flach, wenn Tensorieren mit M injektive Homomor-

phismen erhélt.

Jeder freie, oder allgemeiner jeder projektive Modul (als direkter Summand eines freien

Moduls) ist flach.

Eine typische Anwendung flacher Moduln ist folgende: Sei a € A und betrachte die Mul-
tiplikationsabbildung a : A — A. Wenn a ein Nichtnullteiler ist, ist diese definitionsgemaéfs
injektiv. Tensorieren mit M liefert die Multiplikationsabbildung a : M — M auf M. Also:

Satz 8.2. Sei M ein flacher A-Modul und a € A ein Nichtnullteiler. Dann ist a auch ein
Nichtnullteiler auf M .
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Wie fiir injektive Moduln muss man auch fiir Flachheit nur sehr wenige Injektionen testen:

Satz 8.3. Ein A-Modul M ist genau dann flach, wenn fiir jedes endlich erzeugte Ideal a C A
der Homomorphismus a @4 M — M injektiv ist.

Beweis. Sei N' < N injektiv. Wir miissen zeigen, dass N' ®4 M — N ®4 M injektiv ist.
Wir nennen dies die Aussage Z(N’, N). Die Annahme bedeutet, dass Z(a, A) mit a endlich

erzeugt richtig ist.

e Z(a, A) ist fiir alle Ideale richtig: Angenommen x € a® 4 M liegt im Kern. Da z eine endliche
Summe von reinen Tensoren ist, gibt es ein endlich erzeugtes Ideal ay und zy € ag®4 M, das
auf x abgebildet wird. Dann liegt g im Kern von ay @4 M — A®4 M = M und ist damit
gleich 0 nach Annahme. Es folgt = = 0.

e Z(N', A") ist richtig: Induktion nach n. Der Fall n < 1 ist schon bewiesen. Sei also n > 2.
Wir schreiben A" = A" '@ A. Sei N’ :== N'N A" ! und a C A das Bild von N’. Wegen

A" @4 M = M™ haben wir folgendes Diagramm mit exakten Zeilen:

N'"QuM —- N QUM —ax@s M —0

[ [ 81

0 —— M1 M™ M 0

Die adufseren senkrechten Pfeile sind nach Induktionsvoraussetzung Injektionen. Es folgt leicht
(Fiinferlemma 29.1 oder Schlangenlemma 29.2), dass der gestrichelte Pfeil ebenfalls eine
Injektion darstellt.

e Z(N', N) ist fiir endlich erzeugtes NN richtig: Sei A” — N surjektiv mit Kern L und N} C A"

das Urbild von N’. Dann haben wir folgendes Diagramm mit exakten Zeilen:

L@s M — Ny@s M — N @4 M —0

H [ (8.2)

L®AM—>An®AM—>N®AM—>O

Der mittlere senkrechte Pfeil ist eine Injektion. Ein einfaches Argument (Fiinferlemma 29.1)

zeigt, dass dies auch fiir den rechten Pfeil gilt.

e Z(N', N) ist fiir alle N richtig: Angenommen z € N'®4 M ist 0 in N ® 4 M. Dann ist x in
N ® 4 M Linearkombination von endlich vielen Relationen. Somit ist « schon 0 in Ny ® 4 M
mit Ny endlich erzeugt und x € Ny. Da Z(N' N Ny, Ny) richtig ist, folgt x = 0. O

Fir Hauptidealringe gilt die Umkehrung von Satz 8.2:

Korollar 8.4. Sei A ein Hauptidealring. Dann ist ein A-Modul M genau dann flach, wenn
er torsionsfrei ist, d.h. fiir alle a € A* ist M % M injektiv.
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Beispiel 8.5. Der Quotientenkorper K eines Hauptidealrings A ist ein flacher A-Modul.
Als Spezialfall erhalten wir:

Korollar 8.6. Sei A ein Hauptidealring und ¢ : A — B ein Homomorphismus in einen

nullteilerfreien Ring B. Dann ist B genau dann flach tiber A, wenn ¢ injektiv ist.

Satz 8.7. Sei A ein Ring und M ein flacher A-Modul. Sei ¢ : No — Ny ein A-Homomorphismus
und @y = @ Qidy : Ng®@a M — Ny ®4 M. Dann gilt

koker(pns) = koker(p)®4 M, Bild(¢p) = Bild(p) @4 M und ker(pn) = ker(p)®@4 M. (8.3)

Insbesondere ist py injektiv/surjektiv/bijektiv, wenn ¢ diese Figenschaft hat.

Satz 8.8. Ist der A-Modul M flach, so folgt aus der FExaktheit von
Ny —+ N, — ... = N, (8.4)

die Exaktheit von
MR s Ny— MIN, — ...~ My N,,. (8.5)

Ist M iiberdies treuflach, so gilt auch die Umkehrunyg.

Beweis. Offenbar muss nur der Fall m = 2 betrachtet werden. Die Sequenz (8.4) ist dann

Teil des Diagramms

wobei Lo = ker g, L1 = Bildyy = ker ¢y, Ly = Bildy; und L3 = coker ¢;. Dabei sind
die lange Zeile sowie die drei kurzen Sequenzen, welche nach Entfernen von ¢y und ¢,
iibrigbleiben, exakt. Letztere bleiben somit nach Tensorieren mit dem flachen Modul M
exakt. Es folgt leicht, dass dann auch die lange Zeile exakt bleibt. Dies beweist den ersten
Teil der Behauptung. Es folgt weiter, dass

ker(idys ®@g) = M ®4 Lo = M ®4 (ker ¢q) (8.7)

coker(idy; ®p1) = M ®4 L = M ® 4 (coker 1) (8.9)
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Da zu ¢y (bzw. ¢1) immer ein ¢; (bzw. ¢g) gefunden werden kann, sodass (8.4) exakt ist,
gelten (8.7), (8.8) fiir alle Morphismen ¢, und (8.9) fiir alle ;. Ist also M treuflach, so folgt,
dass ein Homomorphismus ¢ genau dann injektiv, surjektiv, bijektiv oder gleich 0 ist, wenn

dies fiir idy; ®¢p gilt.

Sei nun (8.5) exakt und M treuflach. Dann folgt zunéchst ¢ o g = 0. Weiter folgt, dass der

sich daraus ergebende Homomorphismus Bild ¢ — ker ¢; ein Isomorphismus ist. U

Satz 8.9. Sei (A, m) ein lokaler Ring. Dann ist ein endlich prasentierter A-Modul M genau

dann flach, wenn er frei ist.

Beweis. Seien my,...,m, € M Elemente, die modulo m eine Basis des A/m-Vektorraums
M /mM bilden, und sei ¢ : A" — M die zugehorige lineare Fortsetzung. Es folgt dann aus
dem Nakayamalemma 6.1, dass ¢ surjektiv ist. Wir zeigen, dass ¢ auch injektiv ist. Sei dazu

K der Kern. Dann haben wir folgendes kommutative Diagramm:

0

!

MmMRJUIK —mQuA" —m{ 4 M — 0

*] | l

0 K An M 0 (8.10)

| |

(A/m)" % M /mM
l l

0 0

Beide Zeilen und beide Spalten sind exakt. Bei der rechten Spalte muss man die Flachheit von
M verwenden. Weiterhin ist der Homomorphismus @ nach Konstruktion ein Isomorphismus.
Man {iberzeugt sich leicht, dass dann « surjektiv ist (zum Beispiel mit dem Schlangen-
lemma 29.2). Somit ist K = mK. Da K endlich erzeugt ist (siehe Satz 4.7), ist K = 0
(Nakayamalemma 6.1). O

Bemerkung 8.10. Die Bedingung an M ist insbesondere dann erfiillt, wenn A noethersch
und M endlich erzeugt ist. In dem Fall wird der Beweis deutlich einfacher, da man sich

Satz 4.7 sparen kann.

Seien K und A wie in Beispiel 8.5. Dann werden alle Torsionsmodule durch Tensorieren mit

K zu 0. Flache Moduln, fiir die so etwas nicht geschehen kann, sind besonders wichtig.

Definition 8.11. Ein flacher A-Modul M heifst treuflach, wenn fiir jeden A-Modul N aus
N ®4 M = 0 folgt, dass N = 0.
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Satz 8.12. Sei M ein (treu)flacher A-Modul und B eine A-Algebra. Dann ist M @4 B ein
(treu)flacher B-Modul.

Beweis. Sei N ein B-Modul. Die Behauptung folgt aus (M ®4 B) @3 N = M ®4 N. O

Satz 8.13. Sei B eine (treu-)flache A-Algebra und M ein (treu-)flacher B-Modul. Dann ist
M ein (treu-)flacher A-Modul.

Beweis. Folgt aus N 4 B®g M = N @4 M. O

Satz 8.14. Fir einen flachen A-Modul M sind dquivalent:

(a) M ist treuflach tiber A.
(b) Fir jedes echte Ideal a C A ist M /aM # 0.
(¢) Fir jedes mazximale Ideal m C A ist M/mM # 0.

Beweis. (a)=-(b): Es gilt M/aM = A/a®4 M. Also ist M/aM = 0 genau dann, wenn
AJa=0.

(b)=(a): Sei N ein A-Modul mit M ®4 N = 0. Sei Ny = A/a ein zyklischer Untermodul

von N. Da dann M/aM = M ®4 Ny - M ®4 N = 0 injektiv ist, gilt nach Voraussetzung
a = A und damit Ny = 0. Also ist auch N = 0.

(b)=(c): Klar.

(¢)=(b): Gilt, weil a in einem maximalen Ideal m enthalten ist. O

Ubung 8.15. Fiir einen A-Modul M und a € A definiert man Anny(a) := {m € M | am =
0}. Sei nun M flach. Zeigen Sie

Annys(a) = Anny(a) M. (8.11)

Ubung 8.16. Ein A-Modul M ist genau dann flach, wenn er folgende Eigenschaft hat: Fiir
jede Relation ), a;m; = 0 mit a; € A und m; € M gibt es s;; € A und m; e M mit

> i sigmy = my und ), a;s;; = 0. [Hinweis: Tensorieren Sie die evakte Sequenz 0 — K —

A" % A mit M.

9. LOKALISIERUNG

In der Algebravorlesung wurde bewiesen, dass jeder nullteilerfreie Ring in einen Korper
eingebettet werden kann. Dazu wurden alle Elemente # 0 invertiert. Diese Konstruktion
wird nun verallgemeinert: 1. Die Menge aller Nenner braucht nicht aus allen Ringelementen
# 0 zu bestehen. 2. Im Nenner diirfen auch Nullteiler auftreten. 3. Der Zéhler kann Element

eines festen Moduls M statt nur von A sein.
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Sei also A ein Ring, M ein A-Modul und S C A eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge,
dh.1€Sund s, s €S =sseSb.

Wir fithren auf M x S folgende Relation ein:

(m,s) ~(m',s") < It eS:ms't=mst (9.1)
Ubung 9.1. Zeigen Sie, dass (9.1) eine Aquivalenzrelation ist.

Die Aquivalenzklasse von (m, s) bezeichnen wir mit ™. Die Menge aller Aquivalenzklassen

wird mit Mg bezeichnet. Insbesondere definiert dies auch die Menge Ag.

Auf Mg kann man durch
m m  ms+m's

s s ss' (9:2)
eine wohldefinierte Addition und durch
a m am
5 sy (9:3)

eine Multiplikation mit Ag einfiithren
Ubung 9.2. Zeigen Sie, dass die Multiplikation mit Ag wohldefiniert ist.
Insbesondere liefert dies Addition und Multiplikation auf Ag.

Ubung 9.3. Zeigen Sie: Ag ist ein Ring und Mg ist ein Ag-Modul. Weiterhin ist die Abbil-
dung A — Ag :a v ¢ ein Ringhomomorphismus und M — Mg : m — T ist A-linear.

Ubung 9.4. Berechnen Sie die Lokalisierung Ag mit A = Clz,y]/(zy) und S = {y" | n > 0}

(die Menge S enthdlt somit einen Nullteiler).

Die Abbildung M — Mg ist in der Regel nicht mehr injektiv. Stattdessen haben wir
ker(M — Mg) ={m e M |3s € S:sm=0}. (9.4)

Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Schlieflich haben Ag und Mg folgende universelle Eigenschaften:

Satz 9.5. Sei A ein Ring, M ein A-Modul und S C A multiplikativ abgeschlossen. Dann

qgilt:

(a) Jeder Ringhomomorphismus ¢ : A — E in einen (mdéglicherweise nichtkommutativen
Ring) E mit o(S) C E* ldsst sich eindeutig zu einem Ringhomomorphismus As — E
fortsetzen.

(b) Sei N ein A-Modul, sodass N = N fiir jedes s € S invertierbar ist. Dann lisst sich

die A-Modulstruktur von N eindeutig zu einer As-Modulstruktur fortsetzen.
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(c) Sei N wie in (b). Dann ldsst sich jeder A-Homomorphismus v : M — N eindeutig

zu einem Ag-Homomorphismus Mg — N fortsetzen.

Ubung 9.6. Beweisen Sie Satz 9.5. Hier sei nur so viel verraten: Die Fortsetzung in (a)
bzw. (c) ist natirlich o(%) = ¢(s)"'p(a) baw. Y(2) = s~'4(m). Beachten Sie dabei, dass
xt =tz = xt™! =tz fir adle x € E, t € EX. Teil (b) ist ein Spezialfall von (a) mit
E =Enda(N).

Beispiel 9.7. 1. Sei f € Aund S := {f" | n > 0}. Dann wird Ag bzw. Mg einfach als Ay
bzw. My bezeichnet. Man invertiert dabei nur das Element f. Wegen

Ap = Altl/(tf = 1). (9.5)
ist Ay immer noch eine endlich erzeugte Algebra, wenn A eine ist. Mehr Erzeuger geben

nichts Neues, denn ist S = {ff ... f%& | dy,... d, > 0}, so ist Mg = Mymit f=fi...fn.

2. Allgemein gilt Mg, = Mg,, wenn jedes Element aus Sy ein Element aus S teilt und
umgekehrt.

3. Ist p ein Primideal, dann ist S = A\ p multiplikativ abgeschlossen. In dem Fall setzt man

Jeder A-Homomorphismus ¢ : M — N induziert durch = @ einen Ag-Homomorphis-
mus Qg : MS — Ns.
Satz 9.8. Se:

M -5 M- M7 (9.6)
eine exakte Sequenz. Dann ist auch die Sequenz

MY 255 Mg 255 MY (9.7)

exakt.

Beweis. Sei 1g(™) = 0. Dann gibt es ein ¢t € S mit ¥ (tm) = ty(m) = 0. Also gibt es ein
m’ € M’ mit tm = p(m'). Aber dann ist gpg(’?—t’) = %”Z’) =m_mn O
Satz 9.9. Die kanonische Abbildung
As @AM = Mg: S @me 22 (9.8)
s s

15t ewn Isomorphismus.

Beweis. Multiplikation mit s € S ist in Ag ® 4 M invertierbar. Nach Satz 9.5 lasst sich der
Homomorphismus M — Ag ®4 M : m +— 1 ® m auf Mg fortsetzen. Man iiberpriift leicht,

dass dieser invers zur gegebenen Abbildung ist. 0
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Die Kombination der letzten beiden Satze liefert:

Korollar 9.10. Sei A ein Ring und S C A multiplikativ abgeschlossen. Dann ist Ag flach
tiber A.

Wir vergleichen nun Untermoduln von M mit denen von Mg. Ein Untermodul N eines
A-Moduls M heift S-saturiert, wenn

seSmeM,smeN=meN. (9.9)

Satz 9.11. Sei A ein Ring, M ein A-Modul und S C A multiplikativ abgeschlossen. Sei

t: M — Mg :m — 7. Dann induziert 1=t eine Bijektion zwischen der Menge der Ag-

Untermoduln von Mg und den S-saturierten Untermoduln von M. Die Umkehrung ist N —
Ng.

Beweis. Fiir einen Untermodul N C My ist
N:=/YN)={meM|™cN}. (9.10)

Wegen sm € N = 3+ € N = T € N = m € N ist N tatsichlich S-saturiert. Wegen

T ENssd:tme N & tTm eEN< o e N gilt Ng = N. Sei umgekehrt ein S-saturierter
Modul N gegeben. Dann ist m € :'(Ng) < & € Ng < 3t : tm € N <& m € N und deshalb
1"Y(Ng) = N. O

Korollar 9.12. Ist A bzw. M noethersch, so ist auch Ag bzw. Mg noethersch.

Ubung 9.13. Sei A ein Ring, M ein A-Modul und S C A multiplikativ abgeschlossen. Seien
N,N' C M Untermoduln und a C A ein Ideal. Dann gilt

(N N N,)S = NS N Ng, (N+ N,)S = NS + Ng und (ClN)S = Clst. (911)

Bonusfrage: Wie steht es mit unendlichen Durchschnitten und unendlichen Summen?

Ubung 9.14. Seien M und N Moduln iiber dem Ring A und S C A multiplikativ abgeschlossen.
Zeigen Sie
(M ®aN)s = Mg ®aq Ns. (9.12)

Ist M endlich prasentiert (siehe (4.23)), so gilt auch
HOHIA(M,N)S ;HOHIAS(MS,Ns). (913)

[Hinweis: Betrachten Sie
A" 5 A" —- M — 0 (9.14)
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und
00— HOHIA(M, N)S E— HOHIA(An,N)S — HOHIA(Am,N)S

! ! ! (9.15)

0 — Homa, (Mg, Ng) — Homa, (A%, Ng) — Homa, (A%, Ng)
Fiir Primideale kann man etwas genauer sagen:

Satz 9.15. Sei A ein Ring und S C A multiplikativ abgeschlossen. Dann ist
Spec(As) — Spec(A) : g (q) ={a€ A| ¢ € q} (9.16)

eine bijektive Abbildung auf die Menge der Primideale p mit pN S = 3.
Ubung 9.16. Fir Primideale p ist S-Saturiertheit dquivalent zu S Np = @.

Wir werden deshalb Spec(Ag) manchmal mit {p € Spec(A) | p N S = &} identifizieren.

Sei nun p € Spec(A). Dann ist per definitionem S := A \ p multiplikativ abgeschlossen. Die
Lokalisierung Ag wird dann allgemein mit A, bezeichnet, obwohl dies mit der Bezeichnung
Ag mit S = p kollidiert. Dies fithrt aber nie zu Verwechslungen, da Lokalisierung in .S = p
wegen 0 € p keinen Sinn hat. Aus Satz 9.15 folgt nun unmittelbar:

Korollar 9.17. Seip C A ein Primideal. Dann ist A, ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal
pp = pA,. Weiter gilt
Spec(A4y) = {q € Spec(A4) | q C p}. (9.17)

Der Ring A ist genau dann nullteilerfrei, wenn das Nullideal (0) prim ist. In diesem Fall ist
A(p) dann einfach der aus der Algebravorlesung bekannte Quotientenkorper von A. Allgemein-

er ist fiir p € Spec(A) der Restklassenkdrper (p) := A, /p, gleichzeitig der Quotientenkorper
(A/p)) von A/p.

Man beachte, dass A, die Eigenschaften noethersch oder nullteilerfrei von A erbt, nicht aber,

eine endlich erzeugte K-Algebra zu sein.

Satz 9.18. Sei A ein Ring.

(a) Ein Element m eines A-Moduls M ist genau dann gleich Null, wenn fir jedes m €
Max(A) sein Bild in My, gleich Null ist.

(b) Ein Modul M ist genau dann gleich Null, wenn fiir jedes m € Max(A) seine Lokali-
sierung My gleich Null ist.

(c) Ein A-Homomorphismus ¢ : M — N ist genau dann injektiv/surjektiv/bijektiv,
wenn fir jedes m € Max(A) die lokalisierte Abbildung pw : My — Ny injek-
tiv/surjektiv/bijektiv ist.
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Beweis. Sei a := Annyg(m) := {a € A | am = 0}. Fiir m # 0 ist a # A und es gibt
m € Max(A) mit a € m. Es gilt daher am # 0 fiir alle ¢ € A\ m und damit 0 # % € M.
Der Rest folgt daraus. 0

Ubung 9.19. Sei P ein endlich prisentierter A-Modul. Zeigen Sie, dass P genau dann
projektiv ist, wenn er lokal frei ist, d.h., wenn alle Lokalisierungen P, mit m € Max(A) freie
Moduln sind. [Hinweis: Verwenden Sie Ubung 9.1/ und Satz 8.9.]

Fiir einen Modul M definieren wir den Annullator Anny(M) als {a € A | aM = 0}. Der
Triger von M ist

Supp(M) := {p € Spec(A) | M, # 0}. (9.18)

Endlich erzeugte Moduln haben einen abgeschlossenen Trager:

Satz 9.20. Fir einen A-Modul M gilt Supp(M) C V(Anny(M)) mit Gleichheit, wenn M

endlich erzeugt ist.

Beweis. Ist p ¢ V(Anna(M)), d.h. Anny(M) < p, so gibt es a € A\ p mit aM = 0. Aber

dann ist M, = 0 nach Konstruktion. Sei nun M = (my, ..., my) 4 endlich erzeugt und M, = 0.
Dann gibt es a; € A\ p mit a;m; =. Fiira = a;...a; € A\ p gilt dann aM = 0. Also ist
Anny (M) < p. O

Ubung 9.21. Fir einen Modul M definiert man die Faser von M in p € Spec(A) als
M(p) == M,/pM,. Sie ist Vektorraum iber dem Restklassenkirper k(p) = A,/py. Zeigen
Sie:

Fiir endlich erzeugte Moduln M st die Funktion p — dim, ) M (p) halbstetig nach oben, d.h.
fiir jedes n > 0 ist die Menge {p € Spec(A) | dim, ) M(p) < n} offen in Spec(A). [Hinweis:
Nakayamal

Ubung 9.22. Sei m € Max(A). Zeigen Sie, dass fiir jedes k > 0 die natiirliche Abbildung

A/mF — Ay /mE ein [somorphismus ist.

10. FLACHE ALGEBREN

In diesem Abschnitt studieren wir A-Algebren B welche als A-Modul flach sind. Wir starten

mit einer geometrischen Charakterisierung von treuflachen Algebren.

Satz 10.1. Sei B eine flache A-Algebra und w : Spec B — Spec A die induzierte Abbildung.

Dann sind dquivalent.

(a) B ist treuflach iber A.
(b) Max(A) liegt im Bild von .
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(c) 7 ist surjektiv.

In diesem Fall ist A — B injektiv.

Beweis. (¢)=(b) ist trivial.

(b)=(a) Zu m € Max(A) gibt es q € Spec(B) mit m = qN A. Wegen B/mB — B/q # 0 ist
B/mB # 0. Also ist B treuflach iiber A nach Satz 8.14.

(a)=(c) Fir p € Spec(A) sei K der Quotientenkorper von A/p. Wegen K # 0 ist auch
(B/p)ay = B®a K # 0. Nun folgt die Behauptung aus

Spec((B/p)ay) = {a € Spec(B) [qN A = p}. (10.1)

Sei schliefslich o : A — B der Strukturhomomorphismus. Der tensorierte Homomorphismus
0R,B:B=A®,4B—>B®,B:b—1®b (10.2)

ist injektiv, denn by ® by — b1by ist eine Retraktion. Wegen Flachheit gilt
(ker ) ®4 B =ker(o ®4 B) = 0. (10.3)

Also ist ker p = 0 wegen treuer Flachheit. O

Eine kleine Anwendung davon ist:

Satz 10.2. Sei B eine flache A-Algebra, q € Spec(B) und p :== qN A € Spec(A). Dann
ist A, — By ein treuflacher Ringhomomorphismus. Insbesondere ist Spec(By) — Spec(Ay)
surjektiv (Going-Down-Eigenschaft).

Beweis. Sei S := p(A\ p) C B\ q. Nach Satz 8.12 ist dann A, — B ®4 A, = Bg flach.
Weiter ist By flach iiber Bg. Also ist B, flach iiber A, nach Satz 8.13. Die treue Flachheit
folgt nun aus Satz 10.1. O

Bemerkung 10.3. Wegen (9.17) kann man die Surjektivitdt von Spec(B;) — Spec(4,)
auch folgendermafien formulieren: Sei p ein Primideal von A und q ein Primideal von B mit
p = ANg. Dann gibt es zu jedem Primideal p’ C p von A ein Primideal ¢’ C q von B mit
p’ = q N A (siehe Diagramm (15.5)). Daher der Name Going-Down.

Weitere Anwendungen treuflacher Ringerweiterungen finden Sie in Abschnitt 31. Zunéchst
soll aber gezeigt werden, dass die Flachheit von Algebren kein so seltenes Phénomen ist. Ein
Beispiel haben wir schon in Korollar 9.10 gesehen, welches besagt, dass alle Lokalisierungen

flach sind. Nun zeigen wir, dass endlich erzeugte Algebren zumindest generisch flach sind.

Sei dazu N = {0, 1,2, ...} die Menge der nicht negativen ganzen Zahlen. Die Menge N" hat

dann unter komponentenweiser Addition die Struktur eines kommutativen Monoids. Eine
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Teilmenge I C N” heift Monoidideal, wenn N"+1 = I. Zum Beispiel bilden die Nebenklassen
a + N fiir alle « € N™ ein Monoidideal. Allgemeiner ist fiir jedes £ C N" die Teilmenge

I=E+N":={a+p|acFE fecN'} (10.4)

ein Ideal. Kann man E endlich wéhlen, so heifst I endlich erzeugt. Dies sind schon alle:

Lemma 10.4. Jedes Monoidideal ist endlich erzeugt.

Beweis. Wir fiihren die Aussage auf den Hilbertschen Basissatz zuriick. Dazu wéhlen wir
irgendeinen festen Koérper K und definieren fiir jede Teilmenge £ C N™ den K-Unterraum
des Polynomrings

K[E] = (2" |a€ E)x C P, = Klzy,...,x,]. (10.5)
Dabei ist x® := z{'...2" fir @ = («o;). Dann ist offenbar K[N"| = P, und fiir jedes
Monoidideal I ist K[I] ein (Ring-)Ideal von P,. Nach dem Basissatz 6.10 ist dann K|[I]
endlich erzeugt. Es folgt, dass es eine endliche Teilmenge E C I gibt, sodass K[I] von K[F]
erzeugt wird. Wegen (K[E]) = K[E + N"] wird dann [ durch E erzeugt. O

Jedes a = (a;) hat einen Grad «g := dega = > | ;. Damit definieren wir die lineare
Ordnung dlex auf N™ folgendermafen: Fiir o, 5 € N™ sei v <gjex 5, wenn es ein k € {0,...,n}
gibt mit

@ = Bo, 1 = Br, -, 1 = Bro1, a < By (10.6)

Lemma 10.5. Es gilt:
(a) (N™, <giex) ist ordnungsisomorph zu (N, <).
(b) Aus oo < B folgt a + v < B+~ fiir alle o, 5,y € N™.

Beweis. Ubung. U

Der néchste Satz ist eine zentrale Strukturaussage endlich erzeugter Algebren.

Satz 10.6 (Generische Flachheit). Sei A ein nullteilerfreier Ring und B eine endlich erzeugte
A-Algebra. Dann gibt es ein 0 # s € A, sodass By ein freier As-Modul ist. Ist A — B

injektiv®, so kann 1 € B, als Element einer A-Basis gewdhlt werden.

Beweis. Sei B = Alby,...,by). Fiir alle 8 € N" definieren wir dann das Monom b° = [T, b,
Sei
Beg:=» Ab” sowie Begi=» Ab*=B.s+ Al (10.7)

a<p as<p

5 Ansonsten liegt s im Kern und B, ist der Nullring.
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Diese bilden eine aufsteigende Kette von A-Untermoduln von B mit B<g/B.g = A/a(f),

wobei
a(B) :=={a € A|ab’ € B_g}. (10.8)

Der springende Punkt ist nun
a(f) C a(a + ) fur alle o, § € N". (10.9)

In der Tat sei a € a(8). Dann ist ab®*? = v*(ab®) € b*B.s C B.ois (Lemma 10.5(b)) und
damit a € a(a + B). Es folgt, dass

[:={8eN"|a(B) 0} (10.10)

ein Monoidideal ist. Nach Lemma 10.4 gibt es £ = {81, ... 8O} mit I = E + N*. Wihle
nun fiir jedes i ein Element 0 # a; € a(8%). Dann ist s := a;...a; # 0, da A nullteilerfrei
ist. Weiterhin gilt s € a(g) fir alle § € E. Aus (10.9) folgt dann s € a(g) fir alle g € I.
Wegen as(5) = a(f)s (zeigen Sie dies) gilt dann

Ay, fir g el
() = 0 (10.11)
0, sonst.
und damit
By)<s, fiir g € I,
(B)<s = (Be)<s i (10.12)

(Bs)<p ® AP, sonst.

Es folgt mit Hilfe von Lemma 10.5(a) durch Induktion, dass B := {0’ | 3 € N*\ I} eine
A,-Basis von B, bildet.

Falls A — B injektiv ist, gilt a(0) = 0 und damit 1 € 5. O

Ubung 10.7. Beweisen Sie folgende Verallgemeinerung der generischen Flachheit: Sei A ein
nullteilerfreier Ring und B eine endlich erzeugte A-Algebra. Sei auflerdem M ein endlich
erzeugter B-Modul. Dann gibt es ein 0 # s € A, sodass M ein freier As-Modul ist.

Ubung 10.8. Zeigen Sie anhand A = Z/4Z, dass man auf die Nullteilerfreiheit von A nicht

verzichten kann, wenn man will, dass As nicht der Nullring ist.
Als erste Folgerung erhalten wir:

Korollar 10.9. Sei A ein nullteilerfreier Ring und A C B eine endlich erzeugte Ringer-
weiterung. Dann enthdlt das Bild von Spec(B) — Spec(A) eine nicht leere, offene Teilmenge.

Beweis. In der Tat ist der Homomorphismus A, — B treuflach. Somit enthélt das Bild von
7 die offene Teilmenge Spec(As) = Spec(A) \ V(s). O

Fiir noethersche Ringe kann man préziser sein.
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Definition 10.10. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heiftt lokal abgeschlossen,
wenn sie der Durchschnitt einer offenen und einer abgeschlossenen Menge ist. Eine endliche

Vereinigung von lokal abgeschlossenen Teilmengen heifst konstruierbar.

Bemerkung 10.11. 1. Man kann sich iiberlegen, dass die konstruierbaren Mengen die kle-
inste Klasse von Teilmengen sind, die alle offenen Teilmengen enthélt und abgeschlossen

beziiglich Komplementen, endlichen Vereinigungen und endlichen Durchschnitten ist.

2. Eine Teilmenge ist genau dann lokal abgeschlossen, wenn sie offen in ihrem Abschluss ist.

Satz 10.12 (Chevalley). Sei A ein noetherscher Ring und B eine endlich erzeugte A-Algebra.
Dann ist das Bild von m : Spec(B) — Spec(A) konstruierbar.

Beweis. Angenommen die Aussage ist falsch. Da A noethersch ist, gibt es dann eine minimale
abgeschlossene Teilmenge Z C Spec(A), sodass das Bild von Z’ := w(7~(Z)) in Z nicht
konstruierbar ist. Wire Z = Z; U Zy reduzibel, dann wiren Z! := 7(7~!(Z;)) konstruierbar
und damit Z' = Z; U Z} auch. Also ist Z irreduzibel und p := Z(Z) ist ein Primideal.
Sei A .= A/p und B := B/pB. Wihle s € A", sodass Bj frei iiber A, ist. Fiir By, = 0
ist Z' C Vy(s) und Z wire nicht minimal. Andernfalls ist B, # 0 und Z’ wiirde die offene
Teilmenge U := Z\V,(s) = Spec(A,) enthalten. Wegen Minimalitit ist Z” := 7(7~1(V5(s)))
konstruierbar. Aber dann ist Z' = Z” U U auch konstruierbar. O

Ubung 10.13. Leiten Sie den Nullstellensatz aus Chevalleys Satz her.

Das Spektrum Spec(A) ist nicht nur ein topologischer Raum sondern auch eine durch Inklu-

sion partiell geordnete Menge. Dadurch tragt sie eine zweite Topologie.

Definition 10.14. Eine Teilmenge Z von X = Spec(A) heife schwach abgeschlossen, wenn
fir alle p,p’ € X gilt
peZundpCyp =yp e (10.13)

Entsprechend heifte U C X schwach offen, wenn fiir alle p,p’ € X gilt

peUundp Cp=yp el. (10.14)

Ubung 10.15. Zeigen Sie, dass die schwach offenen Teilmengen sogar eine Alezandroff-
Topologie bilden.

Es gilt:

Satz 10.16. Die schwache Topologie ist feiner als die Zariskitopologie, d.h. fiir eine Teil-
menge Z C X = Spec(A) gilt

Z abgeschlossen = Z schwach abgeschlossen . (10.15)
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Ist A noethersch und Z konstruierbar, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus den Definitionen. Fiir die zweite sei Z C X
konstruierbar und schwach abgeschlossen. Zunéachst einmal kann man X durch den Zariski-
abschluss Z von Z ersetzen. Damit ist Z Zariskidicht in X und wir miissen Z = X zeigen.
Da A noethersch ist, hat X eine Zerlegung in endlich viele irreduzible Komponenten X;.
Jeder der Durchschnitte Z N X; ist konstruierbar, schwach abgeschlossen und dicht in X;. Es
reicht also ZNX,; = X, zu zeigen. Durch Ersetzen von X mit X; kénnen wir annehmen, dass
X irreduzibel ist. Nach Voraussetzung ist Z Vereinigung endlich vieler lokal abgeschlossener
Teilmengen Z;. Da Z = X irreduzibel ist, ist Z; fiir mindestens ein ¢ dicht in X. Fiir dieses i
ist Z; = UNY mit U Zariskioffen und Y Zariskiabgeschlossen. Wegen X = Z; C Y C X gilt
dann Y = X. Damit ist Z; = U nicht leer und Zariskioffen in X. Also enthélt Z; und damit
Z das einzige minimale Primideal Nil(A) von A. Aus (10.13) mit p = Nil(A) folgt, dass Z
alle Primideale von A enthélt, d.h. Z = X. O

Zusammen mit Satz 10.2 erhalt man:

Korollar 10.17. Sei A ein noetherscher Ring und B eine flache endlich erzeugte A-Algebra.
Dann ist  : Spec(B) — Spec(A) eine offene Abbildung, d.h. Bilder offener Teilmengen sind

offen.

Ubung 10.18. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Bestimmen Sie das Bild des
Morphismus ¢ : A*> — A% : (z,y) — (x,zy) und zeigen Sie, dass es konstruierbar, aber weder

offen noch abgeschlossen ist. Folgern Sie, dass K|z, y] nicht flach tiber Kz, zy] ist.

Ubung 10.19. Man beweise den schwachen Nullstellensatz (Lemma 2.3) mit Hilfe des Satzes
tber die generische Flachheit (Satz 10.6).

11. ASSOZIIERTE PRIMIDEALE

In den néchsten zwei Abschnitten entwickeln wir eine allgemeine Strukturtheorie fiir Ideale in
noetherschen Ringen. Im Prinzip handelt es sich um eine Verallgemeinerung der Primzahlz-

erlegung. Die Zerlegung n = £pi" ... p* € Z kann namlich idealtheoretisch auch als
(n) = (") N...0(p"). (11.1)

geschrieben werden. Der Satz von Lasker-Noether besagt, dass dies auch fiir beliebige noether-
sche Ringe funktioniert. Man muss dazu die Primzahlen p; durch Primideale p; und die
Primzahlpotenzen p* durch sogenannte primére Ideale q; ersetzen. Die Theorie ldsst sich
sogar flir Untermoduln statt Idealen durchfiithren. In diesem Abschnitt studieren wir zuerst

die Primideale, die bei einer solchen Zerlegung auftreten.
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Sei M ein Modul {iber einem Ring A. Der Annullator eines Elements m ist das Ideal
Anny(m) := {a € A | am = 0}. Ein Element a € A heifst Nullteiler von M, wenn die
Multiplikationsabbildung a : M — M nicht injektiv ist. Die Menge der Nullteiler ist somit

die Vereinigung aller Ann,(m) mit m # 0.

Definition 11.1. Ein Primideal p € Spec(A) heifit assoziiert zum Modul M, wenn es einen
injektiven Homomorphismus A/p < M gibt. Mit anderen Worten: Es gibt ein m € M (das
Bild der 1) mit Anns(m) = p. Die Menge der zu M assoziierten Primideale wird mit Ass(M)

bezeichnet.

Lemma 11.2. Sei p = Anng(m) C A mazimal unter allen Annullatoren von Elementen

m e M, m#0. Dann ist p ein Primideal und somit assoziiert zu M.

Beweis. Seien a,b € A mit ab € p und b ¢ p. Dann ist abm = 0 und bm # 0. Aus der
Maximalitédt von p folgt dann a € Anny(bm) = Anna(m) = p. O

In einem noetherschen Ring ist jeder Annullator in einem maximalen Annullator enthalten.

Dies impliziert
Korollar 11.3. Sei A noethersch und M ein A-Modul.
(a) Es gilt M =0 genau dann, wenn Ass(M) = @.

(b) Die Menge der Nullteiler von M ist die Vereinigung der assoziierten Ideale von M.

Beweis. Wenn M # 0 und A noethersch ist, hat A ein Ideal wie in Lemma 11.2. Somit
ist Ass(M) # &. Jedes assoziierte Ideal besteht per definitionem aus Nullteilern von M. Sei
umgekehrt a € A ein Nullteiler von M. Dann ist a in einem Annullator und (da A noethersch

ist) in einem maximalen Annullator enthalten. U

Ubung 11.4. Sei K ein Korper und P = K[xy, 29, x3,...] der Polynomring in unendlich
vielen Variablen. Sei a := (23,23, 2%,...) und A := P/a. Zeigen Sie A # 0 und Ass(A) = @.
Lemma 11.5. Sei A ein Ring und
0—->M —>M-—=M'—=0 (11.2)
eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Dann gilt
Ass(M') C Ass(M) C Ass(M') U Ass(M"). (11.3)
Beweis. Die linke Inklusion ist klar. Sei nun p € Ass(M) mit p ¢ Ass(M’). Wir zeigen
p € Ass(M"”). Wahle dazu m € M mit Am = A/p. Da p prim ist, sind alle Annullatoren in

Am \ {0} gleich p. Es folgt M’ N Am = (0) und damit, dass M” einen zu A/p isomorphen
Untermodul besitzt. U
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Moduln haben in der Regel unendliche Lénge. Somit besitzen sie auch keine Kompositions-

reihe mit irreduziblen Faktoren. Das Néachstbeste ist:

Satz 11.6. Sei A ein noetherscher Ring. Dann hat jeder endlich erzeugte A-Modul M eine
Filtrierung
O=MyCcM,C...C M, =M, (11.4)

wobei jeder Faktor M;/M;_q isomorph zu A/p; mit einem Primideal p; € Spec(A) ist.

Beweis. Wir konstruieren die Kette rekursiv. Seien also My = 0, My, ..., M;_; schon kon-
struiert. Im Fall M;_; = M sind wir fertig. Andernfalls besitzt der Quotient M /M;_; nach
Korollar 11.3 ein assoziiertes Ideal p; und damit einen zu A/p; isomorphen Untermodul N.
Definiere nun M; als das Urbild von N in M. Da M noethersch ist, muss dieses Verfahren

irgendwann abbrechen. 0

Bemerkung 11.7. Weder die Lange n noch die auftretenden Primideale p; sind eindeutig

bestimmt.
Lemma 11.5 und Satz 11.6 implizieren:

Korollar 11.8. Sei A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann
ist Ass(M) endlich.

Assoziierte Ideale verhalten sich gut unter Lokalisierung:

Satz 11.9. Sei A ein noetherscher Ring, S C A eine multiplikative Teilmenge und M ein
A-Modul. Dann ist
Assy (Mg) = Assa(M) N Spec(Ag). (11.5)

Beweis. Sei p = Anny(m) € Assa(M) N Spec(Ag). Dann ist ¢ € Anngy(F) genau dann,
wenn es t € S mit tam = 0, also ta € p gibt. Wegen p NS = & ist ¢ ¢ p und damit a € p.
Also ist pg = Anny(F) € Assag(Ms).

Sei umgekehrt pg = Ann,(%). Dann gibt es fiir jedes a € p ein ¢ € S mit tam = 0. Da A
noethersch ist, ist p endlich erzeugt und man kann ¢ unabhéngig von a wahlen. Es gilt dann
p C Anny(tm). Ist umgekehrt @ € Anny(tm), dann ist ¢ = % € Annyg () = ps und damit

a € p. Es folgt p = Anny(tm) € Assa(M). O
Mit diesem Satz kann man manche Probleme auf assoziierte Primideale reduzieren.

Korollar 11.10. Sei A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann
sind die minimalen Elemente von Ass(M) genau die iber Anna(M) liegenden minimalen

Primideale. Insbesondere enthdlt Ass(A) alle minimalen Primideale von A.
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Beweis. Alle assoziierten Primideale enthalten konstruktionsgeméf den Annullator Ann 4 (M).
Es geniigt daher zu zeigen, dass ein iiber Ann (M) minimales Primideal p assoziiert zu M
ist. Da M endlich erzeugt ist, gilt M, # 0 nach Satz 9.20. Da A, noethersch ist, besitzt
M, ein assoziiertes Primideal. Wegen Minimalitdt kommt dafiir nur p, in Frage. Also ist

p € Assy(M) (Satz 11.9). O

Bemerkung 11.11. Korollare 11.8 und 11.10 liefern einen neuen Beweis fiir die Endlichkeit

der Anzahl minimaler Primideale in noetherschen Ringen (vgl. Satz 6.16).

Korollar 11.12. Sei A ein noetherscher Ring, sei M ein endlich erzeugter A-Modul und
sei a C A ein Ideal. Dann gibt es genau dann ein k > 0 mit a*M = 0, wenn a in allen

(minimalen) assoziierten Primidealen von M liegt.

Beweis. Ersetze ohne Einschrinkung A durch A/ Ann(M). Dann ist a*M = 0 genau dann,
wenn a¥ C Ann(M) = 0. Da a endlich erzeugt ist, gibt es ein solches k genau dann, wenn alle
Elemente von a nilpotent sind. Nach Satz 3.10 und Satz 3.12 bedeutet dies, dass a in allen

minimalen Primidealen von A enthalten ist. Die Behauptung folgt nun aus Korollar 11.10.
U

In eine dhnliche Richtung geht folgendes Lemma:

Korollar 11.13. Sei A ein noetherscher Ring, S C A multiplikativ abgeschlossen und M
ein A-Modul. Dann ist M — Mg genau dann injektiv, wenn pN.S = & fir alle p € Ass(M).
Insbesondere ist M — M, mit p € Spec(A) genau dann injektiv, wenn p alle assoziierten

Primideale von M enthdlt.

Beweis. Die assoziierten Primideale des Kerns N sind genau diejenigen p € Assa(M) mit
(A/p)s = 0, d.h. mit pN S # @. Also ist N = 0 dquivalent zu pN S = @ fir alle p €
Assa(M). O

Ubung 11.14. Zeigen Sie: Sei A ein noetherscher Ring und M ein (nicht unbedingt endlich
erzeugter) A-Modul. Dann ist
Supp(M) = | V(). (11.6)
peAss M

Definition 11.15. Die nicht minimalen assoziierten Primideale heiften eingebettet. Somit ist

jedes assoziierte Primideal entweder minimal iiber Ann (M) oder eingebettet.

Beispiel 11.16. Das Standardbeispiel fiir eingebettete Primideale ist A = K|z, y]/a mit
a = (22, zy). Dann ist (0) C (z) C A eine Filtrierung mit A/(z) & K[y] und (z) =
A/(z,y) = K nullteilerfrei. Also ist p; = Ann(y) = (x) das minimale Primideal von A und

p2 = Ann(z) = (z,y) ist eingebettet.
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Eine weitere Anwendung assoziierter Ideale ist folgende Verallgemeinerung von Korollar 8.6:

Satz 11.17. Eine noethersche Algebra B ist genau dann flach tiber einem Hauptidealring A,
wenn qN A =0 fir alle q € Ass(B).

Beweis. Nach Korollar 8.6 miissen wir nachweisen, dass kein 0 # a € A Nullteiler von B ist.
Dies folgt aus der Tatsache, dass die Menge der Nullteiler von B genau die Vereinigung aller
assoziierten Primideale ist (Korollar 11.3(b)). O

Korollar 12.22 unten ist eine geometrische Interpretation dieses Satzes.

Ist B eine flache A-Algebra, so besteht ein enger Zusammenhang zwischen ihren assoziierten

Idealen.

Satz 11.18. Sei B eine flache A-Algebra mit A und B noethersch und sei w : Spec(B) —
Spec(A) die assoziierte Abbildung. Dann ist

m(Ass(B)) = Ass(A) Nw(Spec(B)). (11.7)

Beweis. Sei p € m(Spec(B)). Wir zeigen, dass p € Ass(A) genau dann, wenn p = 7(q) fir
ein q € Ass(B). Da B, = B ®4 A, eine flache A,-Algebra ist (Satz 8.12), konnen wir in p

lokalisieren und damit annehmen, dass (A, p) ein lokaler Ring ist.

Nach Annahme ist p = 7(q) fiir ein q € Spec(B). Damit ist B treuflach iber A (Satz 10.1).
Insbesondere ist A — B injektiv. Sei a € A ein Nichtnullteiler. Wegen Flachheit ist a auch
ein Nichtnullteiler von B. Umgekehrt ist jeder Nichtnullteiler von B, der in A liegt, ein
Nichtnullteiler von A. Wegen Korollar 11.3(b) gilt also

| JAss(4) = An| JAss(B) = | Jm(Ass(B)). (11.8)
Da p maximal ist, gilt unter zweimaliger Anwendung von Prime Avoidance (Satz 3.14)

p€Ass(A) & p C| JAss(4) & p C | Jm(Ass(B)) < p € m(Ass(B)). (11.9)
0

Lemma 11.19. Sei A ein noetherscher Ring, p C A ein Primideal und M ein endlich

erzeugter A-Modul. Dann sind dquivalent:

(a) p besteht nur aus Nullteilern von M.
(b) p ist in einem assoziierten Ideal von M enthalten.
(c) Es gibt m € M mit m # 0 und pm = 0.

Beweis. Wenn p nur aus Nullteilern besteht, ist es nach Korollar 11.3(b) in der Vereinigung
aller assoziierten Primideale enthalten. Da es davon nur endlich viele gibt (Korollar 11.8)

liegt p in einem, sagen wir ¢, von ihnen (Prime Avoidance). Per definitionem gibt es m € M
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mit ¢ = Anny(m). Fir dieses m gilt dann m # 0 und pm = 0. Die Richtung (¢)=(a) ist
trivial. O

Lemma 11.20. Sei A ein noetherscher Ring, p C A ein Primideal und M ein A-Modul.

Dann sind dquivalent:

(a) p ist ein assoziiertes Ideal von M.
(b) Es gibt m € M mit my, # 0 und pm = 0.

Beweis. Sei p € Ass(M). Dann gibt es m € M mit Am = A/p. Dann ist pm = 0 und wegen
(A/p)p # 0 auch my, # 0. Sei umgekehrt m wie in (b). Dann ist p, € Anny,(m,) C p, und
damit p € Assy, (M,) C Ass(M) (Satz 11.9). O

12. DIE PRIMARZERLEGUNG
In diesem Abschnitt sind alle Ringe A und Moduln M noethersch.

Ein Element a € A heifst Nullteiler von M, wenn a : M — M nicht injektiv ist, d.h., wenn
es ein m € M mit m # 0 und am = 0 gibt. Somit ist 0 € A immer ein Nullteiler, auier wenn
M = 0 ist. Das Element a € A heift nilpotent auf M, wenn es ein k > 1 gibt mit a*M = 0.
Offenbar ist fiir M # 0 jedes nilpotente Element ein Nullteiler, aber im Allgemeinen nicht
umgekehrt.

Definition 12.1. (a) Ein A-Modul M heifst koprimdr, wenn Ass(M) = {p} aus einem
Element besteht. In diesem Fall heifst M p-koprimdr.

(b) Ein Untermodul N C M heift primdr (in M ), wenn M /N koprimér ist. In diesem Fall
heifst N p-primdr (in M ).

Man beachte, dass kopriméare Moduln niemals Null und daher priméire Untermoduln immer
echt sind.

Beispiel 12.2. Fiir einen Hauptidealring sind die zyklischen Moduln A/(d) genau dann
koprimér, wenn (d) = (0) oder (d) = (p*) fiir ein Primelement p € A und k > 1 ist. Somit

sind die priméren Ideale genau das Nullideal oder die Ideale von der Form (p¥).

Satz 12.3. Sei M ein A-Modul und p € Spec(A). Ein Untermodul N C M ist genau dann

p-primdr, wenn folgende drei Bedingungen erfillt sind:
« N £M,

o p*M C N fiir ein k > 1 und
o N ist A\ p-saturiert, d.h. N =N,NM ={m € M | sm € N fir ein s € A\ p}.
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Beweis. Sei ohne Einschrankung 0 = N # M. Nach Korollar 11.12 ist die zweite Bedingung
dquivalent zu p C q fiir alle ¢ € Ass(M). Die dritte ist dquivalent zur Injektivitdt von
M — M, und damit zu q C p fiir alle q € Assa(M) (Korollar 11.13). Also sind beide
Bedingungen aquivalent zu Assa(M) = {p}. O

Aus dem Satz kann man eine Art Klassifikation von p-priméren Untermoduln herleiten.
Dazu sagen wir, ein Untermodul N C M habe endliche Kolinge®, wenn M/N ein A-Modul

endlicher Lange ist. Fiir lokale Ringe ist dies besonders einfach:

Lemma 12.4. Sei (A,p) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann
hat ein Untermodul N C M genau dann endliche Kolinge, wenn er fir ein k > 1 den
Untermodul p*M enthiilt.

Beweis. Angenommen N hat endliche Koldnge. Da A/p der einzige einfache A-Modul ist, hat
M /N eine Kompositionsreihe, deren Faktoren alle isomorph zu A/p sind. Es folgt p*(M/N) =
0 und damit p*M C N fiir ein k > 1.

Fiir die Umkehrung geniigt es zu zeigen, dass p*M endliche Koliinge in M hat. Dies folgt
aus der Tatsache, dass in der Filtrierung M D pM D ... D p*M die Quotienten p'~1 M /p' M
endlich erzeugte A-Moduln und damit endlich dimensionale A/p-Vektorrdume sind. Diese

haben somit endliche Lange. 0

Korollar 12.5. Sei M ein A-Modul und p € Spec(A). Dann liefert die Abbildung N — N,
eine bijektive Korrespondenz zwischen p-primdren A-Untermoduln von M und echten A,-
Untermoduln von M, endlicher Kolinge. Insbesondere werden die p-primdren Ideale von A

durch echte Ideale von A, endlicher Kolinge klassifiziert.

Beweis. Folgt aus Satz 12.3 und Lemma 12.4 zusammen mit der Tatsache, dass nach Satz 9.11

die A,-Untermoduln von M, den A \ p-saturierten Untermoduln von M entsprechen. U

Beispiel 12.6. Sei A = K|x,y] und p = (z,y). Sei weiterhin n = 2. Wegen p/p? = (z,y)x
entspricht ein p-priméres Ideal mit n = 2 einem K-Unterraum von (x,y)x. Insbesondere

gibt es unendlich viele davon, wenn K unendlich ist.

Ubung 12.7. Sei A = K|[z,y, z|. Zeigen Sie:

(a) Alle (z)-primdiren Ideale a C A sind von der Form a = (z*) mit k > 1.
(b) Alle (x,y)-primdren Ideale a C A, sodass a(,) die Kolinge 2 hat, sind von der Form

(2%, 2y, 4%, f(2)z + g(2)y) (12.1)
mit f,g € K|z] teilerfremd.

Dies ist kein allgemein akzeptierter Begriff
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Beispiel 12.8. Von besonderer Bedeutung ist der Fall a = p’p“. Das zugehorige p-primére
Ideal p*) = p’g N A heiflt die k-te symbolische Potenz von p. Es gilt somit

p® ={a € A| es gibt s € p mit sa € p*}. (12.2)
Ubung 12.9. Zeigen Sie p™ = p™, wenn p ein mazimales Ideal ist.

Ubung 12.10. Sei A := Clz,y,2]/(zy — 2%) und p := (x, 2). Zeigen Sie, dass p prim, aber

p? nicht p-primdr ist. Insbesondere ist p? echt kleiner als das symbolische Quadrat p® .

Ubung 12.11. Sei A ein noetherscher Ring, p € Spec(A) ein Primideal, S C A eine
multiplikative Teilmenge mit p NS = & und M ein A-Modul. Dann bildet N — Ng eine
Bijektion zwischen der Menge der p-primdren Untermoduln von M und der Menge der pg-

primdaren Untermoduln von Msg.
Es gibt folgende Charakterisierung koprimérer Moduln, fiir die p nicht vorgegeben ist.

Satz 12.12. FEin Modul M # 0 ist genau dann koprimdr, wenn jeder Nullteiler von M nilpo-
tent auf M ist. In diesem Fall besteht das assoziierte Primideal p genau aus allen Nullteilern
und es gilt p*M = 0 fiir ein k > 1.

Beweis. Sei M zunéchst p-kopriméar. Nach Korollar 11.3 sind dann die Nullteiler von M
genau die Elemente von p. Wegen Satz 12.3 sind diese nilpotent.

Sei umgekehrt die Menge p der Nullteiler von M gleich der Menge der auf M nilpotenten
Elemente. Letztere Menge bildet ein Ideal. Fiir erstere ist das Komplement multiplikativ
abgeschlossen. Es folgt, dass p ein Primideal ist. Aus Satz 12.3 folgt nun, dass M p-koprimér
ist. U

Fiir ein Ideal a € M = A erhalten wir die klassische Definition primérer Ideale:

Korollar 12.13. FEin echtes Ideal a C A ist genau dann primdr, wenn
ab € a,b ¢ a = a" € a fiir ein k > 1. (12.3)
In dem Fall ist \/a das assoziierte Primideal von A/a.

Die drei Bedingungen von Satz 12.3 vererben sich unmittelbar auf endliche Durchschnitte.

Somit erhalten wir

Korollar 12.14. Seip € Spec(A) und M ein Modul. Dann ist der Durchschnitt einer nicht

leeren, endlichen Familie p-primdrer Untermoduln wieder p-primdr.
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Noethers fundamentale Beobachtung war, dass Primalitat mit einem anderen Konzept iibere-

instimmt.

Definition 12.15. Ein Untermodul N C M heifit unzerlegbar, wenn aus N = N; N N, folgt,
dass N = Ny oder N = N,.

Lemma 12.16. Jeder echte, unzerlegbare Untermodul ist primar.

Beweis. Angenommen M := M/N wire nicht koprimir. Dann hiitte M Untermoduln N
und N, welche zu A /p1 bzw. A/py mit verschiedenen Primidealen p;, po isomorph sind. Da
alle Annullatoren in N; \ {0} gleich p; sind, gilt N, N Ny = 0. Die Urbilder N; von N; in M
erfiillen dann N = Ny N N,. Also ist N zerlegbar. O

Die Theorie kulminiert in folgendem Satz:

Satz 12.17 (Satz von Lasker-Noether). Sei A ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter
A-Modul und N C M ein Untermodul.

(a) Es gibt endlich viele primdre Untermoduln Ny, ..., Ny € M mit
N =N N...NN, (12.4)
(b) Sei Ass(M/N;) = {p;}. Dann ist Ass(M/N) C {p1,...,pr}.

Der Durchschnitt (12.4) heifft Primérzerlegung von N. Eine Primdrzerlegung heif$t minimal,

wenn k so klein wie méglich ist. Fiir minimale Primdrzerlequngen gilt dann:

(¢) (Erster Eindeutigkeitssatz) Die p; sind paarweise verschieden mit

Ass(M/N) = {p1,...,px}- (12.5)
(d) (Zweiter Eindeutigkeitssatz) Sei p; € Ass(M/N) minimal. Dann ist

N; = N,, N M. (12.6)

Beweis. (a) Sei & die Menge aller Untermoduln N C M, die nicht Durchschnitt endlich
vieler unzerlegbarer Untermoduln ist. Da A noethersch ist, wiirde &, wenn es nicht leer ist,
ein maximales Element N enthalten. Weil dieses nicht unzerlegbar ist, gibt es Untermoduln
N1, No € M mit N = NN Nyund N C Ny, Ny. Wegen der Maximalitat von N sind N; und
Ny Durchschnitt endlich vieler unzerlegbarer Untermoduln. Aber dann gilt das Gleiche fiir

N. Wegen dieses Widerspruchs ist & = @. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 12.16.
(b) folgt wegen M/N — @, M/N; aus Lemma 11.5.

(¢) Durch Herausteilen von N kann man N = 0 annehmen. Wegen Korollar 12.14 sind die p;

paarweise verschieden. Wir zeigen nun, dass jedes p; in Ass(M) liegt. Sei dazu N; := [ i N5



59

Wegen der Minimalitdt von k ist N/ # 0. Auf der anderen Seite ist V; N N/ = N = 0 und
daher N] — M/N; injektiv. Jeder nichttriviale Untermodul eines p;-kopriméren Moduls ist
p;-koprimér. Es folgt {p;} = Ass(N/) C Ass(M).
(d) Sei p := p;. Lokalisieren in p ergibt

Ny = (Ny)p 0o o0 (Ng)yp. (12.7)
Aus Ass(M/N;) = {p,;} und p; < p fiir j # ¢ erhélt man mit Satz 11.9, dass Ass((M/N;),) =

@. Daraus folgt sofort (N;), = M, und (12.7) kollabiert zu N, = (IV;),. Aus Satz 12.3 folgt
dann N; = (NV;), "M = N, N M. O

Bemerkung 12.18. Der Beweis zeigt auch, wie man aus einer Primérzerlegung eine mini-
male gewinnen kann: Zunéchst kann man alle NV; mit p; Assa(M) weglassen (denn dann ist
N! =0). Beispiel mit A = K[z, y]:

(zy) = (z) N (z,9) N (y) ~ (zy) = (x) N (y). (12.8)

Als néchstes kann man alle N; zum selben Primideal durch ihren Durchschnitt ersetzen.
Dann sind die p; genau die assoziierten Primideale von M ohne Wiederholungen und die

Zerlegung ist minimal. Ein Beispiel mit A = K[z, y|:
(2%,y%) = (2% y) N (2,9%) ~ (@%y°) = (2" y) (12.9)
Beispiel 12.19. Sei A = K|z, y|. Dann ist

(zy,y") = () N (2,%) (12.10)

eine minimale Primérzerlegung. In der Tat ist (y) schon prim und (z,y?) ist (z,y)-primér.
Geometrisch kann man sich V(zy,y?) als die Vereinigung der z-Achse mit einem verdickten

Nullpunkt vorstellen:

° (12.11)
Andere minimale Zerlegungen sind
(zy,y%) = (y) N (2", 2y, %) (12.12)
fiir jedes k£ > 1 und
(zy,y%) = (y) N (2 + ey, y?) (12.13)

fiir jedes ¢ € K. Dies zeigt, dass die Primérideale zu eingebetteten Komponenten nicht

eindeutig sind.

Ubung 12.20. Zeigen Sie: Fiir jeden endlich erzeugten Modul M gibt es eine Injektion

M € Np) (12.14)

peAss(M)

mit p-koprimdren Moduln N (p).
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Korollar 12.21. Sei A reduziert. Dann besteht Ass(A) genau aus den minimalen Primide-

alen von A. Insbesondere hat A keine eingebetteten Komponenten.

Beweis. Seien py,...,p, die minimalen Primideale von A. Dann ist 0 = nil(A) = (), p; die

Priméarzerlegung des Nullideals. Die Behauptung folgt nun aus dem ersten Eindeutigkeitssatz.
OJ

Hier ist nun die angekiindigte geometrische Interpretation von Satz 11.17. Dabei heifse ein
Morphismus ¢ : X — Y flach, wenn O(X) eine flache O(Y)-Algebra ist.

Korollar 12.22. Sei X eine affine Varietit. Dann ist ein Morphismus ¢ : X — Al genau

dann flach, wenn ¢ keine irreduzible Komponente von X auf einen Punkt abbildet.

Beweis. Der Ring O(X) ist reduziert. O

13. ARTINSCHE RINGE

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit den in gewissem Sinne kleinsten kommutativen
Ringen. Zu ihnen gehoren insbesondere alle Kérper. Die folgende Definition ist ein Spezialfall

einer allgemeineren Definition, die spater in Definition 17.1 nachgeliefert wird.

Definition 13.1. Ein Ring A ist hdchstens nulldimensional oder hat die Dimension < 0,
wenn Spec(A) = Max(A), oder anders ausgedriickt: Aus p,q € Spec(A) und p C q folgt
p = q. Er ist nulldimensional, wenn zusétzlich A # 0, d.h. Spec(A) # @.

Alle Korper sind nulldimensional, auch zum Beispiel K (x), der ja eigentlich eindimensional
aussieht. Auch manche Ringe, von denen man es nicht erwartet hétte, sind nulldimensional,
wie zum Beispiel der Ring C(M) der stetigen Funktionen auf einer nicht leeren kompakten
Mannigfaltigkeit M (Beweis Ubung) ganz egal, was die Dimension von M ist. Zusammen mit
geeigneten Endlichkeitsbedingungen ist der Begriff der Nulldimensionalitit aber durchaus

sinnvoll.

Definition 13.2. Ein A-Modul heifst artinsch, wenn er die absteigende Kettenbedingung
fiir Untermoduln erfiillt. Entsprechend heifit ein Ring A artinsch, wenn er als Modul tiiber

sich selbst artinsch ist, d.h., wenn er die absteigende Kettenbedingung fiir Ideale erfiillt.

Ein Modul, der sowohl artinsch als auch noethersch ist, hat endliche Lange, d.h. eine endliche
Kompositionsreihe. Die Faktoren sind einfache Moduln und damit von der Form A/m mit
m € Max(A). Es gibt sehr wohl Moduln, die artinsch, aber nicht noethersch sind. Ein Beispiel

ist die sogenannte Priifergruppe Z[i] /Z fir eine Primzahl p. Thre einzigen Untergruppen sind

0C(zh)/zc(zh)/zc(zh)/zc...cz]})z (13.1)
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Insbesondere ist die Priifergruppe artinsch, aber nicht noethersch. Fiir Ringe sieht die Sache

ganz anders aus.

Der Hauptsatz zum Thema ist:

Satz 13.3. Fir einen Ring A sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) A ist artinsch.
(b) Es gibt eine endliche Folge m; mazimaler Ideale, deren Produkt m, ...m, = 0 ist’.
(c) A ist von endlicher Linge als A-Modul.

(d) A ist noethersch und hochstens nulldimensional.

Unter diesen Umstanden ist Spec(A) = Max(A) endlich.

Beweis. (a)=(b) Sei A artinsch. Dann gibt es ein Ideal a C A, welches minimal unter allen
endlichen Produkten m; ...m, maximaler Ideale ist. Zunéchst einmal bedeutet dies ma = a
fiir alle maximalen Ideale m. Insbesondere gilt a € m. Aus demselben Grund gilt a? = a.
Angenommen a # 0. Da A artinsch ist, gibt es ein Ideal b C A, welches minimal mit ab # 0
ist. Wegen a(ab) = a®b = ab # 0 und ab C b gilt ab = b. Weiterhin gibt es b € b mit ab # 0.
Somit gilt (b) = b und deshalb ab = (b) # 0. Es gibt also ein a € a mit ab = b. Da a mit a in
jedem maximalen Ideal enthalten ist, ist 1 — a in keinem enthalten und damit invertierbar.
Aus (1 —a)b = 0 folgt der Widerspruch b = 0. Es gilt also a = 0.

(b)=(c) Sei a; :== my...m;. Dann ist A = a5 D a; 2 ... 2 a, = 0 und jeder Quotient
M; := a;_1/aq; ist ein Vektorraum fiir den Kérper A/m;. Alle M; sind natiirlich auch artinsch
und damit als Vektorraum endlich dimensional. Es folgt, dass alle M; und damit A selber

endliche Lange hat.
Da (¢)=(a) trivial ist, sind (a), (b) und (c) dquivalent.

(¢)=(d) Da A insbesondere noethersch ist, bleibt zu zeigen, dass jedes Primideal p C A
maximal ist. Indem man A durch A/p ersetzt, kann man zusétzlich p = (0) und somit A
nullteilerfrei annehmen. Aus endlicher Lénge folgt, dass A einen einfachen Untermodul M
hat. Dieser ist isomorph zu A/m mit m € Max(A). Aus mM = 0 folgt dann m = (0) = p.

(d)=-(b) Da nach Voraussetzung maximale Ideale auch minimale Primideale sind, hat A
nach Satz 6.16 nur endlich viele maximale Ideale. Sei a ihr Produkt. Nach Satz 3.10 gilt
a C Nil(A4). Da a endlich erzeugt ist, gilt a* = 0 fiir ein k£ > 1. Dies beweist (b). O

Bemerkung 13.4. Bedingung (a) ist eigentlich nur ein Kuriosum und kommt fiir sich allein
selten in der Praxis vor. Wichtig ist vor allem die Aquivalenz von (¢) und (d). Daher braucht

man den kompliziertesten Teil des Beweises, ndmlich (a)=-(b), eigentlich nicht.

"Das leere Produkt definiert man als A. Dies braucht man fiir A = 0.
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Ubung 13.5. Konstruieren Sie einen nulldimensionalen Ring, welcher nicht artinsch ist.

Korollar 13.6. Sei A ein noetherscher Ring. Dann ist ein Primideal p C A genau dann
minimal, wenn A, artinsch ist. Insbesondere gibt es (wegen (b)) ein k > 1 und ein s € A\ p

mit sp* = 0.
Satz 13.7. Sei A ein artinscher Ring mit mazimalen Idealen myq, ..., m,. Dann ist

AS Ay, ®...® Ay, (13.2)
ein Isomorphismus von Ringen. Allgemeiner ist fir jeden A-Modul M

M S My, ®...0 My, (13.3)
ein Isomorphismus von A-Moduln.
Beweis. Wir beginnen mit A. Beide Seiten sind endlich erzeugte A-Moduln und die Abbil-

dung ist ein Isomorphismus nach Lokalisierung in jedem maximalen Ideal also selbst ein

Isomorphismus (Satz 9.18). Der allgemeine Fall folgt durch Tensorieren mit M. U
Ubung 13.8. Sei A noethersch und m € Max(A). Dann ist A/m" artinsch fir alle n > 0.

14. GANZE RINGERWEITERUNGEN

Fiir die Theorie Kérpererweiterungen sind die endlichen und die algebraischen Erweiterungen
besonders wichtig. Die Verallgemeinerung auf Ringe ist das Konzept der Ganzheit, welches
sich bereits fiir den Beweis des Nullstellensatzes (vgl. Lemma 2.7) als niitzlich erwiesen hat.

In diesem Abschnitt untersuchen wir dieses Konzept im Detail.

Sei dazu A ein Ring und B eine A-Algebra. Ein Element b € B heifst ganz tiber A, wenn es

einer polynomialen Gleichung
b+ ag b+ 4+ ab+ag=0 (14.1)

mit Koeffizienten in A geniigt. Man beachte, dass der Leitkoeffizient gleich 1 ist. Ganzheit

hat noch weitere Charakterisierungen:

Lemma 14.1. Sei A ein Ring und B eine A-Algebra. Fir ein Element b € B sind dquivalent:

(a) b ist ganz iber A.
(b) A[b] ist ein endlich erzeugter A-Untermodul von B.
(¢) B enthdlt einen endlich erzeugten A-Untermodul M mit bM C M und Anng(M) = 0.

Beweis. (a)=(b) Sei f(b) = 0 eine Ganzheitsgleichung mit deg f = d und sei M := Zf:_ol Ab'.
Wegen b? € M gilt A[b] = M. Also ist A[b] als A-Modul endlich erzeugt.
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(b)=(c) Wegen 1 € A[b] erfiillt M = A[b] die Bedingungen.

(¢c)=(a) Sei M = (mq,...,mp)a. Wegen bM C M gibt es eine Matrix C' € Mat(n, A) mit
bm = C'm, wobei m € B" der Vektor mit den Komponenten m; ist. Es gilt also Dm = 0 mit
D := b1, — C € Mat(n, B). Multiplikation mit der Adjunkten DF liefert det(D)m = 0. Es
folgt det(D)m; = 0 fiir alle ¢ und damit det(D)M = 0. Wegen Anng(M) = 0 ist det(D) = 0.

Die Leibnizformel impliziert, dass dies eine Ganzheitsgleichung von b iiber A ist. U

Bemerkung 14.2. Die Bedingung an den Annullator schlieftt zum Beispiel M = 0 aus. Sie
ist zum Beispiel erfiillt, wenn M die 1 enthélt.

Die Algebra B heifst ganz tiber A, wenn alle ihre Elemente ganz iiber A sind. Etwas allge-
meiner nennt man die Menge aller b € B, welche ganz iiber A sind, den ganzen Abschluss
von A in B. Besteht der ganze Abschluss nur aus den Bildern von A, so nennt man A ganz
abgeschlossen in B. Schlieklich nennt man B ist endlich tiber A, wenn B als A-Modul endlich
erzeugt ist.

Mit Hilfe des obigen Lemmas verifiziert man leicht folgende Aussagen:

(a) Die von ganzen Elementen erzeugte Unteralgebra von B ist ganz tiber A.
(Wegen A[by, by] = (A[by] - A[ba]) 4 und Lemma 14.1(¢).)

(b) Der ganze Abschluss von A in B ist eine A-Unteralgebra von B. (Folgt aus (a).)

(c) B ist genau dann endlich iber A, wenn B ganz iber A und als A-Algebra endlich
erzeugt ist. (Folgt aus (a).)

(d) Sei B eine ganze (oder endliche) A-Algebra und C eine ganze (oder endliche) B-
Algebra. Dann ist C eine ganze (oder endliche) A-Algebra.
(Der endliche Fall ist leicht. Der ganze Fall folgt daraus und aus der Bemerkung, dass
jedes ¢ € C ganz iiber einer endlichen Unteralgebra von B ist.)

(e) Der ganze Abschluss ist ganz abgeschlossen. (Folgt aus (d).)

Satz 14.3. Sei B eine A-Algebra und S C A multiplikativ abgeschlossen.

(a) Ein Element l;’ € Bg ist genau dann ganz iber Ag, wenn es eint € S gibt, sodass tb
ganz tiber A ist.

(b) Ist B ganz (oder endlich) tiber A, so ist auch Bg ganz (oder endlich) iber Ag.

(c) Sei A der ganze Abschluss von A in B. Dann ist Ag der ganze Abschluss von Ag in
Bg.

(d) B ist genau dann ganz iber A, wenn By, fir alle m € Max(A) ganz iber Ay, ist

(e) A ist genau dann ganz abgeschlossen in B, wenn Ay fir alle m € Max(A) ganz

abgeschlossen in By ist
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Beweis. (a) Ist tb ganz iiber A, so ist offenbar g = g ganz iiber Ag. Sei umgekehrt g ganz
iiber Ag mit Ganzheitsgleichung

b a1 /b d—1 amb  ag
2) 4+ b S s (14.2)
S Sd—1 \ S S18  So

Sei t := sg...84_1. Substitution von b mit % und Multiplikation mit t?s? liefert eine Ganz-

heitsgleichung von tb iiber A.

(b) und (c) folgen aus (a). Sei A C B der ganze Abschluss von A. Dann ist (d) bzw. (e)
dquivalent zur Bijektivitit von A — B bzw. zur Surjektivitit von A — A. Wegen (c) kann

beides durch Lokalisieren an maximalen Idealen getestet werden (Satz 9.18). O

Die Séatze von Cohen-Seidenberg driicken fundamentale Eigenschaften von ganzen Algebren

aus. Die ersten vier sind relativ elementar. Die fiinfte wird nachgeliefert (Satz 15.9).

Satz 14.4. Sei B eine ganze A-Algebra und 7 : Spec(B) — Spec(A) die induzierte Abbil-
dunyg.

(a) Mazimality: Sei q C B ein Primideal und p = q N A. Dann ist q genau dann
mazimal, wenn p C A mazimal ist. Mit anderen Worten: 7' (Max(A)) = Max(B).

(b) Lying-Owver: Ist A — B injektiv, so gibt es zu jedemp C A einq C B mitp = qNA.
Mit anderen Worten: Die Abbildung 7 : Spec(B) — Spec(A) ist surjektiv.

(¢c) Incomparability: Seien q,q € Spec(B) zwei Primideale mit ¢ C ¢ und qN A =
q'NA. Dann ist q = q'. Mit anderen Worten: Die Fasern von m sind nulldimensional.

(d) Going-Up: Seien p C p' C A zwei Primideale und q C B ein Primideal mit qN A =
p. Dann gibt es ein Primideal ¢ C B mit q C q' und ¢ NA = p. Mit anderen Worten:
Fiir alle q € Spec(B) ist Spec(B/q) — Spec(A/p) surjektiv.

(14.3)

Beweis. (a) Die Erweiterung K := A/p — L := B/q ist ganz. Wir miissen zeigen, dass L

genau dann ein Korper ist, wenn K einer ist.

Sei zunédchst L ein Kérper und a € K*. Da a in L invertierbar und L ganz iiber K ist, erfillt

a~! eine Gleichung

(@) +ag1(a )"+ ... +aa +ap=0mit a; € K. (14.4)

Multiplikation mit a?~! impliziert a=! € K. Also ist K ein Korper.
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Sei nun K ein Korper. Jedes b € L* erfiillt eine Gleichung
b+ ag b+ . +ab+ag=0mit q; € K. (14.5)

Da L nullteilerfrei und b # 0 ist, konnen wir annehmen, dass ag # 0 und damit invertierbar

ist. Es folgt, dass b in L invertierbar ist. Also ist L ein Korper.

(b) Wegen qN A C p ist das gesuchte Primideal q auch ein Primideal von Spec(B,). Da
A, — B, immer noch injektiv ist, konnen wir A, B durch A,, B, ersetzen und damit
annehmen, dass (A,p) ein lokaler Ring ist. Da A ein Primideal hat, ist A und damit auch
B nicht der Nullring. Also hat B ein maximales Ideal q. (a) (Maximality) impliziert, dass
q N A maximal und damit gleich p ist.

(c) Sei p = qN A der gemeinsame Durchschnitt. Wieder kénnen wir in p lokalisieren und
annehmen, dass p maximal in A ist. (a) (Maximality) impliziert, dass auch q und g’ maximal
in B sind. Es folgt g = ¢'.

(d) Die Abbildung A/p — B/q ist eine ganze Ringerweiterung. Die Aussage folgt daher aus
(b) (Lying-Over). O

Bei Going-Up ist es tatsédchlich irrelevant, dass p und q prim sind.

Korollar 14.5. Sei B eine ganze A-Algebra, b C B ein Ideal und a = b N A. Dann ist
7(V(b)) = V(a). Insbesondere sind Bilder abgeschlossener Teilmengen abgeschlossen.

Beweis. Es gilt V(b) = Spec(B/b) und V(a) = Spec(A/a). Da A/a — B/b injektiv ist, folgt
aus Lying-Over, dass V(b) — V(a) surjektiv ist. |

Fiir einen noetherschen Ring A ist nach dem Hilbertschen Basissatz jede endlich erzeugte

A-Algebra ebenfalls noethersch. Fiir endliche A-Algebren gilt folgende Umkehrung:

Satz 14.6 (Eakin). Sei B|A eine endliche Ringerweiterung. Dann ist A genau dann noe-

thersch, wenn B es ist.

Der Satz folgt aus folgendem allgemeineren Lemma. Dabei heifst ein A-Modul treu, wenn
Anny (M) = 0 ist.

Lemma 14.7 (Formanek). Sei A ein Ring und M ein endlich erzeugter treuer A-Modul.
Angenommen die aufsteigende Kettenbedingung gilt fiir Untermoduln der Form aM mait Ide-
alen a C A. Dann ist A noethersch.

Beweis. Sei M = Aby+. ..+ Ab,. Da A — M®" : a — (ab;); injektiv ist, geniigt es zu zeigen,
dass M noethersch ist.
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Angenommen M wire nicht noethersch. Dann folgt aus der Kettenbedingung, dass M einen
maximalen Untermodul der Form alM besitzt, sodass M/aM nicht noethersch ist. Ersetzt
man M und A durch M’ := M/aM und A’ := A/ Anny(M’), kann man annehmen: M ist
nicht noethersch, aber alle Quotienten M /aM mit a # 0 sind noethersch.

Sei N C M ein Untermodul. Dann ist der Modul M /N genau dann treu, wenn es fiir jedes a €
A, a # 0 ein ¢ mit ab; ¢ N gibt. Es folgt, dass das Zornsche Lemma auf solche Untermoduln
anwendbar ist. Sei also N C M maximal, sodass M/N treu ist. Angenommen M /N wére
noethersch. Dann wiirde wie oben folgen, dass dann auch A und damit M noethersch wéren.
Wir kénnen also M durch M/N ersetzen und damit zusétzlich annehmen: M ist treu, aber
kein echter Quotient M /N ist treu.

Nun zeigen wir, dass jeder Untermodul N C M endlich erzeugt ist. Ohne Einschrankung
ist N # 0. Dann gibt es ein a € A, a # 0 mit a(M/N) = 0, dh. aM C N. Da M/aM
noethersch ist, ist auch N/aM noethersch und damit endlich erzeugt. Weil auch aM endlich
erzeugt ist, folgt, dass N endlich erzeugt ist. 0

Ubung 14.8. Folgern Sie aus dem Satz von Eakin: Sei G eine endliche Gruppe, die auf
einem noetherschen Ring A operiert. Dann ist auch der Invariantenring A% := {a € A |
Vg € G : ga = a} noethersch. [Hinweis: Betrachten Sie [[,cq(x — ga) € Alz].]

Ubung 14.9. Zeigen Sie den Satz von Artin-Tate: Sei K ein noetherscher Ring (z.B. ein
Koérper) und B|A eine endliche Erweiterung von K-Algebren. Dann ist A genau dann endlich
erzeugt iber K, wenn B es ist. [Hinweis: Sei B endlich erzeugt iber K. Konstruieren Sie
eine endlich erzeugte K -Unteralgebra Ay C A, sodass B|Ag endlich ist.|

Ubung 14.10. Folgern Sie aus dem Satz von Artin-Tate folgenden Satz von Noether: Sei
K ein noetherscher Ring und G eine endliche Gruppe, die auf einer endlich erzeugten K-

Algebra A operiert. Dann ist auch der Invariantenring A® endlich erzeugt tiber K.
Ubung 14.11. Folgern Sie den Nullstellensatz aus dem Satz von Artin-Tate.

15. NORMALE RINGE

Definition 15.1. Sei A ein nullteilerfreier Ring mit Quotientenkoérper K. Dann heift A

normal oder ganz abgeschlossen, wenn A gleich seinem ganzen Abschluss in K ist.

Ubung 15.2. Zeigen Sie aus der Definition, dass die Ringe Z[v/5], Clz,y]/(z* — y?) und
Clz,y]/ (23 + 2 — y?) nicht normal sind.

Satz 15.3. Faktorielle Ringe sind normal.
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Beweis. Sei A ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K und f = ¢ € K teilerfremd und

ganz iiber A. Dann erfiillt f eine Ganzheitsgleichung

a\d a\d-1 a
<E> + ag_1 (g) + ...+ a <Z> 4+ ag = 0. (15.1)
Multiplikation mit b¢ liefert
al + ag_1a¥ b+ ..+ agab®t 4 agh? = 0. (15.2)
Also ist b ein Teiler von a? und muss deshalb eine Einheit sein. Es folgt f € A. O

Lemma 15.4. Sei A normal mit Quotientenkirper K und seien f(x),g(x) € K[x] normiert
mit f(x)g(z) € Alz]. Dann sind f(x),g(x) € Alx].

Beweis. Es reicht, f(z) € Alx] zu zeigen. Sei L|K ein Zerfallungskorper von f(z) und seien
&1,...,& € L die Wurzeln. Wegen (fg)(&;) = 0 sind alle & ganz tiber A. Aus dem Satz
von Vieta folgt, dass die Koeffizienten von f(z) ganz iiber A sind. Weil A normal ist, folgt
f(z) € A[z]. Aus Symmetriegriinden gilt dann auch g(x) € Alzx]. O

Korollar 15.5. Sei A ein normaler Ring mit Quotientenkirper K und sei L|K eine al-
gebraische Korpererweiterung. Dann ist b € L genau dann ganz tiber A, wenn sein Mini-

malpolynom in Alx] liegt.
Beweis. Das Minimalpolynom teilt die Ganzheitsgleichung von b. 0

Satz 15.6. Sei A ein normaler Ring. Dann ist auch der Polynomring Alx] normal.

Beweis. Sei K der Quotientenkérper von A. Dann ist K (x) der Quotientenkdrper von A[z].
Sei f € K(z) ganz tber A[z|. Da f insbesondere ganz iiber dem normalen Ring K{[z] ist,
gilt f € K[z]. Sei nun G(f) = 0 eine Ganzheitsgleichung von f tiber A[x], wobei

G(t) =t +ag_1 ()t + ...+ ay(2)t + ao(z). (15.3)

Man beachte, dass f ein Teiler von ag(z) ist. Wenn also f und ag(z) normierte Polynome
wéren, so wiirde f € Alx] aus Lemma 15.4 folgen. Um dies zu erzwingen, betrachten wir
das Polynom f = f — V. Dann ist —f fir N > deg f normiert. Weiter erfiillt f die
Ganzheitsgleichung G(t + 2V) = 0. Der konstante Term ist

G(aN) = 2V + ag_y ()N Y 4+ 4 ay ()2 + ao(x), (15.4)

.....

Alx]. O

Normalitét ist eine lokale Eigenschaft.
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Satz 15.7. Sei A ein nullteilerfreier Ring.

(a) Sei A normal und S C A* multiplikativ abgeschlossen. Dann ist auch As normal.
(b) Angenommen, alle lokalen Ringe A, mit m € Max(A) sind normal. Dann ist auch

A normal.
Beweis. Folgt aus Satz 14.3 mit B gleich dem Quotientenkoérper K von A. 0

Satz 15.8. Sei A ein normaler Ring mit Quotientenkorper K und sei L|K eine endliche
normale Korpererweiterung mit G := Autg(L). Sei B C L der ganze Abschluss von A in L.
Dann operiert G transitiv auf den Fasern von Spec(B) — Spec(A).

Beweis. Sei p € Spec(A). Durch Lokalisieren in p kénnen wir annchmen, dass A lokal mit
maximalem Ideal p ist. Die Faser iiber p ist dann Max(B). Da L|K endlich ist, ist auch G
endlich und es gibt eine endliche G-Bahn {my,..., m,} C Max(B). Angenommen, es géibe
m € Max(B), welches nicht in dieser Bahn liegt. Dann kann man ein b € B finden mit b € m
und b ¢ m; fiir alle ¢ (Prime Avoidance). Das Produkt ¢ := [] ., 7(b) ist G-invariant und
damit rein inseparabel iiber K. Daher gibt es ein m > 0 mit d := ¢™ € K. Da A normal und
d ganz iiber A ist, gilt d € A. Wegen b € m gilt einerseits d € m N A = p. Auf der anderen
Seite liegt keiner der Faktoren von d in m;. Also ist d ¢ m; N A = p. Dieser Widerspruch
zeigt, dass m nicht existiert. 0

Satz 15.9. Going-Down: Sei A C B eine ganze Ringerweiterung mit A normal und B
nullteilerfrei. Seien p’ C p C A zwei Primideale und q C B ein Primideal mit g A = p.
Dann gibt es ein Primideal ¢ C B mit ¢ C q und ' N A = p’. Mit anderen Worten ist die
Abbildung Spec(B,) — Spec(Ay) surjektiv.

(15.5)

Beweis. Seien K und L die Quotientenkorper von A und B. Wir nehmen zunéchst an, dass
L endlich iiber K ist. Sei L|L die normale Hiille und sei B C L der ganze Abschluss von A.
Da Spec(B) — Spec(B) surjektiv ist, kénnen wir B durch B ersetzen und annehmen, dass
L|K normal und B der ganze Abschluss von A in L ist.

Wihle nun zunéchst g € Spec(B) iiber p’. Nach Going-Up gibt es q € Spec(B) tiber p mit
g’ € q. Da q und q beide tiber p liegen, gibt es nach Satz 15.8 ein v € G mit q = y(q). Das
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Primideal q' := v(q’) hat dann die gewiinschten Eigenschaften.

~
A
q 2 q "
(15.6)
o
o
Der Fall [L : K] = oo folgt mit einem Zornschen Lemma-Argument, welches dem Leser
iberlassen wird. O

Beispiel 15.10. Hier ist das Standardbeispiel dafiir, dass Going-Down fiir nicht normale
Ringe falsch sein kann. Sei K = C. Betrachte zunéchst den Unterring

Ao = {p(z) € K[a] | p(0) = p(1)} = K[z(z — 1),2%(x — 1)]. (15.7)

Die zugehérige Varietiit ist die affine Gerade Al, bei der man die Punkte 0 und 1 zu einem
Punkt S identifiziert hat (eine sogenannte Knotenkurve). Sei nun B := K[z,y] und A :=
Aply]. Dann ist Max(B) = A? und Max(A) = X die affine Ebene, die man entlang der
parallelen Geraden V(z) und V(x — 1) verklebt hat. Die Inklusion A < B entspricht der
Verklebungsabbildung 7 : A2 — X.

Sei nun Y := V(z — y) C A? die Diagonale und Z := n(Y) = V(AN (z — y)) C X ihr Bild.
Weiter sei P € X das Bild von (0,0). Dann liegt tiber Z nur Y, wiahrend das Urbild von P
aus zwei Punkten Py = (0,0) und P, = (1,0) besteht. Wahlt man als p’ = Z(Z), so muss
p’ = Z(Y) sein. Fiir p = Z(P) kommt auch q = Z(Py) in Frage. Wegen P, ¢ Y ist aber ¢’

nicht in q enthalten.

Going-Up wiirde aber gehen, indem man fiir q das Ideal von F, wahlt.

16. DER NORMALISIERUNGSSATZ

In diesem Abschnitt werden endlich erzeugte K-Algebren untersucht. Diese heifen auch affin.
Das Haupthilfsmittel ist dabei der von Hilbert und Noether stammende Normalisierungssatz.

Im Folgenden verwenden wir fiir Polynomringe die Bezeichnungen P* = K|[xy,...,z,] und
P’g = K[yhayn}

Lemma 16.1. Sei K ein Kérper und f € Py ein nicht konstantes Polynom. Dann gibt es
Elemente y1,...,y, € Py mity, = f, sodass P endlich iber P! ist.

Zusatz: Ist K ein unendlicher Korper, so kann man die y; als K-lineare Kombinationen der

x; wahlen.
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Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dass f als Polynom in x, normiert ist. Dann re-

duzieren wir den allgemeinen Fall auf diesen Spezialfall.

Ist also f als Polynom in z, normiert, so setzen wir y; = x; fir « = 1,...,n — 1. Wegen
x; € PY firi=1,...,n — 1 miissen wir noch zeigen, dass z,, ganz iiber PY ist. Dies folgt

aber aus der Annahme, dass f(y1,...,Yn_1,Tn) — Yo = 0 eine Ganzheitsgleichung von x,, ist.

Nun fithren wir den allgemeinen Fall auf die obige Situation zuriick. Dabei betrachten wir

zuerst den Fall eines unendlichen Korpers K. Das Argument stammt von Hilbert.

Sei dazu f = Zg:o fi, wobei f; homogen vom Grad ¢ ist. Dann ist d > 1 und wir kénnen
annehmen, dass f; # 0 ist. Da K unendlich ist, gibt es daher einen Punkt u = (uy,...,u,) €
K" mit fy(u) # 0 (Beweis: Induktion nach n, Ubung). Wegen u # 0 kann man eine lineare
Koordinatentransformation z; — > ; CijT; finden, welche u in den Punkt (0,...,0,1) € K"
transformiert. Nach Ausfithrung dieser Transformation ist f;(0,...,0,1) # 0, was bedeutet,

dass f das Monom z¢ enthilt.

Das zweite Verfahren stammt von Nagata und funktioniert fiir jeden Korper. Wir verwenden

dafir die umkehrbare Variablentransformation z; — xi—l-xf: firi=1,...,n—1und z, — z,.
Dabei sei £ > deg f beliebig. Nach Substitution wird aus dem Monom 2232 .. .xi’i‘f rd das
Polynom

(21 + 22) P (2 4+ 25)2 (g + 2l )l (16.1)

dessen héchste homogene Komponente offenbar das Monom x¢ mit
d=d, +dl+...+d, "1 (16.2)

ist. Wegen d; < ¢ nach Wahl von ¢ sind die Exponenten d paarweise verschieden (¢-adische

d

Entwicklung), sodass, wenn man die Transformation auf f anwendet, sich die Leitterme 2%

nicht wegheben konnen. Dies zeigt, dass sich f in ein Polynom transformiert, welches in der

Variablen x,, normiert ist. O

Es folgt eine sehr allgemeine Version des Normalisierungssatzes.

Satz 16.2. Sei K ein Kdrper, sei A eine endlich erzeugte K-Algebra und sei
a1 CaC...CayCA (163)

eine (maglicherweise leere) aufsteigende Kette echter Ideale. Dann gibt es algebraisch unab-
hingige Elemente yq,...,y, € A und Zahlenn > dy > dy > ... > dy > 0 mit

o A ist endlich dber K[y, ...,y und
e 0, NPY = (Yas1,---,Yn) fir alle i.
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Beweis. Wir zeigen den Satz erst fiir A = P durch Induktion nach n + N. Im Fall N =0
setzt man y; = x; und man ist fertig. Ist NV > 0 und a; = 0, so setzen wir d; = n und lassen

a; weg. Dann folgt die Behauptung per Induktion.

Es bleibt der Fall, dass a; ein Polynom f # 0 enthélt. Dieses ist dann natiirlich in allen
a; enthalten. Wegen a; # PY ist deg f > 0. Nach Lemma 16.1 gibt es dann Elemente
Y.y Ly = f € P¥ sodass PP endlich iiber PY ist. Wenn man nun P? durch P¥ und
die Ideale a; durch a; N 77,?{' ersetzt, hat man x,, € a; fiir alle i erreicht.

Nun wenden wir die Induktionshypothese auf die Ideale a; NPZ_, C P¥_; an. Dies liefert
Y1, Yn—1 € Pir_, algebraisch unabhangig und n —1>d; > ... > dy > 0, sodass erstens
Pr_, endlich iiber PY_, und zweitens a; N PY_; = (Ya,+1,- - -, Yn—1) fiir alle 7 ist. Wir setzen

nun y, := z, und zeigen, dass v, ..., y, die Behauptungen des Satzes erfiillen.

Zunéchst ist jedes z; und damit PZ ganz iiber PY. Weiterhin gibt es wegen P._; C PZ_, keine
algebraische Abhéngigkeit zwischen den y;, welche ¥, enthélt. Also sind alle y; algebraisch
unabhéngig. Schlieklich lédsst sich jedes Polynom f € PY als

fwi) =91, Yn-1) + h(y1, -, Yn)Un (16.4)

schreiben. Wegen y,, € a; folgt daraus

;NP =a, NP+ (Yn) = War1s - Yn-1) + Un) = Wdst1:- -+ Yn)- (16.5)

SchlieRlich sei A eine beliebige K-Algebra. Sie ist isomorph zu einem Quotienten PZ /aj.
Fiir i > 1 sei a; € P? das Urbild von a;. Wende nun den schon bewiesenen Satz auf die
Idealkette

apCaj Cay C...C Py (16.6)
an. Nach Herausteilen von af, erhalten wir wegen ay N PY = (Y441, - - -, Ym) eine endliche
Einbettung K[y1,...,yqs,] — A, die das Gewiinschte leistet. O

Der eigentliche Normalisierungssatz ist die Version ohne Ideale:

Korollar 16.3 (Noetherscher Normalisierungssatz). Sei A eine endlich erzeugte Algebra
tber dem Korper K. Dann gibt es algebraisch unabhdngige Elemente yy,...,y, € A, sodass
A endlich diber PY ist.

Ubung 16.4. Seien x1,...,xy Erzeuger der K-Algebra A.

(a) Zeigen Sie, dass die yy,...,y, aus Korollar 16.3 aus (xi,...,oxN)kx gewdhlt werden
konnen, wenn K ein unendlicher Korper ist.
Diese Zusatzeigenschaft ist tatsdchlich in manchen Anwendungen kritisch. Geometrisch

bedeutet dies Folgendes: Sei X C A" eine abgeschlossene Teilmenge. Dann gibt es
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einen linearen Unterraum U C A", sodass der Morphismus X — A" /U endlich und
surjektiv ist.

(b) Zeigen Sie, dass man fir allgemeine Korper yy,...,yn € Z|x1, ..., xN| wihlen kann.

Ubung 16.5. Beweisen Sie Zariskis Lemma (Lemma 2.3) mit Hilfe des Noetherschen Nor-

malisierungssatzes (Korollar 16.3).

Wir untersuchen nun den ganzen Abschluss von nullteilerfreien Ringen. Fiir Algebren braucht
man dabei an entscheidender Stelle den Normalisierungssatz. Wir starten mit einem Resultat

aus der Korpertheorie.

Lemma 16.6. Sei K ein Korper und L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galois-
gruppe I'. Dann ist die symmetrische K -Bilinearform Lx L — K (die sogenannte Spurform )
definiert durch (x,y) := > pv(zy) nicht ausgeartet.

Beweis. Zuniichst einmal ist (z,y) € L' = K. Sei x1,...,7, € L eine K-Basis und sei
M := (y(xi))y: € M(n x n,L). Wir behaupten, dass M nicht singulér ist. Ansonsten gébe
es ndmlich u, € L mit > u,y(x;) = 0 fiir alle 4. Dies hieke > u,y = 0 als Element von
Endg (L), was dem Dedekindschen Lemma (Lineare Unabhéngigkeit von Korperautomor-
phismen, Algebraskript Lemma 3.2.4) widerspricht. Die darstellende Matrix 7" der Spurform
hat die Koeffizienten Ti; = (v, 2;). Wegen Tj; = >~ v(x:)7v(x;) gilt T'= M*M. Also ist auch

T nicht singuldr und die Form ist nicht ausgeartet. 0

Nun formulieren wir einen allgemeinen Satz iiber ganze Abschliisse in separablen Korper-

erweiterungen.

Satz 16.7. Sei A ein normaler, noetherscher Ring. Sei L eine endliche separable Kérper-
erweiterung des Quotientenkdrpers K von A. Sei B der ganze Abschluss von A in L. Dann

ist B endlich iiber A. Insbesondere ist B ein normaler, noetherscher Ring.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass L| K eine Galoiserweiterung ist. Sei x € L. Dann folgt
zum Beispiel aus Satz 14.3, dass es ein 0 # a € A gibt, sodass ax ganz iiber A ist. Es folgt,
dass man eine K-Basis by,...,b, von L finden kann, die nur aus ganzen Elementen besteht.
Wegen Lemma 16.6 gibt es zu dieser Basis eine duale Basis b € L, die durch (b;,b7) = d;;
definiert ist. Jedes b € B lésst sich dann als b = ). &bF mit § = (b,b;) € K schreiben.
Die Galoisgruppe lisst A und damit auch ihren ganzen Abschluss B = A™ C L invariant.
Es folgt fur alle z,y € B, dass (z,y) € BN K = A (letzteres, da A normal ist). Also ist
& = (b,b;) € A und damit B C )"  Ab;. Weil A noethersch ist, impliziert dies, dass B als

A-Modul endlich erzeugt ist.
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Im Allgemeinen sei F|K die Galoishiille von L|K. Sei C' der ganze Abschluss von A in E.
Wie wir gerade gesehen haben, ist dieser endlich {iber A. Da A noethersch ist, ist dann auch
sein Untermodul B endlich iiber A. O

Fiir affine Algebren kann man auf Separabilitit verzichten:

Satz 16.8 (Noetherscher Endlichkeitssatz). Sei k ein Korper und A eine nullteilerfreie,
endlich erzeugte k-Algebra mit Quotientenkorper K. Sei B der ganze Abschluss von A in
einer endlichen Korpererweiterung L von K. Dann ist B endlich tiber A. Insbesondere ist B

eine normale, endlich erzeugte k-Algebra.

Beweis. Sei Ay = k[zr1,...,2,] € A wie im Noetherschen Normalisierungssatz (Korol-
lar 16.3). Da A ganz iiber Ay ist, ist B auch der ganze Abschluss von Ag in L. Es geniigt
also, den Satz fiir den Polynomring A = k[zy,...,z,] zu beweisen. Somit ist L eine endliche

Erweiterung von K = k(xy,...,x,).

Wie oben kénnen wir L durch seine normale Hiille ersetzen. Mit I' = Autg (L) ist dann L|L"
eine Galoiserweiterung und L'|L vollstindig inseparabel. Wenn der ganze Abschluss C von
A in L' endlich ist, so ist nach Satz 16.7 B endlich iiber C' und damit endlich iiber A. Es
gentigt also, den Satz fiir eine vollsténdig inseparable Korpererweiterung L|K zu beweisen.

Insbesondere konnen wir annehmen, dass char k = p > 0 ist.

Wir arbeiten nun innerhalb eines festen algebraischen Abschlusses L von L und K. Sei
L = K(fi,...,fm). Da L|K inseparabel ist, gibt es eine Potenz ¢ = p™ mit f! € K fiir

alle i. Als Elemente von k(xy,...,z,) sind die f! rationale Funktionen in den z;. Seien
c1,...,cn € k alle Koeffizienten, die in einem der f{ im Nenner oder im Zahler vorkommen.
Dann ist L C k(Zy,...,%,) mit k = k(y/er, ..., ¢/ey) und T; := ;. Daher kénnen wir
durch k(Z1, ..., %) ersetzen. Sei C := k[F1, . .., Z,]. Als Polynomring ist C' normal und damit
sein eigener ganzer Abschluss in L. Auf der anderen Seite ist C' ganz iiber A = k[zq,...,x,].

Es folgt, dass C' = B ist. Da 75|k eine endliche Korpererweiterung ist, ist B ein endlich

~l1 ~ln

erzeugter A-Modul. Erzeuger sind zum Beispiel die Monome a;z7" ... 7,", wobei die a; eine

k-Basis von k und die Exponenten ¢; die Zahlen 0,...,q — 1 durchlaufen. 0J

Bemerkung 16.9. Leider kann man auf die verschiedenen Voraussetzungen nicht verzich-
ten. So gibt es nullteilerfreie, noethersche Ringe, deren Normalisierung nicht noethersch ist.
Weiterhin gibt es normale, noethersche Ringe, deren ganzer Abschluss in einer endlichen

Korpererweiterung L|K nicht endlich und auch nicht noethersch ist.
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17. DIMENSION AFFINER ALGEBREN

Definition 17.1. Die Krulldimension eines Ringes A (oder einfach nur Dimension) dim(A)

ist das Supremum der Léngen n aller streng aufsteigenden Primidealketten
ppCpC...Cp,CA (17.1)

Die Dimension des Nullrings ist —1.

Oft interessiert man sich nur fiir Ketten, die in einem bestimmten Primideal p anfangen oder

enden. Man definiert daher
dimp:=dimA/p und codimp := dim A,. (17.2)

Die Kodimension codimp wird oft auch Hohe genannt und mit ht p bezeichnet. Die lokale

Dimension von A in p ist die Summe
dimy, A := dimp + codim p. (17.3)
Sie gibt die maximale Linge einer Primidealkette an, die p enthélt. Daher gilt
dim, A < dim A (17.4)
fiir alle p.
Als Anfang p, einer Primidealkette kann man immer ein minimales Primideal wéhlen. Also
gilt
dim A = sup{dim A/q | q € Spec(A) minimal}. (17.5)
Entsprechendes gilt fiir maximale Ideale
dim A = sup{dim A, | m € Max(A)}. (17.6)

Daher kann man Dimensionsbetrachtungen oft auf nullteilerfreie oder lokale Ringe reduzieren.

Beispiel 17.2. Hat der Ring A mehr als ein minimales Primideal, so ist nicht zu erwarten,
dass dim, A, dim A/q oder dim Ay, alle gleich sind. Dieses Phénomen tritt aber auch bei
nullteilerfreien noetherschen Ringen auf. Seien zum Beispiel py,ps C A := Klzy,...,z,)
zwei nicht ineinanderliegende Primideale und S := A\ (p; U ps). Dann hat Ag genau zwei
maximale Ideale (Ubung). Die lokale Dimension ist dort codim p; und codim p,, die offenbar

nicht tibereinzustimmen brauchen.

Bemerkung 17.3. Die Dimension eines Rings kann durchaus unendlich sein. Ein triviales

Beispiel ist der Polynomring

Ps = K[$1,9€2,$3, .- ] = Upn (17'7)
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in unendlich vielen Variablen. Dann bildet (0) C (x;) C (x1,22) C ... eine unendlich lange
Primidealkette. Insbesondere ist dim P,, = o0o. Da P, nicht noethersch ist, ist dies nicht
weiter verwunderlich. Wir werden spéter sehen (Korollar 18.8), dass ein noetherscher Ring
tatsachlich keine unendlich langen Primidealketten besitzt. Trotzdem gibt es noethersche

Ringe mit beliebig langen Ketten und somit unendlicher Dimension.

Beispiel 17.4. Wir verallgemeinern das vorige Beispiel 17.2. Sei dazu 0 < m; < mg < ...
eine streng monoton steigende Folge von natiirlichen Zahlen, sodass die Folge der Differenzen
d; :== m;41 — m; unbeschrinkt ist, zum Beispiel m; = i?. Fiir ¢ > 1 betrachte nun das
Primideal

pi=(Tm1+ 1, Tmy) C Poo. (17.8)
Sei S' die multiplikative Menge | J;(Pw \ ;). Dann kann man zeigen, dass A := (Pu)g erstens
noethersch ist und dass zweitens (p;)s ein maximales Ideal der Kodimension d; ist.

Folgender Satz beschreibt das Dimensionsverhalten bei ganzen Ringerweiterungen. Er be-
nutzt das ganze Arsenal von Struktursitzen, die wir in den Abschnitten 14 und 15 bewiesen
haben.

Satz 17.5. Sei B eine ganze A-Algebra, q € Spec(B) und p = qN A € Spec(A). Dann gilt

(a) dim B < dim A mit Gleichheit, wenn A C B,
(b) dimq = dimp und
(c) codim g < codim p und dimgq B < dim, A mit Gleichheit, wenn A C B, A normal und

B nullteilerfrei ist.

Beweis. Nach Incomparability ist das Bild jeder Primidealkette in Spec(B) eine Primide-
alkette in Spec(A). Dies beweist alle Ungleichungen.

Aus Lying-Over und Going-Up folgt, dass jede Primidealkette von A zu einer in B geliftet
werden kann. Damit folgt Gleichheit in (a). Der Spezialfall A/p C B/q liefert (b). Schlieflich
folgt Gleichheit in (¢) aus Lying-Over und Going-Down. O

Wir kommen auf affine Algebren zuriick.

Satz 17.6. Sei K ein Korper und A eine nullteilerfreie, endlich erzeugte K-Algebra mit
Quotientenkiorper Q(A). Dann gilt:

(a) dim A = trdeg, Q(A) < oo.

(b) Eine Primidealkette von A ist genau dann mazimal, wenn sie die Linge dim A hat.
(c¢) dimg A = dim A fiir alle q € Spec(A).

(d) dim A[X] = dim A fir jedes a € A, a # 0.
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Beweis. Sei qp C ... C ¢, C A eine Primidealkette der Liange m. Nach dem Normal-
isierungssatz ist A endlich {iber einem Polynomring P? C A mit

pi =i NVPY = (Yars1, - Un) (17.9)
fiir alle 7. Da dann Q(A) eine algebraische Erweiterung von Q(PY) = K(y1, ..., yn) ist, gilt
trdegy Q(A) = trdegy K(y1,...,yn) = n. (17.10)

Wegen Incomparability sind die p; paarweise verschieden. Also gilt m < n und damit dim A <
trdegy Q(A) < 0.

Angenommen m < n. Dann gibt es ein p’ der Form (ygy1,...,y,) mit entweder p’ C po
oder p,, C p’ C PY oder p; C p’ C p;41 fiir ein . Wir behaupten, dass man in die Kette
g+ ein Primideal ¢’ mit ¢’ N A = p’ einfiigen kann. In der Tat, im ersten Fall folgt dies aus
Going-Down, im zweiten aus Going-Up und im dritten aus Going-Down angewendet auf die
ganze Erweiterung PY /p; C A/q;. Man beachte dabei, dass PY/p; = K|y, . .., ya,| tatsichlich

normal ist.

Falls also g, eine maximale Kette ist, so folgt m = n und damit sowohl (b) als auch (a). Fir
(¢) beachte man, dass jedes Primideal ¢ in einer maximalen Kette liegt. Schlieklich folgt (d)
aus (a) und Q(A[L]) = Q(A). O

Ubung 17.7. Sei A eine endlich erzeugte K-Algebra und p C p' C A zwei Primideale.
Zeigen Sie, dass
dim(A/p)y = dimp — dim p’ (17.11)

die mazimale Linge aller Primidealketten zwischen p und p’ ist.

18. DER KRULLSCHE HAUPTIDEALSATZ

Es gibt keinen fiir allgemeine noethersche Ringe giiltigen Normalisierungssatz. Als Ersatz
hat Krull einen alternativen Zugang zur Dimensionsberechnung gefunden, der darauf beruht,

dass Nullstellenmengen reguliirer Funktionen Kodimension eins haben®.

Fiir einen Ring A und ein Element a € A betrachten wir folgendes Diagramm von natiirlichen

Ringhomomorphismen

A
N
| d@ A (18.1)

AN

a a

Al

8Der folgende Zugang zum Krullschen Hauptidealsatz stammt aus dem Buch A Course in Commutative
Algebra von G. Kemper.
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Fiir jedes Ideal a C A[Z] definiert man dann die Ideale

a=c'(a)={zcA|2eca}CA (18.2)
und
a =@ =a+ (a)/(a) C A/(a). (18.3)
Nach Satz 9.11 gilt
a=ali] und azea=zea (18.4)

Lemma 18.1. Sei (A, m) ein lokaler, noctherscher Ring, sei a € m und seien a C b C A[L]
Ideale mit o/ =b'. Dann ist a = b.

Beweis. Nach Voraussetzung ist @ + (a) = b + (a). Somit gibt es fiir jedes 2 € b ein y € @
und ein z € A mit = y + az. Wegen @ C b gilt az = v — y € b und damit z € b (wegen
(18.4)). Dies beweist

bCa+abCa+mbCb. (18.5)
Das Ideal b ist endlich erzeugt, da A noethersch ist. Somit folgt aus Korollar 6.2 (Nakayama),
dass @ = b und daher a =a[1] = b[1] = b. O

Lemma 18.2. Sei (A,m) ein lokaler, noetherscher Ring und a € m mit dim A/(a) = 0.
Dann ist dim A[1] < 0.

Beweis. Wegen dim A/(a) = 0 hat A/(a) endliche Lénge (Satz 13.3). Aus Lemma 18.1 folgt,
dass fiir jede echt aufsteigende Idealkette a, C A[1] auch o}, C A/(a) eine echt aufsteigende
Idealkette ist. Also hat A[Z] ebenfalls endliche Léinge, woraus dim A[2] < 0 folgt (wieder
nach Satz 13.3). O

Satz 18.3 (Krullscher Hauptidealsatz). Sei A ein noetherscher Ring und a € A. Seip €
Spec(A) minimal dber (a). Dann gilt codimp < 1. Wenn a kein Nullteiler oder allgemeiner

in keinem minimalen Primideal von A enthalten ist, dann ist codimp = 1.

Beweis. Fiir die Ungleichung kann man A durch den lokalen Ring A, ersetzen. Das maximale
Ideal p/(a) von A/(a) ist nach Voraussetzung auch minimal. Also ist dim A/(a) = 0 und
damit dim A[1] < 0 (Lemma 18.2). Wegen

Spec(A) = Spec(A/(a)) U Spec(A[2]) (18.6)
gilt dann codimp = dim A < 1.
Sei nun A wieder allgemein. Dann bedeutet codim p = 0, dass p ein minimales Primideal von

A ist. Aber dann ist a in einem assoziierten Primideal enthalten (Korollar 11.10) und damit
ein Nullteiler (Korollar 11.3 (b)). O
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Bemerkung 18.4. Der Hauptidealsatz erscheint vielleicht etwas paradox, da man auf dem
Standpunkt stehen kann, dass zum Beispiel die Nullstellenmenge der Funktion f(x,y) =
2% + y? im R? die Dimension Null haben sollte. Dieses Paradoxon wird dadurch aufgelost,
dass der Ring R[x, y]/(f) nicht nur die reellen, sondern auch die komplexen Losungen ,sieht*

(in Form von Ringhomomorphismen nach C), und da gibt es jede Menge.

Bemerkung 18.5. Der Hauptidealsatz macht fundamental Gebrauch von der noetherschen
Eigenschaft. Dies ist nicht vermeidbar, denn es gibt nichtnoethersche Ringe, fiir die der

Hauptidealsatz verletzt ist. Hier ein Beispiel: Mit einem Koérper K und dem Monoid
A= {(n1,n3) € Z* | ny > 0 oder (n; =0 und ny > 0)} (18.7)
(das sind die ganzzahligen Paare, die lexikographisch > (0,0) sind) definieren wir den Ring

A:=K[A] = @ Kat'al? = Klxy) © 21K |29, 23] (18.8)

(n1,n2)EA

Dann ist (0) C 1 K[xg, 75'] C () eine Primidealkette. Insbesondere ist codim(xy) > 2.
Der Hauptidealsatz verallgemeinert sich folgendermafen:

Satz 18.6. Sei A ein noetherscher Ring und sei p € Spec(A) minimal dber (ay, ..., a,) C A.

Dann ist codimp < n.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n. Fiir codim p = 0 ist die Behauptung
offensichtlich richtig, was insbesondere den Fall n = 0 erledigt. Sei also ab jetzt n > 1 und
codimp > 1. Wie oben kénnen wir durch Ersetzen von A mit A, annehmen, dass (A,p)
lokal ist. Sei nun q € Spec(A) mit q C p. Dann miissen wir codim q < n — 1 beweisen. Da A

noethersch ist, geniigt es solche q zu betrachten, die maximal mit q C p sind.

Aus der Minimalitéat von p iiber (aq,...,a,) folgt, dass g nicht alle a; enthélt. Wir nehmen
ohne Einschrinkung a,, ¢ q an. Da dann p auch minimal iiber q + (a,) ist, ist A/(q + (an))
nach Korollar 13.6 artinsch. Weil daraus p* C q + (a,) fiir ein k& > 1 folgt, kann man
bi,....,bp_1 €qund xq,..., 2,1 € A mit

finden. Wegen (a},...,a% | a,) = (by,..., b, 1, a,) ist p auch minimal iiber (by, ..., b, 1, ay).
Sei a := (by,...,b,_1) C q und seien § C p und @, die Bilder von q C p und a,, in A := A/a.
Weil p minimal iiber (a,) ist, folgt aus dem Hauptidealsatz 18.3, dass codimp < 1 und
damit codim q = 0 ist. Dies bedeutet, dass q minimal iiber a ist. Per Induktion erhalten wir
codimg <n — 1. U

Korollar 18.7. Sei A noethersch und p = (aq,...,a,) € Spec(A). Dann ist codimp < n.
Insbesondere ist codim p endlich fir alle p € Spec(A).



79
Da jede Primidealkette in einem maximalen Ideal enthalten ist, zeigt dies auch, dass es in

einem noetherschen Ring keine unendlich langen Primidealketten geben kann.

Korollar 18.8. Sei A ein noetherscher Ring. Dann gilt fiir Primideale auch die absteigende
Kettenbedingung.

Aus Satz 6.14 erhalten wir:

Korollar 18.9. Sei (A, m) ein lokaler, noetherscher Ring und k := A/m. Dann ist dim A <

dimy, m/m?. Insbesondere ist dim A < oo.
Besonders wichtig ist der Fall, dass Gleichheit herrscht.

Definition 18.10. Ein lokaler noetherscher Ring (A, m) mit dim A = dimy4;n m/m* heiist

requldr.

Regularitat ist eine extrem einschrankende Bedingung. Ein artinscher lokaler Ring ist zum
Beispiel genau dann regulér, wenn er ein Korper ist. Eindimensionale reguldre Ringe werden
im spéteren Abschnitt 21 behandelt. Allgemein kann man zum Beispiel zeigen, dass (lokale)
reguldre Ringe nullteilerfrei, normal und sogar faktoriell sind. Die Beweise sind allerdings

teilweise sehr aufwendig, sodass darauf in diesem Skript nicht mehr eingegangen wird.

Nach Satz 18.6 braucht man fiir ein Primideal p mindestens codim p Elemente, um zu erre-

ichen, dass p minimal dariiber ist.

Definition 18.11. Sei A ein Ring und p C A ein Primideal. Eine endliche Folge a4, ..., a, €

p heilt Parametersystem von A in p, wenn p minimal tiber (a4, ...,a,) mit n = codimp ist.
fjbung 18.12. Sei aq,...,a, ein Parametersystem von A in p. Seien vy, ..., v, > 1 ganz.
Zeigen Sie, dass dann ay', ..., al" ebenfalls ein Parametersystem ist.

Wir zeigen nun, dass der allgemeine Hauptidealsatz 18.6 scharf ist.
Satz 18.13. Sei A noethersch. Dann hat jedes Primideal p C A ein Parametersystem.

Beweis. Wir konstruieren die Elemente a4, ..., a, € p rekursiv. Ist p minimal, d.h. codimp =
0, so kann man n = 0 nehmen. Ansonsten gibt es ein Primideal q C p mit codimq =n — 1.
Dann ist g minimal iiber einem Ideal a = (ay,...,a,_1). Seien qi,...,qs alle Primideale,
die minimal iiber a liegen. Fiir alle gilt dann codimqg; < n — 1. Insbesondere ist p € q;.
Wegen Prime Avoidance (Satz 3.14) gibt es ein Element a,, € p mit a, € q;, i = 1,...,s.
Dann ist tatsédchlich p minimal tiber (aq,...,a,), denn jedes kleinere Primideal p’ hétte
codimp’ < n—1 und wiirde a enthalten. Dann wére aber p’ = q; fiir ein ¢, was wegen a,, & q;

nicht stimmt. O
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Da man die Minimalitét eines Primideals p C A {iber einem Ideal a C A dadurch erkennen
kann, dass p/a nilpotent in A, ist, erhalten wir folgende alternative Charakterisierung der

Krulldimension:

Korollar 18.14. Sei (A,p) ein lokaler noetherscher Ring. Dann ist dim A die kleinste Zahl
n, fir die es ay,...,a, € A und k> 1 mit p* C (a1,...,a,) Cp gibt.

Bislang haben wir die Kodimension studiert. Fiir die Dimension eines Primideals gibt es

folgendes Gegenstiick zum Hauptidealsatz:

Satz 18.15. Sei (A, m) ein lokaler, noetherscher Ring. Fir alle Ideale a = (ay,...,a,) €m
gilt dann dim A/a > dim A — n.

Beweis. Die Bilder von a,.1,...,a,1.4 € m mogen ein Parametersystem von A/a bilden.

Dann ist m minimal tber ay, ..., a,;q und damit dim A < d + n. O

Bemerkung 18.16. Dieser Satz ist komplementéar zum Hauptidealsatz. Sei zum Beispiel
a € A ein Nichtnullteiler. Der Hauptidealsatz besagt, dass alle Komponenten von V(a) die
Kodimension 1 haben. Der Satz oben besagt lediglich, dass mindestens eine Komponente

die Dimension dim A — 1 hat. Die anderen konnten durchaus kleinere Dimension haben.

Es gibt noch eine Anwendung des Hauptidealsatzes auf faktorielle Ringe. Dies sind Ringe,
die eine eindeutige Primfaktorzerlegung zulassen. Wenn der Ring noethersch ist, hat jedes
Element eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Weiterhin ist in dem Fall der Ring genau

dann faktoriell, wenn jedes irreduzible Element prim ist.

Satz 18.17. Fin nullteilerfreier, noetherscher Ring ist genau dann faktoriell, wenn jedes

Primideal der Kodimension 1 ein Hauptideal ist.

Beweis. Angenommen jedes Primideal der Kodimension 1 ist ein Hauptideal. Sei a € A
irreduzibel und sei p € Spec(A) minimal tiber (a). Dann ist codimp = 1 nach dem Haupt-
idealsatz 18.3. Deshalb ist p = (p) nach Voraussetzung prim. Wegen a € (p) gibt esein b € A
mit a = bp. Da a irreduzibel ist, ist b eine Einheit und a ist ebenfalls prim. Ist umgekehrt
p ein Primideal der Kodimension 1. Dann ist p minimal tiber einem Hauptideal (a). Sei
a = pj...py eine Primfaktorisierung. Da p prim ist, ist p; € p fiir ein 7. Da (p;) selbst prim
ist, gilt p = (p;). O

19. FASERDIMENSIONEN

Sei ¢ : X — Y ein Morphismus zwischen affinen Varietdten und y € Y. Dann nennt man

X, = ¢ Hy) = X xy {y} die Faser von ¢ iiber y. Die Algebra der reguliren Funktionen ist
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dann folglich
red
O(x,) = (O(X) @) O ) fm,) (19.1)
Hierbei ist m, = Z({y}) das maximale Ideal zu y.

Diese Konstruktion hat Sinn fiir beliebige A-Algebren B. Anstatt maximalen Idealen nimmt
man jedoch jetzt beliebige Primideale p C A. Da dann A/p kein Kérper mehr ist, nimmt
man stattdessen den Quotientenkorper x(p) := Q(A/p).

Definition 19.1. Sei A ein Ring, B eine A-Algebra und p € Spec(A). Dann heifst
B(p) := (B/pB)y = B @4 k(p) (19.2)

der Faserring von B dber p.

Man beachte, dass der Faserring eine Algebra tiber dem Korper Q(A/p) ist. Wenn B eine
endlich erzeugte A-Algebra ist, so sind alle Faserringe affine Algebren und man hat alle deren

Methoden (insbesondere den Normalisierungssatz) zur Verfiigung.

Auf dem Niveau von Spektren macht der Faserring genau das, was wir wollen, denn
Spec(B(p)) =¢ '(p) ={a € B|lqnA=p}. (19.3)

Von besonderer Bedeutung sind die Fasern iiber den maximalen Idealen, aber auch die Faser-

ringe liber einem minimalen Ideal. Erstere heifsen spezielle, letztere generische Fasern.

Es stellt sich nun das Problem, wie die Dimension von A, B und den Fasern zusammenhén-

gen. Paradigmatisch ist dabei der Satz
dimg U = dimg V + dimg ¢~ (0) (19.4)
aus der linearen Algebra, wobei ¢ : U — V ein surjektiver Homomorphismus ist.

Der folgende Satz vergleicht die Dimensionen von A und B mit der Dimension einer speziellen

Faser.

Satz 19.2. Sei A ein noetherscher Ring und B eine noethersche A-Algebra. Weiter sei
q € Spec(B) und p =qN A € Spec(A). Dann gilt

dim By < dim A, + dim By(p). (19.5)
mit Gleichheit, wenn die Erweiterung A C B die Going-Down-Figenschaft hat.
Beweis. Man kann A und B durch A, bzw. By ersetzen. Dadurch kann man annehmen, dass
(A,p) und (B, q) lokal mit p = q N A sind und es ist

dim B < dim A + dim B/pB (19.6)
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zu beweisen. Sei dazu ay, ..., aq € p ein Parametersystem von A in p und by, ...,b. € q eine

Folge, deren Bild in B/pB ein Parametersystem bildet. Fiir die zugehorigen Ideale gilt dann
p*CaCpundq Cb+pBCq (19.7)
und damit
" C(6+pB)* Cb+p*BC (ar,... a0 b, ..., b)s Cq. (19.8)
Es folgt dim B < d+ e = dim A + dim B/pB.
Wir nehmen nun an, dass A < B die Going-Down-Eigenschaft hat. Wegen e = dim B/pB
gibt es eine Primidealkette qo C ... C q. = q mit pB C qo. Dann gilt p C qoNA C qNA = p.
Wegen d = dim A gibt es eine weitere Kette py C ... C pg = p. Wegen Going-Down kann

man diese zu einer Kette q C ... C g = qo liften. Da die zusammengesetzte Kette dann
die Lénge d + e hat, gilt dim B > d 4+ ¢ = dim A + dim B/pB. d

Bemerkung 19.3. Wegen sup, By = dim B, dim A, < dim A und, fiir festes p, sup, 4, B(p),
dim B(p) erhdlt man aus (19.5) die Abschétzung

dim B < dim A + sup, dim B(p). (19.9)
Als Anwendung berechnen wir die Dimension von Polynomringen.
Korollar 19.4. Sei A ein noetherscher Ring. Dann gilt dim Az, ..., z,| = dim A + n.

Beweis. Es gentigt, den Fall n = 1 zu behandeln. Sei B = Alx| und sei p C A ein Primideal.
Wegen B(p) = r(p)[z] folgt aus (19.9), dass dim A[x] < dim A+1 ist. Angenommen A besitzt
eine Primidealkette pg C ... C py C A der Lange d. Dann hat A[z]| die Primidealkette

polz] C ... Cpylz] C paz] + () C Alzx]. (19.10)
der Lange d + 1. Es folgt dim A[z] > d 4+ 1 fiir alle d < dim A und damit dim A[z] >
dim A + 1. O

Ubung 19.5. Beweisen Sie Korollar 19.4 direkt, d.h. ohne Verwendung von Satz 19.2.

Zur Illustration von Satz 19.2 beschreiben wir die Auswirkungen auf affine Varietédten. Sei

dazu K ein algebraisch abgeschlossener Grundkorper.

Satz 19.6. Sei f : X — Y ein Morphismus zwischen irreduziblen, affinen K-Varietditen.
Dann gilt:

(a) Fiir alle y € Y hat jede Komponente von X, mindestens die Dimension dim X —
dimY.

(b) Sei f dominant, d.h., f(X) ist dicht in' Y. Dann gibt es eine dichte offene Teilmenge
Yo CY mit dim X, = dim X —dimY > 0 fir alle y € Y.
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Beweis. (a) Sei A = O(Y) und B = O(X). Sei Z C X, eine irreduzible Komponente
und z ein Punkt von Z, welcher in keiner anderen Komponente liegt. Sei q := m,, sodass
p=gNA=m, Dann ist dim Z = dim, X,, = dimy B(p). Da X und Y irreduzibel sind, gilt
weiterhin dim A, = dim, Y = dimY und dim B, = dim, X = dim X. Die Behauptung folgt

nun aus (19.5).

(b) Nach Satz 10.2 hat jede flache Ringerweiterung die Going-Down-Eigenschaft. Der Satz
von der generischen Flachheit (Satz 10.6) liefert ein a € A, a # 0, sodass B, flach iiber A,
ist. Also gilt dim X, = dim X — dimY fiir alle y € Y5 := Y \ V(a). O

Satz 19.7 (Chevalley). Sei f : X — Y ein Morphismus zwischen affinen K -Varietditen.
Dann st die Funktion
ox : X = Z: x> dimg Xy (19.11)

halbstetig nach oben, d.h. fir alle d > 0 st
X(d) == {r € X | dim, Xy, > d} (19.12)

abgeschlossen in X.

Beweis. Wir starten mit einer Voriiberlegung. Angenommen X = X; U X, ist Vereinigung
abgeschlossener Teilmengen, sodass ¢x, und @y, halbstetig sind. Sei ¢x, die Fortsetzung
von px, auf X durch —1. Dann ist ¢y, ebenfalls halbstetig nach oben. Fir x € X; N X,
und y = f(z) gilt weiterhin X, = X7, U X5,. Damit folgt px = sup(¢1, P2) und damit die
Halbstetigkeit von ¢x.

Sei nun X’ C X abgeschlossen und minimal, sodass ¢xs nicht halbstetig ist. Nach der
Voriiberlegung ist X' irreduzibel. Sei Y’ C Y der Abschluss von f(X'). Dann ist Y’ ebenfalls
irreduzibel. Setze dy := dim X’ — dimY”’. Nach Satz 19.6 gibt es Y C Y abgeschlossen,
sodass fiir X” := f~1(Y") gilt ox > dy auf ganz X’ und px: = dy auf X'\ X”. Es folgt
X'(d) = X' fir d < dp und X'(d) = X"(d) fir d > dy. Aus der Minimalitét von X' folgt,
dass X'(d) fir alle d abgeschlossen ist. O

Bemerkung 19.8. (a) Man beachte, dass die Dimension der Faser nur halbstetig in z, aber
im Allgemeinen nicht in y ist, d.h., y — dim X, braucht nicht halbstetig zu sein. Dies ist ein
haufiger Anfangerfehler.

(b) Die Halbstetigkeit kann man fiir beliebige endlich erzeugte A-Algebren beweisen. Dazu

braucht A noch nicht einmal noethersch zu sein. Siehe Satz 20.14.

Ubung 19.9. Man konstruiere einen Morphismus f : X — Y, sodass y — dim X, nicht
halbstetig ist. [Hinweis: f: A3\ V(z — ) = A% : (2,y,2) — (23 — z, 2y, 2)./
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Nun vergleichen wir dim A, dim B und die Dimension der generischen Faser. Fiir nullteiler-

freie affine Algebren gilt zum Beispiel
dim B = dim A + trdeg, B. (19.13)

Dabei haben wir der Einfachheit halber trdeg, B := trdegg 4) Q(B) gesetzt. Mit Hilfe von
Satz 17.6 lauft die Formel einfach auf die Additivitdt des Transzendenzgrades hinaus: Fiir
jeden Korperturm K C L C M gilt

trdeg, M = trdegy L + trdeg; M. (19.14)
Eine naheliegende Verallgemeinerung von Formel (19.13) ist die Ungleichung
dim B < dim A + trdeg, B. (19.15)

Diese gilt tatsédchlich (siehe Korollar 19.16), hat aber den Nachteil, dass sie selbst fiir die in
der Praxis vorkommenden Ringe streng ist. Fiir jeden lokalen Ring (A, p) und ein Element
0 # a € p ist zum Beispiel dim A, < dim A. Das Problem ist, dass A nur im Ideal p
maximale Dimension hat, aber p nicht in Spec A, liegt. Nagata hat deshalb eine lokale
Version der Ungleichung (19.15) formuliert, die unter einer relativ schwachen Bedingung

sogar Gleichheit liefert.

Definition 19.10. Ein noetherscher Ring A heifst Kettenring, wenn alle maximalen Prim-
idealketten zwischen zwei gegebenen Primidealen p C p’ dieselbe Lange haben. Gilt dies sogar

fiir alle endlich erzeugten A-Algebren, dann nennen wir A einen universellen Kettenring.

Beispiel 19.11. a) Mit jedem universellen Kettenring A ist auch jeder Quotient A/a, jeder

Polynomring A[zy,...,x,] und jede Lokalisierung Ag ein universeller Kettenring.

(b) Nach Satz 17.6 ist jede endlich erzeugte K-Algebra ein Kettenring. Insbesondere ist jeder

Korper ein universeller Kettenring.

(c) Hauptidealringe (insbesondere Z), regulére Ringe und allgemeiner alle Cohen-Macaulay-

Ringe sind universelle Kettenringe (siche Satz 24.13).

Beispiel 19.12. Nagata hat folgenden noetherschen Nichtkettenring konstruiert. Sei K ein
Kérper und u(z) = Y7 u,a™ € K|[z]] eine formale Potenzreihe”, welche von z algebraisch
unabhiingig ist. Sei A C K[z, 27!, y] die Unteralgebra bestehend aus allen Funktionen p(x,y),
fur die der (formale) Grenzwert
L(p) :== lir%p(x, u(z)) € K (19.16)
Tr—r

existiert. Dann sind mg := (z) und m; := (z—1, y) maximale Ideale, in denen A verschiedene

Dimensionen, namlich 1 bzw. 2, hat. Dies folgt aus der Tatsache, dass A(,) ein Hauptidealring

9Mehr zu formalen Potenzreihen in Abschnitt 27 unten.
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und A, = K[z, 27!, y] ist (Ubung). Sei A’ C A der Unterring aller p(z,y) mit L(p) = p(1,0).
Dann ist das maximale Ideal m’" = myNm; Endpunkt von Primidealketten der Lénge 1 bzw.
2. Erstere ist nicht maximal. Im Polynomring A’[z] ist das maximale Ideal aber m = m’+ (2)
Endpunkt von maximalen Ketten der Lange 2 und 3. Also ist A’[z], kein Kettenring. Dass
er noethersch ist, folgt aus der Tatsache, dass sowohl A,y als auch A, noethersch sind, sowie
Satz 14.6.

Bemerkung 19.13. Nagatas Beispiel ist nicht normal, denn A[z] ist ganz tiber A'[z]. Es
wurde lange geglaubt, dass alle normalen noetherschen Ringe Kettenringe sind, bevor dann

Ogoma 1980 ein Gegenbeispiel gefunden hat.
Das folgende Lemma wird im Beweis von Nagatas Hohenformel gebraucht.

Lemma 19.14. Sei (A, p) ein nullteilerfreier, lokaler, universeller Kettenring und (0) =
qo C ... C qm C A[x] := Alz1,...,x,] eine mazximale Primidealkette mit q,, N A = p. Dann
ist m = dim A + n.

Beweis. Nach Voraussetzung haben alle maximalen Ketten zwischen (0) und g, dieselbe
Lange und diese ist < dim A 4+ n. Es genitigt also eine Kette der Lange dim A + n zu konstru-
ieren. Dies ist aber einfach: Man nehme eine Kette (0) = pg C ... C pg = p mit d = dim A.
Danach verldngert man die Kette p.[x] C A[x] durch das Urbild einer maximalen Kette
in (A/p)[x], welche im maximalen Ideal ¢,,/(p[x]) endet. Letztere hat die Lénge n nach
Satz 17.6. U

Die Ungleichung (19.15) ldsst sich nun folgendermafen verschérfen.

Satz 19.15 (Nagatas Hohenformel). Sei A ein noetherscher Ring und B eine nullteilerfreie,
A-Algebra mit A C B. Fiir q € Spec(B) und p = qN A gilt dann

dim By + trdeg 4, B/q < dim A, + trdeg, B. (19.17)
mit Gleichheit, wenn A ein universeller Kettenring und B eine endlich erzeugte A-Algebra

15t.

Beweis. Sei zunéchst B eine endlich erzeugte A-Algebra. Durch Lokalisieren in p kénnen wir
annehmen, dass (A, p) lokal ist. Insbesondere ist dann k = A/p ein Korper und B/q ist eine
endlich erzeugte k-Algebra. Wegen dim B/q = trdeg,,, B/q (Satz 17.6) muss nur noch

dim By + dim B/q < dim A + trdeg, B (19.18)

gezeigt werden.
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Nach Annahme ist B = A[x|/t mit x := (x1,...,2,). Wegen A C B ist t ein Primideal mit
tNA=0.Sei qC A[x] das Urbild von q. Fiir dieses gilt gn A=qN A =p.

0 Ctv Cgq CA[z
| [ (19.19)
0Cqg C B

Das Urbild einer Primidealkette von B ist eine Primidealkette von A[x]|. Damit erhélt man
die Abschétzung

dim A[z], + dim By + dim B/q < dim A[x] = dim A +n (19.20)

In der Tat ist die linke Seite nichts anderes als die maximale Lénge einer Primidealkette
von A[x], welche v und ¢ enthélt. Fiir universelle Kettenringe gilt dabei Gleichheit nach
Lemma 19.14.

Wegen t N A = 0 gilt A[x]|. = K[x], wobei K := Q(A) und t* := t4-. Da alle maximalen
Primidealketten von K[x] die Lénge n haben (Satz 17.6(b)), gilt
dim A[x], = dim K [x]« = n — dim K[x]/t*. (19.21)
Zusammen mit (19.20) liefert dies
dim By + dim B/q < dim A + dim K[x]/¢". (19.22)
Wegen K|[x]/t* = By~ folgt die Behauptung mit Hilfe von Satz 17.6(a) aus
dim K [x] /" = trdegg 4) Q(Ba+) = trdegg 1) Q(B) = trdegy B. (19.23)

Schliefslich sei B beliebig. Seien r < dim B, und s < trdeg 4 /p B/q natiirliche Zahlen. Dann
enthélt B eine Primidealkette qo C ... C q, = q und wir wéhlen b; € q;\q;—; fire =1,...,7.
Weiterhin gibt es 0, ..., 0, € B, die in B/q algebraisch unabhéngig sind. Die endlich erzeugte
A-Algebra B? := A[by, ..., b, V},...,b.] C B und das Primideal q° = g N BY haben dann die
Eigenschaft, dass dim By, > 7 und trdeg,,, B°/q° > s ist. Somit folgt aus der Hohenformel
fiir BO

r+s < dim Bgo + trdeg 4, B°/q° < dim A, + trdeg, B < A, + trdeg, B. (19.24)

die Hohenformel fiir B, wenn man nur r und s grof genug macht. O

Korollar 19.16. Sei A ein noetherscher Ring und B eine nullteilerfreie A-Algebra mit A C
B. Dann gilt dim B < dim A + trdeg, B.

Beweis. Man nehme in (19.17) das Supremum iiber alle g. O
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20. ZARISKIS MAIN THEOREM

Wie wir gesehen haben, haben endliche Ringerweiterungen exzellente Eigenschaften. Das
Problem ist dabei, dass es sich nicht um eine geometrische, sondern um eine inhérent alge-
braische Eigenschaft handelt. Man kann, mit anderen Worten, einem Morphismus ¢ : X — Y
von affinen Varietdten nicht mengentheoretisch ansehen, ob O(X) ein endlich erzeugter
O(Y)-Modul ist. Es gibt nur ein notwendiges Kriterium, némlich dass alle Fasern endlich
sind. Das wird aber zum Beispiel von der offenen Einbettung X \ V(f) — X auch erfiillt.
Der zugehorige Ringhomomorphismus O(X) — O(X )[%] ist aber in der Regel nicht endlich.
Gliicklicherweise gibt es eine von Zariski stammende Methode, mit diesem Problem umzuge-
hen. Er zeigte ndmlich, dass jeder Morphismus X — Y mit endlichen Fasern die Verkettung
einer offenen Einbettung mit einem endlichen Morphismus ist! Dies ist Zariskis ,,Main The-

orem*“1?,

Zariski hat seinen Satz im Kontext affiner Algebren bewiesen. Spéter (1966) hat Peskine das
MAIN THEOREM und seinen Beweis auf beliebige Ringe erweitert. Die einzig fundamentale
Bedingung ist, dass der groffere Ring als Algebra iiber dem kleineren endlich erzeugt ist.
Schon Zariski hat bemerkt, dass nicht alle Fasern endlich sein miissen, sondern nur eine
einzige. Wir formulieren nun Zariskis MAIN THEOREM in Peskines Form.

Definition 20.1. Ein Primideal q C B heift isoliert, wenn dimy, B = 0 ist. Ist B eine A-
Algebra, so heift n € Spec(B) isoliert iber A oder isoliert iber m := n N A, wenn n im
Faserring B(m) isoliert ist, d.h. wenn es maximal und minimal unter allen iiber m liegenden
Primidealen ist.

Satz 20.2 (Zariskis MAIN THEOREM). Sei A ein Ring und B eine endlich erzeugte A-
Algebra. Sein € Spec(B) isoliert iber A. Dann gibt es eine endliche A-Unteralgebra Ag C B
und ein Element t € Ay \ n mit B[}] = Ag[1].

Als Erstes reduzieren wir den Satz auf folgenden Spezialfall:

Lemma 20.3 (Hauptlemma). Sei (A, m) ein lokaler Ring und A C B eine endlich erzeugte
Ringerweiterung, sodass A in B ganz abgeschlossen ist. Es gebe ein tiber m isoliertes Prim-
tdeal n von B. Dann ist B = A.

Beweis von Satz 20.2 unter der Annahme von Lemma 20.3: Wir konnen A durch sein Bild
in B ersetzen. Somit ist ohne Einschrankung A C B. Sei A C B der ganze Abschluss von
A und setze m := nN A sowie my := nN A = mnN A. Nach Voraussetzung ist n isoliert
{iber my. Dann ist es erst recht isoliert iiber m. Es folgt, dass ny, iiber my, isoliert ist. Da Ay,
auch ganz abgeschlossen in B, ist (Satz 14.3(¢c)), folgt aus Lemma 20.3, dass By, = Ay. Die

1090 heifit der Satz aus seiner Arbeit von 1943. Es handelt sich also nicht unbedingt um Zariskis wichtigsten
Satz.



88

A-Algebraerzeuger by, . . ., b, lassen sich dann schreiben als b; = £, mit ¢; € Aundt; € A\m.
Dann ist die von allen ¢; und t; erzeugte A-Algebra Ay C A endlich iiber A und mit ¢t = ILt
gilt B[%] = AO[%]. O

Nach Voraussetzung ist B = A[by,...,b,] und wir versuchen Induktion nach n. Sei dazu
A" = Alby,...,b,q]. Dann ist A C A’ C A'[b,] = B. Dann sieht es so aus, dass wir nur

folgenden Spezialfall zu beweisen hatten:

Lemma 20.4. Unter den Voraussetzungen von Lemma 20.3 sei B = A[b] fir ein b € B.
Dann ist B = A.

Der Beweis davon ist nicht allzu schwierig. Leider ist das Lemma aber in unserem Fall (noch)
nicht anwendbar, da die Voraussetzung, dass A’ in B ganz abgeschlossen ist, nicht erfiillt
zu sein braucht. Daher miissen wir den Ansatz modifizieren und einen etwas allgemeineren

Spezialfall beweisen.

Lemma 20.5. Unter den Voraussetzungen von Lemma 20.3 sei B endlich iber A[b] fir ein
be B. Dann ist B = A.

Leider gibt es a priori keinen Grund, dass n N A[b] iiber m isoliert ist. Dies ist tatsdchlich
richtig, aber nicht leicht zu zeigen. Zunéchst begniigen wir uns aber mit zwei relativ leichten

Beobachtungen zu Zwischenringen.

Lemma 20.6. Unter den Voraussetzungen von Lemma 20.3 set A C C' C B ein Zwischen-

7ing.

(a) Das Ideal n N C' ist mazimal in C' und n ist iber n N C' isoliert.
(b) Seit € C\n mit B[t] = C[}]. Dann ist ' :=nNC isoliert dber m.

Beweis. (a) Man beachte, dass K = A/m und L = B/n Korper sind. Da B iiber A endlich
erzeugt ist, folgt aus dem schwachen Nullstellensatz Lemma 2.3, dass die Korpererweiterung
L|K endlichen Grad hat. Nun ist C'/(nNC') ein Zwischenring und damit schon ein Zwischen-
korper. Also ist n N C' maximal in C'. Da jedes Primideal von B, das iiber n N C liegt, auch
iiber m liegt, ist n isoliert iiber n N C.

(b) Zunéchst einmal ist ' = n N C C C maximal nach (a). Falls n’ nicht isoliert wire,
wire es auch in keiner Zariski-offenen Umgebung isoliert. Die Bedingung besagt aber, dass
n € Spec(B) und n’ € Spec(C) isomorphe offene Umgebungen besitzen. Also ist n’ genauso

wie n isoliert. O



Beweis des Hauptlemmas 20.3 unter Annahme wvon Lem- B
ma 20.5: Sei B endlich iber Alby,...,b,] € B. Wir be- |
weisen die Aussage nun Eurch Induktion nach n. Sei dazu Alb,]
A" = Alby,...,b,_1] und A sein ganzer Abschluss in B. Nach /
Lemma 20.6(a) ist m :=nN A C A ein maximales Ideal, {iber
dem n isoliert ist. Weil B zudem endlich iiber A[b,] ist, folgt e
Bs = Ag aus Lemma 20.5. Da B als A-Algebra endlich erzeugt |
ist, gibt es einen Hauptnenner ¢ € A\ n mit B C A[7]. Da- |
her gibt es auch eine iiber A endlich erzeugte Zwischenalgebra A
A'lt] € Ay € A mit B[}] = Ag[}]. Lemma 20.6(b) impliziert,

dass n N Ay isoliert iiber A ist. Da A iiber A’ ganz ist, ist A, iiber A’ endlich. Aus der
Induktionshypothese folgt jetzt Ag = A, was t € A\ m = A* zur Folge hat. Also ist
B=B[}]=A[}] = A O

t

=
5
| —
3

Der Beweis von Lemma 20.4 und Lemma 20.5 basiert auf folgendem Ergebnis.

Lemma 20.7. Se: B endlich iber A[b] und A ganz abgeschlossen in B. Sei f(x) € Alx] ein
normiertes Polynom, d € B und a C A ein Ideal mit f(b)d € alb]. Dann gilt d € A[b]. Ist
d=1, so gibt es c € 1+ (a[b] N A) mit cb € A.

Beweis. Es gibt nach Annahme ein Polynom g(z) € a[z] mit f(b)d = ¢(b). Sei g(z) =
m(x)f(x) + r(z) die Division mit Rest. Mit e := m(b) — d € B ergibt sich daraus die
Gleichung

ef(b) +r(b) = 0. (20.1)
Wegen degr < deg f ist b ganz iiber dem Unterring A[2] C B[2]. Also ist A[b] und somit B
ganz iiber A[%] Wegen e € B ist auch e ganz iiber A[%] Es folgt, dass e ganz iiber A ist und
damit e € A. Also ist d = m(b) —e € A[b]. Fiir die zweite Behauptung sei N := deg f. Durch
Multiplikation von (20.1) mit e¥~1 folgt, dass eb ganz iiber A und damit in A ist. Wegen
m(z) € a[z] hat ¢ = —e die geforderten Eigenschaften. O

Beweis von Lemma 20.4: Der Homomorphismus 7 : (A/m)[x] - B/mB :  — b+ mB ist
surjektiv. Da B/mB ein isoliertes Ideal, ndmlich das Bild von n besitzt und da A/m ein
Korper ist, kann der Kern von 7 nicht trivial sein. Es gibt daher ein normiertes Polynom
f(z) € Alz] mit f(b) € mB = m[b]. Nach Lemma 20.7 mit d = 1 und a = m gibt es wegen
mBNACnNA=meincel+mC A* mit cb € A. Es folgt b € A und damit B=A. U

Es bleibt Lemma 20.5 zu beweisen. Fiir jede Ringerweiterung C' C B definiert man den

Fihrer von B nach C als

fpic = Annc(B/C) ={ce C|cB C C}. (20.2)
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Man beachte, dass fpc auch ein Ideal von B ist. Die Signifikanz des Fiihrers liegt in B[2] =
C[%] fiir alle ¢ € fB|C"

Lemma 20.8. Sei B endlich tber A[b] und A ganz abgeschlossen in B. Sei q € Spec(B)
manimal Gber fpap und p :=qN A. Dann ist (A/p)[x] — B/q: f(x) — f(b) injektiv.

Beweis. Andernfalls gibt es ein Polynom f(z) € A[z] mit f(b) € q und f(z) & p[z]. Dabei
kann man annehmen, dass alle Koeffizienten, insbesondere also der Leitkoeffizient a nicht in
p liegt. Da q minimal iiber f := fpap liegt, sind alle Elemente von (q/f)q C (B/f)q nilpotent.
Es gibt also m > 1 und t € B\ q mit f(b)"t € §. Fiir jedes d € tB gilt dann f(b)"d € A[b].
Sei A’ := A[%]. Da = f(x)™ € A’[z] primitiv ist, folgt aus Lemma 20.7 (mit a = A’), dass
d € A'[b] und damit a"d € A[b] fir ein n > 0. Weil B endlich tiber A[b] ist, kann man n
uniform fiir alle d wéhlen. Es folgt dann a"tB C A[b] und daher "t € § C q im Widerspruch
zu a,t & q. O

Lemma 20.9. Sei Alzx] C B eine endliche Erweiterung und sei B nullteilerfrei. Dann ist
kein n € Max(B) isoliert tiber A.

Beweis. Seien A, B die Normalisierungen von A, B. Dann ist auch A[x] — B injektiv. Sei
m := nN A und wihle mittels Lying-Over 1 € Spec(B), welches iiber n liegt. Dann liegt
m =nnN A iiber m. Sei £ := 1N Afz]. Da £ maximal ist, ist m[z] ein echtes Unterprimideal
von €, welches auch iiber m liegt. Weil A[z] normal ist (Satz 15.6), konnen wir mit Going-
Down iiber m[z| ein Primideal 1y C n finden. Das Ideal ny := 0y N B liegt dann echt in n

(Incomparability) und liegt auch iiber m. Also ist n nicht isoliert tiber A. 0]
Nun kombinieren wir alle Lemmas und erhalten

Beweis von Lemma 20.5: Ware f := fpjap € n, so konnte man ein minimales q € Spec(B)
iiber f finden, welches in n liegt. Wegen Lemma 20.8 und Lemma 20.9 konnte n dann nicht
isoliert iiber A sein. Es gilt somit §g4p) € n und es gibt folglich ein Element ¢ € f mit ¢ ¢ n.
Wegen cB C A[b] gilt B[] = A[b][1]. Nach Lemma 20.6(b) ist dann n N A[b] isoliert tiber A.
Aus Lemma 20.4 folgt A[b] = A und damit B = A. O

Zariskis MAIN THEOREM ist damit vollstéandig bewiesen.

Wir diskutieren nun ein paar typische Anwendungen.

Definition 20.10. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus zwischen affinen Varietaten.

e  ist eine offene Einbettung, wenn es fir jedes y € ¢(X) eine Funktion f € O(Y) mit
f(y) # 0 und O(Y)[;] = O(X)[;] gibt.
e o ist endlich, wenn O(X) eine endliche O(Y')-Algebra ist.
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e o heifst quasiendlich, wenn alle Fasern von ¢ endlich sind.
e 0 heillt birational, wenn X und Y irreduzibel sind und ¢* einen Isomorphismus

zwischen den Quotientenkérpern von O(Y') und O(X) induziert.

Offenbar sind offene Einbettungen, endliche Morphismen und ihre Verkettungen quasiendlich.
Aus Zariskis MAIN THEOREM folgt, dass dies alle Beispiele sind.

Satz 20.11. Sei ¢ : X — Y ein quasiendlicher Morphismus zwischen irreduziblen affinen
Varietiten. Dann hat ¢ eine Faktorisierung X = X' 5'Y, wobei ¢ eine offene Einbettung

und € ein endlicher Morphismus ist.

Beweis. Sei A = O(Y) und B = O(X). Zunéchst folgt zum Beispiel aus Satz 19.15, dass
Q(B) eine endliche Erweiterung von Q(A) ist. Nach Satz 16.8 ist der ganze Abschluss A
von A in Q(B) eine affine Algebra. Da A als A-Modul endlich erzeugt ist, gilt dies auch
fir den Durchschnitt Ay := A N B. Insbesondere ist A, ebenfalls eine affine Algebra und
e : X' := Max(Ag) — Y ist endlich. Da Ay in B ganz abgeschlossen ist, folgt aus Zariskis
MAIN THEOREM, dass ¢ : X — X' eine offene Einbettung ist. 0

Korollar 20.12. Ein birationaler Morphismus auf eine normale Varietdt ist genau dann ein

Isomorphismus, wenn er surjektiv und quasiendlich ist.
Hier ist eine Version, die mehr oder weniger Zariskis urspriinglichen Formulierung entspricht:

Satz 20.13. Seip : X — Y ein birationaler Morphismus und sei Y normal. Dann gibt es fiir
jeden Punkty €Y zwei sich ausschlieffende Mdglichkeiten: entweder sind alle Komponenten

von ¢ (y) positiv dimensional oder y hat eine offene Umgebung U mit ¢~ (U) = U.

Beweis. Zunichst einmal ist O(Y') ganz abgeschlossen in seinem eigenen Quotientenkorper.
Dieser ist aber auch der Quotientenkérper von O(X). Also ist O(Y') ganz abgeschlossen in
O(X). Sei nun {z} eine einpunktige Komponente von ¢~!(y). Dann ist nach Zariskis MAIN
THEOREM O(X)m, = O(Y )m,. Insbesondere ist ¢! (y) = {z} und es gilt O(X), = O(Y),.

Dies ist dquivalent zur Existenz von U. ([l

Bislang haben wir immer die Dimension von A und B mit der Dimension von Faserringen
verglichen. In Satz 19.2 war es die spezielle Faser iiber p, in Satz 19.15 die generische Faser.

Unser Ziel ist es nun, die Dimension der Faserringe untereinander zu vergleichen.

Satz 20.14 (Chevalleys Halbstetigkeitssatz). Sei A ein Ring und B eine endlich erzeugte
A-Algebra. Dann ist die Funktion

Spec(B) — N : q — dimy B(qN A) (20.3)
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halbstetig nach oben, d.h. fir jedes d > 0 gibt es ein Ideal ay C B, sodass fiir q € Spec(B)

dimgB(qNA)>d<agCq (20.4)

Beweis. Wir zeigen, dass es fiir jedes q € Spec(B) mit dimg B(q N A) < d ein Element
aq € B\ q gibt, sodass dimy B(q' N A) < d fiir alle ' € Spec(B) mit aq & q'. Das Ideal

aq:= (aq | dimg B(q N A) < d) (20.5)

hat dann die gewiinschte Eigenschaft, denn aus dimg B(q N A) < d folgt aq ¢ q und damit
ag Z q. Ist umgekehrt a; € g, dann gibt es ¢’ mit ay ¢ q und damit dim, B(q N A) < d.

Sei nun q wie oben, p = qN A und F := B(p) der Faserring. Er ist eine endlich erzeugte
Algebra tiber K := Q(A/p). Die lokale Dimension von F' in q ist das Maximum tiber
dim F'/qq, wobei g iiber alle in q enthaltenen minimalen Primideale von F' durchlauft. Da
nicht leere offene Teilmengen irreduzibler affiner Varietiten dieselbe Dimension haben, gilt
dim, F[%] = dim, F fiir alle f € F'\ q. Es folgt, dass wir B durch jede Lokalisierung B3]
mit b € B\ q ersetzen diirfen. Als Erstes wéhlen wir b so, dass b nicht in q aber in allen
minimalen Primidealen von F liegt, die nicht in q liegen (Prime Avoidance). Damit haben
wir erreicht, dass alle minimalen Primideale qy von F' auch in q enthalten sind. Insbesondere
gilt dann dim F' < d.

Als Néachstes wéhlen wir Elemente by, ..., b, € B mit e = dim F' < d, sodass Kby, ...,b.] —

F' endlich ist. Dies ist nach dem Normalisierungssatz mdoglich. Der Homomorphismus

A:=Alxy,...,z] > B (20.6)

ist dann nach Tensorieren mit x(p) endlich. Insbesondere ist ¢ tiber A isoliert. Nach Zariskis
MAIN THEOREM 20.2 gibt es eine endliche E—Unteralgebra Ap C Bund ein Element b € Ag\g

mit B[] = Ag[3]. Durch Ersetzen von B mit B[] kénnen wir B = Ag[;] annehmen und
erhalten
AC Alzy,. .. ] 2% Ay C Al = B. (20.7)
Sei nun q" € Spec(B) und p’ = g’ N A. Tensorieren mit K’ := r(p’) liefert die Faserringe
K CK'lzy,... 0 5 F C Ryl = F' (20.8)
Es folgt
dimy F' = dimy Fy < dim K'[21,..., 2] = e < d. (20.9)

O

Spezialisieren wir zu d = 1, so erhalten wir

Korollar 20.15. Sei B eine endlich erzeugte A-Algebra. Dann ist die Menge der iiber A

isolierten Primideale offen in Spec(B).

Allgemeiner gilt
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Korollar 20.16. Sei B eine nullteilerfreie endlich erzeugte Erweiterung von A und d =
trdeg, B. Dann ist dim B(qN A) > d fir alle q € Spec(B) und die Menge

{q € Spec(B) | dimy B(qN A) = d} (20.10)

ist offen und nicht leer.

Beweis. Sei X, die abgeschlossene Menge aller q € Spec(B) mit dim B(q N A) > e. Wegen
(0) € X4 ist Xy = Spec(B) und die Menge aus (20.10) ist das Komplement von X444, also

somit offen. O

Ubung 20.17. Beweisen Sie folgende globale Version von Zariskis MAIN THEOREM: Sei A
ein noetherscher Ring und B eine endlich erzeugte A-Algebra. Dann gibt es eine endliche
A-Unteralgebra Ay C B mit der Eigenschaft, dass es fir jedes iiber A isolierte Primideal
n € Spec(B) ein t € Ay \ n mit B[] = Ao[7] gibt.

21. DISKRETE BEWERTUNGSRINGE

Bei diophantischen Gleichungen sucht man ganzzahlige Losungen von Gleichungen. Eine
grundlegende Methode ist es, erst rationale Losungen zu konstruieren und dann in einem
zweiten Schritt zu zeigen, dass jede rationale Losung ganzzahlig sein muss. Dieser zweite
Schritt wird mit Hilfe von sogenannten Regularitéitssitzen'' durchgefiihrt. Ein weiteres typ-
isches Beispiel ist das der gebrochen rationalen Funktionen. Diese sind genau dann polyno-
mial, wenn sie keinen Pol besitzen (zumindest iiber C). Diesem Abschnitt widmet sich der
Verallgemeinerung dieser zwei Beispiele. Sei dazu A ein nullteilerfreier Ring und K = Q(A)
sein Quotientenkorper. Problem: Unter welchen Bedingungen liegt ein Element ¢ € K schon
in A? Es wird sich herausstellen, dass dieses Problem fiir normale Ringe (und nur fiir diese)
eine sehr einfache Losung hat, ndmlich genau dann, wenn ¢ € A, fiir alle p € Spec A mit
Kodimension eins. Mit anderen Worten: Wenn ¢ nicht in A liegt, dann ist ¢ auf einer Menge
der Kodimension eins singuldr. Mit anderen Worten sind Elemente aus K entweder sehr gut
(d.h. liegen in A) oder sehr schlecht (d.h. haben Singularitéten in Kodimension 1).

Das néchste Lemma formuliert die grundlegende Methode. Dazu verwenden wir folgende
Bezeichnung; Sei M ein Modul und m € M. Dann ist m, fiir das Bild von m in der Lokali-

sierung M,. Das Lemma ist eine Variante von Satz 9.18(a).

Lemma 21.1. Sei A ein noetherscher Ring, M ein A-Modul und N C M ein Untermodul.
Fiirm e M gilt dann

m € N <= m, € N, fir alle p € Ass(M/N). (21.1)

HDjeses Verfahren wird vor allem in der Analysis extensiv angewendet. Fiir Differentialgleichungen werden
Losungen erst im Raum der Distributionen (zum Beispiel) konstruiert, deren Regularitit (stetig, differen-
zierbar usw.) dann erst a posteriori gezeigt wird.
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Beweis. Durch Ersetzen von M durch M/N konnen wir annehmen, dass N = 0 ist. Sei
m # 0. Dann gibt es ein p € Ass(Am) C Ass(M). Wegen 0 # (A/p), — Aym, ist dann
my 7 0. U

Fiir einen nullteilerfreien Ring A sei K = Q(A) der Quotientenkorper. Dann méchten wir
das Lemma auf N = A C M = K anwenden. Dazu brauchen wir die assoziierten Primideale

von K /A. Fiir normale Ringe ist dies relativ einfach.

Satz 21.2. Fir einen lokalen noetherschen Ring (A,p) sind dquivalent:

(a) A ist normal und eindimensional.

(b) A ist normal und p € Ass(Q(A)/A).

(c) p ist ein Hauptideal und nicht nilpotent.

(d) A ist requldr und eindimensional.

(e) A ist ein Hauptidealring (also insbesondere nullteilerfrei).

(f) A ist faktoriell und eindimensional.

Beweis. (a)=(b) Sei K := Q(A). Da A lokal, nullteilerfrei und eindimensional ist, gilt
Spec(A) = {p, (0)}. Weiter ist K/A ein Torsionsmodul. Es folgt, dass (0) kein assoziiertes
Primideal von K /A ist. Da es aber eins geben muss, ist p € Ass(K/A).

(b)=(c) Wegen A/p — K/A gibt es ¢ € K mit ¢ ¢ A und pg C A. Da p maximal ist, gilt
entweder pg C p oder pg = A. Im ersten Fall ist g ganz iiber A (Lemma 14.1(¢)), was der
Normalitéit von A widerspricht. Im zweiten Fall ist p = Aq¢~! ein Hauptideal. Dieses ist nicht

nilpotent, da A nullteilerfrei ist.

(¢)=(d) Da p ein Hauptideal ist, gilt dim A < dima/,p/p* < 1. Aus dim A = 0 wiirde
folgen, dass p nilpotent ist. Also ist dim A > 1 und wir sind fertig.

(d)=(e) Wegen dim,, p/p* = 1 und Nakayama ist p = (p) ein Hauptideal. Angenommen
(p™) = (p™*?) fiir ein n > 0. Wegen (p") = (p)(p") wiirde mit Nakayama (p") = 0 folgen,
was dim A > 0 widerspricht. Also ist (p™) # (p"™'). Sei nun z = up™ € (p") mit = & (p"*).
Dann ist u € A\ (p) = A*. Also gilt (p") \ (p"*1) = A*p".

Betrachte nun das Ideal a := N, (p") '*. Aus obiger Diskussion folgt, dass A\ a die (disjunkte)
Vereinigung aller Mengen A*p™ ist. Es gilt also: Aus x € A\ a folgt pxr € A\ a, oder im
Umkehrschluss: Aus px € a folgt € a. Wegen a C (p) ist jedes Element aus a von der Form
pz. Es gilt also a = pa und damit a = 0 (Nakayama).

Dies impliziert wiederum A = U,(A*p™) U {0} woraus leicht folgt, dass (0) und (p") mit

n > 0 die einzigen Ideale von A sind. Insbesondere ist also A ein Hauptidealring.

(e)=(f) Dies ist eine wohlbekannte Eigenschaft von Hauptidealringen.

12 Aus dem Krullschen Durchschnittssatz 25.12 folgt unmittelbar a = 0. Wir geben hier einen direkten Beweis.
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(f)=(a) Folgt aus Satz 15.3. 0

Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir eindimensionale normale lokale Ringe sehr konkret be-
schreiben. Dazu nutzen wir aus, dass solche Ringe faktoriell mit (bis auf Einheiten) genau
einem Primelement p sind. Fiir jedes Element a € K := Q(A) mit a # 0 gibt es somit genau
eine ganze Zahl v(a) € Z mit a = up¥® und u € A*. Wenn man noch v(0) = oo setzt, so

verifiziert man leicht, dass v folgende Eigenschaften hat:

(a) v(K)=ZU{oco} und v(a) = 00 & a =0,

(b) v(ab) = v(a) + v(b),
(¢) v(a+b) > min(v(a), v(b)).

Definition 21.3. Sei K ein Korper. Eine Abbildung v : K’ — ZU{oo} mit den Eigenschaften
(a)—(c) nennt man eine diskrete Bewertung von K. Die Teilmenge O, = {a € K | v(a) > 0}
ist dann ein lokaler Unterring von K mit maximalem Ideal m, = {a € K | v(a) > 0}. Der

Korper k, = O,/m, heifst Restklassenring von v.

Umgekehrt heift ein lokaler nullteilerfreier Ring (A, p) ein diskreter Bewertungsring, wenn
es auf K = QQ(A) eine diskrete Bewertung mit A = O, gibt.

Die Bewertung v ist eindeutig (Ubung). Weiterhin ist leicht zu schen, dass diskrete Be-
wertungsringe die dquivalenten Bedingungen von Satz 21.2 erfiillen (Ubung). Dieser Satz

charakterisiert somit genau die diskreten Bewertungsringe.

Korollar 21.4. Sei A ein normaler noetherscher Ring. Fir p € Spec(A) sind dann dquiva-

lent:

(a) p € Ass(K/A).
(b) codimp = 1.

(¢) A, ein diskreter Bewertungsring.

Beweis. Die Implikationen (a)=>(b)=(c) folgen aus Satz 21.2. Fiir die Richtung (¢)=-(a) sei
p = (p). Dann gilt (p) = Ann( ) € Ass(K/A,) C Ass(K/A). O

Ein p € Spec(A) mit codimp = 1 heift Primdivisor von A. Die Menge der Primdivisoren
wird im Folgenden mit D(A) bezeichnet. Jeder Primdivisor p € D(A) induziert eine ein-
deutige Bewertung v, von K mit A, = O,,. Damit folgt aus Lemma 21.1 in Verbindung mit
Korollar 21.4:

Korollar 21.5. Sei A ein normaler noetherscher Ring. Dann ist

A= ﬂ A, ={a e K |vy(a) >0 fiir alle p € D(A)}. (21.2)
peD(A)
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Als Néchstes zeigen wir, dass v,(q) fast immer gleich null ist.

Lemma 21.6. Sei A ein normaler, noetherscher Ring und q¢ € K*. Dann ist v,(q) = 0 fir
fast alle p € D(A).

Beweis. Wegen v,($) = vy(a) — vy(b) geniigt es, die Behauptung fiir ¢ = a € A\ {0} zu
beweisen. Es gilt v,(a) # 0 genau dann, wenn vy,(a) > 0 genau dann, wenn a € p. Nach
dem Hauptidealsatz ist dann p eines der endlich vielen Primideale, welche minimal tiber a

liegen. 0

Das Lemma legt nun folgende Definition nahe. Ein Divisor ist eine formale Z-Linearkombi-
nation von Primdivisoren, d.h. ein Element aus Div(A) := @pep( a)Zp. Jedem ¢ € K* kann

man dann den Divisor

div(g) == Y v(a)p (21.3)

peD(4)
zuordnen. Divisoren dieser Form heifen Hauptdivisoren. Offenbar ist K* — Div(A) : ¢ —

div(g) ein Homomorphismus, d.h. es gilt

div(q1g2) = div(qr) + div(gz). (21.4)

Ein Divisor heifst effektiv, wenn alle Koeffizienten nicht negativ sind. Eine Umformulierung
von Korollar 21.5 ist somit, dass ein Element ¢ € K* genau dann in A liegt, wenn der
zugehorige Divisor div(q) effektiv ist. Es folgt, dass ¢ genau dann eine Einheit von A ist,
wenn div(g) = 0 ist. Der Kern der Abbildung K* — Div(A) : ¢ — div(g) ist somit die
Einheitengruppe A*. Den Kokern nennt man die Divisorklassengruppe C1(A) von A. Damit

erhalten wir folgende exakte Sequenz:
0— A" - K* — Div(A) — Cl(A) — 0. (21.5)

Die Divisorklassengruppe kontrolliert, inwieweit ein Ring faktoriell ist:

Satz 21.7. Ein noetherscher Ring A ist genau dann faktoriell, wenn er normal mit C1(A) = 0

15t.

Beweis. Nach Satz 15.3 sind faktorielle Ringe normal. Unter dieser Voraussetzung ist CI(A)
genau dann gleich 0, wenn jedes p € D(A) ein Hauptideal ist. Dies ist genau der Inhalt von
Satz 18.17. 0

Beispiel 21.8. Sei A := Clzy,...,x,|/(q), wobei ¢ eine nicht ausgeartete quadratische Form
ist. Wir werden spéter sehen, dass A fiir n > 3 normal ist. Ohne Beschriankung der Allge-

meinheit ist ¢ von der Form ¢ = x129 + qo mit qo = 735 + ... + 22. Wir haben

Spec(A) = Spec(A/(z1)) U Spec(A[X]). (21.6)

1
1
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Dabei ist
A/(x1) = Aglxs] mit Ag := Clzs, ..., z,]/(q) und A[m—ll] >~ Cloy, o7, @3, ..., 2. (21.7)

Nun ist qo = 22 fir n = 3, qo = (w3 + izy) (23 — ixy) fir n = 4 und irreduzibel fiir n >
5 (Ubung). Also ist Div(A) = Div(A[xil]) @ Zp, fir n = 3 oder n > 5 und Div(4) =
Div(A[L]) © Zp, © Zp, fiir n = 4.

Nun ist A[%] faktoriell. Dies bedeutet, dass jedes p € D(A) modulo p; bzw. pi,ps ein
Hauptideal ist. Also wird CI(A) von den Klassen der p; aufgespannt. Dabei kommen die
einzigen Relationen von A[%]X = C*z%. Nun ist div(z;) = 2p; fiir n = 3, div(zy) = p1 + po
fiir n = 4 und div(z,) = p; fiir n > 5. Also ist Cl(A) = Z/2Z fiir n = 3, Cl(A) = Z fiir n = 4
und Cl(A) = 0 fir n > 5.

Ubung 21.9. Sei A := Z[\/=5|. Man zeige:

(a) A ist der ganze Abschluss von Z in Q(+/—5). Insbesondere ist A normal.

(b) Seip € N eine Primzahl. Dann ist Faserring A®zF, entweder isomorph zu Fp[z]/(z?)
(fir p = 2 oder p = 3), F, ® F, (fir p = 1,3,7,9 mod 20) oder F,: (fir p =
—1,-3,=7,—9 mod 20). Je nachdem nennt man p verzweigt, zerlegt oder trige.

(¢) Entsprechend liegt diber (p) € Spec(Z) genau ein Primideal p, mit p. = (p), zwei
Primideale pf, p, mit pp, = (p) oder ein Primideal p, mit p, = (p).

(d) Seip > 3 zerlegt. Dann ist p; = (p, £ £+/=5) mit £ € {1,.. LB und 2 +5=0
mod p.

(e) Es gilt ({ £+/=5) = p + D*, wobei D* eine Linearkombination von pg bzw. pr mit
q < p ist.

(f) Die Klassengruppe Cl(A) wird von py = (2,1 4+ +/—5) erzeugt.

(9) Cl(A) = Z/2Z.

Bemerkung 21.10. Man kann sich jetzt fragen, welche der Primideale von A Hauptideale
sind. Dies ist sicher der Fall fiir p, mit p trége. Weiterhin ist p, kein Hauptideal, aber
ps = (v/=5) ist eines. Es bleiben die Primideale pj Es wurde von Euler vermutet und von
Gaufs mit Hilfe seiner Geschlechtertheorie bewiesen, dass p;t genau dann ein Hauptideal ist,
wenn p = 1,9 mod 20 ist. Zum Beispiel sind pf; = (6 £ v/—5) und pg; = (3 + 4y/=5). Die
Nichthauptideale sind demnach ps und alle p;)t mit p = 3,7 mod 20.

22. DEDEKINDRINGE

Wir beschéftigen uns nun mit nicht lokalen eindimensionalen Ringen.
Definition 22.1. Ein eindimensionaler normaler noetherscher Ring heilt Dedekindring.

Hauptidealringe sind Dedekindringe und tatséchlich sind dies genau die faktoriellen Haupt-
idealringe. Somit ist der Ring Z[v/—5] aus der Algebravorlesung ein Dedekindring, aber kein
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Hauptidealring. Der entscheidende Vorteil von Dedekindringen ist, dass es sich um ein lokales
Konzept handelt (Satz 15.7).

Beispiel 22.2. Sei K ein Zahlkorper, d.h. eine endliche Korpererweiterung von Q. Sei Ok C
K der ganze Abschluss von Z in K. Dann ist Ok ein Dedekindring, denn er ist einerseits
als ganzer Abschluss normal. Andererseits ist er nach Satz 16.7 endlich iiber Z und damit

noethersch und eindimensional.
Wir untersuchen nun Moduln von Dedekindringen.

Korollar 22.3. Sei A ein Dedekindring und M ein A-Modul endlicher Linge. Dann ist
M=ZAp!®...0A/pr (22.1)

mit p; € Max(A) und v; > 1. Die Summanden sind eindeutig bis auf Anordnung.

Beweis. Es folgt aus den Voraussetzungen, dass es ein a € A* mit aM = 0 gibt. Der Ring
A/(a) ist noethersch und nulldimensional. Nach Satz 13.7 ist M daher direkte Summe seiner
Lokalisierungen M, mit a € p. Da A, ein Hauptidealring ist, folgt die Behauptung aus
Satz 5.16. O

Ubung 22.4. Sei A ein Dedekindring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Zeigen Sie:
M ist isomorph zu E® F, wobei E ein Modul endlicher Linge und F direkte Summe endlich
vieler Ideale von A ist. [Hinweis: Ubung 9.19]. Bonusproblem: Zeigen Sie, dass sogar F =
a® A" mit a C A ein Ideal und n > 0 ist. Dabei ist die Klasse von a in Cl(A) eindeutig

bestimmdt.
Der folgende Satz von Dedekind verallgemeinert die Primfaktorzerlegung.

Korollar 22.5. Sei A ein Dedekindring. Dann hat jedes Ideal 0 # a C A eine bis auf
Anordnung eindeutige Zerlegung

a=py...pr (22.2)
mit p; € Spec(A) und v; € N.

Beweis. Fir M = A/a folgt aus Korollar 22.3 (oder dem Satz 12.17 von Lasker-Noether),
dass a =p" N...Np~2. Sei a’ die rechte Seite von (22.2). Weil alle A, Hauptidealringe sind,
gilt dann a, = ay fiir alle p und damit a = ao’. O

Die folgende technische Aussage wird im Beweis von Satz 22.7 verwendet.
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Lemma 22.6. Sei A ein eindimensionaler, nullteilerfreier, noetherscher Ring mit Quotien-
tenkorper K = Q(A) und M C K" ein A-Untermodul. Sei a € A*. Dann gilt fiir die Linge

U(M/aM) < r((A)(a)). (22.3)

Beweis. Sei zundchst M endlich erzeugt. Wir konnen annehmen, dass K" = (M) k. Es gibt
dann ein b € A* mit bA”™ C M. Durch Ersetzen von M mit %M konnen wir A C M an-
nehmen. Da K/A ein Torsionsmodul ist, ist () :== M /A" ein endlich erzeugter Torsionsmodul

und ist damit von endlicher Lénge. Wenn man
0—-+A">M-—->0Q—0 (22.4)
mit A/(a) tensoriert, erhdlt man die exakte Sequenz
(A/aA)" = M/aM — Q/aQ — 0. (22.5)

Es folgt
(M/aM) <rl(AlaA)+ Q). (22.6)
Um den Summanden ¢(Q) loszuwerden, verwenden wir den Trick, a durch a™ zu ersetzen.
Nun hat M/a"M eine Filtrierung durch die Untermoduln a'M/a"M, i = 0,...,n — 1. Die
Faktoren sind a’M/a"™ M. Da aber wegen M C K" Multiplikation mit a injektiv ist, gilt
M = a'M und damit M/aM = a'M/a*** M. Daraus folgt ¢(M/a"M) = n¢(M/aM) und
analog ((A/a"A) = nl(A/aA). Setzt man dies in Gleichung (22.7) a™ fiir a ein, so erhélt
man
nl(M/aM) < rnl(A/aA)+ ((Q). (22.7)
Wenn man nun durch n dividiert und n — oo gehen lasst, so erhdlt man (22.3) fiir endlich

erzeugte Moduln.

Angenommen, es gébe einen (nicht endlich erzeugten) Modul M, fiir den (22.3) falsch ist.
Dann hiitte M/aM einen endlich erzeugten Untermodul M mit ¢(M) > r{(A/aA). Durch
Liften der Erzeuger von M nach M kann man einen endlich erzeugten Untermodul M’ C M
mit M’ — M C M/aM finden. Dann ist M'/aM' — M surjektiv und daher ¢(M'/aM’) >

¢(M). Dies widerspricht aber der Tatsache, dass (22.3) fiir endlich erzeugte Moduln giiltig
ist. U

Satz 22.7 (Krull-Akizuki). Sei A ein eindimensionaler, nullteilerfreier, noetherscher Ring
und L eine endliche Kérpererweiterung des Quotientenkorpers Q(A). Sei B eine A-Unter-
algebra von L. Dann ist B noethersch mit dim(B) < 1.

Beweis. Sei 0 # b C B ein Ideal und b € b mit b # 0. Nach Voraussetzung erfiillt b eine
Gleichung
ab” + ...+ a1b+ag=0 mita; € Aund a,,ag # 0. (22.8)
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Insbesondere ist 0 # ag € b N A. Lemma 22.6 mit M = B impliziert £4(B/agB) < oo.
Wegen apB C b sind dann auch b/ayB und B/b von endlicher Lénge als A- und daher
auch als B-Moduln. Aus ersterem folgt, dass b endlich erzeugt ist. Also ist B noethersch.
Wegen letzterem ist B/b artinsch. Insbesondere ist jedes nichttriviale Primideal maximal,
was dim B < 1 zur Folge hat. O

Korollar 22.8. Sei A ein eindimensionaler, nullteilerfreier, noetherscher Ring. Dann ist die
Normalisierung von A noethersch und damit ein Dedekindring. Allgemeiner ist der ganze Ab-

schluss von A in einer endlichen Erweiterung des Quotientenkiorpers Q(A) ein Dedekindring.

23. DAS SERRE-KRITERIUM

Nun geben wir noch ein sehr praktisches Kriterium fiir die Normalitéit eines Ringes an. Im
Wesentlichen handelt es sich um die Umkehrung von Korollar 21.4, d.h. normale Ringe sind
genau die nullteilerfreien Ringe, bei denen die assoziierten Primideale p von K/A genau
diejenigen sind, fiir die A, ein diskreter Bewertungsring ist. Dies war schon Krull bekannt.
In der Praxis hat dieses Kriterium jedoch die Schwiche, dass man erst einmal die Nullteil-
erfreiheit nachweisen muss. Eine Umformulierung von Serre hat dies behoben. Es ist das in
der Praxis am meisten verwendete Normalitatskriterium. Um es zu formulieren, fithren wir

das Konzept der Tiefe eines Rings ein.

Definition 23.1. Sei (A, p) ein lokaler Ring. Eine Folge a4, ..., a, € p heifst regulir, wenn
jedes a; fir i = 1,...,n ein Nichtnullteiler im Ring A/(aq,...,a;_1) ist. Die Tiefe depth A
ist die grofte Zahl n, sodass es eine regulire Folge der Lange n gibt. Fiir einen beliebigen
Ring A und p € Spec(A) setzt man depthp := depth A,.

Im Folgenden brauchen wir nur die Félle n = 1 und n = 2. Da wir auch Ringe A mit
Nullteilern zulassen, brauchen wir auch eine Definition von Q(A). Dazu sei A* C A die
Menge aller Nichtnullteiler und Q(A) := A-. Dieser Ring heifst der (totale) Quotientenring
von A. Er enthélt A als Unterring. Hier ist nun der Zusammenhang zwischen Tiefe und dem,
was wir bisher gemacht haben. Fiir einen beliebigen Ring sei Z(A) := Q(A)/A.

Lemma 23.2. Sei A ein noetherscher Ring und p € Spec(A). Dann gilt:

(a) p € Ass(A) & p € Ass(A,) < depthp = 0.
(b) p € Ass(Z(A)) = p € Ass(Z(Ay)) < depthp = 1.

Beweis. (a) Die erste Aquivalenz folgt direkt aus Satz 11.9 (Verhalten von Ass(A) unter
Lokalisierung). Die zweite Aquivalenz ist Lemma 11.19 (a)< (b).

(b) Nach Lemma 11.20 ist p € Ass(Z(A)) aquivalent zur Existenz von a € A* und b € A mit
b¢ Ay und p2 C A, dh. b ¢ (a), und pb C (a). Fiir die erste Implikation geniigt es daher zu
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zeigen, dass a kein Nullteiler von A, ist. Ansonsten gibt es ¢ € A und s € A\ p mit ¢, # 0

und sca = 0. Wegen (sc), # 0 ist auch sc # 0 und a wére ein Nullteiler.

Fiir die Aquivalenz kénnen wir annehmen, dass (A, p) lokal ist. Sei p € Ass(Z(A)). Wie oben
gibt es dann a € A* und b € A mit b ¢ (a) und pb C (a). Aus b & (a) folgt (a) # A und
damit a € p. Also ist depthp > 0.

Weiter impliziert pb C (a), dass p nur aus Nullteilern von A/(a) besteht. Dies zeigt depthp =
1, wenn wir zeigen konnen, dass a ein beliebiges Element von p N A* sein kann. In der Tat
gibt es zu @ € pN A* ein b € A mit @b = ba. Wegen b =2 folgt daraus b ¢ (a) und pb C (a).

Sei nun umgekehrt depthp = 1. Dann gibt es einen Nichtnullteiler a € p. Weiterhin ist
depth A/(a) = 0. Nach Teil (a) ist p € Ass(A/(a)). Es gibt also b € A mit b ¢ (a) und
pb C (a). Wie oben impliziert dies p € Ass(Z(A)). O

Wir beweisen nun ein Kriterium fiir reduzierte Ringe, d.h. Ringe ohne nilpotente Elemente.

Satz 23.3 (Serres Reduziertheitskriterium). Ein noetherscher Ring ist genau dann reduziert,
wenn fir alle p € Spec(A) gilt:

(RO) codimp < 0= A, ist requlir (d.h. ein Korper) und

. (23.1)
(S1) codimp > 1 = depthp > 1.
Insbesondere besteht Ass(A) genau aus den minimalen Primidealen.
Beweis. Seien (i, ..., q, die minimalen Primideale. Wegen nil(A) = N;q, ist Reduziertheit

aquivalent dazu, dass dies auch die Primérzerlegung der 0 ist. Dies bedeutet, dass es keine
eingebetteten Komponenten gibt und dass die ¢; Primérkomponenten sind. Ersteres ist (S1),
letzteres (RO). O

Satz 23.4 (Serres Normalitatskriterium). Ein noetherscher Ring A ist genau dann ein Pro-

dukt normaler Ringe, wenn fir alle p € Spec(A) gilt

(R1) codimp < 1= A, ist requldr und

23.2
(S2) codimp > 2 = depthp > 2. (23.2)

Beweis. Sei A = A1 &...® A, mit A; normal. Da die Bedingungen (R1) und (52) lokal sind,
geniigt es, sie fiir jeden Ring A; separat nachzuweisen. Wir kénnen also annehmen, dass A
nullteilerfrei ist. Dann gilt (R1) nach Satz 23.3 und Satz 21.2 sowie (52) nach Korollar 21.4
und Lemma 23.2.

Seien nun (R1) und (S2) erfiillt. Da (R0) und (S1) aus (R1) und (S2) folgen, ist A nach
Satz 23.3 reduziert. Sei A der ganze Abschluss im Quotientenring K = Q(A). Da A reduziert
ist, besteht Spec(K’) genau aus den minimalen Primidealen von A und ist somit artinsch.
Da K zudem reduziert ist, folgt aus Satz 13.7, dass Q(A) = K1 & ... ® K, ein Produkt von
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Korpern ist. Da alle idempotente Elemente von K ganz sind und daher in A liegen, zerfallt
auch A= A; @ ... D A,. Dabei ist jedes A; ganz abgeschlossen in K; und damit normal. Es

geniigt also, A = A zu zeigen.

Sei dazu p € Ass(A/A). Dann ist p € Ass(K/A) und daher auch p € Ass(Q(Ap)/Ay) (Lem-
ma 23.2(b)). Ebenfalls wegen Lemma 23.2(b) folgt aus (52), dass codimp < 1 ist. Dies heift,
dass ein Element ¢ € A genau dann in A liegt, wenn g, € A, fiir alle p mit codimp < 1. Dies
ist tatsdchlich der Fall, da g, ganz iiber A, und A, wegen (R1) normal ist. O

Ubung 23.5. Zeigen Sie, dass ein noetherscher Ring A genau dann Produkt von normalen

Ringen ist, wenn er reduziert ist und wenn A/(a) fir kein a € A eingebettete Primideale hat.

Es bleibt noch zu diskutieren, wie man in der Praxis die beiden Bedingungen iiberhaupt
nachweisen kann. Es gibt dafiir zwei getrennte Theorien, die requldren Ringe und die der
Cohen-Macaulay-Ringe. Diesen ist je ein Abschnitt dieses Skripts gewidmet. Damit kann

man folgendes Normalitétskriterium beweisen.

Satz 23.6. Sei K ein vollkommener Korper und X C A" eine affine Varietdt der (reinen)

Dimension d. Sei T(X) = (f1,..., fm) und sei Xgng C X die Menge aller Punkte, in denen

ofi
Ox;

die Jacobimatriz ( einen Rang < n — d hat. Angenommen

m=n—d und dim Xg,, < d — 2. (23.3)

Dann st X die disjunkte Vereinigung normaler Varietdten.

Dabei entspricht (R1) der zweiten (Satz 26.3) und (S52) der ersten Bedingung (Korollar 24.12).
Als Beispiel sei die homogene Quadrik X = V(22 +...422) genannt (mit char K # 2). Dann
ist M = {2xq,...,2%,} und damit X,, = {0}. Wegen dim X = n — 1 und dim X,g = 0
ist X normal, sobald n > 3. Fiir n = 2 ist X die Vereinigung der Geraden V(z; + ixs) und

V(z1 — ixe) und daher nicht normal.

24. COHEN-MACAULAY-RINGE

In diesem Abschnitt vervollstiandigen wir den Beweis des Normalitédtskriteriums Satz 23.6.
Als Erstes beweisen wir den etwas iiberraschenden Satz, dass es bei reguléren Folgen nicht

auf die Reihenfolge ankommt.

Satz 24.1. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring und (ai,...,a,) C m eine reguldre

Folge. Dann ist jede Permutation (axq), ..., axm)) ebenfalls eine requlire Folge.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall m = 2, d.h. eine regulédre Folge aq, as.

Wir zeigen zunéchst, dass as ein Nichtnullteiler von A ist. Sei dazu b := {b € A | asb = 0}.
Da as ein Nichtnullteiler von A/(a,) ist, gibt es zu jedem b € b ein ¢ € A mit b = ca;. Wegen
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asca; = 0 folgt dann ¢ € b, da a; ein Nichtnullteiler ist. Dies zeigt b = a;b. Wegen a; € m
folgt b = 0 (Nakayama) und damit die Behauptung.

Nun zeigen wir, dass a; ein Nichtnullteiler in A/(ay) ist. Sei dazu b € A mit a1b = 0 €
A/(ag). Dann gibt es ¢ € A mit a;b = cas. Da ay ein Nichtnullteiler von A/(aq) ist, gibt
es d € A mit ¢ = a;d. Somit haben wir a1b = aidas. Da a; ein Nichtnullteiler ist, folgt

b=day =0 € A/(ay). Damit ist die Behauptung fiir m = 2 bewiesen.

Sei nun m > 2. Da die symmetrische Gruppe von den einfachen Transpositionen erzeugt
wird, geniigt es, die Behauptung fiir die Permutationen (a1, ..., a;_1, @11, Gi, Gito, . . ., ay) 20

beweisen. Diese folgt aber sofort aus dem Fall m = 2 fiir den Ring A/(ay,...,a;-1). O

Auch der nachste Satz ist etwas unerwartet.

Satz 24.2. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring. Dann haben alle mazximalen requldren

Folgen dieselbe Lange.

Beweis. Es gentigt, Folgendes zu beweisen: Sei (aq,...,a,) C m eine kiirzeste maximale

regulére Folge. Dann ist jede regulédre Folge (b1, ...,b,) C m derselben Linge auch maximal.

Fiir beliebiges n > 0 fiihren wir den Beweis durch Induktion nach n. Die Fille n = 0 und
n = 1 wurden schon bewiesen, ndmlich in Form von Lemma 23.2 (a) bzw. (b). Sei nunn > 1
und setze a, := ay,...,a,_1 und b, := by,...,b,_1. Da diese Folgen nicht maximal sind, ist
m weder ein assoziiertes Primideal von A/(a,) noch von A/(b,). Mittels Prime Avoidance
gibt es daher ein ¢ € m, welches in keinem assoziierten Ideal dieser beiden Ringe enthalten

ist. Dann ist ¢ in beiden Ringen Nichtnullteiler. Weiter gelten folgende Aquivalenzen:
(a4, a,) max. reg. W (@, c) max. reg. =
(¢, a,) max. reg. 5 (a,) max. reg. in A/(c)

Dabei folgt (1) aus der Konstruktion von ¢ (Regularitdt) und dem Fall n = 1 fiir den Ring
A/(a,) (Maximalitit). Die Aquivalenz (2) folgt aus Satz 24.1, wihrend (3) direkt aus den
Definitionen folgt. Fiir b, gilt dann ebenfalls

(by, b,) max. reg. < (b,) max. reg. in A/(c) (24.1)

Nach Induktion ist (b.) maximal regulér in A/(c). Also ist (by, b,) maximal reguldr in A. O
Da es nicht darauf ankommt, wie man startet, erhalten wir aus Satz 24.2:
Korollar 24.3. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring und (ay,...,a,) C m eine requldre

Folge. Dann gqilt
depth A/(ay,...,a,) = depth A — n. (24.2)
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Wir stellen nun einen Zusammenhang zwischen Tiefe und assoziierten Primidealen her. Das

nachste Lemma bereitet darauf vor.

Lemma 24.4. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring, p € Ass(A) und a € m N A* ein
Nichtnullteiler in m. Dann gibt es q € Ass(A/(a)) mit p C q.

Beweis. Nach Voraussetzung ist a := {b € A | pb = 0} # 0. Angenommen a C (a). Dann
gibt es fiir jedes b € a ein ¢ € A mit b = ca. Da a kein Nullteiler ist, folgt aus pca = 0, dass
pc = 0 und damit ¢ € a. Daher ist a = aa und es folgt der Widerspruch a = 0 (Nakayama).
Somit ist das Bild @ := a/an (a) von a in A/(a) nicht Null. Sei q € Ass(a) C Ass(A/(a)).
Wegen pa =0 gilt p C q. Aus a € q, a & p folgt p # q. O

Nun zeigen wir, dass die Tiefe auch durch die Dimensionen der assoziierten Primideale be-
grenzt wird. In unseren Anwendungen wird allerdings die umgekehrte Lesart entscheidend

sein: Eine grofse Tiefe begrenzt die Mdoglichkeiten fiir assoziierte Primideale.

Satz 24.5. Sei (A, m) ein lokaler, noetherscher Ring. Dann gilt

depth(m) < dim A/p  fir alle p € Ass(A). (24.3)

Beweis. Wir verwenden Induktion nach t := depth(m). Da fiir ¢ = 0 nichts zu zeigen ist.
Sei nun ¢ > 1. Dies bedeutet, dass m einen Nichtnullteiler a enthélt. Nach Korollar 24.3 gilt
dann depth A/(a) =t — 1. Sei q das Primideal wie in Lemma 24.4. Per Induktion gilt dann
t—1<dimA/q <dimA/p—1 und die Behauptung folgt. O

Da beim Herausteilen eines Nichtnullteilers die Dimension strikt abnimmt, ist die Lange einer

reguléren Folge durch dim A begrenzt. Dies und Satz 24.2 motivieren folgende Definitionen.

Definition 24.6. Ein noetherscher Ring A heifst Cohen-Macaulay oder kurz CM, wenn
depthm = dim A,, fiir alle m € Max(A).

Im Fall maximal mdoglicher Tiefe erhélt man:

Korollar 24.7. Sei (A, m) ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring. Dann hat A keine eingebetteten
Komponenten und A ist dquidimensional, d.h. alle minimalen Primideale haben dieselbe

Dimension.

Beispiel 24.8. Alle artinschen Ringe sind Cohen-Macaulay. Das Gleiche gilt fiir alle re-
duzierten eindimensionalen noetherschen Ringe. Spater werden wir sehen (Korollar 24.14),

dass zweidimensionale normale noethersche Ringe Cohen-Macaulay sind.
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Es folgt, dass sich reguléare Folgen in Cohen-Macaulay-Ringen geometrisch charakterisieren

lassen:

Korollar 24.9. Sei (A, m) ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring. Dann ist (ay,...,a,) C m
genau dann eine requlire Folge, wenn dim A/(ay,...,a,) = dimA — n. In dem Fall ist

Al(aq, ..., a,) ebenfalls ein Cohen-Macaulay-Ring.

Beweis. Es geniigt, den Fall n = 1 zu behandeln. Der allgemeine Fall ergibt sich daraus durch
Induktion. Da alle minimalen Primideale dieselbe Dimension haben, gilt fiir ein Element
a; € m genau dann dim A/(a;) = dim A — 1, wenn a; in keinem minimalen Primideal liegt.
Weil A keine eingebetteten Komponenten besitzt, ist dies genau dann der Fall, wenn a; ein
Nichtnullteiler, d.h. (a;) regulér ist. Da sich a; zu einer regulidren Folge der Linge dim A

fortsetzen lasst, ist die letzte Behauptung klar. 0]

Korollar 24.10. Sei (A, m) ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring und p € Spec(A). Dann ist
A, Cohen-Macaulay mit dim A/p + codimp = dim A.

Beweis. Sei (ay,...,a,) C p eine regulire Folge mit maximalem n. Weil A/(aq,...,ay)
Cohen-Macaulay ist, ist das Primideal p/(aq,...,a,) minimal, denn ansonsten wiirde es
einen weiteren Nichtnullteiler enthalten. Es gilt insbesondere dim A/p = dim A — n. Das
Bild der Folge (ay,...,a,) in A, ist wieder reguldr (Satz 8.2), sodass das maximale Ideal
p, minimal iiber dem Ideal (ay,...,a,) liegt. Es folgt n = dim A, und damit ist A, auch

Cohen-Macaulay. Die Dimensionsformel ist nun klar. 0

Satz 24.11. Sei A ein Cohen-Macaulay-Ring. Dann ist der Polynomring Alxy, . .., x,| Cohen-
Macaulay.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass A[z] Cohen-Macaulay ist. Dazu miissen wir fiir jedes
n € Max(A[z]) zeigen, dass A[z], Cohen-Macaulay ist. Dieser Ring &ndert sich nicht, wenn
wir in m := n N A lokalisieren. Also kénnen wir annehmen, dass (A, m) ein lokaler Cohen-
Macaulay-Ring ist. Sei dann (aq,...,aq) C m mit d = dim A eine regulédre Folge. Diese ist
dann auch regulér in A[z] und damit in A[z], (Satz 8.2). Es geniigt also, die Behauptung
fir A/(ay,...,aq) zu beweisen, d.h., wir kénnen annehmen, dass dim A = 0 ist. Also ist
dim Alz], = 1 und es reicht, einen Nichtnullteiler f € n zu finden. Sei dazu K := A/m der
Restklassenkorper. Dann ist n das Urbild eines maximalen Ideals n € Max(K[z]). Dieses ist
von der Form 7t = (¢q), wobei g € K[x] ein normiertes irreduzibles Polynom ist. Da normierte
Polynome automatisch Nichtnullteiler von A[z] sind, konnen wir fiir f jedes normierte Poly-

nom in Afz] nehmen, welches auf ¢ abgebildet wird. O

Das folgende Korollar folgt aus Satz 24.11 (mit A = K), Korollar 24.9 und Korollar 24.10
(fir (S2)).
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Korollar 24.12. Sei K ein Korper und X C A}, eine affine Varietit mit Z(V) = (f1,. .., fm)-
Sei dim X = n—m. Dann ist O(X) Cohen-Macaulay und erfillt daher insbesondere die Be-
dingung (S2).

Schlieflich verifizieren wir eine frithere Behauptung:

Satz 24.13. Cohen-Macaulay-Ringe sind universelle Kettenringe.

Beweis. Sei A ein CM-Ring, ohne Einschriankung lokal mit maximalem Ideal m. Im Hinblick
auf Satz 24.11 geniigt es zu zeigen, dass A ein Kettenring ist, d.h., dass alle maximalen Ketten
zwischen p C q C A die gleiche Lange haben. Da A, ebenfalls CM ist, konnen wir ¢ = m
annehmen. Durch Induktion nach m zeigen wir, dass es keine maximalen Primidealketten
P=poCpP1C... CPm1 C Py =mmit m < d:=dimA/p gibt. Fiir m = 0 ist p = m und
deshalb d = 0. Sei daher m > 1. Mit n := dim A und wegen Korollar 24.10 ist dann

dimp; =n —codimp; > n— (1 +codimp) =n—(1+n—d)=d— 1. (24.4)

Also gébe es zwischen p; und m maximale Ketten der Lange m — 1 bzw. > d — 1, was nach

Induktion ausgeschlossen ist. ([l

Aus dem Serrekriterium Satz 23.4 folgt daraus:

Korollar 24.14. Der noethersche Ring A sei entweder artinsch oder eindimensional, nulltei-
lerfrei oder zweidimensional, normal. Dann ist A Cohen-Macaulay und daher ein universeller

Kettenring. Dies gilt insbesondere fiir A = Z.

25. GRADUIERTE RINGE

Eine der wichtigsten Eigenschaften eines Polynoms ist sein Grad. Wir fithren nun eine Struk-

tur ein, die den Gradbegriff verallgemeinert.

Definition 25.1. Ein graduierter Ring ist ein Ring A zusammen mit einer direkten Sum-

menzerlegung

A:@An:...@A_l@AO@Al@Ag@..., (25.1)
nez
sodass A,, A, C A, fiir alle m, n. Der Ring heifit positiv graduiert, wenn A, = 0 fiir n < 0.

Ein graduierter A-Modul ist ein Modul M, zusammen mit einer direkten Summenzerlegung

M=@PM,=..0M,0M&MOME..., (25.2)

neZ
sodass A,,M,, C A,,, fiir alle m,n. Ein homogener Ringhomomorphismus ist ein Ringho-
momorphismus ¢ : A — S zwischen graduierten Ringen mit ¢(A4,) C S,. Ein homogener

Homomorphismus vom Grad d € Z ist ein Modulhomomorphismus ¢ : M — N zwischen
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graduierten A-Moduln mit ¢(M,,) C N,4. Ein Untermodul N eines graduierten Moduls M
heifst homogen, wenn mit jedem Element m = Y m, € N auch jede homogene Komponente
my, in N liegt, d.h. N = @nez N, mit N, := N N M,. Ein homogenes Ideal ist ein Ideal

a C A, welches homogen als Untermodul ist.

Bemerkung 25.2. Ist A = O(X) die Funktionenalgebra einer affinen Varietdt X, so hat
eine Graduierung von A eine ganz konkrete Bedeutung als skalare Operation von K auf X.
Jedes ¢ € K induziert ndmlich den Ringendomorphismus ) a, — > a,c". Allgemeiner
gibt es einen Morphismus A x X — X : (¢,z) — ¢, der zum Ringhomomorphismus y :
A — Alt] : a,, — a,t™ gehort. Dieser Morphismus hat die Eigenschaft einer Monoidoperation,
namlich ¢ (d-z) = (¢d) - 2 und 1 -z = z. Auf der Algebrenseite bedeutet dies, dass die

folgenden Diagramme kommutieren:

o
A — Alt] AL Al

]
“l Lt k = (25.3)
A

Alt] t—H;tA[s, t]

Dabei ist ut](ant™) = p(an)t™ = a,s"t™.

Ubung 25.3. Sei A ein allgemeiner Ring. Zeigen Sie, dass eine Graduierung von A ,das-
selbe* ist wie ein Ringhomomorphismus p : A — Alt], so dass obige zwei Diagramme kom-

mutieren.

Automorphismen von A operieren auf der Menge der minimalen oder assoziierten Primideale.
Da diese zumindest im noetherschen Fall endlich sind, und A' irreduzibel, sollte es nicht

iiberraschen, dass diese Operationen trivial sind. Dies ist tatsdchlich der Fall:

Satz 25.4. Sei A ein graduierter Ring.

(a) Alle minimalen Primideale von A sind homogen.
(b) Sei M ein graduierter A-Modul. Dann ist jedes assoziierte Primideal von M Annul-

lator eines homogenen Elements und damit selbst homogen.

Beweis. Sei zundchst ¢ C A ein minimales Primideal und a = ) a, € q. Da jedes Element
von q in A, nilpotent wird, gibt esb =3 b, € A\ qund N > 0 mit ba™ = 0. Es gibt ein [
mit b; € q. Angenommen es gibt auch ein m mit a,, ¢ q. Wir wiahlen dann [ und m minimal,
was impliziert, dass die (I + Nm)-Komponente von ba® in ba’ + q liegt. Da q ein Primideal

ist, ist diese nicht Null im Widerspruch zu ba” = 0. Also sind alle a,, in q.
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l

Sei nun p = Anny(m) prim mit m = Z;in m; € M. Sei weiter a = Zz;l a; € p. Wir kénnen

annehmen, dass a; # 0 und m,, # 0 sind. Wegen am = 0 gilt dann
aym, =0,
aMpy1 + appamy = 0,

AMyy2 + Q1M1 + Arpomy = 0,

und damit a*'m,; = 0 fiir alle i > 0. Es folgt o ~"*'m = 0 und damit a; € p. Wegen

a — a; € p folgt per Induktion nach I’ — [, dass alle a; in p liegen. Also ist p homogen.
Damit folgt p =), Ann(m;) und damit p = Ann(m;) fiir ein ¢ (sonst gébe es a; € A\ p mit
a;m; = 0. Fir a =[], a; € A\ p gilt dann am; = 0 fiir alle 7). O

Bemerkung 25.5. Wegen Korollar 11.10 folgt (a) fiir noethersche Ringe natiirlich aus (b).

Wir untersuchen jetzt, wann ein graduierter Ring noethersch ist. Man beachte dazu, dass Ay

ein Unterring und Ao := ®,-04, ein Ideal von A ist (das sogenannte irrelevante Ideal).

Satz 25.6. F'ir einen positiv graduierten Ring sind dquivalent:

(a) A ist noethersch.

(b) Ag ist noethersch und A~ ist ein endlich erzeugtes Ideal von A.

(c) Ag ist noethersch und A ist eine endlich erzeugte Aq-Algebra.

(d) Ay ist noethersch und es gibt ein d > 1 mit A, = Z?:l A;A,_; fir alle n > d und
Ay, ..., Aq sind endlich erzeugte Ag-Moduln.

Beweis. (a)=(b): Das Ideal A~ ist per definitionem endlich erzeugt. Wegen Ay = A/A-,

ist Ag auch noethersch.

(b)=(c): Sei Asog =Y ", Aa; mit dega; = d; > 0 und A’ := Aglay,...,a,] € A. Es geniigt,
A, € A’ durch Induktion nach n zu zeigen. Der Fall n = 0 ist trivial, sei also n > 1 und
a € A,. Nach Voraussetzung ist a = Zle b;a; mit b; homogen vom Grad n — d; < n. Per
Induktion folgt b; € A’ und damit auch a € A'.

(¢)=(a): Folgt direkt aus dem Hilbertschen Basissatz.

(¢)=(d): Sei A = Aplay,...,a,] mit homogenen Erzeugern a; von Grad d; > 0. Dann wird
A, als Ap-Modul von den endlich vielen Monomen b = ai' ... a%" mit > " d;v; = n erzeugt.
Sei d das Maximum aller d;. Fiir n > d ist dann b = b'a; fiir ein ¢ und mit degd’ > 0. Es
folgt A, = 320, A;A, .

(d)=(b): Nach Voraussetzung ist M = @, A; ein endlich erzeugter Ag-Modul, der A~ als
A-Modul erzeugt. Die Ap-Erzeuger von M erzeugen daher A als Ideal. O
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In der Praxis werden graduierte Strukturen haufig aus Filtrierungen gewonnen. Dies sind
ganz allgemein Familien von Unterobjekten einer Struktur, die durch Inklusion linear geord-
net sind. Im Folgenden betrachten wir nur solche Familien, die absteigend durch ganze Zahlen

indiziert sind.

XD..DX DX,DX,D2XyD.... (25.4)
Handelt es sich bei X um eine Gruppe, so kdénnen wir die assoziierte graduierte Gruppe
gr X = @ Xa/Xan (25.5)
dez

bilden. Ein Element z € X;\ X441 hat den Grad d und sein Leitterm ist 1t(z) = o + X441 €
Xa/ X CgrX.

In unserem Hauptbeispiel starten wir mit einem Ideal a C A, welches die Filtrierung

ADaDa’Da*D ... (25.6)

d+1

definiert. Wegen a’ - o/ C a't7 ist in diesem Fall gr, A := ®g0 a?/a?*? auch ein Ring. Man

nennt ihn den assoziierten graduierten Ring von A.

Ein Mittelding zwischen A und gr, A ist die Sekantenalgebra®, eine Unteralgebra des Poly-
nomrings A[t]:
A* = Alat] = @ A"t"=Agatddtt et o. ... (25.7)
n>0
Die Verbindung mit Sekanten ist folgende: Sei X C A} eine affine Varietdt mit 0 € X,
sei A= O(X) und a = (z1,...,7,) C A das maximale Ideal im Ursprung. Wegen A% =
Altzy, ... tx,] C Alt] ist X# = Max(A#) der Zariskiabschluss des Bildes von

X x A = X x A" : 2 — (z, tz). (25.8)

Also ist X# der Abschluss der Vereinigung aller Sekanten 0z = {tz | t € A'} durch 0. Fiir
x — 0 konvergieren die Sekanten gegen Tangenten. Dies bedeutet, dass die Sekantenvarietéat
X# den Tangentialkegel T(X), d.h. die Vereinigung aller Tangenten von X in 0 enthilt.
Genauer gesagt ist T'(X) = V(a). Auf der anderen Seite ist

A* JaA* = gr A (25.9)

und damit O(T (X)) = gr, A. Fazit: Der assoziierte graduierte Ring beschreibt geometrisch
den Tangentialkegel von X zumindest, wenn a ein maximales Ideal ist. Allgemein gehort

gr, A zum Normalenkegel.

Beispiel 25.7. Der dominante Term der Spitze y* — 2® = 0 ist gleich y?. Er definiert die
Tangente, namlich die (doppelte) z-Achse. Auf der anderen Seite hat der Knoten y* — 2% —

2% = 0 den Leitterm y? — 22, welcher genau die Vereinigung der beiden Tangenten definiert.

13Djes ist meine eigene Bezeichnung. In der Literatur wird der Ring oft als Blow-up algebra bezeichnet.
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Wendet man Satz 25.6(d) mit d = 1 an, so erhélt man:
Korollar 25.8. Sei A noethersch und a C A ein Ideal. Dann sind gr, A und A# noethersch.

Wir kommen nun zu einem wichtigen Resultat {iber allgemeine noethersche Ringe, welches

aber mit Hilfe graduierter Ringe bewiesen wird.

Satz 25.9 (Artin-Rees). Sei A ein noetherscher Ring, a C A ein Ideal, M ein endlich
erzeugter A-Modul und N C M ein Untermodul. Dann gibt es ein k > 0, sodass

NNa"M =a""(Nna"M) fir allen > Fk. (25.10)

Beweis. Sei A* der Sekantenring von A beziiglich a. Dann enthélt M[t] den endlich erzeugten
A#-Untermodul

M* =AM =Pa"M =M e aMte’ M & ... (25.11)
n>0
Da A# noethersch ist, ist auch M# noethersch und damit ist der A#-Untermodul
N nM*=@P(Nna"M)t"=(NnM)e (NNaM)te (NNa’M) @ ... (25.12)
n>0

endlich erzeugt. Sei k& > 0 der hochste Grad (in t) eines Erzeugers. Dann gilt also

P nat My = (é altl> (é(i\f N am]\/[)tm> . (25.13)

n>0 m=0
Vergleicht man fiir n > k die n-te homogene Komponente auf beiden Seiten, so erhélt man

k

Nna"™M =) a "(Nna"M). (25.14)

m=0
Wegen a(N Na™ M) C N Na™M bilden die Summanden eine aufsteigende Kette und wir
erhalten (25.10). O

Korollar 25.10. Unter den Voraussetzungen von Satz 25.9 gibt es ein k > 0 mit

a"N C NNa"M Ca" "N fir allen > k. (25.15)

Satz 25.11. Sei A ein noetherscher Ring, a C A ein Ideal und M ein endlich erzeugter
A-Modul. Sei My, :=(,—,a"M. Dann gibt es ein a € a mit (1 + a)M = 0.

Beweis. Wenn man (25.15) auf N = M., € M und n = k + 1 anwendet, erhélt man
Mo NabM C aM,,. Wegen My, C a*M ist dann M, = aM,, und die Behauptung folgt aus

dem Nakayamalemma 6.1. U
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Der Spezialfall eines lokalen Ringes ist besonders wichtig. In dem Fall ist 1 + a invertierbar,

sobald a ein echtes Ideal ist.

Korollar 25.12 (Krullscher Durchschnittssatz). Sei A ein lokaler, noetherscher Ring, sei
a C A ein echtes Ideal und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist (), (a"M) = 0.

Insbesondere ist (), a™ = 0.

Bemerkung 25.13. Die Voraussetzung ,,noethersch” ist fiir die Giiltigkeit des Durchschnitts-
satzes essentiell. Sei zum Beispiel A der Ring der stetigen Funktionen auf R. Dann ist die

Funktion |z| = (|z|+)" in jeder Potenz m™ von m = Z(0) enthalten.

Bemerkung 25.14. Es gibt noch einen alternativen Beweis von a., = [, a” = 0, welcher
2004 von Perdry gefunden worden ist: Es gentigt, b € ba fiir alle b € a., zu zeigen, denn dann
gilt a,, C aa, und damit nach Nakayama (1 —a)a,, = 0 fiir ein a € a. Da A noethersch ist,
wird a von endlich vielen Elementen aq,...,a, € a erzeugt. Sei nun b € a” fiir alle n > 1.
Dann gibt es fiir jedes n > 1 ein homogenes Polynom p, € S := A[ty,...,ts] vom Grad n
mit b = p,(ay,...,as). Da S nach dem Hilbertschen Basissatz ebenfalls noethersch ist, ist
das von den p; € S erzeugte Ideal endlich erzeugt. Es folgt, dass es ein n > 1 und homogene
Polynome ¢, ...,q, € S gibt mit degqy = n+ 1 —d und p,.1 = 2321 qapq- Setzt man in
dieser Gleichung t; = a;, so erhélt man b = 32%_ g4(a.)b. Wegen gq(a,) € a"*'=% C a folgt
die Behauptung. 0

Ubung 25.15. Folgern Sie die Modulversion N, a"M = 0 des Durchschnittssatzes aus der
Ringuversion fir die A-Algebra B = A @® M (mit geeigneter Multiplikation).

Ubung 25.16. Zeigen Sie allgemeiner: Fiir einen noetherschen Ring A, ein Ideal a C A

und einen endlich erzeugten Modul M sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Nzo(a"M) = 0.
(b) a+p # A fir alle p € Assa(M).

Insbesondere gilt der Durchschnittssatz, wenn a C A und M keine Nullteiler besitzt.

Wir berechnen nun die Dimension von gr, A. Dazu fithren wir zu jedem Ideal a C A eine

Variante des Sekantenrings, ndmlich den Reesring ein:

Ro(A) = Part = ( Lot toa @ Ad At AP ) C At (25.16)

neZ

Er bildet eine Klammer zwischen A und gr, A, denn es gilt
Ro(A)/(t) =gr, A und R (At = Alt,t7]. (25.17)

Daraus erhalten wir
Spec Rq(A) = Specgr, A U Spec Aft,t7!]. (25.18)
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Bemerkung 25.17. Somit ist R4(A)/(t — a) fiir @ = 1 isomorph zu A und fir a = 0
isomorph zu gr, A. Die Reesalgebra stellt somit eine Deformation'* von A in seinen assozi-
ierten graduierten Ring dar. Geometrisch sieht das so aus: Sei X C A" eine affine Varietit
und A = O(X). Wir nehmen an, dass X den Ursprung 0 enthélt. Sei a das zugehérige
maximale Ideal. Wegen R,(A) = Alat™!,¢] ist Max(Rq(A)) der Abschluss des Bildes von
X xAl -5 X x A" x Al : (z,t) — (z,t7'2,t). Wegen z = t(t"'x) kann man die erste

Komponente weglassen. Damit erhalten wir

Max(Rq(A)) = | Jt1X x {t}) C A" x A", (25.19)

t#0
Die Deformation besteht also darin, dass man sich mit einem immer grofseren Vergréfierungs-
faktor in eine Umgebung der 0 von X hereinzoomt. Im Grenzwert ¢ = 0 sieht man dann nur

noch den Tangentialkegel.
Mit dieser Bemerkung wird folgendes Lemma zumindest plausibel:

Lemma 25.18. Sei A ein Ring und a C A ein Ideal. Dann liefert die Abbildung p — p’ =
plt,t | NR.(A) eine inklusionserhaltende injektive Abbildung Spec(A) — Spec(Rq(A)). Alle

minimalen Primideale von R4(A) sind von der Form y'. Weiterhin gilt

Ra(A)/0" = Rayp(A/P) (25.20)

Beweis. Aus A C Alt,t7'] = Rq(A)[t™!] erhalten wir injektive, ordnungserhaltende Inklusio-
nen

Spec A — Spec A[t,t7'] < Spec Rq(A) (25.21)

und p — p’ ist einfach die Komposition. Sei nun q € Spec R4(A) minimal. Da ¢ kein Nullteiler
ist, gilt q € Spec A[t,t71]. Sei p := qN A. Wegen p[t,t71] C q und der Minimalitiit von q ist
q = p’. Die letzte Gleichung folgt aus

Ra(A)/p = @ (a"/a" np)t ™ = ED(a" + p/p)t " = Ragpp(A/p). (25.22)

nez neZ

OJ
Wir berechnen nun die Dimension des Reesrings im lokalen Fall:

Lemma 25.19. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring, a C m ein Ideal und
ni=..0a 'omoAte.... (25.23)

Dann gilt
dimR4(A) = dimR4(A)y = dim A + 1. (25.24)

H1peshalb wird die Deformationsvariable mit ¢ wie tempus bezeichnet.
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Beweis. Die Ungleichung dim R,(A) > dim R4(A), ist trivial. Fiir jede Primidealkette py C

. C pgs = m mit d = dim A bilden die q; := p, eine Primidealkette von R,(A) (Lem-
ma 25.18). Das letzte Ideal q; = m’ ist dabei echt in n enthalten, woraus dim R4(A), >
dim A + 1 folgt.

Wir zeigen nun die Ungleichung dimR,(A) < dim A 4+ 1 fiir A nullteilerfrei. Zunéchst ist
dann auch R,(A) nullteilerfrei. Weiterhin ist R,(A) eine endlich erzeugte A-Algebra, da a
endlich erzeugt ist. Wir wenden nun Nagatas Hohenformel (Satz 19.15) auf A C R,(A) an.
Wegen trdeg, Rq(A) = 1 folgt dimR4(A) < dim A + 1 (wobei q alle maximalen Ideale von
Rq(A) durchlauft).

Der allgemeine Fall wird nun auf den nullteilerfreien Fall zuriickgefiihrt. Nach Lemma 25.18

sind alle minimalen Primideale von der Form p’. Also gilt wegen (25.20)

dim Rq(A)=max dim Rq(A)/p" = maxdim R4 s(a+ p/p) < maxdim A/p +1 < dim A + 1.
p P p

(25.25)

U

Wir konnen nun die Dimension des assoziierten graduierten Rings ausrechnen:

Satz 25.20. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring und a C m ein Ideal. Dann gilt
dimgr, A = dim A. (25.26)

Beweis. Wegen (25.17) und Lemma 25.19 gentigt es,
dimR,(A)/(t) < dimR4(A) — 1 und dimR4(A)/(t) > dimR4(A), — 1 (25.27)

zu beweisen. Die erste Ungleichung folgt dabei einfach aus der Tatsache, dass ¢ kein Nullteiler
ist. Die zweite folgt aus dimR4(A)/(t) > dimRq(A),/(t) (trivial) und dim R4(A)n/(t) >
dimR,(A), — 1 (Satz 18.15). O

Als Faustregel sollte man sich merken, dass der Ring gr A allgemein schlechtere Eigenschaften

als A hat. Im Umkehrschluss vererben sich gute Eigenschaften von gr A oft auf A.

Satz 25.21. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring. Wenn dann gr,, A reduziert/nulltei-

lerfrei/normal ist, so ist auch A reduziert/nullteilerfrei/normal.

Beweis. Wir behandeln nur die Nullteilerfreiheit, die Reduziertheit ist analog. Seien a,b €
A\ {0}. Nach dem Durchschnittssatz gibt es 7, j € N maximal mit ¢ € m’ und b € m?. Da
gr,. A nullteilerfrei ist, ist ab € m*7 \ m**71 Insbesondere ist ab # 0. Dieses Argument zeigt
etwas mehr: Der Leitterm @ von a ist das Bild von a in m*/m*™. Wir setzen 0 = 0. Dann ist

gr,, A genau dann nullteilerfrei, wenn

ab=ab fiir alle a,b € A\ {0}. (25.28)
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Fiir Normalitét verwenden wir folgendes Kriterium:

Lemma 25.22. Fir einen nullteilerfreien noetherschen Ring A sind dquivalent:

(a) A ist normal.
(b) Seic e A* und q € Q(A) mit cq™ € A fir alle n > 0. Dann ist q € A.

Beweis. Sei A normal und ¢, ¢ wie in (b). Da alle Potenzen ¢" im Modul 1A C Q(A)
liegen, spannen diese einen endlich erzeugten Modul auf (A ist noethersch!). Es folgt ¢ €
(1,...,¢q" 1) 4 fiir ein d > 1 und damit, dass q ganz iiber A ist. Also ist ¢ € A.

Sei nun die Bedingung (b) erfiillt und ¢ = £ ganz iiber A. Dann gibt es d > 1 mit ¢" €
(1,...,¢% 14 C a= VA fiir alle n > 0. Es folgt c¢” € A mit ¢ = a?!. Alsoist g€ A. O

Zuriick zum Beweis. Sei ¢ = g ganz liber A. Wir zeigen durch Induktion nach ¢, dass
b € (a) +m fiir alle £ > 0. Der Durchschnittssatz angewendet auf A/(a) liefert dann b € (a)
und damit g € A.

Der Fall ¢ = 0 ist trivial. Sei also b € (a) +m’ mit £ > 0. Dann gibt es u € A mit b = ua +v
und v € m’. Wir kénnen annehmen, dass v # 0 ist, denn sonst wiiren wir schon fertig. Da
2 = q — u ebenfalls ganz iiber A ist, gibt es ¢ € A" und u, € A* mit cv" = u,a” fir alle
n > 0. Nach (25.28) folgt dann fiir die Leitterme ¢v" = w,a" # 0. Da gr,, A normal ist,
folgt aus Lemma 25.22, dass 2 € gr, A. Damit gibt es ein w € A* mit ¥ = wa. Also ist
v € (a) + m**! und damit auch b € (a) + m**L. O

Ie

Bemerkungen 25.23. (a) Alle Umkehrungen sind falsch. Der Ring A = C|x, y]/(23+y3—2?)

ist nach dem Serrekriterium normal, aber gr(,, A = C[z,y, 2]/(2?) ist noch nicht einmal

z7y’z

reduziert.

(b) Ein beliebiger Ring heifit vollstindig normal, wenn er Bedingung (b) von Lemma 25.22
erfiillt. Der Beweis zeigt, dass jeder vollstindig normale Ring normal ist. Es gibt nicht-

noethersche Ringe, fiir die die Umkehrung nicht gilt.

26. REGULARE RINGE

In diesem Fall untersuchen wir zwei Aspekte von reguléren Ringen. Einerseits zeigen wir, wie
man die Menge der Punkte, in denen der Funktionenring einer affinen Varietét regular ist,
berechnen kann. Es handelt sich hier um das Jacobikriterium. Des Weiteren berechnen wir
den assoziierten graduierten Ring eines reguldren Rings und folgern daraus, dass reguldre

Ringe normal sind.

Wir verwenden ab jetzt folgende Notation: Fiir a € A und p € Spec(A) ist a(p) das Bild von
a in Q(A/p).
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Lemma 26.1. Sei K ein Korper und sei m ein mazimales Ideal von Klzy,..., x,] mit
Quotientenkérper L. Dann wird m von n Elementen yq,...,y, € m erzeugt. Diese bilden
eine L-Basis von m/m?. Weiterhin ist L|K genau dann separabel, wenn die Jacobimatriz
J(m) = (%’;(m)) € M(n, L) invertierbar ist.

Beweis. Sei & := x;(m) € L. Der Nullstellensatz impliziert, dass L|K endlich ist. Weiterhin
ist L; == K¢, ..., &) eine Zwischenerweiterung. Sei g,(x) das Minimalpolynom von ¢&; iiber
L;_1. Dieses ldsst sich zu einem normierten Polynom y;(z) mit Koeffizienten in K[xq, ..., ;1]
liften. Sei dann y; := y;(z;). Konstruktionsgeméf gilt y;(&1,...,&) = 0 und damit y; € m.
Durch Induktion nach ¢ gilt

Klar,eoooa) /(s 090) = Kool /(g yoet)2) /(i) = Lialal/ @) = L.
(26.1)
Insbesondere ist (y1,. .., ¥y,) ein maximales Ideal und damit gleich m. Es ist dann klar, dass
die y; den L-Vektorraum m/m? erzeugen. Die Bilder sind automatisch linear unabhiingig

wegen dimy m/m? > dim(K[z1, ..., Zy]m) = n.

Fiir die letzte Aussage sei vorausgeschickt, dass J(m) nur von den Bildern der y; in m/m?
abhéngt. Weiterhin ist sie basisunabhéngig. Es geniigt also, die Behauptung fiir die oben
konstruierten y; nachzuweisen. Aber dann ist J(m) eine untere Dreiecksmatrix mit Diag-
onalelementen 7;(;). Diese sind genau dann alle ungleich null, wenn alle Erweiterungen
L;|L;_; separabel sind. d

Lemma 26.2. Sei K ein vollkommener Korper und L = K (&1, ...,&,) eine endlich erzeugte
Korpererweiterung. Dann gibt es eine algebraisch unabhdngige Teilmenge X der Erzeuger &;,
sodass L tber K(X) separabel ist.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n. Sei ohne Beschrankung der Allge-
meinheit n > 1. Falls &,...,&, schon algebraisch unabhéngig sind, so sind wir fertig. An-

dernfalls gibt es ein irreduzibles Polynom f(xy,...,z,) mit f(&,...,&,) = 0. Angenommen

of —
ox; —

p-te Potenzen. Da K vollkommen ist, wiare dann f selber eine p-te Potenz und damit nicht
irreduzibel. Sei also ohne Einschriankung -2/ # 0. Dann ist L separabel iiber K (&1,...,&,-1)-

0 fiir alle . Dann wére p = char K > 0 und alle in f vorkommenden Monome wéren

dxn
Die Behauptung folgt nun aus der Induktionsvoraussetzung. 0
Satz 26.3 (Jacobikriterium). Sei k ein vollkommener Kdrper und sei A = k[xy,...,z,]/a
mit a = (f1,..., fn). Sei J(p) := (%(p)) die Jacobimatriz im Punkt p € Spec(A). Dann

ist A, genau dann reguldr, wenn rk J(p) =n — dim, A.

Beweis. Der Korper L := r(p) wird iiber k£ von den Bildern der x; erzeugt. Sein Transzen-

denzgrad iiber k ist t = dim A/p. Nach Lemma 26.2 kénnen wir nach Umnummerieren der
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x; annehmen, dass xy,...,x; in L algebraisch unabhéngig bleiben und dass L separabel iiber
K :=k(xy,...,x;) ist. Wegen k[z1, ...,z Np =0 gilt

klxy, ... .20y = K[tis1, .o TpJm (26.2)
mit m := pg (die Lokalisierung in k[z1, ..., z]*). Da der Restklassenkérper L endlich iiber
K ist, ist m ein maximales Ideal. Wahle nun Elemente y;41,...,y, € m wie in Lemma 26.1.

Wegen f; € m gibt es cip € K[wyqy,...,2p) mit fi = 377, cyye. Das Bild y,(m) € L ist
gleich null. Daraus erhalten wir J; = C'J, mit

— (2 = (e, _ [ 9y
= (B o= (am) ae= (2 (m))tﬁ%@. (26.3)

1<5< t+1<t<n

Da L|K separabel ist, ist nach Lemma 26.1 die Untermatrix von Jymitt+1 <5 < n
invertierbar. Somit stellt J; eine surjektive Abbildung L™ — L™* dar, woraus rk J; = rkC
folgt. Da die Bilder der y, eine Basis von m/m? bilden, ist tk C' auch genau die Dimension
des von den f; +m? aufgespannten Unterraums. Dieser ist gleich (ax +m?)/m? und passt in

die kurze exakte Sequenz
0 — (ag +m?)/m? - m/m?> — m/(ax +m?) = 0. (26.4)
Wegen dimy, m/m? = n — ¢ ist deshalb rk J(p) = n — dim, A dquivalent zu
dimy m/(ag +m?) = (n —t) — (n — dim, A) = —t + dim 4, + dim A/p = dim 4,. (26.5)

Schlieflich ist m/(ax + m?) = m/m*, wobei m = m/ay das maximale Ideal von A, ist. Also
ist (26.5) dquivalent zur Regularitét von A,. O

Bemerkung 26.4. Die Vollkommenheit von £ wird nur fiir “genau dann” gebraucht. Mit
Hilfe der Theorie der Kéhlerdifferentiale kann man die obige Argumentation auch basisfrei

durchfihren.

Ubung 26.5 (Chevalley). Sei K ein Korper der Charakteristik p > 2 und sei K sein
algebraischer Abschluss. Fir a € K\ KP definiere die beiden Ringe

A=Kz, yl/(2* + 9P —a) und A = A®x K = K[z,y]/(2* + y* — a). (26.6)

Zeigen Sie, beide Ringe sind nullteilerfrei und eindimensional, aber nur A ist ein requldrer

Ring. [Hinweis: Untersuchen Sie die lokalen Ringe A,y und ﬁ(xyy,al/p)./

Nun bestimmen wir den assoziierten graduierten Ring eines regulidren Rings. Sei allgemein
(A, m) ein lokaler noetherscher Ring mit Restklassenkorper k = A/m und k[m/m?] die sym-
metrische Algebra iiber den k-Vektorraum m/m?. Diese ist ein Polynomring in dimj m/m?

Variablen. Die Identitdt auf m/m? liefert einen kanonischen Homomorphismus

kEm/m?] — gr, A, (26.7)
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welcher konstruktionsgeméf surjektiv ist. Es stellt sich die Frage der Injektivitét.

Satz 26.6. Ein lokaler noetherscher Ring (A, m) ist genau dann regulir, wenn k[m/m?] —
gr. A ein Isomorphismus ist.

Beweis. Sei a der Kern und P := k[m/m?]. Dann gilt
dim A = dimgr,, A = dimP/a < dim P = dim 4 /m m/m? (26.8)

mit Gleichheit genau dann, wenn a = 0 (da P nullteilerfrei und endlichdimensional ist). [
Aus Satz 25.21 folgt somit:
Korollar 26.7. Reguldre Ringe sind reduziert, nullteilerfrer und normal.

Bemerkungen 26.8. (a) Die Eigenschaft faktoriell zu sein, vererbt sich im Allgemeinen
nicht. Nichtsdestotrotz sind alle reguldren Ringe faktoriell. Dies ist ein nicht trivialer Satz

von Auslander-Buchsbaum.

(b) Ein ebenso nicht trivialer Satz ist von Serre: Sei A ein regulérer Ring und q € Spec(A).
Dann ist auch A, regulér. Beide Sétze benutzen eine homologische Charakterisierung reg-

uldrer Ringe.

(¢) Trotzdem gibt es nichtlokale noethersche Ringe A, sodass die Menge {p | A, ist regulér}
nicht offen in Spec(A) ist.

27. VOLLSTANDIGE RINGE

Beim Ubergang zum assoziierten graduierten Ring geht viel Information verloren. Zum
Beispiel bleibt von einer Funktion nur der erste nicht verschwindende Term der Taylor-
reihe. In diesem Abschnitt stellen wir eine Konstruktion vor, bei der die gesamte Taylorreihe
rekonstruierbar ist. Dazu braucht man einen Konvergenzbegriff fiir unendliche Summen, d.h.
eine Topologie. Damit diese Summen konvergieren, muss der Ring vervollstandigt werden.

Das Vorgehen ist vollig analog zur Konstruktion von R aus Q.

Sei M allgemein eine abelsche Gruppe und
M DM D MyDM;D... (27.1)

eine absteigende Folge von Untergruppen. Dann kann man eine Topologie von M definieren,
bei der die offenen Mengen genau beliebige Vereinigungen von Nebenklassen m + M; sind.
Man iiberzeugt sich, dass dann die Addition (mit der Produkttopologie auf M x M) stetig
ist.



118

Eine Untergruppe N C M ist genau dann offen, wenn sie eine der Untergruppen M; enthalt.
Damit ist klar, dass eine zweite Kette M] C M genau dann dieselbe Topologie definiert,
wenn es fiir jedes 7 ein j gibt mit M; C M und M} C M;.

Der Abschluss der einpunktigen Menge {0} ist der Durchschnitt aller M;. Also ist M genau
dann Hausdorff, wenn My, := (), M; = 0 ist.

Eine Folge m>; € M ist eine Nullfolge, wenn es fiir jede offene Untergruppe N C M ein
n =n(N) > 0 gibt, sodass m; € N fiir alle i > n. Sie ist eine Cauchyfolge, wenn es fiir jede
offene Untergruppe N C M ein n = n(N) > 0 gibt, sodass m; —m; € N fiir alle 4,j > n.
Hier gibt es nun einen grofen Unterschied zur Analysis: Da Summen von Elementen in N
auch in N liegen, bildet (m;) genau dann eine Cauchyfolge, wenn die Folge der Differenzen
m; — m;4+; eine Nullfolge ist. Somit ist eine Reihe > ;° m; genau dann eine Cauchyfolge,
wenn die Summanden m; eine Nullfolge bilden. Dies vereinfacht Konvergenzbetrachtungen
erheblich.

Definition 27.1. Sei M eine abelsche Gruppe mit einer Topologie wie oben. Sei Nf(M)
bzw. Cf(M) die Menge aller Null- bzw. Cauchyfolgen. Dann ist M = Cf(M)/Nf(M) die
Vervollstandigung von M.

Fiir jedes m € M ist die konstante Folge m; = m eine Cauchyfolge. Damit erhalten wir einen
Homomorphismus M — M. Der Kern besteht genau aus den konstanten Nullfolgen, d.h. er
ist gleich M.

Nach Konstruktion hat dann jede Cauchyfolge in M einen Grenzwert in M. Auch M hat cine
Topologie gegeben durch die Filtrierung M; = Cf (M;)/ Nf(M;). Dann kann man sich davon

iiberzeugen, dass in M jede Cauchyfolge gegen einen eindeutigen Grenzwert konvergiert.

Sei nun N C M eine offene Untergruppe. Dann wird jede Nullfolge/Cauchyfolge modulo N

gleich Null/konstant. Also gibt es einen wohldefinierten Homomorphismus

mx : M — M/N : (m;) — lim (m; + N). (27.2)

1—>00
Sind N C N’ C M offen, so gilt offenbar 7y, = f o 7, wobei f : M/N — M/N' die

kanonische Projektion ist.

Dies lésst sich folgendermafien verallgemeinern: Sei
xLx,Ex, 8o (27.3)

eine Kette von Abbildungen. Ein Faden ist dann eine Folge (z;); mit x; € X; und f(x;41) = x;
fiir alle 7. Die Menge aller Faden nennt man den projektiven oder inversen Limes der Xj.
Man bezeichnet ihn mit lim X;. Die obige Diskussion zeigt, dass jedes Element (x;) aus M
einen Faden lim;_,o(z; + M;) in (M/M;); induziert.



119

Satz 27.2. Die kanonische Abbildung M — l&lM/M, st ein Isomorphismus von abelschen
Gruppen.

Ubung 27.3. Wir betrachten die Produkttopologie auf P := 1, Xi, wobei jede Menge die
diskrete Topologie trigt. Zeigen Sie, dass @Xi m P abgeschlossen ist und dass obige Bijek-
tion ein Homdomorphismus ist.

Da die Vervollstandigung nur von der unterliegenden Topologie abhéngt, erhalten wir:

Korollar 27.4. Seien M; und M| Ketten von Untergruppen von M, sodass es fir jedes i ein
Jj gibt mit M; C M und M} C M;. Dann ist l&lM/MZ & @M/M{

Wir betrachten jetzt das funktorielle Verhalten von Vervollstandigungen.

Lemma 27.5. Sei
0 LS5ME5 NS0 (27.4)

~

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Sei M, C M eine Filtrierung und ]\/4\, L baw. N
die Vervollstindigung beziiglich der von M,, L, = o ' (M,) bzw. N, := B(M,) induzierten
Topologie. Dann induziert dies eine kurze exakte Sequenz

—~

0L3ME N0 (27.5)

Beweis. Nach Konstruktion sind die Sequenzen
0—L/L; — M/M; — N/N; =0 (27.6)

fiir alle i > 1 exakt. Die Exaktheit von (27.12) in L und M folgt daraus unmittelbar. Es
bleibt die Surjektivitit von 3 zu zeigen. Dazu liften wir (n.) € N rekursiv in i. Gegeben
sind also im Diagramm unten n;_; € N/N;_; und n; € N/N; und wir nehmen an, dass

m;_1 € M/M;_; schon konstruiert worden ist.

l; — 0;,m, ——— n;

| I I (27.7)

licg V= 0im1, M1 > Ny
Zunéachst liftet man n; zu m, € M/M; beliebig. Dessen Bild in M/M;_q sei §;_1 + m;_1.
Darauthin konstruiert man l;_y € L/L; 1 und, weil L/L; — L/L;_; surjektiv ist, [ € L/L;
und dann 6; € M/M,. Das Element m; := —4§; + m/, leistet dann das Gewiinschte. ]
Sei nun a C A ein Ideal. Dann kann man die absteigende Folge
ADa2a*2d*D... (27.8)

von Idealen betrachten. Die zugehorige Topologie von A nennt man die a-adische Topologie

von A. Sei A die zugehorige Vervollstdndigung.
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Beispiel 27.6. Eines der wichtigsten Beispiele eines vervollstdndigten Rings ist der Ring
Al[z]] der formalen Potenzreihen. Elemente sind formale unendliche Summen » 7/ a;a”,
die man rein formal addieren und multiplizieren kann. Es gibt also keine Einschrinkun-
gen beziiglich Konvergenz. Der Nachteil ist, dass man eine formale Potenzreihe aufer fiir

2 = 0 in keinem anderen Element aus A auswerten kann.

Wir behaupten, dass A[[z]] genau die (z)-adische Vervollstdndigung des Polynomrings A[x]
ist. In der Tat ist ein Faden im System A[z]/(z") offenbar nichts weiter als eine formale

Potenzreihe.

Allgemeiner kann man die Konstruktion mit beliebig vielen Variablen ausfithren. Dabei

haben wir Al[xy,...,z,]] = A[[z1,...,x01]][[xs]]. Weiterhin ist auch A[[zy,...,z,]] die
(x1,...,x,)-adische Vervollstandigung von Az, ..., z,].

Ubung 27.7. Man zeige, dass Al[x1, s, xs,...]] nicht die (zy,22,x3,...)-adische Vervoll-
standigung von Alxy, xo, x3, . . .| ist.

Beispiel 27.8. Das zweite Standardbeispiel fiir einen vollstdndigen Ring ist der Ring 2p
der p-adischen Zahlen. Sie wurden zuerst von Hensel definiert, untersucht und angewendet.
Anfangs stiet er mit diesem Konzept auf grofte Skepsis oder sogar Ablehnung, doch schon

seit langem gehoren die p-adischen Zahlen zum Standardrepertoire der Zahlentheorie.

Im Gegensatz zum Ring der formalen Potenzreihen kann man Zp eigentlich nur durch Ver-
vollstéandigung definieren. Dazu startet man mit dem Ring A = Z der ganzen Zahlen und mit
einer Primzahl p € Z.,. Dann ist 2p die (p)-adische Vervollsténdigung von Z. Ein Element
aus Zp wird von einer Folge ay, as,ag, ... mit a,+1 = a, mod p"™ fiir alle n > 1 représen-
tiert. Diese Darstellung wird eindeutig, wenn man 0 < a,, < p"™ wahlt. Nimmt man nun die

p-adische Darstellung
Apt+1 = {Cncn—l - CO]p = + ...+ Cn_lpn_l + Cnpn mit 0 S ¢ <P, (279)

so ist a, = [¢y—1 ... Colp genau die p-adische Entwicklung von a,,. Ein Element aus 2p wird

also eindeutig durch eine nach links unendliche p-adische Zahl
[...c3c201¢0), mit 0 <¢ <p (27.10)

dargestellt. Man rechnet mit diesen Zahlen dann genauso wie mit p-adischen Darstellun-
gen gewohnlicher Zahlen. Das Auftreten von Ubertrigen macht dies jedoch ausgesprochen

unubersichtlich.

Ist b C A ein zweites Ideal, so folgt aus Korollar 27.4, dass die a-adische und die b-adische
Topologie von A {ibereinstimmen, wenn es ein n > 1 gibt mit b” C a und a” C b. Dies

impliziert v/a = v/b und die Umkehrung gilt, wenn a und b endlich erzeugt sind, also zum
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Beispiel fiir noethersche Ringe. Wir sehen, dass in dem Fall die a-adische Vervollstandigung
A nur von der Nullstellenmenge V(a) abhéingt.

Auch ein A-Modul M kann vervollstandigt werden, ndmlich beziiglich der von den Untermod-
uln a"M induzierten a-adischen Topologie. Die Vervollstandigung M ist dann in natiirlicher
Weise ein A-Modul.

Satz 27.9. Sei A ein Ring und a C A ein Ideal.

(a) Seien M, ..., M endlich viele A-Moduln. Dann gilt (@;_, M;)" = @;_, M.
(b) Sei
0O—+L—->M-—N—=0 (27.11)
eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Angenommen A ist noethersch und L ist

endlich erzeugt. Dann ist auch
0=L—>M-—>N=0 (27.12)

exakt.
(¢) Sei A noethersch und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist M & 4 A = M ein

Isomorphismus. Insbesondere ist M ein endlich erzeugter A-Modul.

Beweis. (a) gilt, weil Tensorieren (mit A/a™) mit direkten Summen und projektive Limiten
mit direkten Produkten kommutieren. Sei L die Vervollstandigung beziiglich der Spurtopolo-
gie. Dann ist 0 — L — M — N — 0 exakt nach Lemma 27.5. Aus Korollar 25.10 und
Korollar 27.4 folgt L = L und damit (b). Fiir (¢) sei A™ — M surjektiv mit Kern L. Wegen

(b) erhalten wir dann folgendes Diagramm

L®AA\—)Am®AA\—>M®AA\—>O

o 5|~ v (27.13)
0 L (A M 0

Nach (a) ist 5 ein Isomorphismus. Damit ist v surjektiv. Mit M ersetzt durch L erhilt man
daraus, dass auch « surjektiv ist. Daraus folgt leicht (z.B. Schlangenlemma 29.2), dass v

auch injektiv ist. 0

Definition 27.10. Wir sagen, ein Ring A oder A-Modul M sei a-vollstindig, wenn A — A
bzw. M — M ein Isomorphismus ist. Man beachte, dass dies [, a” = 0 beinhaltet.

Satz 27.11. Sei A ein noetherscher a-vollstindiger Ring. Dann ist auch jeder endlich
erzeugte A-Modul a-vollstindig. Ferner ist jeder endlich erzeugte Untermodul eines A-Moduls

a-adisch abgeschlossen.
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Beweis. In der Tat gilt wegen Satz 27.9(c)
M3 MoiAS Moy AS M, (27.14)

Der zweite Teil folgt aus Satz 27.9(b), da jeder Untermodul N C M Kern des (stetigen)
Homomorphismus M — M/N ist. O

Korollar 27.12. Sei A ein noetherscher Ring, a C A ein Ideal und A die a-adische Vervoll-
standigung von A. Dann gilt:

(a) Ist a # A und A lokal oder nullteilerfrei, so ist A — A injektiv.
(b) A ist flach iiber A.

(¢) Fiir allen >0 gilt A/a"A = A/a",

(d) A ist aA-vollstindig mit gr 7 A = gr, A.

Beweis. (a) Nach dem Durchschnittssatz 25.12 ist der Kern (), a” = 0.

(b) Wir miissen zeigen, dass fiir jeden injektiven A-Homomorphismus N < M auch ¢ :
N®gy Ao M® A A injektiv ist. Nach Satz 8.3 konnen wir annehmen, dass M und N endlich
erzeugt sind. Nach Satz 27.9(c) ist dann ¢ dasselbe wie der Homomorphismus M — N ,
welcher nach Satz 27.9(b) injektiv ist.

(¢) Nach (b) und Satz 27.9(c) ist A/a"A = A/a" @4 A = A//?L =A/a"

(d) Folgt unmittelbar aus (c). O
Bemerkung 27.13. Fiir nichtnoethersche Ringe ist die Situation komplizierter. Sei dazu
a® der Kern der Projektion A A /a™. Dann ist A nach Konstruktion vollstéandig beziiglich
der durch die Ideale a® definierten Topologie. Aber A braucht weder vollstandig beziiglich

der a-adischen Topologie noch der a-adischen Topologie zu sein. Dies liegt daran, dass die

Ideale a”A und @™ nicht mit a” iibereinstimmen miissen. Siche die ibernichste Ubung.

Ubung 27.14. Seien d,,...,d, € Zso und g1, ..., gk, b, ... he € Cl[x1, ..., 2,]] mit

k n
Z gihi = Z . (27.15)
v=1 i=1

Zeigen Sie, dass dann n < 2k. [Hinweis: Betrachten Sie das Ideal, das von den ersten
Ableitungen erzeugt wird. Man kann auch verwenden, dass C[[z1,...,x,]] noethersch und
n-dimensional ist (Korollare 27.17 und 27.19).]
Ubung 27.15. Sei A := Clzy, z,25,...] und a := (x1, 4, 25,...) C A. Zeigen Sie

aACa sowie @ Ca’ (27.16)

[Hinweis: Betrachten Sie in beiden Fillen f = 3.0 o™ und verwenden Sie Ubung 27.14.]

=11
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Wir untersuchen nun, wann A noethersch ist. Dazu gibt es folgendes Kriterium:

Satz 27.16. Ein a-vollstindiger Ring A ist genau dann noethersch, wenn gr, A noethersch
15t.

Beweis. Korollar 25.8 liefert die eine Richtung der Behauptung. Sei also gr, A noethersch.
Wir miissen dann zeigen, dass ein beliebiges Ideal b C A endlich erzeugt ist. Dazu betrachten

wir die induzierte Filtrierung b N a™ von b. Assoziiert dazu ist das homogene Ideal

o0

grb = @(b Na™)/(bNa™t) C gr, A. (27.17)

n=0
Da gr A noethersch ist, gibt es endlich viele Elemente b; € bna™, i =1,... k, sodass grb
von den Leittermen by, ..., b, erzeugt wird. Zu einem beliebigen b € b konstruieren wir nun

Folgen (a1(n))n, ..., (ag(n)), in A, sodass fir allen >0 und i = 1,..., k gilt:

a;(n) = a;(n+1) mod a"™™ sowie (27.18)
k
b= Z a;(n)b; mod a". (27.19)

i=1
Aus (27.18) und der Vollstandigkeit von A wiirde dann folgen, dass a; := lim,,_,, a;(n) € A

existiert und aus (27.19), dass b = Zle a;b;. Insbesondere wird b von den b; erzeugt.

Fiir n = 0 kénnen wir a;(0) = 0 setzen. Seien nun a;(n) schon konstruiert. Dann ist

k
—1

)

Da gr b von den b; erzeugt wird, gibt es d; € "™ mit d = > d;b;. Die Elemente a;(n+1) =

a;(n) 4 d; leisten dann das Gewiinschte. O

Bis jetzt haben wir folgende Mechanismen zur Produktion neuer noetherscher Ringe gefun-
den: Faktorringbildung, Adjunktion einer Variablen und Lokalisierung. Wegen Korollar 25.8

und Satz 27.16 konnen wir Vervollstdndigung zu diesem Arsenal hinzufiigen.

Korollar 27.17. Sei A ein noetherscher Ring und a C A ein Ideal. Dann ist die a-adische

Vervollstindigung A von A noethersch.

Ubung 27.18. Beweisen Sie das Korollar direkt, indem Sie zuerst wie fiir den Hilbertschen

Basissatz ,A noethersch = Al[z]] noethersch® zeigen.
Ist A zusétzlich lokal, kann man mehr sagen:

Korollar 27.19. Sei A die m-adische Vervollstandigung des lokalen, noetherschen Rings
(A,m). Dann gilt:
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(a) A ist treuflach iber A.
(b) dim A = dim A.

Beweis. (a) folgt aus der Flachheit von A (Korollar 27.12(b)) sowie A/mA # 0 (Satz 8.14(c)
und Korollar 27.12(¢)). (b) folgt mit Hilfe der Dimensionsformel Satz 19.2 und Satz 10.2. O

Ubung 27.20. Sei A ein Ring, a C A ein Ideal und S C A multiplikativ abgeschlossen.

Beweisen oder widerlegen Sie jede der folgenden Aussagen:
(Afa)[z] = Alz]/alz] (A/a)s = As/as (A/a)[[z]] = Al[z]]/a[[x]
Alals = (Ag)[z]  Alz][ly]] = Ally]l[=] (27.21)
(As)[lx] = Allz]]s

Macht es etwas aus, wenn man voraussetzt, dass A noethersch ist?

28. DAS HENSELSCHE LEMMA

Nachdem wir festgestellt haben, dass die a-adische Vervollstandigung eines noetherschen
Ringes selbst wieder noethersch und aﬁ—vollst'andig ist, studieren wir nun allgemein einige
Eigenschaften vollstdndiger noetherscher Ringe. Die wohl wichtigste ist die Losbarkeit von
Gleichungen.

Satz 28.1 (Liften von Nullstellen). Sei A ein a-vollstindiger Ring und sei f(x) € Alzx] ein
Polynom. Seia € A := A/a mit f(a) = 0 und f'(@) € A". Dann gibt es genau ein a € A
mit a mod a =a und f(a) = 0.

Beweis. Wir zeigen zuniéchst, dass es genau ein a; € A/a? gibt mit
a; =a mod a/a®>, f(a;)=0¢€ A/a*> und f'(a;) € (A/a®)*. (28.1)
Durch Ersetzen von A durch A/a? kénnen wir dazu a? = (0 annehmen.

Sei @ = @' + a mit ' € A. Dann ist jedes Element aus der Nebenklasse @ von der Form
a; = a' + ¢ mit € € a. Wegen a? = 0 und f(a’) mod a = f(a) = 0 gilt

flar) = f(a'+ &) = f(d) + ['(d')e = f(a') + ['(a)e € a. (28.2)
Weil daher f(a;) =0 dquivalent zu e = —f'(@)~! f(a') ist, ist
w = d — @) () (8.3

(Newtonverfahren!) die eindeutige Losung von f(z) = 0. Sei nun b := f'(a;). Wegen b
mod a = f'(a) € (A/a)* gibt es ¢ € A und 7 € a mit bec = 1 + 7. Es folgt, dass ¢(1 — 7) ein
Inverses von b ist und damit f'(a;) € A*.
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Nun wenden wir obiges Verfahren rekursiv auf die Ideale a® (statt a) an und erhalten eine
Folge a, € A/a®". Dann ist offenbar @ = lim a, € A die eindeutige Losung von f(z) = 0

X n—oo
mit ¢ mod a = @. O

Bemerkungen 28.2. Es ist nicht wesentlich, dass f(z) ein Polynom ist. Es kénnte auch eine
Potenzreihe sein. Man muss dann aber sicherstellen, dass die Evaluation f(a) auch sinnvoll
ist, d.h. nicht zu einer unendlichen Summe in einem der Ringe A/a™ fiihrt. Eine Bedingung
ware zum Beispiel, dass die Koeflizienten von f eine Nullfolge in A bilden. Eine andere wére

die Startbedingung @ = 0, denn das wiirde zu a € a fiihren.

Korollar 28.3. Sei A ein a-vollstindiger Ring. Dann ist a € A genau dann invertierbar,

wenn @ € A/a invertierbar ist.
Beweis. Wende Satz 28.1 auf die Gleichung f(z) = ax —1 =0 an. O

Korollar 28.4. Sei A ein noetherscher Ring und m C A ein mazimales Ideal. Dann ist die

m-adische Vervollstindigung A ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal m = mA.

Korollar 28.5. Sei A ein a-vollstindiger Ring mit 2 € A*. Dann ist a € A* genau dann

ein Quadrat, wenn a € A/a ein Quadrat ist.
Eine weitere typische Anwendung ist folgender Satz von Cohen:

Satz 28.6. Sei (A,p) ein vollstandiger lokaler Ring mit char A/p = 0. Dann enthdlt A einen
Korper K mit K = AJp.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt pNZ = 0. Da damit alle ganzen Zahlen ungleich Null in A
invertierbar sind, enthélt A wenigstens einen Korper namlich Q. Mit dem Zornschen Lemma

folgt dann, dass es einen maximalen Korper K C A gibt. Wir zeigen K — L := A/p.

Andernfalls gibt es ein @ € L, welches nicht im Bild enthalten ist. Angenommen @ ist tran-
szendent iiber K. Wéhle dann a € A beliebig mit @ = a + p. Da die Abbildung K[z] — L
mit x — @ injektiv ist, ist K[z] — A mit  — a ebenfalls injektiv mit K[z] Np = 0. Es
folgt, dass sie sich zu einem Homomorphismus K (x) — A fortsetzen lasst, im Widerspruch

zur Maximalitat von K.

Also ist @ algebraisch tiber K und sei f(x) das Minimalpolynom. Wegen char K = 0 ist
f separabel, woraus f'(a) # 0 folgt. Nach Satz 28.1 gibt es ein a € A mit f(a) = 0 und
@ = a+p. Da dann die Komposition K[z|/(f) - Kla] - K[a] — L injektiv ist, ist K[a] C A

ein Korper im Widerspruch zur Maximalitat von K. O

Korollar 28.7. Sei (A,p) ein vollstindiger requldrer Ring, dessen Restklassenkérper K =
A/p die Charakteristik 0 hat. Sei n = dim A. Dann ist A isomorph zu K[[z1,. .., z,)].
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Beweis. Nach Satz 28.6 konnen wir K als Unterring von A annehmen. Sei ay, ..., a, € p ein
System von Parametern. Da A vollstéandig ist, lasst sich der Homomorphismus K[z, ..., z,] —
A mit z; — a; zu einem Homomorphismus ¢ : P, = K[[z1,...,2,]] — A fortsetzen. Sei
m = (z1,...,2,) C 7/5n Wegen Satz 26.6 induziert ¢ einen Isomorphismus gr,, 73n = gr, A.
Es folgt P, /mF = A/p* fiir alle k und damit ¢ : P, = A. O

Ubung 28.8. Zeige folgende Verallgemeinerung von Satz 28.1, bei der f'(@) nicht invertier-
bar zu sein braucht: Sei @ € A mit f(a) € f'(a)?a. Dann gibt es ein a € @+ f'(a)a mit
f(a) = 0. Dieses a ist eindeutig, wenn f’(@) kein Nullteiler ist.

[Hinweis: Machen Sie den Ansatz a = a+ f'(@)e mit ¢ € a und reduzieren Sie die Aussage
auf Satz 28.1.]

Zeigen Sie damit: Ein invertierbares Element von A ist genau dann ein Quadrat, wenn sein
Bild in A/4a ein Quadrat ist.

Hier ist die Version mit mehr als einer Variablen:

Satz 28.9 (Inverse Abbildungen). Sei A ein a-vollstindiger Ring mit A :== A/a und fi,..., f, €

Alxy, ...,z Seia e A" eine approzimative Lisung des Gleichungssystems

fix)=...= fu(x) =0, (28.4)
d.h. fi(@) = 0 fir alle i. Angenommen die Jacobimatriz J(x) = (0f;/0x;) ist im Punkt

x = a invertierbar. Dann gibt es genau ein a € A" mit f;(a) =0 und a =amod a.

Beweis. Der Beweis ist vollstdndig analog zum Beweis von Satz 28.1. Die Gleichung (28.2)
ist dabei durch
fla+e)="f(a)+ J(a) (28.5)

zu ersetzen, wobei f := (f1,..., f,)" und € € a®™. O

Ubung 28.10. Sei A ein Ring und seien fi, ..., f, € Allxy,...,2,]] mit f1(0) = ... =
fn(0) = 0 und (%(0)) invertierbar. Dann gibt es genau einen Automorphismus ¢ von

Allxy, ..., z,)] mit o(x;) = f; fir alle 1.

Korollar 28.11 (Hensels Lemma). Sei (A, m) ein vollstindiger lokaler Ring mit Restklas-
senkorper k = A/m. Sei f(z) € Alz| ein Polynom, welches modulo m Produkt zweier teiler-
fremder Polynome G, h € k[z] ist, wobei § normiert sein soll. Dann gibt es eine eindeutige

Faktorisierung f = gh € Alx] mit g normiert und gmodm =g, hmodm = h.
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Beweis. Sei d := degg und e beliebig mit e > degh und d + e > deg f. Wir machen den

Ansatz

glx) =2 + &z + L+ G+ &,
h(z) = nex® + Ne—12° 1 4 ... 4+ max + no.

Dann ist g(x)h(x) — f(x) = 0 ein polynomiales Gleichungssystem in den d + e + 1 Variablen
&, n; mit d + e + 1 Gleichungen. Die Behauptung folgt somit aus Satz 28.9, wenn wir die
Invertierbarkeit der Jacobimatrix nachweisen kénnen. Dazu berechnen wir das Gleichungs-
system im Punkt (g4 &,k + ¢), wobei 6, & € k[z] mit degd < d — 1 und dege < e sind. Wir
erhalten

(gh — f) + (hé +ge) + (de) = 0 (28.6)

Die Jacobimatrix stellt dann den linearen Anteil dar:
k[7)<g 1 @ k[z]<e — k[]<dre : (6,€) = hd + Ge. (28.7)

Diese Abbildung ist injektiv, denn aus hd = —ge und der Teilerfremdheit von § und h folgt
9|6 und h|e und damit aus Gradgriinden § = ¢ = 0. Da beide Seiten dieselbe Dimension
haben, ist die Abbildung (28.7) invertierbar und wir sind fertig. |

Die simple Gleichung 22 — z = 0 ist die Grundlage fiir eine weitere wichtige Anwendung.

Satz 28.12 (Liften von Idempotenten). Sei A ein a-vollstandiger Ring. Dann gibt es fir

jede Zerlegung
Ala=A10...0 A (28.8)

genau eine Zerlegung

A=A,®... 0 A (289)
mit A; = A;/aA; fiir alle i.

Beweis. Jede Zerlegung (28.9) liefert eine Partition der Eins 1 = e; + ... + ¢, mit ¢; € A;.
Dabei gilt e? = ¢; und e;e; = 0 fiir i # j. Umgekehrt liefert jede solche Partition (man
spricht von einem vollstdndigen orthogonalen System von Idempotenten) eine Zerlegung
(28.9), indem man A; = Ae; setzt (Ubung).

Sei nun 1 = €; + ... + € die Partition der Eins, die der Zerlegung (28.8) entspricht. Jedes
€; ist dabei Nullstelle des Polynoms f(z) = z? — z. Es gilt f'(¢;) = 2¢; — 1 und damit
f'(€)? = 4e? — 4e; + 1 = 1. Also ist f'(e;) invertierbar und Satz 28.1 liefert ein eindeutiges
Element ¢; € A mit €? = ¢; und €; = ¢; + a. Sei nun ¢ # j. Dann ist e;e; idempotent mit
e;e; = 0+ a. Eindeutigkeit des Lifts impliziert e;e; = 0. Dasselbe Argument liefert ). e; = 1.
Die Ideale A; := ¢; A liefern schlieflich (28.9). O
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Obiger Satz wird meist in folgender Situation angewendet: Man startet mit einem a-voll-
standigen noetherschen Ring A. Dann erfiillt jede endliche A-Algebra B die Voraussetzungen
des Satzes, da B als endlich erzeugter A-Modul a-adisch und damit auch aB-vollstandig ist.

Auf diese Weise erhalt man:

Korollar 28.13. Sei (A, m) ein lokaler, noetherscher Ring und B eine endliche A-Algebra.
Dann st

BesA= [ B (28.10)

neMax B

wobei B* die n- Vervollstindigung von B ist.

Ubung 28.14. Sei K ein Korper der Charakteristik Null (# 2 reicht). Zeigen Sie, dass das

Bifolium . o
\\\/ % (28.11)

gegeben durch die Gleichung (x* + y*)? = 2y irreduzibel ist, aber

K[z, y))/((2* +y*)* — 2%y) = K[z, y]]/(y) & K[[z,y]]/ (2" = y°). (28.12)

29. ANHANG: HOMOLOGISCHE ALGEBRA

In diesem Anhang beweisen wir zwei oft benutzte Lemmata aus der homologischen Algebra.

Der Ring A braucht in diesem Abschnitt weder kommutativ noch unitér zu sein.

Lemma 29.1 (Finferlemma). Sei

M0—>M1—>M2—>M3—>M4

ol e e e ] (29.1)

N0—>N1—>N2—)N3—)N4

ein kommutatives Diagramm von A-Moduln mit exakten Zeilen. Dann gilt:

oy, az injektiv, ag surjektiv = o injektiv. (29.2)
a1, ag surjektiv, ay injektiv = gy surjektiv. (29.3)
oy, a3 bijektiv, o surjektiv, oy injektiv = aq bijektiv. (29.4)

Lemma 29.2 (Schlangenlemma). Sei

My — M; — My — M3 — 0

oql a2l ocal (29.5)

O—)N1—>N2—>N3—>N4
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ein kommutatives Diagramm von A-Moduln mit exakten Zeilen. Dann gibt es einen kanon-

ischen Homomorphismus §, sodass die Sequenz
5
My — ker o — ker aig — ker ag — coker oy — coker ay — coker ag — Ny (29.6)

exakt ist.

Ubung 29.3. Beweisen Sie das Neunerlemma: Sei

0 0 0

b

0— L4 —Ly—L3—0

L

0 — My — My — My — 0 (29.7)

b

0— Ny — Ny — N3 —0

|

0 0 0

ein kommutatives Diagramm. Weiter seien alle Spalten und entweder die beiden oberen oder
die beiden unteren Zeilen exakt. Dann ist auch die restliche Zeile exakt. Machen Sie dies

sowohl direkt als auch mithilfe des Schlangenlemmas.

30. ANHANG: ERGANZUNGEN ZU INJEKTIVEN MODULN

Hier ist eine Methode, aus gegebenen injektiven Moduln neue zu machen:

Lemma 30.1. (a) Beliebige direkte Produkte |], E, injektiver Moduln sind injektiv.
(b) Eine direkte Summe Ey @ Ey ist genau dann injektiv, wenn beide Summanden Fy, Fs
mjektiv sind.
(¢c) Sei E C N ein Untermodul mit E injektiv. Dann gibt es ein Komplement M C N
mit N =FE & M.
(d) Sei A — B ein Ringhomomorphismus, sei P ein freier B-Modul und E ein injektiver
A-Modul. Dann ist E := Homu(P, E) ein injektiver B-Modul.

Beweis. (a) und (b) sind leichte Ubungsaufgaben. Fiir (¢) beachte man, dass sich wegen der
Injektivitat von F die Identitdt £ — E zu einem Homomorphismus 7 : N — E fortsetzen

kann. Dann ist C' = ker m das gesuchte Komplement.

(d) Sei zuniichst P = B und M ein B-Modul. Ein B-Homomorphismus M — E ist
dann gleichwertig zu einer Abbildung ® : M x B — E mit ®(m,ab) = a®(m,b) und
d(bm,c) = P(m,be) fiir alle m € M, a € A und b,c € B. Damit ist p(m) = ®(m, 1)
ein A-Homomorphismus M — E. Umgekehrt definiert jeder A-Homomorphismus ¢ durch
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®(m, b) := (bm) ein Element aus E. Wir haben also einen B-Isomorphismus
Homp(M, E) = Hom (M, E). (30.1)

Nun folgt die Injektivitéit von E aus der Injektivitiit von E. Sei nun P = (X)p frei mit Basis
X. Ein Element aus E ist dann nichts weiter als eine durch X indizierte Familie von Ho-
momorphismen B — E. Anders gesagt ist E das X-fache direkte Produkt von Hom(B, E)
mit sich selbst. Aus (a) folgt, dass E ein injektiver B-Modul ist. O

Bemerkung 30.2. Dies gilt nicht fiir direkte Summen. Siehe jedoch Satz 30.9.

Unser néchstes Ziel ist es nun zu zeigen, dass es sehr viele injektive Moduln gibt im Sinne,

dass alle A-Moduln isomorph zu einem Untermodul eines injektiven Moduls sind.

Satz 30.3. Sei A ein Ring. Dann lasst sich jeder A-Modul M in einen injektiven A-Modul
E emnbetten.

Beweis. Fiir einen beliebigen A-Modul M definieren wir die Gruppe M* := Homz(M,Q/Z).
Diese ist vermoge (a@)(m) := ¢(am) auch ein A-Modul.

Wir behaupten, dass der iibliche Evaluationshomomorphismus § : M — M** :m — (g, :
© — @(m)) injektiv ist. Sei dazu m € M mit m # 0. Der zyklische Z-Untermodul Zm C M
ist entweder isomorph zu Z oder zu Z/nZ mit n > 2. Sei dann ¢ : Z — Q/Z der Z-
Homomorphismus, der m auf %+Z bzw. % +Z abbildet. Da Q/Z injektiv ist, ldsst sich dieser
zu einem Homomorphismus 1 : M — Q/Z fortsetzen. Wegen §(m) () = 1(m) = (m) # 0
ist o(m) # 0.

Fiir eine Menge X sei (X) 4 der freie A-Modul mit Basis X. Dann ist (X )% nach Lemma 30.1
(a) ein injektiver A-Modul. Wenn nun X selbst ein A-Modul ist, so definiert die Identitét
X — X einen A-Homomorphismus (X)4 — X, der die formale Linearkombination ) a;x;
auf die entsprechende in X berechnete Linearkombination abbildet. Dieser Homomorphismus
ist offensichtlich surjektiv. Die induzierte Abbildung X* — (X)? ist also injektiv.

Schlieflich setzen wir X = M* und E := (M*)%. Dann ist E ein injektiver A-Modul, da
(M*) 4 frei ist und wir erhalten die Einbettung

M < M*™ = (M*)* < (M*)%, = E. (30.2)

O

Als néchstes untersuchen wir die Frage, ob es einen kleinsten injektiven Modul gibt, in den

ein gegebener Modul eingebettet werden kann.

Definition 30.4. Ein Untermodul M C N heifst unausweichlich, wenn fiir jeden nichttriv-
ialen Untermodul 0 # U C N gilt U N M # 0.
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Offensichtlich reicht es, fiir U zyklische Untermoduln Am zu testen.

Satz 30.5. Jeder Modul M ist isomorph zu einem unausweichlichen Untermodul eines in-
jektiven Moduls E.

Beweis. Nach Satz 30.3 konnen wir annehmen, dass M Untermodul eines injektiven Moduls
E’ ist. Mit Hilfe des Zornschen Lemmas erhilt man dann einen Untermodul N C E’, der
maximal mit der Eigenschaft M N N = 0 ist. Ebenfalls wegen des Zornschen Lemmas gibt
es einen weiteren Untermodul £ C E’, der maximal mit der Eigenschaft ist, dass M ein

unausweichlicher Untermodul von F ist.

Der Durchschnitt U := EN N erfiillt M NU =0 wegen U C N. Weil aber auch U C E und
weil M in E unausweichlich ist, gilt U = 0.

Der Homomorphismus ¢ : £ — E’/N ist somit injektiv. Jeder Untermodul von E’/N ist von
der Form N'/N mit N C N’ C E’. Angenommen ¢(E)N(N'/N) = 0. Dann ist o(ENN’) =0
und damit M NN C EN N’ = 0. Aus der Maximalitdt von N folgt N = N’ und damit
N'/N = 0. Also ist ¢(FE) unausweichlich in E’'/N.

Da E’ ein injektiver Modul ist, ldsst sich die Inklusion £ < E’ zu einem Homomorphismus
@ : E'/N — E fortsetzen.

E<S E'/N
\ iv (30.3)
E/
Wegen ¢(E) Nkerp = 0 ist ker p = 0 und damit @ injektiv. Also ist £ (und somit M) auch
in p(E'/N) unausweichlich. Aus der Maximalitdt von E folgt, dass ¢ auch surjektiv und
damit ein Isomorphismus ist. Dies bedeutet £’ = E' @ N, woraus folgt, dass E ein injektiver
Modul ist. U

Wir zeigen nun, dass Einbettungen in injektive Moduln mit unausweichlichem Bild im

Wesentlichen eindeutig sind.

Satz 30.6. Fir i € {1,2} sei E(M;) ein injektiver Modul, der M; als unausweichlichen
Untermodul enthdlt.

(a) Jeder Homomorphismus ¢ : My — My ldsst sich zu einem (in der Regel nicht ein-
deutigen) Homomorphismus @ : E(My) — E(M,) fortsetzen.
Mlg) E(Ml)
el @ (30.4)
MQL) E(MQ)

(b) @ ist dabei genau dann injektiv, wenn ¢ injektiv ist.
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(¢) B ist genau dann ein Isomorphismus, wenn ¢ injektiv und (M) unausweichlich in
M2 1st.

Beweis. (a) Folgt direkt aus Injektivitat von E(My).
(b) Sei @ injektiv. Dann ist M; Nker® = 0 und damit ker = 0. Die Umkehrung ist klar.

(c) Sei p injektiv mit unausweichlichem Bild. Da dann @ injektiv ist, ist das Bild ein injektiver
Modul. Nach Lemma 30.1(c) hat dieser ein Komplement C. Dann ist B(M;) N C = 0. Da
M; unausweichlich in Ms ist gilt My N C' = 0. Da wiederum M, unausweichlich in F(M;)
ist, folgt C' =0, d.h. © ist auch surjektiv. Die Umkehrung ist klar. O

Korollar 30.7. Der injektive Modul E(M) ist bis auf nicht eindeutige Isomorphie durch M

eindeutig bestimmdt.

Ubung 30.8. Sei A = Z und p € Z eine Primzahl. Zeigen Sie, dass E(Z/(p)) die Priifer-
gruppe Z[]%]/Z und End(E(Z/(p))) der Ring der p-adischen Zahlen ist.

Wir enden diesen Abschnitt mit einer interessanten Charakterisierung noetherscher Ringe:

Satz 30.9 (Bass). Fir einen Ring A sind dquivalent:

(a) A ist noethersch.
(b) Beliebige direkte Summen injektiver A-Moduln sind injektiv.

Beweis. Sei (E,),c; eine Familie injektiver Moduln und E := @, ., E,. Angenommen A ist
noethersch und I C A ein Ideal. Dann wird es durch endlich viele Elemente a4,...,a,
erzeugt. Sei ¢ : I — E ein Homomorphismus. Dann bilden die ¢+ € I mit ¥(a;), # 0
fiir ein ¢ eine endliche Teilmenge Iy C I. Der Homomorphismus ¢ faktorisiert also durch die
endliche Summe Ey := @,

A — Ey C F fortsetzen. Also ist E injektiv nach Lemma 30.1 (a).

E,. Da diese injektiv ist, lasst sich ¢ zu einem Homomorphismus

Sei umgekehrt A nicht noethersch und J; C Jo C ... C A eine nicht abbrechende aufsteigende
Folge von Idealen. Sei J := ;- J,. Fiir jedes v > 1 gibt es einen injektiven Modul E, mit
einer Einbettung J/J, < E, . Dies definiert Homomorphismen ¢, : J — E,, wobei ¢, (a) =0
fir fast alle v und jedes feste a € J ist. Also bildet ¢ = [], ¢, einen Homomorphismus
J = E = @, E,. Kénnte man ihn zu @ : A — E fortsetzen, so hétte ®(1) und damit @
nur endlich viele Komponenten ungleich Null. Dies widerspricht der Tatsache, dass dies fiir
@ nicht zutrifft. Also ist E nicht injektiv. U

31. ANHANG: TREUFLACHE ERWEITERUNGEN UND ABSTIEG

Schon in der linearen Algebra ist es niitzlich, den Basiskorper zu erweitern, um zum Beispiel

Eigenwerte oder die Jordannormalform zur Verfiigung zu haben. Dann stellt sich allerdings
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die Frage, wie man wieder zum urspriinglichen Korper zuriickkommt. Manchmal geht es
(zum Beispiel ist eine reelle Matrix genau dann invertierbar, wenn sie als komplexe Matrix

invertierbar ist), manchmal nicht (Diagonalisierbarkeit zum Beispiel).

In der kommutativen Algebra stellt sich dieselbe Frage fiir beliebige Ringerweiterungen A —
B. Dabei hat sich herausgestellt, dass die ideale Voraussetzung dafiir die Treuflachheit der

Erweiterung ist. Man beachte, dass zum Beispiel alle Korpererweiterungen treuflach sind.

Hier ist eine kleine Auswahl fiir dieses Prinzip:

Satz 31.1. Sei B eine treuflache A-Algebra.

(a) Modulhomomorphismen: Sei f : N — N’ ein A-Modulhomomorphismus und f' =
idg®f: BsN — B4 N'. Dann ist f genau dann injektiv, surjektiv, bijektiv oder
gleich 0, wenn f' dieselbe Eigenschaft hat.

(b) Moduln: Fin A-Modul N ist genau dann endlich erzeugt, endlich prasentiert, flach
oder treuflach, wenn der B-Modul B ® 4 N dieselbe Figenschaft hat.

(c) Algebrahomomorphismen: Sei f : C — C" ein Homomorphismus von A-Algebren.
Dann ist C' genau dann endlich, ganz, endlich erzeugt oder quasiendlich tiber C,
wenn B ®4 C' dieselbe Eigenschaft iber B ® 4 C hat.

Beweis. Ubung. O

Der vorausgehenden Satz besagt, dass sich eine Reihe von Figenschaften (von Moduln, Al-
gebren, Homomorphismen) dber A allein aus dem entsprechenden Objekt dber B ablesen
lassen. Als néchstes gehen wir einen Schritt weiter und fragen, ob man auch Objekte tiber A
(d.h. Moduln, Algebren, Homomorphismen) durch Objekte tiber B beschreiben kann. Dies
geht und die zugehorige Prozedur bezeichnet man als treuflachen Abstieg von B nach A
(faithfully flat descent).

Die Idee dazu ist ziemlich simpel: Man moéchte den A-Modul N aus dem B-Modul M =
B ®4 N rekonstruieren. Es ist nicht zu erwarten, dass M allein dazu ausreicht. Deshalb
braucht man auf M noch eine Extrastruktur. Nun steckt N vermoge n +— 1 ® n in M drin,
aber nur als A-Modul. Wir machen deshalb aus dieser Inklusion eine B-lineare Abbildung,

indem wir mit B tensorieren. Dann erhalten wir die Abbildung
oN M —->BRsM:b@n—b®(1®n). (31.1)

Dabei wird N = 1® N in den A-Untermodul M~ := {m € M | ¢(m) = 1 ® m} abgebildet.
Wie wir gleich sehen werden, ist die Abbildung N — M¥%~ fiir treuflache Erweiterungen
tatséchlich ein Isomorphismus und unser Ziel ist erreicht. Um eine Beschreibung aller A-
Moduln zu erreichen, muss man sich noch Gedanken machen, welche B-Homomorphismen
p: M — B®s M von der Form ¢y sind.
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Das geht ein Stiick weit sogar fiir nichtkommutative Ringe. Sei also A — B ein Homo-
morphismus nichtkommutativer Ringe und definiere fiir jeden (Links-) B-Modul M folgende
B-Homomorphismen:
Sy BRaM—>M: bm— bm
c:B—>B®s4B: b—b® 1.

Dabei ist B ®4 M ein B-Modul im ersten Faktor, d.h. b(0’ @ m) = (bb') @ m.

(31.2)

Definition 31.2. Ein Abstiegsdatum von B nach A ist ein Paar (M, ), wobei M ein B-
Modul und ¢ : M — B ®4 M ein B-Homomorphismus ist, sodass folgende Diagramme

kommutieren:
©
ML Bo, M M———B3aM
NG Jon. o1
M B@AMaB(X)AB@AM
o®id s

Ein Homomorphismus (M, p) — (M',¢') zwischen zwei Abstiegsdaten ist ein B-Homomor-
phismus [ : M — M’, sodass folgendes Diagramm kommutiert:

s Lo (31.4)
BosM Z5Boy M

Man rechnet leicht nach, dass fiir jeden A-Modul N, das Paar (B ®4 N, ¢n) ein Abstiegs-

datum ist.

Lemma 31.3. Sei (M, p) ein Abstiegsdatum von B nach A und 6 := o ® idy; —idg ®@¢.
Dann ist die Sequenz
0M5Bos M-S BosB®s M. (31.5)

exakt.

Beweis. Wegen sy, o p = idy; ist ¢ injektiv. Mit ¢ := sp ® idy; gilt
(posy+tod)(b@m)=pbm)+b@m—bp(m)=>bxm. (31.6)

Also ist jedes u € B ®4 M mit d(u) = 0 wegen u = p(s(u)) im Bild von ¢. O

Fiir jedes Abstiegsdatum (M, ) definiert man den A-Modul
M?:={me M| p(m)=1m}. (31.7)

Mit §4 := (1®idy) —¢ : M — B®4 M hat man auch M¥ = kern §4. Man beachte, dass § =
idg ®d 4. Der folgende fundamentale Satz zeigt, dass man fiir bestimmt Ringerweiterungen

tatsdchlich A aus B und dem Abstiegsdatum zuriickgewinnen kann.
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Satz 31.4 (Treuflacher Abstieg). Sei A — B ein Homomorphismus (nichtkommutativer)
Ringe, sodass B als (Rechts-)A-Modul treuflach ist. Dann gilt:

(a) Fiir jedes Abstiegsdatum (M, ) induziert die Inklusion M¥ < M einen Isomorphis-
mus B ®4 M? = M. Dabei gilt ope = .

(b) Fir jeden A-Modul N induziert die Abbildung N — B ®4 N : n — 1 ®n einen
Isomorphismus N = (B ®4 N)#~.

Beweis. (a) Die Sequenz
05N> MABBo, M (31.8)

ist per definitionem exakt. Weil B flach ist, ist auch
0= B®sN—>BosM"S8" Bo,BeosM (31.9)

exakt. Wegen 6 = idg ®J4 folgt aus Lemma 31.3, dass es einen Isomorphismus B®4 N — M
gibt. Aus ¢p(n) = 1®n fir n € N folgt, dass dieser Isomorphismus von der Inklusion N < M

induziert wird sowie pn = .

(b) Sei M := B4 N. Wegen d4(1® N) = 0 faktorisiert die Abbildung N — M durch M®#~.

Tensorieren mit B liefert dann das kommutative Diagramm

B®AN—>B®AM¢N

Npm l~wegen (a) (3110)
M

Da B treuflach iiber A ist, war schon N — M%¥~ ein [somorphismus. U

Bemerkung 31.5. (a) Kategorieentheoretisch besagt der Satz, dass der Funktor (M, ¢) —
M¥ eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der Abstiegsdaten und der Kategorie der A-
Moduln darstellt.

(b) Wir sagen, eine Ringerweiterung A — B sei ein effektiver Abstiegshomomorphismus,
wenn die Aussage des Satzes zutrifft. Wir werden weiter unten alle effektiven Abstiegshomo-

morphismen zwischen kommutativen Ringen bestimmen.

Ubung 31.6. Seien A und B kommutativ. Zeigen Sie, dass man ein Abstiegsdatum auch
durch einen B-Modul M zusammen mit einem B® 4 B-Isomorphismus ® : M@, B — B M

kodieren kann, bei dem ein Diagramm von folgendem Typ kommutiert:

d1o
M®@sB®sB—B®sM®usB
=~ Lo (31.11)
B®sB®a M.
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Sei nun B kommutativ. Dann kann man das Tensorprodukt von Abstiegsdaten folgender-

malien definieren:
(M,p) @ (M',¢") = (M ®@p M', ¢ @), (31.12)

wobei man die Projektion
(BOIAM)R5(BRsM') - By(M@gM'): (bom)® (1 @m') — '@ (mem'). (31.13)

verwendet. Dann sieht man leicht, dass N — B®4 N ein Aquivalenz von Tensorkategorien ist.

Insbesondere entspricht jeder A-Algebra eine B-Algebra mit kompatiblem Abstiegsdatum.

Fiir praktische Rechnungen ist oft folgende Variante empfehlenswert: Sei £ = End4(B) der
Endomorphismenring von B als A-Rechtsmodul. Jedes Abstiegsdatum (M, ¢) induziert dann
eine F-Modulstruktur auf M vermdoge

v(m) = (su o (v @ idar) o ) (m). (31.14)
Fir m = b ®n gilt dann zum Beispiel
Y(b®@n)=~v(b) ®n. (31.15)
Ist B ein freier A-Modul mit Basis e;, so kénnen wir die Elemente der dualen Basis e als
Endomorphismen via B — A — B auffassen. Wegen

p(m) =Y e ®e;(m) (31.16)

lasst sich ¢ aus der E-Struktur rekonstruieren. Wenn der Rang von B iiber A endlich ist, so

definiert diese Formel umgekehrt ein Abstiegsdatum.

Beispiel 31.7. Sei K ein Korper mit char K # 2 und A := Klx], B := K[t| mit t* = z.
Dann ist F = B(D) mit D? = 0 und Dt +tD = 1. Die Konjugation ¢ — —t entspricht dabei
dem Element s =1 — 2tD. Es gilt somit D = (1 — s) (BGG-Operator).

Satz 31.8. Sei K ein Korper und L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe T'.
Dann ist V=W = LRV eine Aquivalenz zwischen K -Vektorriumen und L-Vektorrdumen

W, die mit einer semilinearen I'-Operation ausgestattet sind, d.h. mit
v(aw) = vy(a)y(w) fir alle a € L und w € W. (31.17)
Die inverse Aquivalenz 151

Wi Whi={we W | vy(w) =w fir alley € T}. (31.18)
Beweis. Sei L[I'] := 69761“ L~ mit der Ringstruktur a;7y; - asys = ai;yi(az) (1172). Dann
gibt es einen offensichtlichen Homomorphismus ¢ : L[I'] — Endg(L). Es folgt aus dem
Dedekindlemma (L-lineare Unabhéngigkeit von Elementen der Galoisgruppe), dass ¢ injektiv
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ist. Aus Dimensionsgriinden ist ¢ sogar ein Isomorphismus. Also sind K-Moduln dquivalent
zu L[I']-Moduln, was genau die Behauptung ist. O

Beispiel 31.9. Ein R-Vektorraum ist ,dasselbe* wie ein C-Vektorraum W zusammen mit

einer antilinearen Involution, d.h. einer Abbildung W — W : w + w mit

Wy, + we =W, + Wy, aw=aw und

gll

— w. (31.19)

Entsprechendes gilt fiir R-Algebren.

Zum Schluss soll noch der Abstiegssatz auf allgemeinere Erweiterungen kommutativer Ringe

ausgedehnt werden.

Definition 31.10. Ein Ringhomomorphismus A — B heifst universell injektiv, wenn fiir
jeden A-Modul N die Abbildung N — B ® 4 N injektiv ist.

Beispiel 31.11. (a) Jede treuflache Erweiterung ist universell injektiv. Um zu zeigen, dass
N — B®4 N injektiv ist, geniigt es, dies nach Tensorieren mit B nachzuweisen. Aber da ist
esklar,da B4 N - BRABRs N :b®n+— b®1®n die Retraktion by ® by @n +— b1bs @n
besitzt.

(b) Wenn A als A-Modul ein direkter Summand von B ist, so ist A — B universell injektiv.
Man kann zeigen (Lazard 1969), dass fiir endlich erzeugte Algebren {iber noetherschen Ringen
alle universell injektiven Erweiterungen von diesem Typ sind. Ein Beispiel ist die Erweiterung
A— A® A/a, wobei 0 # a C A ein nichttriviales echtes Ideal ist. Weniger triviale Beispiele

sind Invariantenringe in Charakteristik null.

(¢c) Wenn A normal mit Q € A und B eine nullteilerfreie endliche Erweiterung von A
ist, dann ist A — B universell injektiv. In dem Fall ist ndmlich L = Q(B) eine endliche
Korpererweiterung von K = Q(A). Betrachte L als K-Vektorraum und sei trzx (b) die Spur
der Multiplikationsabbildung mit b € L. Wie im Beweis von Satz 16.7 zeigt man dann, dass
tryx eine A-lineare Abbildung B — A ist. Wegen tryx(a) = [L : K]a fiir alle a € A und
Q C Aist dann [L : K]~" trpx eine Retraktion. Nach (b) ist A — B somit universell injektiv.

Unser Ziel ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 31.12 (Joyal-Tierney, Olivier, Beweis von Mesablishvili). Fir eine kommutative A-

Algebra B sind dquivalent:

(a) A — B ist universell injektiv.
(b) A — B ist eine effektiver Abstiegshomomorphismus.
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Wir starten mit (b)=(a). Sei N ein A-Modul und N das Bild von N in B ®4 N. Dann ist
B®4 N = B®4 N und dementsprechend ¢y = ¢5. Nach Teil (b) von Satz 31.4 ist dann
N — N ein Isomorphismus, d.h. N — B ®4 N ist injektiv.

Sei nun umgekehrt A — B universell injektiv. Bei genauer Durchsicht des Beweises von

Satz 31.4 sieht man, dass die Treuflachheit von B nur an zwei Stellen benutzt wurde, ndmlich

in (a) die Exaktheit der Sequenz (B ®4 V.), wobei (N,) die Sequenz (31.8) bezeichnet und
in (b) die Implikation B®4 N = B®4 M#N = N = M¥~.

Problem (b) ist leicht, denn es gilt allgemein

Lemma 31.13. Sei A — B universell injektiv. Dann ist ein A-Homomorphismus f : N1 —

Ny genau dann ein Isomorphismus, wenn idg ®@af : B ® 4 N1 — B ®4 Ny einer ist.

Beweis. Sei N = Ny/f(N;) der Kokern von f. Dann haben wir folgendes kommutatives

Diagramm mit exakten Zeilen

N Ny N 0

[ [ | (31.20)

B@AN1;B®AN2—>B®AN—>O

Da A — B universell injektiv ist, sind die senkrechten Pfeile injektiv. Auferdem ist BN =
0. Es folgt N; = No. OJ

Bemerkung 31.14. Man sagt, ein Funktor reflektiere Isomorphismen, wenn er die eben

bewiesene Eigenschaft hat.

Fiir Problem (a) imitieren wir den Beweis der Exaktheit von (M, ) und axiomatisieren dazu

die Hilfsmorphismen sy; und t.

Definition 31.15. Eine Sequenz (M;,d;);=1
stens d;d;_1=0 fiir = 2,...,n — 1 und wenn es zweitens Homomorphismen h; : M; — M;_1,

» von Moduln heiltt kontrahierbar, wenn er-

.....

M d1 M d2 M
1 — Mg — Vi3
hy - hs . dody = 0, dihy + hsdy = idyy, (31.21)

Ky Kd

M1—>M2—>M3

Der Punkt ist, dass Exaktheit in der Regel nicht invariant unter der Anwendung von Funk-

toren ist, Kontrahierbarkeit aber schon.

Lemma 31.16. FEs gilt:
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(a) Das Bild einer kontrahierbaren Sequenz unter jedem Funktor (z. B. Tensorieren oder
Dualisieren) ist kontrahierbar.

(b) Jede kontrahierbare Sequenz ist exakt.

(¢) Ist die direkte Summe zweier Sequenzen kontrahierbar, so ist auch jeder Summand

kontrahierbar.

Beweis. a) Folgt einfach aus der Tatsache, dass Kontrahierbarkeit durch Identitéten definiert

wird und die bleiben unter jedem (additiven) Funktor erhalten.
b) Wie im Beweis von Lemma 31.3.

c) Sei (M/,d,) ein direkter Summand von (M;,d;) mit Inklusionen ¢; : M/ — M; und

Projektionen p; : M; — M]. Sei h; : M; — M;_, eine Kontraktion. Dann rechnet man leicht

nach, dass h, = p;_1h;; eine Kontraktion von M/ ist. O

Nun ist die Sequenz (/V,) im Allgemeinen leider nicht kontrahierbar. Um dies zu erzwingen,
definieren wir fiir jeden A-Modul N den A-Modul N* := Homgz(N,Q/Z) (vermoge (fa)(n) :=
f(an)). Die Zuordnung N — N* ist kontravariant, d.h. jeder Homomorphismus f : Ny — N
induziert einen Homomorphismus f* : Ny — N; in die umgekehrte Richtung. Wir fassen die

Haupteigenschaften zusammen:

Lemma 31.17. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus.

177

(b) Fiir je zwei A-Moduln L und N gelten die beiden Adjunktionsformeln

(a) Eine Sequenz (N;,d;) von A-Moduln ist genau dann exakt, wenn (N}, d}) exakt ist.

(L XA N)* :HomA(N,L*)

(L®aN)* =Homa(L,N*) (31.22)

(¢c) Sei A — B universell injektiv. Dann hat der Homomorphismus (1 ® idy)* : (B ®4
N)* — N* fiir jeder A-Modul N einen Schnitt. Dieser kann natirlich in N gewdhlt

werden, d.h. fir alle Homomorphismen N1 — No kommutiert das folgende Diagramm.:

I} | (31.23)
(B ®a N1)® L58NT

Beweis. (a) Die Gruppe Q/Z ist ein injektiver Z-Modul (Korollar 5.13). Es folgt, dass NV —
N* exakt ist. Da N — N** injektiv ist (siche Beweis von Satz 30.3), ist ein Modul N bzw.
ein Homomorphismus f genau dann 0, wenn N* bzw. f* Null ist. Da N — N* Kerne und
Kokerne erhélt, ist f genau dann injektiv/surjektiv, wenn f* es ist. Daraus folgt leicht, dass

eine Sequenz (1V;) genau dann exakt ist, wenn (N;) es ist.

(b) Die erste Formel ist einfach (30.1) mit (A, E, B, M) := (Z,Q/Z, N,L ® 4 N). Die zweite
gilt analog.
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(¢) Aus der ersten Adjunktion folgt N* = (A ®4 N)* = Homae(N, A*) und (B ®4 N)* =
Hom 44(N, B*). Daher geniigt es, einen Schnitt von B* — A* zu konstruieren. Wiederum die

erste Adjunktion mit N = A* liefert das Diagramm

[ | (31.24)
Hom 4 (A*, B*) — Hom4(A*, A%)

Wegen der universellen Injektivitdt von A — B ist A®4 A* — B®4 A* injektiv. Damit sind
beide Pfeile surjektiv. Ein Urbild von id 4« € Hom4(A*, A*) ist dann der gesuchte Schnitt. [

Sei nun (M, ¢) ein Abstiegsdatum. Dann bezeichnen wir die exakte Sequenz (31.8) mit (N,)
sowie die exakte Sequenz (31.5) mit (M,). Wir zeigen, dass (B ®4 N,) exakt ist.

Es gibt einen natiirlichen Homomorphismus ~, : (N,) — (M,). Wenn wir darauf den Stern-

operator anwenden, so erhalten wir das Diagramm mit exakten Zeilen

4q I I . (31.25)

(B&s M) —— M* ——— N* — 0
Das linke Quadrat ist wie in (31.23). Man iiberzeugt sich leicht, dass dies einen dritten
Schnitt rechts induziert. Da (M. ) und damit auch (M}) kontrahierbar ist, ist auch der direkte
Summand (N}) kontrahierbar. Wegen (B ®4 N.)* = Homa(B, NJ) (zweite Adjunktion) ist
dann auch (B ®4 N,)* kontrahierbar und damit exakt. Es folgt, dass auch (B ®4 N,) exakt
ist. U

Bemerkung 31.18. Die Kommutativitat von A und B geht dadurch ein, dass dann der
Schnitt A* — B* ein A-Homomorphismus unter sowohl Links- als auch Rechtsmultiplikation
ist. Dadurch wird N* — (B ®4 N)* zu einem Homomorphismus von A-Moduln. Dies wird
gebraucht um zu zeigen, dass (B ®4 N,)* = Homy (B, N}) kontrahierbar ist. Die schwéchere

Bedingung, dass A im Zentrum von B liegt, wiirde es somit auch tun.
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